[bookmark: _GoBack]SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:Sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas. m, n ∈ Z.
K  es un cuerpo.


a i j  : Coeficiente de la ecuación i que multiplica a la incógnita j. .  . i: 1,2,…,m; j:1,2,…n.

h i : segundo miembro de la ecuación i. .
x j : incógnita j.




		





Una solución es una n-upla, (c1, c2, …, cn) con cj ∈ K ; tal que si se reemplaza cada incógnita x j  por el escalar correspondiente c j , se cumplen todas las ecuaciones.
Resolver el sistema es hallar todas las soluciones del sistema (el conjunto solución), o bien establecer que el sistema carece de solución (el conjunto solución es el conjunto vacío).
Expresión matricial del sistema:



: Conjunto de matrices de m filas y n columnas cuyos elementos pertenecen a R.

A ∈ .
A i : fila i de la matriz A.
A j : columna j de la matriz A. 
Matriz nula: matriz cuyos elementos son todos nulos.
Matriz cuadrada: matriz que tiene la misma cantidad de filas que de columnas.
Matriz identidad: 
Sea I ∈ Rnxn  ( matriz cuadrada). I i j  elemento de la fila i y la columna j de la matriz I. 

I es la matriz identidad de orden n si: 

Matrices iguales:   Sean A,B ∈ .
A = B     si   ai j = b i j       ∀ i , j  ∈ N; i=1,2,…m;   j=1,2,…,n
Procedimiento para resolver el sistema:
              AH
Matriz aumentada
            AX=H
Sistema a resolver

				Operaciones elementales de filas



            RH`
Matriz escalón reducida por filas
              RX=H`
Sistema resolvente



	Solución, expresada como combinación lineal de n-uplas.

La estrategia consiste en transformar el sistema en otro que sea equivalente (tiene las mismas soluciones) pero que pone en evidencia las soluciones.
Para ello, procuramos que en cada ecuación no nula una y solo una incógnita tenga coeficiente 1 y 0 en las restantes. 

Operaciones elementales de filas
Operación elemental de filas de tipo I:          
I) Multiplique la fila i por el escalar no nulo k.
Símbolos:             kFi              y        ei(k)	
Operación elemental de filas de tipo II:
II) Reemplace la fila i por la suma de la fila i y  la fila j previamente multiplicada por el escalar k.  i≠j .
Símbolos:            Fi + k Fj        y         e i j (k)
Operación elemental de filas de tipo III:
Intercambie las filas i y j.
Símbolos:           Fi ↔ Fj           y         Fi j

Teorema: Para cada operación elemental de filas e, existe una operación del mismo tipo, e-1, que restituye la matriz original. e-1 es la operación elemental inversa de e.
Se expresa	e-1(e(A))=e(e-1(A))
Si e: kFi	⇒		e-1 : 1/k  Fi
Si e: Fi+kFj	⇒		e-1 :  Fi + (-k)Fj
Si e: Fi ⃡   Fj	⇒		e-1:  Fj ⃡ Fj
Matrices equivalentes por filas
Sean A, B ∈ Rmxn (matrices de iguales dimensiones). f

A es equivalente por filas a B (se expresa  A	B) si B se obtiene a partir de A mediante una sucesión finita de operaciones elementales de filas.

Propiedades de la relación de equivalencia por filas: f

· A        A       	Reflexividad.
· A          B    ⇒  B         A	Simetría. f
 f
 f
 f
 f

· A        B      y    B        C  ⇒  A         C	Transitividad.


Teorema: Si  se obtiene de  mediante una sola operación elemental de filas, entonces AX=H y A`X=H` tienen las mismas soluciones (son sistemas equivalentes).
 f



Corolario: Si       , entonces AX=H y A`X=H` tienen las mismas soluciones.

Matriz escalón reducida por filas

Sea A ∈ .
A es una matriz escalón reducida por filas si es nula o si cumple con las siguientes condiciones:
· El primer elemento de cada fila no nula (elemento conductor) es 1.
· En la columna de cada elemento conductor (columna principal), los restantes elementos son nulos.
· Si hay otros elementos conductores a la izquierda de un elemento conductor, aquellos están en filas superiores (las filas están en escalera).
· Si hay filas nulas, éstas están al debajo de las no nulas.
Teorema: Toda matriz a elementos en un cuerpo es equivalente por filas a una única matriz escalón reducida por filas.

Rango de fila de una matriz
Sea A una matriz y R su matriz escalón reducida por filas. El rango de fila de A, r(A), es el número de filas no nulas de R.
Conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales
Llamamos incógnitas principales a las que corresponden a los elementos conductores. Las restantes incógnitas son no principales.
Ecuaciones principales son las que corresponden a los elementos conductores.
Ecuaciones no principales son las restantes ecuaciones.
Sea AX=H un sistema de de m ecuaciones lineales con n incógnitas .
Si	r(A)=r(AH)=n	, entonces la solución es única y se dice que el sistema es compatible determinado.
Si	r(A)=r(AH)<n	, entonces el sistema tiene infinitas soluciones y se dice que el sistema es compatible indeterminado.  En este caso existen incógnitas no principales. Para cada juego de valores que se asignan a las incógnitas no principales se obtiene una solución.
Si	r(A)≠r(AH)	, entonces el sistema no tiene solución (sistema incompatible). En este caso hay al menos una ecuación del tipo 0=h con h≠0.
Sea AX=H un sistema de ecuaciones lineales y RX=H` su sistema resolvente.
Sistema de ecuaciones lineales homogéneo: sistema en el que los segundos miembros son todos nulos. La n-upla nula (solución trivial) es siempre solución de estos sistemas (siempre son compatibles). Pueden tener además de la solución trivial otras soluciones (infinitas soluciones).

Teorema de Rouché - Frobenius: Sea AX=H un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas.  
	El sistema AX=H tiene solución si y sólo si el rango de la matriz de coeficientes, r(A) es igual al rango de la matriz ampliada r(A|H).
Demostración
Explicación preliminar:
Supongamos que en el sistema resolvente de AX=H   ( RX=H` con R matriz escalón reducida por filas de A)  se tiene que las primeras r  incógnitas son principales. 
Aclaración: si las incógnitas principales estuvieran intercaladas con las no principales, se podrían reasignar los subíndices de manera que queden agrupadas las incógnitas principales en los primeros lugares y las no principales en los últimos. La diferencia entre los conjuntos de soluciones se reduciría a los nombres de las incógnitas pero no en cuanto a sus valores numéricos.

Matriz [RH`]:

Coeficientes de r incógnitas  principales		Coeficientes de incógnitas principales

Coeficientes de incógnitas  no principales		Coeficientes de incógnitas principales

r Ecuaciones principales
Ecuaciones no principales






















m
1
r
r
n
r
1
r
r 
1
n
1
1
r
1
h
0
0
0
0
h
0
0
0
0
h
a
a
1
0
h
a
a
0
1























Si el sistema tiene solución los segundos miembros de las ecuaciones no principales, hr+1, ..., hm, son todos nulos.	
Si se escriben las incógnitas principales en términos de las no principales (las incógnitas no principales en los segundos miembros) y se eliminan los términos con coeficientes iguales a cero, nos quedan las ecuaciones principales de la siguiente manera:


1º parte de la demostración:
Hipótesis: El sistema AX=H tiene solución 
			
Los segundos miembros de las ecuaciones no principales, hr+1, ..., hm son todos nulos.
			
El número de filas no nulas de la reducida de A es igual al número de filas no nulas de la reducida de AH, entonces: 	r(A) = r(AH).

2º parte de la demostración:
Hipótesis: r(A) = r(AH)
                      
Los segundos miembros hr+1, ..., hm  son todos nulos.
Si se elige un conjunto cualquiera de escalares cr+1, ..., cn
y se reemplazan las incógnitas no principales xr+1, ..., xn  , por los escalares  cr+1, ..., cn, se obtiene un valor para cada una de las incógnitas principales x1, ..., xr :

     (1)
Como se dijo anteriormente, las incógnitas no principales toman los valores cr+1, ..., cn. Las incógnitas principales toman valores dados por las expresiones (1).
En definitiva, para cada incógnita, principal o no principal, se tiene un valor bien determinado. Lo que implica que el sistema es compatible. 
Es decir que una solución particular es


y por consiguiente el sistema AX=H tiene solución.
Teorema: Sea AX=O un sistema de ecuaciones lineales homogéneo con m ecuaciones y n incógnitas. Si r(A)<n, entonces el sistema tiene otras soluciones además de la solución trivial.
Corolario: Sea AX=O un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de m ecuaciones con n incógnitas. Si m<n, entonces el sistema siempre admite otras soluciones además de la trivial.
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