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PULSOS Y ONDAS MECANICAS

I. Introduccion a los fenomenos ondulatorios (Ondas
mecdnicas)

Para que ocurra el fendmeno de pulso o de onda mecdnica es necesario que
en un punto de un medio elastico se aplique una fuerza variable con el
tiempo durante un intervalo de tiempo corto, en cuyo caso se genera un
pulso, o bien, si se aplica en forma permanente se tiene una onda sobre el
medio elastico.

Algunos ejemplos de medio eldstico son: cuerda eldstica tensa; cuba de
agua; membrana de tambor y, el aire mismo actua como medio elastico
(ver ondas longitudinales).

En la Figura 1a se muestra la generaciéon de un pulso aplicando, mediante
una fuerza, una  deformacidn por un corto lapso de tiempo, en el inicio
de la cuerda(x=0). Finalizado el tiempo de aplicacién se observa que la
deformacion generada se traslada a lo largo de la cuerda generando un
pulso. En la Figura 1b se repite la operacién infinitas veces logrando, asi,
una sucesion infinita de pulsos, tren de ondas o, simplemente una onda en
el medio elastico.

Un segundo ejemplo se tiene para el caso de pulsos y ondas mecanicas
generadas sobre la superficie de un liquido (agua, por ejemplo). En la
Figura 2 a se muestra la vista superior de una cuba de agua con una
sucesion de flotadores (corchos) los cuales permitirdn visualizar la
generacion de pulsos y ondas mecanicas mediante el pulsador, P. En la
Figura 2 b se presenta una vista lateral de la misma, previo al accionamiento
del pulsador. Finalmente, en la Figura 2 c, se observa la vista lateral cuando
el pulsador actua.



(b)

Figura 1: a) generacion de un pulso mecdnico; b) Onda mecdnica en una
cuerda (excitacion permanente).

(a)y (b)

-

(c)

Figura 2: (a) Vista superior de una cuba con agua; (b) Vista lateral sin
perturbary, (c) Vista lateral con perturbacion ondulatoria permanente.



Se presentan dos tipos de ondas mecanicas: Ondas transversales y ondas
longitudinales. Las primeras se corresponden con un fendmeno donde los
elementos de masa del medio elastico se desplazan en direccidon
perpendicular a la direccidn de propagacién de la onda. Asi, en el caso de la
cuerda elastica y, siendo el sentido de propagacion el definido por la
cuerda, se observa que el movimiento de los elementos de masa se realiza
segun la direccion normal a la anterior; por lo tanto, estamos en presencia
de una onda transversal.

Por otra parte, para el caso de la cuba de ondas de la Figura 2, el
desplazamiento de la perturbaciéon ondulatoria es en la direccién de la
superficie del liquido mientras que los elementos de masa se desplazan
perpendicular a la misma. Este hecho esta evidenciado por el movimiento
de los flotadores.

Finalmente, el aire como medio eldstico, permite la propagacion de otro
tipo de ondas: ondas longitudinales, caracterizadas porque generan, por
efecto de la perturbacion ondulatoria, sucesivas compresiones vy
expansiones de las capas de aire contiguas. Es el principio de las ondas de
sonido por las cuales al emitir un sonido se produce la compresiéon de la
capa de aire préxima al punto de excitacidon (aparato de fonacidn, parlante,
etc.) y la dilatacidn de la subsiguiente. De esta manera se trasmite el sonido
hasta llegar al receptor.

Si se considera el caso de un pulso que se genera en un punto del medio
eldstico. Como se explicd anteriormente, este pulso tiene una extension
espacial limitada tal como se muestra en la ec.1. En esta se representa el
desplazamiento vertical de los elementos de masa en una longitud
pequeia. Para este caso la expresion matematica es una Gaussiana:

1 2

y(x) = = (1)

Donde, a los fines de que se considere un pulso mecanico, se debe suponer
que la dispersion, o, es muy pequena. Al aplicar esta deformaciéon en x=0
del medio elastico la misma se trasmite en direccion horizontal generando
una funcidn que depende de x, t. Esta propagacion se realiza sin
deformacidn del pulso inicial, por lo tanto, su expresion matematica resulta
(ec.2):



_(x=VD)?

1
y(x, t) = N7 202 (2)

Donde V representa la velocidad de propagacién del pulso (Figura 3).
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Figura 3: Propagacion de un pulso gaussiano con velocidad de
propagacion, v=2

Il. Ecuacion diferencial de las ondas mecadnicas o
ecuacion de D'Alembert

Las funciones matematicas que describen adecuadamente los pulsos y las
ondas mecanicas son de la forma general:

y(x, t) = y(x —vt) (3)
La cual puede verificarse facilmente para el caso del pulso gaussiano.

El fisico-matematico D’Alembert dedujo la ecuacidn diferencial que
satisface una funcion de este tipo. Nosotros lo haremos para el caso mas
simple que corresponde a un pulso u onda unidimensional. D’Alembert lo
hizo para el caso tridimensional.

Comencemos definiendo la variable auxiliar:
u=x-—uvt (4)
Por lo tanto:

y(x,t) = y(w=y[ulx, t)] (5)



Avancemos, pues, a fin de encontrar la ecuacién diferencial que satisface
y (x, t). Para ello se procede a calcular la derivada parcial segunda respecto
de x aplicando la derivada de una funcién implicita (regla de la cadena):

dy(x,t) _ dy(w) ou

(6)

ox du 0x
0%y(xt) _ d’y(w)du (7)
ax2  du? ox
Con:
u
Fyatl (8)
En forma similar:
%y(xt) o d%y(w)
atz v du? (9)

Con lo cual, la ecuacién diferencial que satisface un pulso o una onda
mecanica resulta:

%y(xt) 1 3%y(xt)_
O0x? vz ot

0 (10)

Esta constituye la ecuacion diferencial de D’Alembert la cual gobierna este
tipo de fendmenos.

lll. Descripcion matematica de las ondas mecadnicas:
Funciones armonicas

Si se efectia una excitacion oscilatoria en x=0, es decir que se aplica una
fuerza variable con el tiempo tal que la deformacién en el punto inicial varia
con el tiempo segun la ecuacion:

y(0,t) = Acos(wt) (11)

Con esta funcion de deformacién y, por la vinculacion elastica entre los
elementos de masa, la misma se trasmite a lo largo del medio generando la
funcién y (x, t):

y(x,t) = Acos (kx — wt) (12)



Para esta funcion se puede comprobar que la misma satisface la ecuacion
de D’Alembert. Asi, si se deriva parcialmente la ec.12 respecto a x, t. se
obtiene:

2yt = —ky(x,0) (13)
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LY t) = —w?y(x,t) (14)
Definiendo, ahora, la velocidad de propagacion de la onda como:

v = ; (15)

Se puede verificar, en forma inmediata:

92 1 92
@3’(9@ t) _ﬁﬁy(x' t)=0 (16)

La cual adopta la forma de una ecuacién de D’Alembert.

Interpretacion fisica de las constantes w, k 'y v

Como se explicé respecto a la ec.11 se realiza una excitacion armdnica en
el punto inicial de la cuerda infinita de la forma indicada por esta ecuacion.

En ella, la constante w representa una pulsacion angular, que es igual a:

2w
w = ? (17)

Donde T es el periodo de la oscilacidon. A intervalos de tiempo T no sdlo se
repite la posicidn de dicho elemento de masa sino también su velocidad en
modulo y signo.

Como se explico, al referirse a la ec.11, este movimiento oscilatorio en x=0
se comunica a los siguientes elementos de masa debido a la condicidn
elastica del medio, los cuales realizan movimientos oscilatorios a posteriori
y desfasados entre si.



Para interpretar los parametros k y v es necesario visualizar el movimiento
de la cuerda a lo largo de su extensidn. Para ello podriamos marcar distintos
puntos de la mismay a igual distancia suficientemente pequefia entre ellos.
Por otra parte, se tendria que disponer de una camara filmadora que pueda
separar cuadros entre si a intervalos de tiempo suficientemente pequenos
respecto del periodo.

El experimento consistiria en tomar instantaneas de la forma que adopta la
cuerda a lo largo de su extensidon como se muestra en la Figura 4 para dos
instantes de tiempo. Supondremos que la curva roja es para un instante
posterior a la negra. Los puntos de esta curva estan definidos por las
coordenadas de los elementos de masa que fueron marcados a lo largo de
la cuerda en el primer paso del experimento. Cabe mencionar que, igual
experimento se puede plantear para estudiar el movimiento de los
elementos de masa en la superficie de un estanque como se planted en la
Figura 2.
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Figura 4: Desplazamiento transversal de los elementos de masa de una
cuerda eldstica

Si dejamos fija a la curva negra e imprimimos la curva roja para posteriores
instantes de tiempo podemos concluir que la curva roja se desplaza a
velocidad constante de forma tal que, en At = T desde el instante en que se
graficd la curva negra, la curva roja coincide nuevamente con la negra. Es
como si se “desprendiese” de la negra, viajase con velocidad constante
(como un fantasma o ghost) hasta reencontrarse con la negra la cual es,



como se preciso, el perfil de la cuerda para un instante que consideramos
como inicial.

Debe observarse que, si se levanta una recta vertical para una determinada
posicidn x;, el punto donde intersecta esta recta a la curva roja define el
desplazamiento transversal, y (xi, t) del elemento de masa ubicado en x=x;
en el instante t considerado.

El tiempo que tarda en reencontrarse la curva roja con la negraes Ty, la
distancia que recorre es A, a la cual denominamos longitud de onda. Por lo
tanto, se cumple que, la velocidad de desplazamiento resulta:

v=§ (18)

Consecuentemente, en el medio elastico se genera una deformacioén y (x, t)
doblemente periddica en las variables x, t. El pardmetro k representa la
pulsacion espacial y se le denomina numero de onda:

_2n
k = 3 (19)

Es inmediato concluir la compatibilidad entre la ec.18 y la ec.15,
previamente deducida, puesto que:

w
vV =—
k

segun la ec.15 y, reemplazando ambas pulsaciones: espacial, k, y temporal
w en funcidon de sus respectivos “periodos” se tiene:

21

_ T
V=91

1

resultando la ec.18.

Esimportante puntualizar que la cuerda tiene su otro extremo libre y, desde
el punto de vista experimental, para poder comprobar las ecuaciones
desarrolladas aquiy en consecuencia el modelo fisico se deberia ubicar esta
cuerda, a los fines de que no sea afectada por la gravedad, sobre una
superficie horizontal con muy baja friccion entre la cuerda y la superficie.
Finalmente, el eje x debera coincidir con el sentido de desarrollo de la
cuerda mientras que, el eje y sera perpendicular al anterior.



Representacion fasorial de las funciones armonicas.

La expresidon matematica de las funciones armonicas puede ser analizada
como la proyeccidon de un vector rotante en una direccion paralela a la
direccion en la cual se desarrolla el movimiento oscilatorio; para este caso
correspondiendo a una oscilacidn transversal. El vector rotante lo hace con
velocidad angular constante; entonces el angulo barrido, a partir de un
angulo o fase inicial, en un tiempo t, es una funcién lineal del tiempo: wt.

Si consideramos distintas posiciones a lo largo del medio elastico (cuerda o
cuba) vemos que el factor k.x introduce una fase a la funcién armodnica v,
por esta razon, los desplazamientos transversales en distintos puntos del
medio elastico no alcanzan los maximos o minimos sincrénicamente o al
mismo tiempo, es decir que estdn desfasados entre si.

Por otra parte, podemos decir que la velocidad de propagacién puede tener
un sentido, positivo, o el opuesto, negativo; esto lo determina el signo de
la velocidad angular, w, el cual, por convencidn se asume positivo si es en
el sentido anti horario y negativo para el caso horario. En la figura 5 se
representa el vector rotante con —w. En todos los casos se designa con o al
valor absoluto de la velocidad angular y se le asigna el signo que
corresponda (Figura 5).
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Figura 5: Representacion fasorial de la funcion armdnica correspondiente
al movimiento ondulatorio (cuba o cuerda)



El vector rotante puede, a su vez, ser representado por un numero
complejo:

A(x, t) = Aetlkx—oD) (20)

En lo que se denomina la expresion exponencial del complejo. O también,
puede representarse en forma binomica:

A(x,t) = Acos(kx — wt) + iAsen(kx — wt) (21)

Donde, A.cos(kx-wt) es la parte real del complejo: proyeccidn sobre el eje
horizontal del vector rotante mientras que A.sen(kx-wt) es la parte
imaginaria, o la proyeccion sobre el eje vertical del mismo vector. A Ia
funcién y (x, t) del movimiento oscilatorio se la ubica en el eje horizontal y
es, por lo tanto, la parte real del vector rotante. En férmulas:

y(x,t) = Re{A(x, 1)} (22)
Donde, con Re {...} se representa la parte real de A (x, t).

(En el parrafo anterior se representa el médulo del complejo por A, por otra
parte, al vector que se lo escribe: A).

Es importante observar:

a) Que se puede también trabajar con la parte imaginaria del vector
rotante en vez de la parte real, en cuyo caso la funcién y (x, t) es la
parte imaginaria del complejo. En este texto, por razones de
compatibilidad con la bibliografia utilizada ), se utiliza la parte real
del complejo.

b) La representacion fasorial es aplicada a la periodicidad temporal. No
tiene utilidad aplicarla a la periodicidad espacial.

c) Normalmente, cuando se representa el complejo A (x, t), la parte real
es la proyeccidn de éste sobre el eje x de las coordenadas cartesianas
(eje horizontal) mientras que, la parte imaginaria es la proyeccion de
A (x, t) en la direccidn del eje y (eje vertical). Por nuestra parte, por
simplicidad en las construcciones graficas, se considera como eje y al
eje horizontal. Esto no afecta la claridad en la exposicidén toda vez que
la designacion de los ejes es convencional. Al no usar la parte
imaginaria del complejo, se reserva la variable x para designar la
coordenada longitudinal sobre la cuerda.



Utilidad de la representacion fasorial

La utilidad mas directa o inmediata reside en la facilidad para sumar dos o
mas funciones armodnicas en un punto x, evitando, de esta forma, la suma
punto a punto de estas funciones. El fasor resultante se obtiene como la
suma vectorial de los fasores componentes. Esta suma se puede efectuar
para t=0ya que para t>0 se mantiene el triangulo vectorial rotando, todo
el conjunto, con la velocidad angular (Figura 6).

Figura 6: Suma de fasores para una rotacion positiva

Agp = /Alz + 4,2 (23)

_ Azy
Oz = arctg . (24)
Con:
A, = A, cos(AB) (25)
A,, = Aysen(AB) (26)

IV. Ecuacion de la cuerda vibrante

Consideremos una cuerda infinita sobre la cual se desarrolla un movimiento
oscilatorio (cuerda infinita con extremos tensados). Supondremos las
siguientes hipotesis simplificativas:



1) Hilo flexible.

I1) El hilo es homogéneo y de densidad de masa constante.

Ill)Durante la oscilacidn el hilo se deforma y por lo tanto varia su longitud
variando con ello su densidad, pero se considera esta variacion
despreciable.

IV) No presenta disipacion interna de energia (roces internos).

V) No actuan fuerzas exteriores y se desprecia la gravedad.

VI)El movimiento se desarrolla en un plano.

VIll) Los desplazamientos son transversales y pequefos.

IX) No hay desplazamientos longitudinales.
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Figura 7: Aplicacion de la segunda ley de Newton a un elemento de cuerda
eldstica y tensa: (a)aplicacion de la tension a la cuerda; (b) desplazamiento
transversal y (x, t); (c) fuerzas actuantes sobre un elemento diferencial de
cuerda.

Las ecuaciones basicas se Obtienen a partir de la aplicacion, a un elemento
diferencial de masa, de la segunda ley de Newton:

dm = pdl = pdx (27)
Siendo p: densidad lineal de masa.
Se plantea la aplicacién de la Il ley en las dos direcciones (Figura 7):
en la direccion de x:
Ty = Tcos@ =T (28)
Ty, =TcosO, =T (29)



porque:
0, <1
0, <1

ya que, aplicando el desarrollo en serie de Taylor:

92

cosf =1 — Y (30)
por lo cual se cumple la primera ecuacion.
Para la coordenada “y” se tiene:
62
pdxﬁy = T2y - le (31)

donde se supone, que d/ = dx en base a la condicion de angulos pequeiios.
Por otra parte, sabemos por trigonometria:

Ty =Ttgb, (33)
Aplicando la Il Ley de Newton:
62
T(tg6, — t961) = pdx 35 (34

La interpretacidon geométrica dice:

d
tggl,Z = (% 12 (35)

Si, ahora, se desarrolla la funcion:

(&

d0x

En serie de Taylor a partir del punto (1):

& =@ +(5D dx (36)

Y reemplazando en la primera ecuacion:

T(tg6, — tg6) ~T(%) +5H ax—(Z) ) 7

Finalmente:

(38)



la cual constituye una ecuacidon de D"Alembert con velocidad:

= |5 (39)

Interpretacion fisica

Suponiendo que se tiene una determinada frecuencia, f, de excitacion de la
cuerda, es decir manteniendo constante la pulsacién, w=2mnf analicemos
distintas situaciones para la vibracidn de la misma teniendo en cuenta que
k=2rt/A y que k=w/V.

a) Sise aumenta la tension de la cuerda 7, manteniendo la densidad de
masa, la velocidad de propagacidon aumentay, con esto, también A.

b) lgual resultado se alcanza si disminuye la densidad masica
manteniendo constante la tension de la cuerda. Es decir, usamos otra
cuerda mas liviana.

c) Por otra parte, si aumentamos (disminuimos) la frecuencia de
excitacidon, aumentamos (disminuimos) la pulsaciéon, w. Dando por
resultado, para una misma cuerda sometida a la misma tensién una
disminucion (aumento) de A.

V. Cuerda vibrante con extremos fijos-modos normales
de oscilacion

Consideremos una cuerda tensa fija en sus extremos a la cual se le aplica
una condicidn inicial que afecta la posicion de los elementos de masa, o
bien la velocidad inicial de los mismos o ambas condiciones. En la Figura 8
se muestra la cuerda fija en sus extremos.
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Figura 8: Cuerda tensa de longitud L, fija en sus extremos.

Condiciones de contorno y condiciones iniciales
Las condiciones de contorno (CC) o condiciones de frontera son:
y(0,t) =y(L,t) =0 (40)

Las cuales deben ser complementadas con las condiciones iniciales validas
para 0< x <L:

y(x,0) = p(x) (41)
dy _
5. (%, 0) =v(x) (42)

Conocidas como el perfil de desplazamientos iniciales y el perfil de
velocidades iniciales. Con las CC y las Cl se puede determinar la funcién
y (x, t) como asi también dy/0t (x, t).

El método...

Se resuelve la ecuaciéon diferencial de la cuerda por el método de
separacion de variables y, en un segundo paso, se determinan las
constantes de la solucion general usando las CCy las Cl.

El método de separacidon de variables consiste en que se puede expresar la
solucion como un producto de dos funciones, una que depende de Ia
variable x; la otra de la variable t.

Es un método muy utilizado en la resolucion de ecuaciones diferenciales a
derivadas parciales que son la base de una cantidad importante de
problemas de la fisica. Por ejemplo, en los problemas electrostaticos, para



resolver V2¢=0 (laplaciano del potencial eléctrico igualado a cero o
ecuacion de Laplace); la ecuacidon de difusion del calor etc...

Se propone, para resolver la ecuacion diferencial:

9%y 1 9%y _

0x2  v2 9tz 0 (43)
la factorizacion:

y(x,t) = AX)T(t) (44)

Introduciendo este producto en la ecuacion diferencial:
n 1 "
A"(X)T(t)= = AX)T"(D) (45)
Si se divide por A(x)T(t), queda :

A _ 1T

A(x) v T(b) (46)

Para la igualdad entre funciones que dependen de distintas variables la
Unica posibilidad es que la ecuacion sea igual a una constante. Esta
constante debe tener signo definido, positivo o negativo segun las
ecuaciones diferenciales de una variable que son de esperar.
Concretamente el signo de la constante debe ser negativo para que las
soluciones resulten funciones armodnicas, es decir, que sean combinaciones
lineales de funciones seno y coseno.

Si se define:

AP _1T0O _ _ 2
Ax)  v2T() a (47)

Las ecuaciones diferenciales que resultan son:



A"(x) + a?A(x) =0 (48)

T"(t) + a2v2T(t) = 0 (49)

Cuyas soluciones son combinaciones lineales de senos y cosenos circulares
y por lo tanto son periédicas. Por otra parte, si en vez de asumir el signo
negativo para la constante se hubiera asumido el signo positivo las
ecuaciones resultarian:

A"(x) —a?A(x) =0 (50)

T"(t) — a®V2T(t) = 0 (51)

Cuyas soluciones son combinaciones lineales de senos y cosenos
hiperbdlicos:

F(t) = a.cosh(avt) + b.senh(avt) (52)

A(x) = c.cosh(ax) + b.senh(ax) (53)

las cuales no son periddicas en las variables independientes, sino que son
funciones trascendentes. Por esta razon esta eleccion para el sigho de a es
descartada.

Las soluciones generales, correspondientes a —a? son:

F(t) = a.cos(avt) + b.sen(avt) (54)

A(x) = c.cos(ax) + b.sen(ax) (55)



Como las constantes a y av estdn determinadas por los paradmetros de la
periodicidad espacial (a) y temporal (av) y se sabe que la relacidon entre ellos
es la velocidad de propagacion v, resulta:

27
a—k—T (56)
Y,
av=w =22 (57)
T

Aplicacion de las CCy las Cl...

La aplicacion de las CC y las Cl a la separacién de variables conduce a las
siguientes ecuaciones:

a) De la CC que establece los extremos fijos se tiene:

y(0,t) = A(0)T(t) =0 (58)
Por lo tanto:

c.cos(k.0) + d.sen(k.0) =0 (59)

De donde se deduce que c=0 quedando, entonces, la solucién:

A(x) = d.sen(kx) (60)

La segunda condicién establece que:
A(L) =0 (61)

Y como d no puede ser nula ya que eso determinaria que y (x, t) =0 para
todo tiempo, lo cual no se corresponderia con la suposicién de que se tiene
una vibracién, o sea que hemos excitado al sistema. Por lo tanto:



sen(kL) =0 (62)

Lo que implica:
ey = 22 (63)
Y la solucién para A(x) resulta:

A, (x)~sen (%) (64)

Los k, constituyen los autovalores de la ecuacion diferencial para A(x)
mientras que Ap(x) son las autofunciones para esta ecuacion.

La existencia de infinitos autovalores, k,, determina, a su vez, infinitas
soluciones linealmente independientes. Por consiguiente, la solucion
general es una combinacidn lineal de las mismas:

nmx

y(x, t) = Xp=1lan cos(wyt) + bnsen(wnt)]sen(T) (65)

Donde, se ha introducido w,en vez de w ya que, por la relacion:
w=k.v
Para cada valor de k, se corresponde un valor w,.

Ademas, los coeficientes a, y b, del desarrollo dependen, para el caso mas
general, del autovalor.

En el siguiente paso se procede a determinar los coeficientes a, y b,
recurriéndose, para ello a las Cl:

y(x,0) = p(x) (66)

0
- (x,0) = v(x) (67)



Introduciendo el desarrollo en serie:
Ere1 ansen(—) = p(x) (68)
Y1 Wnbpsen(==) = v(x) (69)

Donde los coeficientes a, y w,.b, se determinan usando la ortogonalidad
del conjunto de funciones {sen(nmix/L)} en el intervalo (0, L) (analisis de
Fourier).

Para deducir las formulas de estos coeficientes realicemos primero el
siguiente calculo:

f L (nnx) (n'nx) p
sen|—) sen|—— ) dx
) L L

— % JO L [cos <—(n — Zl ’)nx) — cos <—(n ’ : ,)nx>]dx

Donde se ha utilizado la identidad trigonométrica:

N| —

[cos(a — B) — cos(a + B)]

sen(a).sen(B) =

Analicemos los casos: n #n” y n=n":

Sin #n” se puede efectuar la primera integracién porque n-n"# 0:

L a7
0 L

B L (n —n)rlL (n—n)m.0 _ o
= mn sen 7 sen 7 =



La segunda integral:

L ((n + n')nx)
f cos | — | dx
0 L
3 L (n +n")nL (n+n)m.0 o
C (n+n)m Sen L sen L B

Por lo tanto, sin #n’ la integral es nula.

Veamos qué ocurre si n = n’. La primera integral queda:

%LL[COS (_(n —f’)nx) dx = %

Mientras que la segunda:
1[’“ (n+n)nx Dy = 0
2, cos 5L X =

Por lo tanto, la integral propuesta puede expresarse en forma compacta:

fOL sen (nl,ﬂ) sen (nLﬂ) dx = édnn' (70)

Donde, d,-€s la delta de Kronecker la cual vale 1 sin=n"vy vale 0 si n#n’.

La ec.70 constituye la condicion de ortogonalidad para las funciones del
conjunto.

Volvamos ahora, valientemente, al calculo de los coeficientes. écoémo los
despejamos si estan metidos en una combinacion lineal de funciones? La
clave es que estas funciones son ortogonales. La técnica consiste en
multiplicar ambos miembros de la ecuacién por la funcidn:

n'nx

sen (T



E integrar en el intervalo de ortogonalidad para que aparezca la condicion
de ortogonalidad:

nmx n'mx L n'mx
Z anj Sen(—) Sen(T)dx = f p(x) sen(T)dx
0

La integral del primer miembro puede ser reemplazada por la condicién de
ortogonalidad:

e}

L L n'mx
> sy b = j p(x) sen(")dx
0

n=1

De la sumatoria solo sobrevive el término n = n". Por lo tanto vy, re
designando n” como n, se obtiene:

a, = %fOLp(x)sen (nLﬂ) dx (71)
b, = wianOL v(x)sen (nLLx) dx (72)

donden=1, 2, 3....

Modos puros de oscilacion

Si se supone, para mayor simplicidad, que de las dos Cl solo existe la
primera, es decir un perfil inicial de desplazamientos, p(x); mientras que,
para la segunda, el perfil inicial de velocidades es nulo; es decir v(x)=0. En
esta situacion es inmediato verificar que bn=0 para todos los valores de ny
la solucién general nos queda:

y () = Eiiy @y cos(wnt) sen(=) (73)

Y, ademas, el perfil inicial que se adopta es el correspondiente a n=1; es
decir:

y(x,0) = Asen(%)



En la Figura 9a se muestra la funcion adoptada para p(x) y por razones de
mejor visualizacion se ha exagerado la amplitud A en el dibujo.

En la Figura 9b se presenta el resultado para y (x, t).

(a)

(b)

<= =

Figura 9: Modo puro de oscilacion para n=1: a) Aplicacion de la condicion
inicial; b) Oscilaciones para t > 0.

Utilizando la formula general para los coeficientes a,:

a, = %LL Asen (?) sen (nl,ﬂ) dx

Donde se verifica que, para todo n distinto de n=1 la precedente integral se
anula, por lo tanto:

2A (* X
2
a, =— | sen“|(—|)dx
17 0 ( I )
a1 == A
Finalmente, la solucién queda:
y(x,t) = Asen (%) senwqt (74)
Ejercicio: Reproduciendo los pasos anteriores resolver el modo propio para
el caso
21X
p(x) = Asen (—)
L
v(x) =0

Representar e interpretar graficamente.



VI. Ondas estacionarias

El fendmeno de las ondas estacionarias se genera cuando se suman dos
ondas de igual amplitud y frecuencia pero que se desplazan en sentidos
opuestos, o sea que una tiene + vy la otra —v. En formulas:

y1(x,t) = Acos(kx — wt)
yo(x,t) = Acos(—kx — wt)
La segunda ecuaciéon puede expresarse:
ya(x,t) = Acos(kx + wt)
Por la propiedad de la funcién coseno:
cos(—a) = cos(a)
La funcion resultante de la suma:
yr(x, t) = y1(x,t) + y,(x, t)
es:
yr(x,t) = 2Acos(kx)cos(wt) (75)

Donde se ha utilizado la identidad trigonométrica:
cosa + cosf = ZCos(g)cos(g) (76)

Se observa que la amplitud maxima, ahora, depende de la coordenada x
debido al factor cos (k x) el cual toma valores definidos a lo largo del eje x.
Asi se tiene, considerando que k=2n/\:

x=0
2Acos(k.0) = 24
x=1/8
2w A
2A —=|=vV24
cos( 7 8) V2
x=1/4



X=34/8

2w 34
2Acos (7§) = —V24
x=1/2
2Acos (2_11&) = —24A
A2
x=51/8
2m 54
2Acos <7§) = —V24
x=3 1 /4
2Acos (2_71%) =
A4
x=71/8
2m7A
2Acos (7?) =2
x=/

2T
2Acos (7/1> = 24

Se observa que, calculando el valor de amplitud para t=0 y a intervalos de
Ax=1/8 se tienen distintas amplitudes maximas y para t > 0 la funcion oscila
entre esos valores maximos.

Por otra parte, para x=4/4 y 3//4 la amplitud es nula para todo instante de
tiempo. A este valor de x se le denomina nodo.

Finalmente, para x=0, 1/2, A laamplitud es maximay de valor 2 A. Este valor
de x recibe el nombre de vientre.

Interpretacion fasorial de las ondas estacionarias

La representacion fasorial de las funciones armonicas permite
interpretar en forma simple la aparicion de los nodos y vientres. En
efecto, teniendo en cuenta que las ondas estacionarias resultan de
la suma de dos funciones armonicas una con +® y otra con — ®. En



forma equivalente se puede decir que son la resultante de la suma
de dos vectores rotantes que giran uno con + ® y otro con — .

Si se considera, para distintas posiciones, la suma de los fasores y
se construye el diagrama fasorial para: x=0; A/4; A/2; 3M/4 y A
Entonces, en cada posicion se tienen dos fasores, uno con +® y otro
con — o. La Figura 10 presenta los diagramas fasoriales
correspondientes.

» n “
A
v w > >
¥
E_» I — —
A W
F
() (b)
[ >
= = — - - i
(c) (d)

Figura 10: Representacion fasorial de la composicién de funciones
armonicas para oscilaciones estacionarias: a) para x=0; b) para x=A/4,; c)
para x=1/2 y d) para x=3A/4. La representacion para x=1. coincide con la de
x=0.



Estudio experimental

Para el estudio experimental de las ondas estacionarias es necesario generar,
a partir de una onda dada otra onda de igual amplitud y que viaje en sentido
opuesto. Para ello la forma mas sencilla es haciendo reflejar la onda primitiva
sobre una superficie especular, es decir que permita que la onda emergente
de ella como consecuencia del choque de la primera conserve sus parametros
de amplitud, frecuencia e invierta su velocidad. El dispositivo experimental
utilizado se conoce como tubo de Kundt y, si bien en el intervienen ondas
mecanicas longitudinales y no transversales los conceptos desarrollados para
ondas estacionarias son los mismos.

En la Figura 11 se presenta un esquema del dispositivo mencionado.

T.V
4a——>pr

O~

M.P

™

Figura 11: Tubo de Kundt para la medicion de las ondas estacionarias: G:
Generador sinusoidal que excita la membrana del parlante. M.P: Membrana
de parlante que genera la onda de sonido. D: detector de sefial. M: Medidor
de amplitudes y T.V: Tope de posicion variable el cual permite el
establecimiento de la onda estacionaria.

Este dispositivo permite medir la longitud de onda y con esta determinar la
velocidad de propagacion si se conoce la frecuencia de excitacion.

El procedimiento consiste en los siguientes pasos:

1) Conectar el parlante al generador

2) Ajustar la longitud de la columna de aire mediante el tope variable,
TV hasta que se tenga un nimero entero de A/4.

3) Mediante el detector D medir la ubicacién de los nodos.

4) Calcular A/2 que es la distancia entre dos nodos a partir del promedio
de las distancias entre nodos disponibles a lo largo de la longitud del
tubo de Kundt.



VIl. Batido de ondas

El batido de ondas se genera cuando se suman dos ondas que difieren en
su pulsacidn, w, y en su niumero de ondas, k. Supongamos dos ondas de
igual amplitud, A, pero distintas pulsaciones, @;y @, y numeros de ondas,
k1y kz.

En formulas:

yr = Acos(k;x — w,t) + Acos(k,x — w,t)

Usando la identidad trigonométrica (ver V):

yR — ZACOS(klx—a)lt;'kzx—(l)zt)COS(klx—(l)lt;kzx'i'(l)zt) (77)
ki+k w; + w ki —k W, —
YR = ZACOS(( 1+ Ka) x — (@1 + @2) t)cos((l—Z)x — (1—2)t)
2 2 2
(78)
Si, ahora, se define:
_ ki+k,
P2
(79)
Wyt Wy
wy = >

Respectivamente, numero de onda promedio y pulsacion promedio. Por
otra parte,

(80)
w1 — Wy
2

Que son el numero de onda modulante y la pulsacion modulante.



Finalmente, queda:
Yr = 2Acos(kpx — wpt)cos(kymXx — wpt) (81)

La funcidn resultante estd compuesta del producto de dos funciones: una
de pulsacion o frecuencia alta (recordar que w=2xf) definida por wy. Esta
funcion, a su vez, tiene un nimero de onda también alto, caracterizado por
k, y en consecuencia tiene una longitud de onda pequefia (recordar que
k=27/)). La velocidad de propagacion es:

Wp

V, = E (82)

Esta funcion se presenta en la Figura 12a.

La segunda funcion tiene una pulsacion o frecuencia baja, definida por wpm,
y numero de onda bajo, kn, o longitud de onda alta. Su velocidad de
propagacion es denominada velocidad de grupo, Vy:
— Ym

Vo=, (83)
Esta segunda funcidn se representa en la Figura 12b y modula la amplitud
de la primera porque su longitud de onda es mayor y abarca varias ondas
de la primera, como se muestra en la Figura 12c.

W,

¥ ;x =T
P

(a) (b) (c)

Figura 12: Batido de dos funciones que determina la modulacion de
amplitud de una debido a la otra: a) designada como portadora, con
longitud de onda menor; b) modulante, por su longitud de onda mayory, c)
combinacion de ambas: las amplitudes de la primera se ven moduladas por
la segunda.



Vill. Ondas longitudinales

Para encontrar la ecuaciéon que gobierna a las ondas longitudinales se utiliza
el tubo de Kundt como sistema fisico. Existe, por lo tanto, un tubo de aire
limitado por dos topes, en cuyo extremo izquierdo se aplicara una
excitacion sinusoidal permanente producida por la membrana de un
parlante.

Considerando un volumen infinitesimal en forma de cilindro de seccién Sy
longitud dx (Figura 13). A este volumen se lo considera como el volumen
inicial y, la aplicacién de un cambio de presidon en la seccidn S de valor dp,
como resultado de la accidn del parlante, determina el desplazamiento de
la seccién S hasta la posicion x+u. Por otra parte, la seccién S’ se desplaza
por la misma razén, una magnitud u+du. Con estas consideraciones el
volumen entre las secciones resulta dx+du. El cociente entre la variacion de
volumen y el volumen inicial, antes del desplazamiento, se define como
coeficiente de dilatacion, vy:

_Sdu _ du

© Ssdx  dx (84)

Teniendo en cuenta que, u=u (x, t) es decir depende no solo de x sino de t,
también el coeficiente y es funcion de (x, t):

__ Ou(x,t)
y(x,t) = o (85)

S dx 5

— —

X
| X | X+dx
: dx+du
p+dp | : p

—| —— | - —»
i |
|x+u | X+dx+u+du

Figura 13: Cilindro de aire excitado por ondas longitudinales utilizado para
encontrar la ecuacion que satisfacen estas ondas.



El valor de este coeficiente varia con x por lo tanto su valor en x+dx resulta,
como consecuencia de efectuar el desarrollo en serie:

y(x +dx,t) =y(xt) — %dx (86)

Donde se considera que y disminuye con x. Reemplazando:

oy _ 0%
dx  0x2

(87)

Un dltimo concepto a introducir se refiere a que estamos en presencia de
un medio elastico con un moédulo de elasticidad, E. Esta constante establece
la relacién entre y y p:

p+dp=E.y (88)
Y en x+dx:

p=E.y(x +dx,t) (89)

La fuerza sobre el elemento de masa contenido entre Sy S’ es (Figura 13):

dF = (p+dp).S—p.S (90)
dF = S.dp (91)
dF = S.E.[y(x,t) —y(x + dx, t)] (92)

Entonces, la fuerza aplicada resulta:
_ dy
dF —S.E.axdx (93)

Utilizando la segunda ley de Newton:

dF = ,uzz—u dx (94)

t2



Donde u es la densidad lineal de masa.

Finalmente, si se considera que:

__du(x,t)
Entonces:
0%u
dF = Eﬁdx (96)
Considerando S=1cm?se tiene, finalmente:
0°u  poiu _
x2 E at? 0 (97)

La cual es la ecuacion diferencial que gobierna el movimiento oscilatorio
longitudinal. Es aplicable para un medio elastico gaseoso vy liquido.

La velocidad de propagacion resulta:

= £ (98)

Velocidad de propagacion en gases, distinta expresion en
funcion de la transformacion termodinamica que supone la
variacion de presion con el volumen.

Nos resta aplicar la ec.98 a distintos sistemas termodinamicos y encontrar,
asi, la velocidad de propagacion como funcion de las variables
termodinamicas p (presidn), volumen y temperatura. Para ello hay que
tener en cuenta que, al trasmitir el sonido se realiza una variacién de la
presion y el volumen o sea una transformacion termodindmica y por
consiguiente, existe una relacidn entre la presion y el volumen que depende
de las condiciones en que se realiza esta transformacion.



Lo que se necesita, a tal fin, expresar el médulo de elasticidad como funcién
de las variables termodinamicas. Para ello se recurre a la definicion de y y
del médulo de elasticidad, E:

dy = —— (99)

Definido en forma diferencial y significa el cociente entre la variacidn
elemental del volumen del sistema y el volumen del mismo. Por otra parte,
como ya se explico hay una proporcionalidad entre la presion y y a través
del médulo de elasticidad:

p=E.y (100)

O bien, diferenciando:

dp = E.dy (101)

dos tipos de transformaciones en la columna de aire...

En este tipo de proceso de compresiones y dilataciones a lo largo del tubo
de aire se pueden desarrollar dos tipos de transformaciones
termodinamicas dependiendo de las condiciones de aislamiento del tubo
respecto del entorno o reservorio. Por un lado, si el tubo puede
intercambiar calor con el reservorio, alcanzard un equilibrio térmico con
éste y se esta en presencia de una transformacion isotérmica. En cambio, si
sus paredes no permiten este intercambio la transformacidn es adiabdtica.

transformacion isotérmica

Para este caso, como se analizara en el capitulo correspondiente a
Termodinamica, se cumple que:

p.v = constante (102)



A partir de la cual, diferenciando:

v.dp+p.dv=20 (103)
dp _p
= (104)
De la ec.101:
E=2% (105)
dy

Y, con las ecuaciones (99) y (104):

= 2 (106)
Finalmente:

E=p (107)

Por lo tanto, la velocidad de propagacion resulta:

14
( )

transformacion adiabdtica

Para la transformacién adiabatica la relacion entre la presion y el volumen
es:

pv™ = constante (109)

Donde, k se denomina exponente adiabatico y es igual a:
k=2 (110)

Donde, ¢, y ¢, son, respectivamente, los calores especificos a presion
constante y a volumen constante. Por lo tanto:

dp. v +p.k. v 1 =0 (111)
e (112)

_ |px
v—\/? (113)

Que es la expresion que adopta la velocidad de propagacion para las
transformaciones adiabaticas.



IX. Efecto Doppler

Por efecto Doppler se refiere a la distinta frecuencia que percibe un
observador en relacidn a la frecuencia que genera una fuente cuando ésta
o el observador tienen una velocidad relativa respecto al medio eldstico en
el cual la onda se propaga.

Un ejemplo familiar resulta cuando un automovil en movimiento hace
sonar su bocina. Notamos que cuando se nos acerca la frecuencia del sonido
emitido por la bocina tiene un tono mas alto que cuando se aleja de
nosotros.

Las aplicaciones fisicas del efecto son muy amplias y no se restringen sdlo a
las ondas de sonido sino, también, a las ondas electromagnéticas que seran
desarrolladas en el capitulo siguiente. En este sentido vy, restringiéndonos a
las ondas luminosas se sabe que la luz emitida o absorbida por un material
es debida al reacomodamiento de los electrones en los atomos del mismo.
Asi, al pasar un electréon desde un nivel de energia mayor a uno de energia
menor, se produce la emisidon de luz de una frecuencia que depende de la
diferencia de energia, AE, entre niveles y la constante de Planck, h:

h=6.62x103*Joule.seg.

Si estamos en reposo respecto a la fuente detectaremos una frecuencia
expresada por la formula anterior. Sin embargo, si la fuente se mueve
acercandose o alejandose de nosotros, la frecuencia percibida serd mayor
0 menor, respectivamente.

Este corrimiento de frecuencia es el que permitié en cosmologia explicar la
expansion del universo al analizar la luz proveniente de distintas estrellas y
galaxias lo cual condujo a comprobar que hay un corrimiento de la longitud
de onda de la luz emitida por una estrella hacia las longitudes de onda
correspondiente al rojo respecto a la misma luz emitida por un material
ubicado en la tierra.

Para el analisis y deduccidn de las féormulas basicas respecto de este
fendmeno, se hacen algunas suposiciones respecto de la velocidad de la
fuente, vs, y del observador, v,, las cuales permitirdn obtener férmulas



generales que, mediante adecuados cambios de signo de la velocidad de la
fuente y del observador aportan los distintos casos particulares.

Se considera, por simplicidad, que la direccion de la velocidad de la fuente
y del observador es la misma.

(=)
———';\
-y
\
L?
;3
——
(-~

Figura 14: caso especial desarrollado para encontrar las formulas bdsicas
del efecto Doppler.

Para encontrar las férmulas basicas del efecto Doppler vamos a considerar
el caso presentado en la Figura 14. Las condiciones bajo las cuales se realiza
son las siguientes:

a) Ent=0lafuente S se encuentra en el punto ay emite, en ese instante,
una onda la cual viaja a una velocidad c saliente que genera frentes
de onda esféricos. Los frentes de onda son el lugar geométrico que
oscilan en fase es decir que la amplitud de la onda es la misma en
valor y signo. La velocidad ¢ es la que tiene la onda respecto del
medio elastico y, una vez generada la vibracion, ésta se propaga en
el medio elastico con la misma velocidad respecto del medio,
independientemente del estado de movimiento de la fuente.

b) En el instante t > 0 el frente de onda se encuentra a una distancia ct
y la fuente se encuentra en el punto b, habiendo recorrido una
distancia ab=vit, siendo v; la velocidad de la fuente, S.



c)

d)

Si el observador se encuentra en reposo en el puto d en el instante t
la longitud de onda que detecta en ese punto es el cociente entre la
distancia bd y el numero de ondas emitido en t: f.t, siendo f; la
frecuencia de la fuente. En férmulas:

_ (c=vy)t
A= T (84)
O bien:
1= (85)
fs

Por otra parte, si el observador se encuentra en reposo en el punto
e, la longitud de onda detectada sera la distancia eb dividida por ft:

) (c+vg)
fs ( )

Ahora se debe, para este caso especial o particular, incorporar la
velocidad del observador, v, > 0. La velocidad de la onda respecto del
observador, en modulo, es c+vs como se observa en el diagrama
vectorial de la Figura 15:

cC+vi

Figura 15: Composicion vectorial para determinar la velocidad de la
onda respecto del observador.



Para determinar la frecuencia medida por el observador debemos hacer uso
de la formula general para las ondas: frecuencia= velocidad de la onda/
longitud de la onda, pero teniendo en cuenta que la velocidad es la
velocidad relativa de la onda en el medio respecto de la velocidad del
observadory, lalongitud de onda, la que resulta del calculo anterior es decir
de tener en cuenta la velocidad de la fuente. Por lo tanto, designando como
frala la frecuencia medida por el observador, se puede escribir:

f, = C;”L (87)
Con A determinada por la ec.86. Se obtiene:
fo =t fs (88)

Finalmente, si el medio de propagacién tiene una velocidad vy la férmula
se modifica de la siguiente manera:

f =AM (89)

c+vs—vy

Caso general

El caso general, para cualquier sentido de las velocidades de la fuente y el
observador, se procede de la siguiente manera:

i) Se plantea un esquema (dibujo) similar al de la Figura 10 con los
sentidos de las velocidades de fuente y observador que
corresponden y la velocidad de la onda.

ii) Para la posicion del observador ya sea delante de la fuente o
detras de la misma se construye el vector velocidad relativa onda-
fuente. Con esto se determina la longitud de onda que mediria el
observador.

iii)  Se construye el vector velocidad relativa onda-observador y con
esta y la longitud de onda determinada en el paso anterior se
obtiene la frecuencia medida por éste.

Ejercicio
Escribir la férmula correspondiente a los casos indicados en la Figura 16

tomados de a par rojo (velocidad de la fuente) y verde (velocidad del
observador) para la longitud de onda, A, y la frecuencia, f,, medidas por



el observador. Considere como sentido positivo el eje fuente-
observadory, la velocidad de la onda es siempre positiva.

o—> o—> o — 0

*— «~—8 «—e O

«—® o—r —> «—@

«—89 «—@ «— <—0

Figura 16: Cuadro de distintas posibilidades para aplicar el procedimiento
general de determinacion de la frecuencia medida por el observador.

De esta manera en los cuatro cuadros de la primera columna el sentido
positivo va de izquierda a derecha y la velocidad de la onda en igual sentido.
Por otra parte, en los cuatro cuadros de la derecha el sentido positivo va de
derecha a izquierda al igual que la velocidad de la onda. Hagamos, como
ejemplo el tercero de la derecha:

-

Vi Vs

—»> «—@

Figura 17: Desarrollo para uno de los casos presentados.

Primero determinamos la longitud de onda que mediria el observador en
un instante t:

C — Vs

1=
fs




En segunda instancia calculamos la frecuencia medida por el observador
como:
f c+uvy
g A

Reemplazando:

c+ vy

L S

C— Vg

Se debe observar que este calculo se realiza sobre la base de las velocidades
relativas, primero la velocidad de la onda respecto de fuente (para
determinar A) y, en segundo término, calculando la velocidad de la onda
respecto del observador.
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