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Prólogo 

El propósito básico de este libro es presentar el estudio claro y válido de las 
propiedades de la gran mayoría de los sistemas cuánticos importantes desde 
el punto de vista de la mecánica cuántica elemental. Sólo se desarrolla la 
mecánica cuántica necesaria para cumplir este fin. Por lo tanto, hemos 
decidido hacer énfasis en las aplicaciones de la teoría más que en la teoría 
misma. De esta manera, esperamos que e l libro se adapte bien a las 
necesidades de los estudiantes contemporáneos en un curso que trate 
sobre los fen ómenos de la física cuánt ica. A la vez que los 'estudiante!> 
adquieren una perspectiva de las grandes aplicacion es de la mecánica 
cuántica, se verán motivados a aprender más acerca de la teoría. Por lo 
tanto , esperamos que el libro también se adapte bien a un curso que vaya 
seguido por otro más avanzado sobre mecánica cuántica formal. 

En principio, el libro está pensado para usar se en un curso anual con 
estudiantes que ya hayan estudiado los con ceptos e lementales del cálculo 
diferencial e integral y la física clásica que los utiliza, aunque también se 
puede usar en cursos más cortos. En los capítulos del 1 al 4 se presentan los 
di st intos fenómenos de la física cuántica moderna y se desarrollan las ideas 
esenciales de la teoría cuántica antigua. Estos capítulos se pueden cubrir 
mu y r ápidamente, sobre todo con aquellos estudiantes que han recibido 
una introducción previa a la física cuántica. La clave de la mecánica 
cuántica y sus apli caciones a los átomos con uno y dos electrones se 
encuentra en los capítulos del 5 al 8 y las cuatro primeras secciones del 
capítulo 9. Es posible cubrir bien esta parte en menos de un semestre. Por 
lo tant o, e l profesor puede formar una gran variedad de cursos cortos 
añadiendo a este mate rial central a lgunos de los temas que se presentan de 
manera independiente en otros capítulos como son: átomos multielec­
trónicos y moléculas, estadíst ica cuántica y só lidos, n úcleos y partículas. 

Los profesores que requieren un tratamien to similar de la mecánica 
cuántica, pero más ex tenso y a mayor nivel, y quienes puedan usar un 
tratamiento más formal de las aplicaciones de la teoría, pueden usar en vez 
de este libro e l texto " FUNDAMENTOS DE FISICA MODERNA " por 
Robert Eisbe rg (Editorial LIMUSA, 1973). A los profeso. es que rf'quieran 
un estudio más comple to de la relati vidad especial que el que se expone en 
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6 PROLOGO 

el apéndice A, pero similar en nivel y estilo pedagógico al presentado en 
este libro, les recomendamos usar como complemento el texto "INTRO­
DUCCION A LA TEORIA ESPECIAL DE LA RELATIVIDAD" por 
Robert Resnick (Editorial LIMUSA, 1977). 

Mediante un experimento que consistió en realizar pruebas intensivas 
cun los alumnos de nuestras respectivas instituciones así como en otras 
cuatro escuelas desarrollamos una serie de ediciones preliminares. Du­
rante este proceso Robert Eisberg completó este libro mediante una 
revisión exhaustiva y una extensión considerable de la última edición 
preliminar. Por lo tanto, él es el autor principal de esta obra. Por su parte, 
Robert Resnick !,a tomado la iniciativa de revisar y extender la ultima 
edición preliminar con el fin de preparar el manuscrito para un libro dt: 
física moderna a un nivel un poco inferior. Por tanto, él sera ese autor 
principal de este libro. 

Las características pedagógicas del libro, algunas de las cuales no se 
encuentran por lo general en libros de este nivel, demostraron ser muy 
eficientes cuando se probaron en el aula. Estas características son: des­
cripciones detall~das al principio de cada capítulo, numerosos ejemplos 
resueltos, secciones opcionales en los capítulos y apéndices también 
opcionales; resúmenes y tablas, conjuntos de preguntas al final de cada 
capítulo y conjuntos extensos y variados de problemas cuidadosamente 
verificados al final de cada capítu lo con subconjuntos de respuestas al final 
del libro. Por lo tanto, pensamos que este libro es adecuado tanto para 
cursos de autoaprendizaje como para cursos autorregulados. 

Hemos empleado el sistema de unidades MKS (o SI) pero de una manera 
flexible, donde la experiencia en un campo particular lo indica se han 
utilizado unidades alternativas. 

Es una gran sat isfacción expresar nuestro agradecimiento a los Doctores 
Harriet Forster, Russell Hobbie, Stuart Meyer, Gerhard Sal inger y Paul 
Yergin por sus revisiones constructivas, al Doctor David Swedlow por su 
ayuda en la evaluación y solución de los prohlemas, al Doctor Benjamín 
Chi por su ayuda con las figuras, al señor Donald Deneck por su ayuda 
ed itorial y a las señoras Cassie Young y Carolyn Clemente por el trabajo de 
mecanografía y otros servicios secretariales. 

Santa Bárbara, California 
Troy, Nueva York 

Robert Eisberg 
Robert Resnick 
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1.1 Introducción 

1 
Radiación térn1ica y el 

postulado de Planck 

En una reunión de la Sociedad Alemana de Fís ica, e l 14 de diciembre ele 1900, Max Planck leyó 
un trabajo intitulado "La teoría de la ley de di s tribución de energías del espectro normal". Este 
trabajo que en un principio atrajo poca atención, fu e el precursor de una revolución en la física. 
La íecha J e su presentación se considera como el nacimiento de la fís ica cuántica, a pesar de que 
fue has ta un cuarto de s iglo después, c uando Schrodinger y otros desarrollaron la mecánica 
c uán tica moderna, base <le l conocimien to actual. Fueron muchos los caminos que convt"rgieron 
en es te conocimiento , cada uno de los cuales mos tró distintos aspectos de las fa llas de la físi<'a 
clás ica. En és te y los siguientes capítulos se examinarán los logros más importantes de la r¡u e 
hoy se llama teoría wántica antigua y que dio origen a la mecánica cuántica moderna. Los 
fenómenos experimemales que se ana lizarán en relación con la teoría cuánl ica an tigua, 
comprenden todas las disciplinas de la física clásica: mecánica, termodinámica, mecánica 
estadís tica y electromagne ti smo. La necesidad de una mecánica cuántica, se manifestará por la 
con tradicción sistemáti ca de las leyes clásicas respecto a dichos fenómenos y la so lución a esos 
confli c tos en base a ideas cuánti cas. El estudio de la teoría c uántica antigua permitirá obtener, 
más fá cilmente, un conocimiento más profundo de la mecánica cuántica cuando se inicie rn 
consideración en el quinto capítulo. 

Como en el caso de la relatividad (que se trata hrevPmente en el apéndice A), la física cuántica 
represen ta una generalización de la físi<'a <'lásica, que inclu ye a las leyf's clásicas romo <'ª';os 
p3rti culares . Así como la relatividad extiende el campo de aplicación de las leyes de la física a la 
reg ión de a ltas velocidades, la íbica cuántica lo ex tiende a la región de dimensiones pequeñas~ y 
así como la relatividad se caracter iza por una cons tante un iversal de s ignificado fundam ental , la 
velocidad de la luz c, así mismo la física cuántica se caracteriza por una con s tan te universa l de 
signifi cado fundamental , que hoy se llama cons tante de Planck h. En su trabajo de 1900, Planck 
introdujo esta cons tante para trat a r J e explica r las propiedades observadas en la radiación 
térmi ca. De esta manera se empezará e l estudio de la radiación térmi ca, que conducirá a la 
cons tan te de Planck y, relacionada <'O n ésta, a l concepto cuán ti co de energía discreta. También 
se verá que la rad iación térmica en sí, es de gran importancia y ac t uali<lacl , ya que, por ejemplo, 
este fcnómf'no ha ayudado rec ie nt eme nt e a los astrofísicos a de<'idir entre varias tf'orías acerca 
del o rig<"ll dt·I univt"rso. 

1.2 Radiación térmica 

Se ll ama radiación térmica, a la radiac ión emitida por un cuerpo como consecuencia de su 
te mperatura. T odos los c uerpos emite n es ta radiación a su derredor , y la absorben de él. S i. en 

19 



20 í{ADIACION TERMICA Y EL POSTULADO DE PLANCK Cap . 1 

un JJr111c1pio, e l c ue rpo est á más ca lien te que s u a lrededor, se en friará, ya que la rapidez con que 
e 111itr ene rgía excede rá la rapidez con 4uc la absorbe . Cuando se a lcan za e l equilibrio té rmico la 
rapidt·z J e e m isión y la de absorc ión de en e rgía serán iguales . Ln materia e n un cslado 
conden:-ado (es decir , só lido o líquido) e mite un espectro de radiac ión continuo. Los de talles de l 
c~pcctro :.on casi in<lepe ndientes de l materia l parti cular del cual se compon e e l cuerpo, pero 
dqH'1HJc11 fuertement e de la te m per a l ura . A tempera turas ordin a rias, la mayoría de los c u e rpos 
son visib lC's no por la luz q ue emiten s ino po r la luz que refl ejan, ya que s i n o se hace incidir luz 
sobre e llos n o es pos ible verlos . S in e mbargo, a mu y a ltas tempe ra turas, los cu e rpos son 
lum111 usos por sí mis mos . En un c ua rt o o bscuro se les puede ver bri llar; pero aún a tempera tu ras 
de varios miles de grados Ke lvin , m ás de l 90% de la radiación térmica emi tida es iuvis ible para 

noso tros, empezando por la parte corres pondiente al infrarrojo de l espectro e lectromagnético. 

Por lo tanto, los cuerpos luminosos por sí mis mos está n mu y ca li entes. 

Por ejemplo , consider e e l calentamien to en e l fuego , de una barra de hierro a tempe raturas 
cada vt>z más altas, retirando e n forma pe riód ica la barra de l fuego, e l tiempo s uficiente para 
observar :.t1s propiedades. Cuan<l o la barra aún está a tempera turas r e la ti vamen te bajas, radía 
('a lor pp1·0 n o está visib lement e ca lie nte; conforme au menta la tempe ra tu ra, la cantidad de 
radiació 11 emitida por la ba rra aumenta muy rápida me nt e y e mpieza n a no larseefectos vis ibles. 
La b.1rra em pi eza a ,1 r:.e de un co lo r rojo oparo, después adquie r e un colo r rojo brillan te y, a 
mu:, a ltas tempe raturas, un intenso co lor Llaneo azuloso. E s deci r , a m ed ida que aumenta la 

H•m1wratura, el c ue rpo t"mite más radiac ión té rmica y la frecuencia de la radiac ión más intensa 
-.: , u ch e l·ada vez 111a ro r. 

La relación que ex is te e ntre la tempe ra t ura de un c ue rpo y e l espec tro de frecu e n c ias de la 
rnJia<:ión emitida, ~e utiliza e n un di spos itivo llamado pirómetro ópt ico. Es te di spos iti vo es 
t·~e1wialrnent e t 111 espt·c tró me tr o rudimen tario que pe rmite a l operado r est imar la tempe ra tura 
de u11 c u e rpo caliente, co mo una es tre lla , observando e l colo r o la composición de frecuencias 
dt· la ra<liación té rmica q ue emit e . Exis te un espec tro conti11uo de radiació n emitida, pero e l ojo 
h11111a110 ve principalment e e l co lor co rrespondien te a la emisión más intensa e n la región 
, isiblc. El so l , los filamentos dP focos y carbones calient es, son ejemplos comunes de obje tos 
que l'1nitP11 radiación ,·isiblc. 

En térmi n os generales, la fo rma detallada de l espectro de radiac ión té r mica emitida por un 
cuerpo ca liente, depenJc <le la compos ic ión <le l mi s mo. Sin e inuargo, expe rim e ntalmente se 
encuen tra que so lo h a)' una clase de cuerpos que emite n espec tros té rmicos de carac te rís ti cas 
u11i\'ersalcs. Es tos son los ll amados cuerpos fl e[;ros, es deci r , c u erpos c u yas s upe rfi c ies absorben 
to<la la radiación té rmica que inc ide sobre e llos. El n ombre resulta apropiado pues to que di c hos 
cuerpos no re flejan luz y, por tanto, se ven negros. Un ejempl o de un (cas i) cuerpo negro , sería 
cualquier objeto cubier to con u11a capa <lif usa de pigme nt o n egro, como n egr o-b is mut o o negro­

hutno. Más ade la nt e se Je~c ribi ó o tro ejemplo bas ta nt e <life re nte. ln<lependien te m ente de los 
de tall~~s de su composición, todos los c u e rpos negros a la mi s ma temperatura e mit e n radiac ión 
térmica co11 e l mis mo espec tro. Es te h ech o genera l se puede e ntender en base a argu me ntos 
clásicos que implican e l equilibrio te rmodinámico. Sin embargo, la forma espec ífi ca de l 
t>!-pcctro no puede ob tenerse solamente de argumentos te rmodinámicos. Las propiedades 
uni versales de la radiación emitida por c u e rpos negros los hacen obje to d e un interés teórico 
especial y los fís icos s iempre trataron d e encont rar una expl icación a las caract e rís ticas 

específicas de s u espec tro. 

La di:.tr ibue ión <'!>pec tra l de la radiac ión de un c ue rpo n egro se espec ifica po r la cantidad 
R,r(11), llamada rarlirwru1 espectral, definida tal que R ,p(v) dv es igu a l a la e n e rgía emitida e n 

forr11a de· raJiación c·on f rc·1·u1·11 c ias e n e l inte r valo en tre v y v + dv de un á rea unitaria de la 
,11 1wrf ic·il' a tt->m ¡wra l ura absolu ta T y por unidad d e ti empo. E11 l899, Lumme r y Pringsheim 
n·al11.aru11 u 11a dt-> las prinwra~ 111 edicione$ prec isas de es ta cantidad. Uti li zaro n un ins l rume nto 
c·sc·1wialm P11 tf-' s i111 ila r a los c·spc, trómetros de pris ma utilizados para medir espectros ópticos, 

,·~1·c·pto q111· para los pri srlla:- , l<·ntcs , e le, se utiliza r on mate riales es pecia les, de mane ra que 
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Radian cia espertral de un cuerpo negro radiante como función de la frecuenc ia de 
radiación, para tempera turas de 1000°K y 2000°K del cuerpo radian te. Obsérvesequf' 
la frecuen cia a la qui> ocurre la máxima radian c ia (línea punteada), aumenta lineal­
ml"nte conforme la temperatura aumenta y que la potencia total emitida, por me t ro 
c uadrado del cuerpo radiante (área bajo la curva), aumenta muy rápidamente con la 
temperatura. 
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fueran transparen tes a la radiación tér mica de frecuencia rela ti va mente baja. En la figura].} s<· 
indica la dependencia de RT(v) con T y v que se observa en los expt"ri menlos. 

Las f11nciones de distrib11ción, de las cuales es un ejempl o, la radiancia espectral son mu y comune~ en 

fís ica. Así por ejemplo, la función de d is tribución de velocidades de Maxwell (que se parece a una de las 
cur vas de la figura 1-1) nos dice c6mo se distribuyen las moléculas de un gasa presión y temperatura fijas, 
de acuerdo con su velocidad. Otra función de distribución, que probahlemente el est 11diante ha visto, es In 
que especifica el tiempo dt> dt>caimiento de núcleos radiac ti vos (que ti ene la forma de una exporwnrial 
dec-reC'Íente) i>n una mu<>s tra qut> contiene ní1c-l<>os de una espec-ie riada, y desdi> luego hahrá vi-.to h 
función de dis tri bución rorrespondien te a las calificaciones obtenidas en 1111 examen de física. 

La función de distribución para la radiancia espectral de un ruerpo nc~ro de árPa dada y a una 
lempera t ura particular, sea I OOOº K de la figura 1-1, muestra que: ( 1) la potencia emitida por un intPrvalo 
de frecuenrias pequeño dv, es pequeña s i est' intervalo se encuentra a una Ír<"cuenc ia ·v muy pequt>iía 
,·omparada con 10 14 llz. La potencia es cero para 11 igual a cero. (2) La potencia ra<liacln e11 el inlc.>rvalo dv 
au 111 en ta rápidamente a medida que v aume 11ta, partii>ndo de valores muy pequeños. (~) Akanza un 
máximo para un va lor df' v ,.._ 1. 1 X l 0 14 Hz. Es c.1f'<'ir, la poi en<'ia rad iada con mayor in ten si ciad , or11 rrf' a 
i>sa f rPcuencia. (4) Por arriba de '.:::::'. l. l X 10 14 Hz, la potencia radiada disminuye lenta pero con! inuament,! 
conforme v aume nta. S<' vue lve cero una vez más, ruando v Lie ndl" a va lores in fini tamente granuf's. 

Las dos funciones de distribución, ro rrcspond ien tes a las temperaturas de 1500°K y 2000°K, C'Jllf' 

aparecen en la figura, muestran que; (5) la frecuencia para la cua l la potencia radiada ocurre con mavor 
intensidad, aumenta, conforme la temperatura aumi>n ta . Por inspección de la figina St> puede vNificar qw> 
f's ta frec·11P11 c ia aumPn ta linPalnwnte con la temperatura. (6) La potencia to tal radiada, t>n todas la1,; 
frectH'ncias , aumenta conforme la tempt>rat11ra auml"nta, pero más rápidamenl e que en forma lint·a l. La 
potencia total radiada a una 1emp1•ra tura particular, se ob riene sen ci llamen te del árPa bajo la rurva 
1·nrrPsrondi1·nt P a Psa tcmp<>ra turaJ;> R~l'(1•) dP,ya r¡11e RT(v) dv es la potf'nria radiada en el ir111•n:iln ,1,, 

rr1·1·1wrwia-. t'Ompn·mlido Plltrt· 1' Y JI + cfr. 
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La iutegral dt la radiancia espectral R~l'(v) ~ob:c toda v, es la energía total emitida de un 
cuerpo negro a temperatura T, por unidad de tiempo y por unidad de área. Se le llama la 
radianciaRx, es decir, 

(1-1) 

Como se mencionó en el estudio relacionado con la figura 1-1,R'.:r aumentaría rápidamente a 
medida que la temperatura aumenta. El resultado se conoce como ley de Stefan, y fue enunciada 
por pr ime1 a vez en 1879, en forma de una ecuación empírica: 

(1-2) 

donde 

<J = 5.67 X 10-s W/m2-°K4 

es llamada constante de Stefan-Boltzmann. En la figura 1-1 también se muestra que el espectro 
se desplaza hacia frecuencias mayores a medida que Taumenta. Este resultado se conoce como 
ley del desplazamiento de Wien: 

(l-3a) 

c.londeVm1ix: es la frecuencia para la cual RT(v)alcanza su valor máximo para una Tparticular. A 
medid3 que T aurpenta,Ymh se desplaza hacia frecuencias mayores. Todos estos resultados con­
cuerdan con las experiencias ya conocidas que se analizaron anteriormente, a saber; que la ra­
diación térmica emitida aumenta rápidamente con la temperatu ra, (la barra de fierro radía 
mucha más energía térmica a temperaturas más altas), y la frecuencia principal de la radiación 
t:.mbié n aumenta, conforme la temperatura aumenta (la barra cambia de co lor, de rojo opaco a 
blanco azuloso). 

Otro ejemplo de un cuerpo negro, que como se verá resulta particularmente importante, 
e,ons is tc en un objeto que contiene una cavidad y que se comunica con el exterior por medio de 
.u n pequeño agujero como se muestra en la figura 1-2. La radiación del exterior que incide sobre 
el .1gujero, penetra en la cavidad y se refleja hacia todos sen tidos en las paredes de la cavidad, de 
modo que eventualmente se absorbe en estas paredes. Si el área del agujero es muy pequeña, 
comparada con el área de la superficie interna de la cavidad, la radiación ref1ejada hacia el 
exterior a través del agujero será despreciable. Esencialmente, toda la radiación que incide 
sobre el agujero será absorbida, por lo tanto, el agujero tendrá todas las propiedades de la 
s uperficie de un cuerpo negro. La mayoría de los cuerpos negros que se utili zan en los 
experimentos de laboratorio, se constru yen a lo largo de estas líneas . 

.:,upóngase que las paredes de la cavidad se calientan a una temperatura T, de modo que 

FIGURA 1-2 
Cavidad en un cuerpo comunicada con el 
exterior por medio de un pequeño agujero. La 
radiación incidente sobre el agujero es absor­
bida completamente después de reflexiones 
sucesivas en las paredes internas de la cavidad. 
El agujero absorbe radiación como un cuerpo 
negro . En el proceso inverso, por medio del 
cual la ratliación que sale por e l agujero se 
conslituye por contribuciones emi tidas de la 
superficie interna, el agujero emi te radiación 
como un c'uerpo negro. 
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emitirán radiació n lé rmica que llenará la cavidad. Una pequeña fracción de es ta radia c ión, quP 
_inc ida en e l agujero, pasará por é l, y así e l agujero ac tuará com o emiso r ele radiación térmica. 

f Como e l agujero debe ten e r las pro piedades d e la superfic ie d e un cuerpo n egro, la radiación que 
f'mite debe ten e r e l espec tro de un cu erpo n egro; s in embargo, como e l agujero s im¡,l ementi> 
mues trea la radiac ión té rmi ca dentro d e la cav idad, resulta evidente que la radi ación en la 
ca,· idad tam b ién debe te ne r un espec tro de cunpo negri De h echo, debe tener un espert ro de 
cu erpo negro caracte rís ti co de la temperatura T en las paredes, ya que és ta es la única 
tempera tura que se define en e l s is tema. El espectro emitido por e l agujero en la cav idad, se 
<"specifi ca en té rminos del flujo de ene rgía Rr(v). S in embargo, resulta m ás útil especifi ca r e, I 
espect ro de la radiac ió n dentro de la cavidad , llamada radiación de la cavidad, en términos de 
una densidad de energía, pp(v), que se define como la en e rg ía con ten ida e n u na unidad df' 
volumen de la ca vidad a tempe ra tura T, e n e l interva lo de frecuencia entre,, y v + di'. Es 
ev idente que es ta s cantidades debe n ser proporc ional es en tre sí, es decir , 

( l-4) 

Por lo tanto, la radiac ión dentro de una cavidad cuyas paredes están a tempera tura T, t ien<' e l 
mis mo carác te r quf' la radiación emitida pur la s upPrfi c ie e.le un cu erpo negro a tPmperalura T. 
Experimentalmente, resulta conveni ente producir un espec tro de cuerpo negro, por medio df' 
una cav idad en un c uPrpo ra lient e con un agujero hac ia e l ex te rio r , y teóricam en te también t"S 

convenien te estud iar la radi ación de un cu erpo negro, a naliza ndo la radiación de una caviJncl, 
ya c¡u t> es pos ible aplic ·ar argumentos muy gen eral es para predecir las propiedades dP la radiación 
rle una cavirlad. 

Ejemplo l-1. (a) Ya qu e V = e, la velocidad constante de la luz, la ley t.lel desplazamien to Je W1en 
(l -3a), tambi én se puede escribir como: 

AmAx T = constante (l-3b) 

cfo nd e ,lmáx es la longitud de o nda para la cual, a una temperatura T particular, la radiancia espert ral 
alcanza s u valor máximo. El valor determinado experimentalmente para la cons tante de Wien es 2.898 X 
10- 3 m-ºK. S i se supone que las superfic ies de las estre llas se comportan como cuerpos n egros, se p11ellc• 
obtener un a buena estimación de s u temperatura , midi endo Am,h· Para e l sol, A111 t.:" = 5100 A, mientras 
que para la estrella polar ).m,Ix = 3500 Á. Encuentre la tempera! ura de la superficie de estas est rellas. (Un 
angstrom = 1 A = 10- 10 m.) 

Para e l so l, T= 2.898 X I O 3 m-° K%5 l 00 X ] 0-1º m = 57000K. Para la estre lla pola r , T = 2.898 X ] 0-3 m­
m-ºK3500 X 10-10 m = 8300ºK . 

A 57000K , la s up<"rficie de l sol está a una tempera tura mu y cercana a la necesaria para qu<" la mayor part e 
de s 11 radia ción esté en la región vis ible del espectro. Lo ant erior s ugiere que duranl<" las e1apas de la 
evolu ción humana, nues tros ojos se han adaptado al so l, haciéndose más sens ib}Ps a aquellas longi I uni>s df' 
o nda qu e emi te con mayor inl ensinan. 

b) Utili zando la IE>y de Stefan, ( 1-2), y las temperaturas r l"rifn obten idas; determinar la polc>nc ia radiada 
por l cm2 de superfirie este lar . 

Para e l sol. 

Pnra la t·:.trt·ll a polar. 

.... /\ 
' 1 

R'l' = a T 1 = 5.67 x 10- 8 W /m2-°K 4 x (5700° K)4 

= 5.90 X 107 W /m 2 ,_, 6000 W /cm2 

Rr = a T 4 = 5.67 x 10- 8 W /m2-°K 4 x (8300°K)4 

= 2.71 x 108 W /m2 = 27,000 W/cm2 
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Ejemplo 1-2. Suponga que se tienen dos cuerpos opacos, separados por una dis tancia grande y 
co lgados de hilos íinos <'n una cámara evacuada cuyas paredes se mantienen a temperatura cons tan te. En 
tal<'s conJiC" iones, los cuerpos y las paredes int ercambian calor sólo por medio de radiación. Sea e la razón 
<lt> em isión de energía radiante de un cuerpo y sea a la razón de absorción de e nergía radiante del cuerpo . 
Demuestre que en eq uilibri o 

(1-5) 

Esta relación , ( 1-5), se rnnocc corno ley de radiación de Kirchhoff. En todo el s is tema den tro Je la cámara y 
<'11 tal <·sta<lo, la razó11 de emis ión necesariamente es igual a la razón de absorción para cada cuerpo. 
Ento11ct·s: 

y 

Por lo tan to, 

-;i uno de los cuerpos, JJOr ejemplo el cuerpo 2, es un cuerpo n egro, entonces a2 > a 1, ya que un cuerpo 
nt>gro t':-. 111ás abso rbc• rite que uno que no es cuerpo negro. Por lo tanto, de {1- 5) se s igue que e2 > e1• Así 
p11 es, e l hecho observado de que cuerpos que son más absorbentes también son buenos emisores, se 
pr1•di1·<' pur la ley de Kirchl1 úff. ~ 

1.3 Teoría clásica de la cavidad radiante 

\ principios del prcse11te s ig lo, Rayle ig h y también Jcans, hicieron cálculos de la dens idad de 
e11e rgía e.le la radiación po r una cav idad (o cuerpo negro), <¡u e seíialaban hac ia un seri o conílic:u 
1•111 rP la fbica c lásica v ]n <. resu ltados ex pe rimentales. Es te cálculo es s imilar a los que resultaro'l 

d1· •·01i-.i<lcr a r muchu~ otro~ fen ó m enos (e!:> decir, e l calor específico d e los sólidos) que se rán 
lr,llados más adela nt e. Los de tall es serán presentados aquí, pt•ro primero se describirán los 
¡;ron·di1111entos generalt:s que se rvirán como guía en los cá lc ulos. 

C:u11c;1dfrcse que a una cavidad con paredes metálica¡.; sc la e·alienta uniformem ente a una 
tcmpc>ralura T. La!:> paredes emit en radiación electromagnética en el intervalo térm ico de 
11 t'<"ut•111·1a!:> . Se sabe que es lo ocurre, básicamente, po r e l movimie nt o acele rado de los 
r· lecl ro ,ws e n las paredes, que resulta <le la agitac ión té rmica (véase e l apéndice B). Sin 
emlJargu, n o e!:> n ecesari o estudiar e n d e tall e e l comportamiento de las ondas e lec tromagnéti cas 
P1 1 r·I intC'rior de la cav idad. Rayle igh y Jeans procedieron e n la forma s iguien te. En primer lugar, 
~ 1· utiliza la teo ría elec tromag né ti ca clás ica para demos trar que la rad ia ción en e l interior de la 
ca, idad debe ex is tir en forma J e ondas es tac ionarias con nodos en las s upe rfic ies me tálicas . 
l itdizando argumentos geo m étri cos . se cue nta el núme ro de di ch as ondas estacionarias e n e l 
i II lt'n alo de frecu en cias e ntre v y v + dv, con e l fin de de te rminar cómo depende ese número de 
I'. i >c,..,p,11;1;. !->e utiliza un resultaJo J e la teoría ci n é ti ca para calcular la e n e rgía to tal pro medi o J e 
•·sta~ undus cuando e l sistema está en equilibrio té rmico . En la teoría clás ica, la e nerg ía tota l 
prcrnwdiu :-.ólo Uf'pcnJc df-' la Lemperat ura T. El 11 úmero el e o ndas estacio narias en e l inte rvalo <le 
In·, 111·rn·ias, 111ultipliC'ado por la e ne rgía pro medio de las ondas y di vidido entre e l vo lumen d e 
la r·,1, id.1d. propo rciona e l conl c11i<lo de energía pro m edio po r unidad de volumen en e l inte r valo 
d1· f re•1·111·t1l'ia:-. e n t n· 1' ~ 1' + dv. y es ta es la c::intidacl que se bust:aba: la dem,idad de t> ne rgía PT(v ). 
\hura. haga todo <'S to. 

Por :-.1111 ¡di1·id .. ,d. "'ll fH)ngas<' qu e la cavidad d t;' paredes rn e táli t:as ll ena con radiac ió n e lec tro-
111.1g1d·tie·a ti <·nc la for111a de· un c 11Lo de lado rL, e-orno se mues tra en la figura 1-3. En ese caso, la 
radi .ic·i•'•11 que· :-.1· r,·rl eja d1· la:-, paredes pueU• ' M·r anal izada e 11 t~rminos de I res compon entes a lo 
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FIGURA 1-3 

Ca vid ad con paredes metálicas llena con radia­
ción e lectromagnética, mostrando las tres 
componentes de la radiación sin interferirse, 
que rebo tan de las paredes y que forman ondas 
es lacionarias con nodos en cada pared. 

z=a 

o 
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largo df' las I res direcciones mutuamente perpendiculares que define n los lados de la cavidad. 
Como las paredes opuestas son paralelas en tre sí, las tres componentes de la radiación no S<' 
mezclan y se• pu<"den tratar por separado. Consid érese la componente x en la pared m e tálica f"n 
., = O. Toda la radiac ión quf' inC'idc sobrc> esta parc>d es reflejada y las onuss inc·identes y 
rcílejadas se combinan para formar u11a onda estac ionaria. Ahora bien, corno la radiaci11n 
<·lectromagnét ic·a es una vihrac·ión trasversa l ron e l vec tor de campo eléc t ríe-o E perpf'ndirular a 
In dirección de propagación, y como la direcc ión de propagación para este componen t<" f'S 

¡i,•rpt>ndirular a la par<'d en c·ues li ó n , <'I Vf'f' lor de campo f"léc tri co E <'S paralelo :1 la pared. Si n 
t'n1hargo, una pared metiili,·a no es cornpa t ihle con un campo f'lért rieo paralf'lo o s u s11pt'rfic·1P. 

_v.i 'ltl<' sit' n1prt:' se puedc> es lablecer un flujo de cargas de modo tal qu<' se neutralice el camp,l. 
P11r lo tan to para es ta comporwntt>, E s if'mpre es cero e n la pared. Es decir, la o n da estaciona r i;, 

asociada con la componente x de la radiación, d e be te n e r un nodo (amplitud cero) en.x =O.La 
onda <·stacionaria tamhi~n clebe rá lener un nodo Pn x = a, ya qu<' nu ptwde hahf'r un 1':1mp11 

pffrtril·o paralelo en la pnred correspo11dicnlt'. Aclf'más, se aplican condiciones s imilares :-t la s 
otras dos c-omponenlf's; la onda estacionaria asociada <'On la componente• 1 l,hen1 tener nodo-. 
f'll y= O)',,= a, y la onda es tacionaria uso,·iada con la componPnte:; dt>l1erá tener noclos Pll ~ = 
O v.:= r1. l~s la!- condiciorws irnponf"n limitacio ne~ en la~ longitudes dt· onda posiLl<·~ y por lo 
1:11110. cn !as Ír<'1·1w1wia" po-.ihlc•s d<· l:1 radiación Pl<'<'tromag11f1i,·a 1•11 la cav idarl . 

\hora sP considc·rará el problema ele con tar C'I n(11ncro d<' 011tb-1 Psl:wionarias con 11odos 1•11 
las s11pl'rficics de la cavidad, ruyns lo11git11dt's de onda se enC'uenlran <>n c·l inlC'rval() 1•11trP A , 
A + dJ.. , rorrl'sponnientt> a l intervalo de fre<'uen c ias f"nl re v y 11 + d,,. Primero sr• 1 ratará la 
componente x, so lamente para fijar la aten ción en las ideas contenidas f'll este <'álculo; es 
clt·cir, se tra tará el caso simplificado, aunqut-' artific ial, de una "ct1vidad unidimensio11al"' de 
l"ngitud a. Al desa rrollar este raso, sf' vná que la generalización al caso real tridimensional pe; 

ohvio. 
El campo e léctri co para una onda f"Stac io naria unidimens ional puede describirst' rnal<'máti· 

c·arn<'n l<' por la función 

E(x, t) = E0 sen (27r:r/J..) sen(2m1/) ( 1-6) 

donde:- A es la longitud de onda, 1, la frecu e n cia y é"'o la amplitucl m ,ixima de la onJa. Las dos 
primt'ras C'an ticladf's S<' r<'la c ionan entre sí por medio de la ecuación 

(1-7) 
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11 = 1 

FIGURA 1-4· 

Patrones de amplitud para ondas estacionarias en una cav idad unidimensional con 
paredes en x = O y x = a, para los tres prime ros valores del índice n. 

Cap. 1 

donde e es la velocidad de propagación de las ondas elect romagné ti cas. La ecuac1on (l-6) 
representa una onda cuya ampli I ud varía en e l espac io como sen (2 1r xi J.. ) y que oscila en e l 
tie,npo con frecuencia v <'omo un oscilador armónir.o s imple. Puesto que obviame11te, la 
amµ lit u<l será igual a cero en lodo tiempo para las posiciones que satisfagan la relación 

2x¡ J.. = O, 1, 2, 3, ... (1-8) 

la onda tendrá nodos fijos en ellas, esto es, es una onda estacionaria. Para poder satisfacer el 
requisito de que las ondas tengan nodos en los extremos de la cavidad un idimensional se escoge 
el ori~en del eje x e n uno de los ex tremos de la cavidad (x = O) y se exige que e n e l otro extremo 
( \ = a) 

2.i;/J.. = /l para :i: = a (1-9) 

donde 

11 = 1, 2, 3' 4, ... 

E:sta condición determina el conjunto de valo res permitidos de la lo ngitud de onda. Para es tos 
valores permitidos, las amplitudes el e las ondas es lacionarias siguen un patrón cuya apariencia 
r,11 muestra en la figu ra 1-4. Es tos patrones se pueden reconocer como los correspondien tes a 
ondas estacionari as producidas por las vibraciones de una c uerda suje ta e n sus ex tre mos, 
sistema físico real que también sati sface (1-6). En nuestro caso, el patrón representa ondas 
elect romagn ét icas es tacionarias. 

Por conveniencia, la disrusión se conlin úa en términos de frecuencias permitidas en lugar de 
longi tu<les de onda permitidas. Es tas frecue ncias son v = c/J., donde 2a/i.. = n. Es decir, 

v = cn/2a n = 1, 2, 3, 4, . . . ( 1-1 O) 

Estos valores permitidos de la frecuencia pueden representarse por un diagrama que con sis te de 
un eje sobre e l cual se señalan puntos correspondientes a cada valor e ntero de n. En di cho 
diagrama, el valor permitido ele la frecuencia v, <'O rrespondiente a un va lor particular de n, de 
acurrclo con (l-10), es igua l a c/2a veces la d is tanciad del o rigen al punto respecti vo, o también. 
la d isla11<' ia des 2a/ e vel'es la frecuencia v. Estas relacio nes se mues tran en la figura l-5. Dichos 
d iagramas resultan útil es en el cálculo del número de valores permitidos de la frec uencia ven el 
intervalo J e va v + dv, que se de no ta po r N (v) dv. Para evaluar esta cantidad , s implemente se 
n1en ta el número de pu11 Los sobre el eje n que se encuentran e ntre dos I ím ites que se construyen 
de 111auera tal que correspondan a las frecuencjas v y v +dv, respec tivamente, como lo~ puntos 
:-.e Ji ::.1ribuyen uniformcn1ente e n el eje n, aparentemente el número de puntos compre11diclos 
entre es tos dos límites será proporcional a dv pero no dependerá de v. En realidad , fácilmente se 
ve que .''v (v) d11 = (2a/ e) d,,. Sin embargo, lo a nterior debe multiplica rse po r un factor el e 2, ya 
qu<-', para cada frecuencia per111itida, exis ten en rea lidad dos ondas in<lPpe ndien tes correspo n-
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FIGURA J-5 

TEORIA CLASICA DE LA CAVIDAD RADIANTE 

d=(2a/c) (J1+dJ1) ----J 

d= (2a/c) JI - 1 1 

••••••• 1 •• , •••• , •• 

I ,¡ • • • • • . . . 
n-

Valores pe rmil idos del índice n, que determina los valores permitidos de la frecuencia. 
en una cavidad unidime nsional de longitud a. 

27 

di f'n tes a los dos es tados de polarizac ió n posibles de las ondas elf'c trornagné ti cas. P or In tanlo, 
!-> t ' I it'IH' (lll<' 

4a 
= N(v) dv = - d11 

e 
( 1-11) 

De esta mane ra se completa e l cálculo del número de ondas estacionar ias permitidas para el caso 
artifi cial de una cavidad unidimensional. 

El cálculo anterior hacf' evidente los procedimientos para ex tende r e l cá lculo al caso rPal df' 
una cav idad tridimensio nal. Es ta ex tensión se indica en la figu ra 1-6. En este caso, el conjunto 
de puntos uniformemente di s tribuidos en valores enteros a lo largo del eje n, se sust itu ye por un 
a rreglo tridimen sional uniforme de puntos cuyas tres coordenadas corresponden a valores en te ­
ros a lo largo de tresejesn mutuamente perpendiculares. Cada punto del arreglo corresponde a una 
onda eslacionaria trirlimensio nal particular permitida. El número de nodos de las componen!<><; 
x, y, z de la onda estacionaria , se obtienen de los valores enteros na:, y 1111 , equivale a ana lizar 
una o nda tridimens ional (es d<>cir, que se propaga en una direcc ión arbitraria) en t1 es 
component es tridimensionalf's. En este caso, el número de frecuencias permitidas en el 
in te rva lo de frecuencia de ,, a v = di, es igual al número de puntos conte nidos Pnlr i> dos 
rao:;rarones esfériros con radios correspondie ntes a las frecuencias v y 1r + d11 resper t i vamcn te. 

FIGURA 1-6 
Los valore!> permil idos de la frecu encia en una 
ravi dad lridimensio nal cú bi ca de lado a, se 
detPrminan por trPs índices n:,:, 11 11 , n:,,; qu e 
sólo puedt>n 1o mar valores enl eros . Para 
mayor r laridad , se mu estran sólo unos r uan ­
lO!> de los m11 chos puntos correspondiPntes le\ 

conjuntos de es tos tres índices. 

t 

12 . 

8 

4 

r=(2a/c) JI 

-------11 V 
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Lo anterior será proporcional a l volumen en tre estos dos cascarones esféri cos, ya que los puntos 
se di::;tribuyen uniformemente. Po r lo tanto, se puede ver que N(P) dv será proporcional a p2 d'JI, 
ya que e l factor 'J.1 2 es proporcional al área de los cascarones y e l segundo factor clv, es 
proporcional a la distancia entre e llos . En el ejemplo s iguien te, se analizarán los detalles y se 
encontrará que 

81rV 2 d N(v)dv = -
3
-v v 

e 

donJe f · = a3, el vol umen de la ca vidad. 

( 1-12) 

Ejemplo 1-3. Derivar (1- 12), que <lá el número de ondas e lectromagnéticas es tacio narias permi ­
tidas, en cada intervalo de frecuencias, para e l caso de una cavidad tridimens ional cúbica de paredes 
nwtáli,as de lado a. 

Considérese raJiac1ón de longitud de onda ). y frecuencia v = e/)., que se propaga en una dirección 
def111ida por lo-. ángulos ex, {3, y, l'O lllO se muestra en la figura 1-7. La radiación J ebe ser una onda 
estaciou ar ia ya que sus tres componentes son ondas estacionarias. La posición de algunos de los nodos 
fijos de esta onda estacionaria, se indica por un co njunt o de planos perpendiculares a la dirección de 
prupagai·ión ex, /J, ,,. La dis tancia entre estos planos noda les de la radiación , es jus tamen te ). /2. do nde 
}, l's su lont?,ituJ de on<la. Se indica tambi én la posición de los tres ejes de los nodos de las tres 
t'l)ltl('íllll'll lPS. 

L1-. di-.1a11cias c.>11l rt· estos nodos es: 

z 

FIGUR A l-7 

?..,:/2 = J../2cos a 

J.. 11/2 = i./2cos fJ 

i.z/2 = ?./2cos ;1 

1 
r- X,./2 

y 

Planos noclalc1, J¡, una onda f'S tacionarin propagándose en determinada dirección en 
11na c-aviJad cí1bica. 

( 1-1 3) 
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Las expres iones para las magnitudes de los campos eléctricos de las tres componen l<'S t'n los rn•s <'je:,, :,e 

pueden escribir como, 

E(x, t) = E0 sen (27T:t:/ A:r) sen (2 m•t) 
:i: 

E(J¡, t) = E0vsen (2-rry/A11)sen (27Tl•í) 

E(z, t) = E0 sen (27Tz/J..z) sen(27Tr•t) • 

La expresión para la componen te x representa una onda con amplitud máxima E0 con una variación c-n PI 
espacio sen (27r.1·/J..:r).Y que oscila con una frecu encia v .Como el sen(2-rr.1·/J..x)es .. cero para 2xf Ax=O, l , 2, 

3, ...• la onda es estacionaria con longi tud de onda Ax ya que tien e nodos fijos separados una dis tancia 
f!..,;=J..:r/2. Las expresiones para las componentes y y z representan ondas estacionarias de amplitudes 
máximasE0 E0 y longitudes de onda A11 y J..z pero las tres ondas estacionarias ,component es oscilan con 

V 1 

la írecuencia 11 de la radiación . Obsérvese que las tres expresiones sa tisfacen automáticamen tt' el requisito 
de que la componente x tenga un nodo en x = O, la componente y tenga un n ouo en _y= O, y la compont'n l<' z 
lt>nga un nodo en z =O. Para que satisfagan el requis it o de que la compon en le x tenga un nodo en x =a, la 
compon ent e y renga un nodo en y= a, y la componente z tenga un nodo en z = a se hace : 

2x/ Ax = 11:i: para .t· = a 

2y/A11 = 1111 para y =a 

2z/ Az = llz para z =a 

donde ,i. = 1, 2, 3, ... ; n, = l, 2, 3, ... ; 11 : = 1, 2, 3, .... Usando (l-13), estas condiciones s<' transforman en: 

(2a/ J..) cos ex = flx (2a/ A) cos /3 = nu (2a/ J..) cos 7, = nz 

Elt'vando al cuadrado ambos miembros de estas ecuaciones y sumando, S<' obl iene 

(2a/ A)2(cos2 ex + cos2 P + cos2 y) = n; + n! + n~ 

pero los ángulos ex, {J, y tienen la propiedad 

cos2 ex + cos2 {3 + cos2 y = 

Por lo tant o, 

2a/A = J n! + n~ + n; 

donde n,, n,, n:, toman todos los valores ent eros posibles, esta ecuarión desrribf' la limll a<·ión ,•n las 
longitudes de onda posibles de la radiación electromagnética cont enida en la cavidad. 

Una vez más, la discusión se conti"lúa en términos de las frecuencias pt>rmitidas . en lugar de la:, 
longi tudes de onda permitidas, que son 

e e 12 2 2 ,, = j = 2a V ll:e + 11 11 + ll z ( 1-14a) 

Enseguida, se contará n el número de frecuencias permitidas en un int erva lo dt' frecuencia :; dado, 
constru yendo una red cúbica uniforme en un octan te de un s is tema de coordenadas rectangu lares , dt> 
modo tal, que las tres coordenadas de cada punto de la red so n iguales a un conjunto posible de loe; tres 
ent eros n,, n, y n:, (ver la íigura 1-6). Po r cons t rucción, cada punto de la red corresponde a un a íreruenria 
permitida. Además, el número de frecuen cias permitidas entre 11 y v + dv , N (v) di,, es igual número UP 
pu nt os con tenidos entre cascarones esférico~ concén tri cos de radios r y r + dr. N (r) dr, dondt> 

De ( l -14a), esto es 

r = J 11! + 11; + n~ 

2a 
r =-v 

e 
( 1- 14b) 
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Como :v (r) dr es igual al volumen comprendido e 11t re los cascarones por l::i densiuad de puntos de la red, y 
como. por cons tru cción, la densidad es uno, N (r) dr es s implemente, 

1 1rr 2 dr 
N(r) dr = - 41rr 2 dr = --

8 2 
(1-15) 

íguala11do lo anterior a N(v) dv, y evaluando r2 dr de (l-14b), se tiene 

7T (2ª)ª N(v) dv = 2 ~ v2 dv 

Para completar el cálcu lo, estos resultados se deben multiplicar por un factor de 2, ya que, para cada una de 
las frecuencias permitidas qu e se han enumerado, existen en realidad dos ondas independientes 
~·orrespondien te!- a los dos estados de polarización posi bles de la radiaci ón elecc romagnética. Por lo tanto, 
se ha derivado (l-12). Se puede dernos t rar qu e N (v) es independiente de la forma de la cavidad y sólo 
dq,ende de su volumen. ~ 

Obsérvese que existe una diferencia significativa entre los resultados obtenidos para el caso 
real de una cavidad tridimensional y los resultados obtenidos antes para el caso artificial de una 
cavidad unidimensional. El factor v2 que se e ncuentra en (1-12) pero no en (1-11), jugará un 
papel muy importante, como se verá, en los argumentos siguientes. Básicamente, este factor 
resulta Jel hecho deque vivimos en un mundo tridimensional siendo la potencia de v uno menos 
que la dimensionalidad. Aunque Planck, al resolver finalmen te las serias discrepancias entre la 
teoría c lás ica y el experimento, puso en tela de juicio algunos puntos que habían sido 
considerados obv iamente ciertos, ni él ni o tros trabajando sobre el problema dudaron de (1- 12). 
Exist ió y aún persis te un acuerdo genera l de que (1-12) es válida. 

Al1 ora ya se puede con tar e l número de ondas estacionarias. El paso siguiente en la teoría 
clásica Je Rayleigh-Jeans para la radiación de un cuerpo negro, es el cálculo de la energía to tal 
promedio cont enida en cada onda es tacionaria de frecuencia v. De acuerdo con la física clásica, 
l..1 f'ne rgía de alguna onda partic ular puede tener cualquier valor en tre ,cero e infinito y su valor 
rea l debe ser proporcional al cuadrado de su amplitud constante E0 . Sin embargo, para un 
si!;tema que contenga un número grande de entes fí sicos del mismo tipo, los cuales están en 
equilibrio térmico a una temperatura T, la física clás ica hace una predicción bas tante definitiva 
acerca de los valores promedio de las energías de los entes. Esto puede aplicar e n este caso, 
pues to que la rnul t it ud de ondas estacionarias, que cons tituyen la radiación térmica dentro de la 
caviua<l, son entes del mismo tipo que están en equi librio térmico e ntre sí, a la temperatura Tde 
la::- paredes de la cav idad. El equi librio térmico se asegura por e l hecho de que las paredes de una 
caviuad real s iempre absorberán y rerradiarán , con diferentes frecuencias y direcciones, una 
pee¡ ueña parte de la radiación que iucide sobre ellas, y consecuen temente, las diferentes o ndas 
cl>tacio11ar ias en forma gradual, podrán intercambiar energía como se requiere para mantener el 
<'4utlibrio. 

La ¡m·dicción viene de la teoría cinética clásica, y es llamada ley de equipartición de la energía. 
Esta lc·r afirma que para un s is te ma de moléculas de un gas, en equi librio térmico a una 
tt>111p1'ratura T, la energía cinéti ca promedio ti~ una molécula, por grado de libertad, es kT/2, 
Jond1· k = l . .'38 X 10- 23 joulcºK se le llama constante de Boltzmann. Esta ley se aplica a cualquier 
~is l e111a dá:>ico t¡ut- contenga, en equilibrio, un 11úmero grande de entes del mismo tipo. Para el 
,·a::;u qui· 11 0s ocupa. los Pnles son ondas estacionarias que tienen como único grado de libertad, 
las amplitudc:-. de !->Us campos eléclricos. Por lo tanto, s us energías cinéti cas, en promed io, 
t1·111lrán <'l mismo valor, kT/'2. Sin emuargo, cada onda estac ionari a oscm lante senoidal tiene una 
1·111·rgía total que es el dohl1· d<' su energía cinél ica promedio. Es ta es una propiedad común a 
todos Ju:, sis tema~ que t icrH' ll u11 so lo grado de libertad y que llevan a cabo osci laciones 
armónwa~ ~i mpl e~ en <'l li<'111po: casos conociJos son un péndulo o un re~o rte. Por lo tanto, de 
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acuerdo con la ley clás ica de la equipartición, cada onda estacionaria en la cavidad Liene una 
energía total promedio 

C = kT ( 1-16) 

El punto más importante que debe notarse, es que se predice la misma energía total promedio 
-;¡, para todas las ondas es tacionar ias en la cavidad, indt"pend ien temente de s us frecuPnrias . 

La energía por unidad de volumen en el intervalo de frecuencias ent re v y v + dv del e~pectro 
ele cuerpo negro de una cavidad a temperatura T, es s implemente el producto de la energía 
promedio de cada onda estacionaria, por el número de ondas estacionar ias en el intervalo de 
frecuen cias dividido entre el volu men de la cavidad. Finalmente, de (1-15) y (1- 16) se obt ie ne el 
r<>sultado, 

( ) d 8m,2k.T d 
PT V V= 3 V 

e 
( 1-17) 

Esta es la fórmula de Rayleigh-]Pans, para. la radiación de un cuerpo negro. 
En la figura 1-8 se comparan las predicciones de esta fórmula con los resu ltados expNimt~ri­

la les. La discrepancia es eviden te. En el límite de frecuencias bajas, el espec tro clásico st· 
ap roxima a los resultados experimentales, pero, a medida que la frecuen c•a crece, la predi<'ci6n 
teórica tie nde a infinito. Los experimen tos demuestran que la densidad de energía s iempre 
permanece finita, como obviamente debe ser , y de hecho, la densidad de energía tiende a cero 
para frecuencias muy alt as. Este comportamiento tan grotescamen te irrea l de la teoría clásira a 
altas frecuencias es conocido en fís ica como la "catás trofe ultravioleta". Es te thmino es 
suges ti vo de la importancia de la falla de la teoría. 

1.4 Teoría de Planck de la cavidad radiante 

Tratando de resolver la discrepancia entre teoría y experimento, Planck llegó a considerar la 
posibilidad de que se violara la ley de f'quiparti ción de la energía en que se basaba la teoría. De la 
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FIGURA l-8 
Predicción de Rayleigh -Jeans (línea punteada) comparada con los resultados experi­
mentales (línea continua) para la densidad de f'nergía en una c·avidad-<'uerpo n<>gro 
que muestra la seria discrepancia llamada ca tástrofe ultravioleta. 
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figura 1-8 resulta evidente que la ley proporciona resu ltados satisfactorios a bajas frecuencias. 
Por lo tan to se puede s uponer 

C~kT 
v-o ( 1-18) 

Es decir, la energía total promedio ti ende a Ta medida que la frecuencia tiende a cero. La 
discrepancia a frecuencias a ltas se eljmina si , por alguna razón , existe un corte, de modo que 

(1-19) 

es decir, si la energía total promedio tiende a cero cuando la frecuencia tiende a infinito. En 
otras palabras, Planck pensó que, dadas las circunstancias que prevalecen en el caso de la 
radiación del cuerpo negro, la energía promedio de una onda estacionaria es función de la 
frecuencia C (v) con las propiedades indicadas por (1-18) y (1-19) .Esto contrasta con la ley de 
equipartición de la ene rgía que asigna a la energía promedio C un valor independiente de la 
frecuencia. 

Veamos el origen de la ley de equipartición. Básicamente surge de un resultado mucho más 
completo de la teoría cinética clásica llamado distribución de Boltzmann. (En el apéndice C se 
dan los argumentos que conducen a la distribución de Boltzmann, para aquellos estudiantes que 
no estén fam iliarizados con e lla.) Aquí se utilizará una forma especial de la distribución de 
Boltzmann 

e - 8/kT 
P(C) = _k_T_ (1-20) 

en la que P(<f) dC es la probabilidad de encontra r un en te dado de un sistema, con energía en el 
intervalo entre tff y C + d C, cuando e l número de estados de en ergía para el ente en ese 
in:er va lo, es independiente de <ff. Se supone que el sistema contiene un número grande de entes 
del rn ismo tipo, en equilibrio térmico a temperatura T, y k representa la constante de 
Boltzmann . La ecuación (1-20) gobierna las energías de los entes del sistema que se están 
considerando , a saber , un conjunto de ondas estacionarias que oscilan de modo armónico 
simple. 

La función de distribución de Boltzmann es tá íntimamente re lacionada con la función de 
dis tribución de Maxwell para la energía de una molécula en un sistema de moléculas en 
eq utlil>rio térmico. De hecho, la exponencial en la fun ción de distribución de Boltzmann es 
responsable por el factor exponencial en la distribución de Maxwell. Algunos es tudiantes 
sabrán que exist• •n factor C1' 2 presen te en la di stribución de Maxwell , que resulta por la 
eircu 11s tancia de que el número de estados de energía para una molécula en el intervalo entre C 
j 6' + d t no es independiente de $ , sino que au menta en proporción a c112

• 

La función de di stribución de Boltzmann proporciona una información completa acerca de 
las energías de los en tes de l sistema, incluyendo desde luego, el valor promedio de las energías 
C. Esta última ca ntidad puede obtenerse usando (1-20) para P( <ff') y evaluando las integrales 
f' n c~I coc iente: 

CX) 

f CP(C) dtff 

C=-º---- (1-21) 

J P(C) dC 
o 
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El in Legrando en e l nume rador es la e nergía 6°, pesada por la probabilidad de que el Pnle -;p 

e ncontrará con esta energ ía. La energía promedio se obt iene integrando sobre todos los valon·s 
posibles de la energía. El denominador e~ la probabilidad de e ncontrar a l enle con rnnlq11i,·r 
e ne rgía y por lo ta nto deberá tener e l valor uno; que lo tiene. La integra l e n e l numerarlor p1u•d1• 
!"valuarse, y el resultado es jus tamen te la ley de cquiparti ción de la e n ergía 

;ff =kT ( 1-22) 

En lugar de ll evar a cabo la evaluación , resultará más convenie nte, po r los argunwn tos 
s ig ui entes, examina r la representació n gráfi ca de P(C) y C que se muest ran en la parlt' 
superior de la figu ra 1-9. Se grafica P( <ff') como fun ció n de<D". Su valor máximo, 1/kT, orurrt· t' ll 
<ff' = O y el valor de P( &') decrece suavemente a medida que t' aumenta y tiende a cero cuando 
t'-+ oo. Es decir , e l valor que es más probable que se encontrará en una medida de lf. snií 
cero. Pero el pro medio <ff' de los resultados que se e ncontrarían e n c ierto número de meclidas d<· 
8' es mayor que cero . La evaluació n de Ca parti r de P( C), se indica en la mitad infer ior de> la 
figura 1-9. 

La gran contribució n de Planck surgió cuando pudo darse cuen ta que podía lograr t>I rnrl 1· 

r equer ido, indicado en (1-19), s i mod ifi caba el cá lculo que conduce a Ca parti r de!' (r,), 
tra tando la ene rgía C como s i fuera una variable discreta en lugar de la variable contin11fl q 111· 

definitivamente es desde e l punto de vis ta de la fí sica clás ica. Esto puede hacerse, t'u a11 1ita1iva­
mente, s i se vue lve a escribir (l-21) en términos de sumas en lugar de integra les . Prontos,·, 1·r.í 

kT e -

1/e 

t 
Area =I =k'l' 

o 
kT 

FIGURA 1-9 
Arriba: Gráfica de la dis tribución de probabilidad de Bo ltzmann P(t) = e - R/k1'/k T . 
El valor promedio de la energía ~ para esta dis tribución es l = k T , que corrt·!-. · 

ponde a la ley clásica de la equipartici6n de la energía. Para calcular este va lor d,, ;f, s<· 
integra t!P(t!) de cero a infinito. Es to es justamente la can ridad qu<· se <:stá 
promediando, 8, mu lt iplicada por la probabi lidad relativa P(~) de que el valor dt· & 
sea encontrado en una medida de la energía. A bajo: Cráfira det P(t ). E l árf'a bajo n,ta 

curva proporc iona el valo , de 6. 
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que esto no es difícil de hacer, pero es más instruc tivo estudiar primero, la representación 
gráfica en la figura 1-10 . 

Planck supuso que la energía C podía tomar sólo ciertos valores discretos, en lugar de 
cualquier va lor , y que los valores discretos de la energía estaban uniformemente distribuidos; es 
decir, tomó 

C = O, !::.C, 21::.C, 31::.C, 41::.<ff, ... 

lle 
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FIGURA 1-10 

~kT 

kT 11-

Arriba: Si la energía 4' no es una variable continua, sino que está restringida a valores 
O, 66', 21:l<f, 36.<f, ... , comoseindicaporlasdivisioneseneleje 4'delafigura,se 
debe cambiar la integral usada para calcular el valor promedio 8 por una suma. El 
valor promedio es la suma de las áreas de los rectángulos, de amplitud 6.4', y con 
alturas dadas por los valores permitidos de <f por P(&')al principiar cada intervalo. En 
la figura 6. t! « kT, y por tanto , las energías permitidas están muy próximclS entre sí y. 
consecuentemente, el área de los rectángulos difiere muy poco,del área bajo la curva 
continua. Por lo tanto , el valor promedio 8 es casi igual a kT, el valor encontrado en la 
figura 1-9. Centro: 6. t.i ~ k T, y i tiene un valor menor que el que tiene en el caso de 
arriba. Abajo: 6.C )) kT,. y ? es aún menos. En las tres figuras, los rectángulos 
muestran la contribución de <f P (<f) al área total, para cada energía permitida. El 
rectángulo para 4' = O es, desde luego, siempre de altura cero. Esto produce un gran 
efecto en el área to tal, si las amplitudes ele los rectángulos son grandes. 

(1-23) 
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como el conjunto de valores permitidos de la energía. El intervalo uniforme enl rf' va lores 
suces ivos de la energía, es en este caso D.<f/. En la parte super ior de la figura 1-1 O, se ilu~I ra una 
evaluac ión de ~ a partir de P( ~), para un caso e n el que ó.<ff « kT. En este caso el resultado 
que se obtiene es Ce:::'. kT. Es decir , el va lor que aquí se obtiene es esencialmente el mismn quF 
e l resultado clásico, ya que, los valores d iscretos D.<ff son muy pequeños compararlos l'on el 
inte rvalo de energías kT, en el cual P(<ff) cambia s ignificativamente; esencialmente, en este 
caso es indiferente s i la energía Ces discreta o continua. En la pa rte, ·rlia de la figura 1-10, se 

ilus tra el caso para D.tff c:::'. kT. Aquí se encuen tra que C < kT, ya que la mayoría dF los entes 
ti enen energ ía <ff = O, puesto que P( <ff) ti ene un valor pequeño para el primer valor pPrmitido 
de D.<S' diferente de cero, de modo ·que el valor <I' = O es dominante en el cálculo del valor 
promedio de <ff y e l resultado que se obtiene es más pequeño. S in embargo, en la part e inferior 
de la figura 1-10, donde se muestra el caso para ó.C » kT, se aprecia más claramente el f'ffclo 
de lomar valores di scretos. Para este caso, la probabilidad de encontrar un enle con una ele las 
energías permitidas mayo res que cero es despreciable, ya que, Pi<ff') es exl rem~ulamente 
pequeña para todos estos valores, y el resultado que se obtiene es <S' « kT. 

Resumiendo, Planc k descubrió que podía ohtener Ce:::'. kT cuando la diferencia entrP 
energ ías adyacentes, D.tff , es pequeña y JF" e:::'. O, cuando ó.<ff es grande. Como requería el 
primer resultado para valores pequeños de v, y e l segundo resullado para valores grandes de v, 
obviamente era necesario que D.<f fuese una función crecienle de v. Por trabajo numéri<'o, 
e ncontró que podía tomar la relación más simple posible entre ll<ff y ,,, que tu,·iera esta 
propiedad. Es decir, supuso que estas cantidades fu eran proporcio nales 

ó.<ff OC V (i-24) 

Escrita como una ecuación en lugar de una proporcionalidad, se tiene: 

D.C = h,, ( 1-25) 

donde h es la con stante de proporcionalidad. 
Mediante trabajo numérico , Planck de terminó e l valor de esta con!- tanle, de moclo que se 

obtuviera el mejor ajuste entre su teoría y los valores experime ntales. El va lor que oh1uvo fue 
muy cercano al que es aceptado en la actualidad: 

h = 6.63 X 10-34 joule-seg 

Esta constante famosa, ahora se llama constante de Planck. 
La fórmula que obtuvo Planck para C, evaluando la suma análoga a la integral en (1-21), y 

que se o bte ndrá en el ejemplo 1-4, es 

- hv 
ó"(,,) = hv/1,'1.' 

e - 1 
( 1-26) 

Ya que ehi•lkT - 1 + /,11/k Tpara hv/kT- O, se tiene que 6(11)-+ kT en este límite, como se 

predi ce en (]-18). En el límite /111/kT-.. oo, e11
"

1
kT - oo, y t'(1•) ), O, en concordancia ron la 

predicción de (1- 19). 
La fórm ula que se obtiene inmediatamente para la dens idad de energía en el espe<.'tro del 

cuerpo negro, uti lizando el resu ltado para Ji (v) e n luga r del va lor clásico 6' = /\ T, es: 

d 
81rv2 '11, 

P (V) V - ------ d11 
T - C3 eliv/kT l (l-27) 

E~to C's, el P.,p<'rtro riel cuerpo ne~ro de Planck. En la íi~ura 1-11. sP comparan lo-. rhu lr Hdo:- de la 

lf'oría df' Planrk (f'xpresados e11 lrrminos el<> longit u el Fe; J c- onda) con re~ul1 :ido!- p,qwrinwnla lt·-. 
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paril u na I emperal 11ra T= l 595ºK. Lm, res u I Lacios experimentales con cuerdan con la f ó rm uta de 
Pla,wk, ¡.,ara toda temperatura. 

Dt>be rN·ordarsc que Planck 110 alLeró la tlis Lribución de Bohzmann, "todo" lo que hizo fu e 
L'Om,idC'rar la e ne rgía de las onJas e lectromagnéticas es racionarias, oscilando senoidalmente e n 
e l t1c 111pu, e-o rno L111a ca11tiJad discre ta en lugar de una cantidad continua. 

Ejemplo )-4·. Deri var la expresión de Planck para la energía promedio ;f y su espectro del cuerpo 
11egro. 

La cantidad C se calcula de la razón de las sumas 

00 

L CP(<ff) 
- n-o <ff = ----00 

L P(<f) 
11-0 

análogas a la razón de integrales en (1-21). Debido al postulado de Planck, la energía <ff se con vierte en una 
varial>l e discreta que toma sólo los valores<ff = O,h11,2hv,31zv, .... y por lo tanto, se deben utilizar 
sumas. Es decir, C = nhv, donde n = O, 1, 2, 3, ... Evaluando la distribución de Boltzmann P(<f) -
e- d lkTJk T, se tiene 

00 11 '·" L _ ,,-nhv/kT 
11 - 0 A. 1 

<ff= 
00 1 L _ e-111.-·/kT 

11- 0 kT 

00 

I n <:1.e- ' 1
"' 

= kT -"---0--­
oo 
I e-no 

11- 0 

donde et. 

1,0 an terior, a !>U vez, puede evaluarse más fácilmente si se observa que; 

d L() 

-<:1.- In L e- 11« 
d<:t 11 0 

de manera que. 

<\hura bien. 

pero 

de 111odo que: 

_ ( e/ 00 ) <f = kT -ex - In L e-11º 
d r,. 11 0 

d 00 

= -hv -
1 

In _¿ e-mx 
e ex 11- 0 

00 

L e- no = + e-« + e - 20 + e 30 + 
11 = 0 

+X+ X 2 + X 3 + · · · 

( 1 - X)- 1 = l + X + X 2 + X3 + · · · 

-hv 

(1 - e- º ) 1 
(-l)(L - e - 0 ) - 2e - 0 

ln·e- 0 /, V /¡ V 

= = e"''/kT 1 - e- º eº - -

hv 

kT 

donde X= e-0 

~e ha d~·rivadu ( 1-26) para la <'nergía pro111edio de una onda electromagnética estacionaria de frecuencia v. 
Mult iplic.111<lo lo a11 Le 1 ior por (1-12), a saber, el número N (v) dv J e ondas que tienen frecuencia v, que se 
dcri vó en el ejemplo 1-3, inmediatamente se ob tiene el espectro de Planck del cuerpo negro , (1-27). 

~ 
Ejemplo 1-5. Al ana lizar resultados experimentales, como en la figura 1-11, resulta co nveniente 
exp resar el espectro de Planck del cu,,rpo 11~gro, en función de la lo11gitud de onda A , en lugar de la 
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TEORIA DE PLANCK DE LA CAVIDAD RADIANTE 

T = 1595ºK 

2 4 6 

Predicción de Planck de la densidad de energía (línea continua) comparada con los 
resultados experimentales (círculos) para la densidad de energía de un cuerpo negro. 
Los datos fueron reportados por Coblentz en 1916, correspondientes a una tempera­
tura de 1595°K. El autor señala en su artículo que después de dibujar fas curvas de los 
espectros de energía que resultaron de sus experimentos, "debido a fatiga de los ojos, 
fue imposible durante los meses subsiguientes. dedicar atención a la reducción de los 
datos". Una vez que los datos fueron reducidos, se obtuvo un valor de la constante de 
Planck de 6.57 X 10 34 joule-seg. 

37 

frecuencia -v.Obtener PT().),el espectro de Planck en términos de la longitud de onda, a partir depT(11),la 
forma del espectro en términos de 'V. La cantidadpT().)se define por la igualdad PT(,l) d,l = - p,r (v) et,,. 
El signo menos indica que aunquepT().)y PT(v)son positivas ambas d). y dv tienen signos opuestos. (Un 
aumento en la frecuencia corresponde a una disminución en la longitud de onda). 

De la relación v = e/). se tiene que dv = -(c/).i) d)., o bien, d,,jd,l = -(c/).2), de manera que 

Si ahora se sustituye v = c/,l en la expresión para PT(v) (1-27), se obtiene 

( 1-28) 

En la figura 1-12 se muestra PT(;J.)cont ra ,l para diferentes temperatuas.AJ estudiar la distribu ción de 
energía radiante como función de la longitud de onda, a medida que au menta la temperatura, se puede 
observar, claramente, una tendencia en la radiación del rojo al blanco y al azul. ~ 

A partir de la fórmula de Planck, se pueden derivar la ley de Stefan y la ley del desplazamiento 
de Wien; s i se las aj usta a los resultados experimentales, se pueden determinar valores para las 
constantes h y k. La ley de Stefan se obtiene integrando la ley de Planck en todo el espectro de 
longitudes de onda. Se encuentra que la radiancia es proporcional a la cuarta potencia de la 
temperatura, identificando la constante de proporcionalidad21r5k 4/ 15c 2'13 con la constante de 
Stefan, <1,cuyo valor, determinado experimentalmente, es 5.67 X 10- 8 W / m2-ºK4 • La ley del 
desplazamiento de Wien, se obtiene haciendo dp(J..)/ d}. = O. y se encuentra que AmñxT = 
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FIGURA 1-12 

Densidad de energía de Planck de la radiación de un cuerpo negro, a varias temperatu­
ras, como función de la longitud de onda. Obsérvese que la longitud de onda para la 
cual la curva tiene un máximo, decrese a medida que la temperatura aumenta. 

Cap. 1 

0.2014hc/k; identificándose al miembro a la derecha de la ecuación con la constante, 2.898 X 
10-

13 
m-°K, determinada experimentalmente por Wien. Utilizando estos valores medidos y 

suponiendo un valor para la velocidad de la luz e, se pueden calcular los valores de h y k. De 
hecho, ésto lo realizó Planck y sus valores concuerdan muy bien con los obtenidos posterior­
mente por otros métodos. 

1.5 Aplicación de la ley de radiación de Planck e n termometría 

La raJiación emitida por un cuerpo caliente puede util izarse para medir su temperatura. Si lo 
que se uti li za es la radiación total, entonces, de la ley de Stefan -Boltzmann, se sabe que las 
energías emitidas por dos fuentes están en razón de la cuarta potencia de la temperatura. Sin 
embargo, es difíci l medir la radiación total de la mayoría de las fuentes y realmen te, lo que se 
mide es la rad iancia en una banda finita de longitudes de onda. En este caso se utiliza la ley de 
radiación de Planck que proporciona la radiancia como función de la temperatura y longi tud de 
onda. Para radiación monocromática de longitud de onda A la razón de intensidades espectrales 
emiti<las por fu entes a T2°K y T1°K , está dada por la ley de Planck como: 

¿i.c/).kT1 _ 

ehc/).kT2 _ 

En esta expresión. si se toma T 1 ,como temperatura de referen cia es tándar, se puede determinar 
T2 relativa a la estándar, midiendo esa razón en forma experimental. Este es e l procedimiento 
empleado en la Esrala Internacional de Temperaturas Práct icas, donde se utiliza el pun to de 
fusión del oro, L068°C, como punto fi jo de referencia. Es decir, el pirómetro óptico estándar 
primario, está diseñado de modo tal, que compara la radiación de un cuerpo negro, a 
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lente lómpara Microscopio 
objetivo piromlltrica 

Fuente de ec::::::;-------~011~ ~ e: -----o---.___o= ~ 
radiación ~ __-,- ----- f"'" 

Amperlmetro 

FIG URA 1- 13 

Diagrama esquemático de un piróme tro óptico. 

tempe ratura desconocida T > 1068°C con un cuerpo negro a la te mperatura de f usió 11 del oro. 
Dadas las circunstancias prác ti cas, la mayoría de las fuentes no son c uerpos negros y en lugar de 
la radiación monocromáti ca se utiliza una banda finita de longitudes de onda, de modo quf' los 
procedimientos de medida deben ser adecuados y la teor ía desarrollada, para Lomar Pn 
consideración las circuns tancias an teri ores. 

La ma yo ría de los piró me tros ópticos, uti li zan el ojo humano como detector y req uieren de un 
ancho de banda espectra l suficient eme nte amplio, de modo que se te nga la e nergía que el oj0 
puede ver. El tipo de ins trumento más s imple y más preciso utilizado por en cima del punto de 
fus ión del o ro, es el pirómetro ó ptico con filament o desvanescente, (ve r figura l -13 ). La 
fu ente a medirse se enfoca en el filamen to de la lám para del piró me tro, ajus tándose la corrien te 
de la lámpara has ta que e l filam ento ti enda a desaparece r en el fondo de la imagen de la fuenti>. 
Calibrando c uidadosamente mediante potenciómetros de precis ión , se garantizan medidas 
prec isas de la temperatura. 

En la década 1950, Dicke, Penzias y Wilson descubrieron un interesante caso particu lar del 
campo general de la te rmo metría por medio de rad iación de cuerpo negro. U tili zando un radio 
te lescopio que o peraba en el inte rvalo de longi tudes de onda entre varios milímetros y varios 
centímetros, encontra ron que un espec tro de cuerpo negro, con temperatura caracterís ti ca d~ 
3ºK,incide sobre la ti erra en todas direcc iones con igual inte nsidad. La uniformidad e n dirección 
indica que la rad iación ll ena uni formeme nt e el universo. Los astrofís icos consideraron estas 
medidas como evide nc ia fue rt e en fa vo r Ut" la ll amada teoría de la g ran explosión, en la cual, r l 
universo consis tía de una bola de- fuego mu y densa y mu y <'a liente de radiación y partículas, 
ap roximada mente hace 101º años. Debido a una expansió n posterior y el consecu<'nle corri­
mien to Do ppler, es ele espera rse que la tPmpera tura de la radiación disminuyera a un va lor muy 
cercano del observado de JºK. 

1.6 El postulado de Planck y su s implicaciones 

La contribución de Planck se puede e nunciar en fo rma de pos tulado, como sigue: 
Cualquier ente físico con un grado de Libertad, cuya "coordenada" es una f unción senoidal riel 

tiempo (es decir rPalizrz oscilaciones armónico-simples) sólo puede posePr energías lOlftles lf , que 
satisfacen La relación 

<1 = nhv 11 = º· 1, 2, 3, ... 

donde 1• es la .frecuencia de la oscilación y /z es una constante uniuersal 

La palabra <'Oordenada se utiliza en su sentido más genera l, para deno tar cualquier cantidad 
que df'sr riba la condi r ión instan tánt'a rlt'I e nte, po r eje mplo, la long itud de un resorte, 11'1 
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FIGURA 1- 14 

Izquierda: Energías permitidas en un sis tema 
clásico, osci lando senoidalmen te con frecuen ­
cia v, distribuidas en forma continua. Derecha: 
Energías permi tidas dist ri buidas en fo rma dis­
creta de acuerdo con el postulado de Planck, 
ya yue sólo pueden tener los valores nhv. Se 
dice que la energía está cuantizada, siendo n el 
número t'uá11tico del estado de energía pe r­
mitido. 
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- ----& =5hv 
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posición angu lar de la masa de un péndulo y la amplitud de una onda. Todos es tos ejemplos 
también son funciones senoidales del tiempo. 

Un modo convenieule de ilustrar el comportamiento de un ente gobernado por este 
pos tulado, es mediante un diagrama de niveles de energía, como se muestra e n la figura 1-14, 
que también puede utilizarse para contrastar este comportamien to co n el que se esperaría en 
base a la física clásica. En ese d iagrama se in dican cada uno de los estados de energía posibles rlP! 
ente, por una línea horizon tal. La distancia de una línea determinada, a la l;;;c:a cie energía cero, 
es proporcional a la energía total que le cor responde. Como de acuerd.o con la física clásica, el 
ente puede tener cua lquier energía en tre cero e infin ito, el diagrama clásico de nive les de 
energías consiste de un continuo de líneas que empiezan en ce ro y se ext iende a valores 
mayores. Sin embargo, el en te que realiza oscilacio nes del tipo oscilador armónico simple, sólo 
puede tener energías to ta les di scretas, <f}' = O, hv, 2hv, 3hv .. . , si obedece el postulado de P lanck. 
En su diagra ma de niveles de energía, es to se indica con un conjunto di screto de líneas. Si la 
energía del e nte obedece el postulado de Pla n ck, se d ice que es tá cuanlizada, los niveles de 
energía permi tidos se llaman estados cuánticos y el n úmero entero n se Hama el número cuántico. 

El estudiante podría pensar que ex isten sistemas físicos cuyo comportamiento esté en obvio 
desacuerdo con el postulado de Planck. P or ejemplo, un péndulo ordinario realiza oscilaciones 
Je ti po oscilador armónico simple y sin e mbargo, aparentemente es capaz de poseer valores 
continuos de la energía. Pero an tes de aceptar es te argumento , se harán algunos cálculos 
numéricos en relación con di cho sis te ma. 

Ejemplo 1-6. Un péndulo q ue consiste de una masa de 0.01 Kg. suspendida de una cuerda de 0.1 m. 
de longitud. Sea la amplitud J e su oscilación tal, que la cuerda en sus posiciones extremas forma un ángu lo 
de 0.1 raJ. con la vertical. La energía del péndulo decrece, por ejemplo. por efectos de fri cció n. ¿Se 
observará que P~ te decremento de la energía es continuo o discontinuo? 

La frecuencia de oscilación del péndulo es : 

1 Je 1 J9.8 m/seff v = - - = - = 1.6/seg 
21r / 21r O.lm 

La energía del péndu lo es su energía potencial máxima 

mgh = mgl(l - cos O) = 0.01 kg x 9.8 m/seg- x 0.1 m x (1 - cos 0.1 ) 

= 5 x 10- 5 joule 

La t'ncrgía del pén<lu lo está cuantizada, de modo que los cambios en energía oc urren en pasos de magni tud 
discon1inuos !':!.E = hv, pero 

Di.E = hv = 6.63 x 10- 34 joule-seg x 1.6/seg = 10- 33 joule 

mientras que E = 5 x 10- 5 joule . Por lo tanto,b.E/E = 2 x 10- 29 .Así pues, para poder medi r que el 
Jecrenw11lo de la energía es discreto, se necesita poder medir la energía con una precisión de 2 en 1029

. 
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Evidentemente aún el equipo experimenta l más sensible, resulta totalmente incapaz para obtener dicha 
resolución en la energía. ~ 

En conclusión, aquellos experimentos que involucren péndulo~ ordinarios, no podrán 
determinar si el postulado de Planck es válido o no.La pequeñez de h, hace que la granularidad de 
la energía sea tan fina que no pueda di 'ltinguirse de un continuo de energías. Más aún, para 
sistemas clásicos, la h podría considerarse igual a cero y, de hecho, un modo de reducir las 
fórmulas cuánticas a sus límites clásicos, es dejandoh ---+ O en estas fórmulas. Solamente cuando 
se consideren sistemas en los cuales v sea tan grande y/o C tan pequeña que ó.C= h,, sea del 
orden de C, se estará en condiciones de probar el postulado de Planck. Un ejemplo es, desde 
luego, la radiación de ondas estacionarias de alta frecuencia del cuerpo negro. En los siguientes 
capítulos se considerarán muchos otros ejemplos. 

l. 7 Un p oco de la historia del quantum 

El postulado de Planck, en su forma original , no tenía el alcance que tiene en la forma como aquí se laa 
presentado. En su trabajo origi nal, Planck trató en detalle, el comportamiento de los electrones en las 
paredes de un cuerpo negro y su acoplamiento a la radiación electromagnética dentro de la cavidad. Este 
acoplamiento conduce al mismo factor v2 que se obtuvo en (1-12) de argumentos más generales debidos a 
Rayleigh y Jeans. A través de este acoplamiento, Planck relacionaba la energía en una componente 
particular de las frecuencias de radiación del cuerpo negro, con la energía de un electrón en la pared, 
osci lando senoidalmente a la misma frecuencia y postuló que únicamente la energía de la partícu la 
oscilante está cuantizada. No fue sino hasta un tiempo después, que, Planck aceptó la idea de que las ondas 
electromagn éticas oscilantes estuvieran así mismo cuantizadas y el postulado se amplió para incluir 
cualquier ente cuya única coordenada oscile senoidalmente. 

En un principio, Planck no estaba seguro si su introducción de la constante h no era más que un recurso 
matemático o un asunto con significado físico mu y profundo. En una carta dirigida a R. W. Wood. Planck 
llamó a su postulado limitado, " un acto de desesperación". "Sabía", escribió, "que el problema (del 
equilibrio de la materia con la radiación) tiene una importancia fundamental para la física; conocía la 
fórmula que reproduce la distribución de energías en el espectro normal ; una interpretación teórica tenía 
que encontrarse a cualquier precio, sin importar qué tan alto". Por más de una década, Planck trató de 
ajustar las ideas cuánti cas a la teoría clásica. Con cada intento aparentaba retroceder de su osadía original, 
pero siempre generaba nuevas i<leas y técnicas que posteriormente adoptó la teoría cuántica. Lo que parece 
ser que finalmente lo convenció dé que su hipótesis cuántica era correcta y de significado protundo, fue 
su apoyo a la definitividad de l concepto estadístico de la entropía y a la tercera ley de la termodinámica. 

Fue durante este período de dudas, que Planck era editor de la revista de investigación alemana Annalen 
der Physik. En 1905 recibió el primer artículo de Einstein sobre relatividad, y valientemente defendió el 
trabajo de Einstein. A partir de entonces se convirtió en uno de los defensores del joven Einstein en los 
círculos científicos, pero resist ió durante algún tiempo, precisamente aquellas ideas de Einstein, sohre la 
teoría cuántica de la radiación, que contribu yeron a confirmar y ex tender e l propio trabajo de Planck. La 
profunda visión que Einstein tenía del electromagnetismo y la mecánica estad ística, que posiblemen te no 
fue igualada por sus contemporáneos, le permitió predecir, como resultado del trabajo de Planck, la 
necesidad de un cambio general en la mecánica estadística y el electromagnetismo. Muchos fenómenos 
físicos fueron predichos e interpretados anticipadamente los cuales posteriormente fueron dramática­
ment e confirmados ex pe rimentalmente. En el siguiente capítulo se tratará uno de estos fenómenos y se 
segui rá otro camino rumbo a la mecánica cuántica. 

PREGUNTAS 
l. ¿Un cuerpo negro siempre se ve negro? Explique el término cuerpo negro . 

2. En un fuego hecho co n carbón, los huecos que quedan enlre carbones se ven más brillantes que los 
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carbones mismos. ¿Será la temperatu ra de dichos hueco!,, apreciablemente mayor que la correspon­
diente a la superficie exterior de un carbón incandescente? 

3. Si se observa dentro de una cavidad cuyas paredes se mantienen a una temperatura constante, ¿es 
visible algún detalle del interior? Explíquese. 

4. La relación RT = <:1T4 es exacta para cuerpos negros y se mantiene a toda temperatura. ¿Por qué no 
se utiliza esta relación como base .para una definición de temperatura. por ejemplo, lOOOC? 

5. Un pedazo de metal se pone incandescente con un color rojo brillante a llOOºK. Sin embargo, a esta 
misma temperatura, un pedazo de cuarzo simplemente no brilla. Explique. (Sugerencia: el cuarzo es 
transparente a la luz visible). 

6. Haga una lista de las funciones de distribución que más comúnmente se usan en las ciencias sociales 
(es decir, distribución de familias respecto de sus ingresos). En cada caso, especifique si la variable de 
la distribución descrita es discreta o continua. 

7. En (1-4) se relacionan radiancia espectral y densidad de energía, ¿qué unidades deberá tener la 
constante de proporcionalidad? 

8. ¿Cuál es el origen de la catástrofe ultravioleta? 

9. La ley de equipartición de la energía requiere que el calor específico de los ga?es sea independiente de 
la temperatura, en desacuerdo con la experimentación. Aquí se ha visto que conduce a la ley de 
radiac ión de Ray leigh-Jeans, que también está en desacuerdo con la experimentación, ¿se pueden 
relacionar estas dos fallas de la ley de equipartición? 

10. Comparar las definiciones y dimensiones de radiancia espectral, Rx(v), radiancia, R7,, y densidad de 
en<'rgía p7 ,(v). 

11. ¿Por qué se utiliza la pirometría óptica por arriba del punto de fusión del oro y no por abajo de él? ¿En 
qué objetos se mide típicamente la temperatura de este modo? 

L2. ¿Existen cantidades cuantizadas en física clásica? ¿Está cuantizada la ~nergía en física clásica? 

13. ¿Tiene sentido hablar en física de cuantización de carga? ¿En qué sentido difiere de la cuantización de 
la energía? 

14. La:. partículas elementales parecen tener un conj unto discreto de masas en reposo. ¿Se puede ésto 
considerar como cuantización de masa·r 

15. En muchos sistemas clásicos las frecuencias permitidas están cuantizadas. Mencione algunos de 
dichos sistemas. ¿También se cuantiza la energía? 

16. Dem uestre que la constante de Planck tiene dimensiones de impulso angular. ¿Sugiere ésto, 
necesariamente, que el impulso angular es una cantidad cuantizada? 

17. ¿Cuál deberá ser el orden de magnitud mínim o de h, para que los efectos cuánticos sean efectos 
cotidianos? 

18. La radiación uni versal de cuerpo negro a 3°K, ¿qué puede decir, si acaso, de la temperatura del espacio 
ex terior '? 

19. La teoría J e Planck ¿sugiere estados de energía atómicos cuant izados? 

20. Discutir el hecho sorprendent e de que la discresión de la energía se descubrió, por primera vez, al 
ana lizar el espectro continuo emitido por átomos interactuantes en un sólido, en lugar de encontrarlo 
en el análisis de un espectro discreto tal como el emitido por un átomo aislado en un gas. 



PROBLE/MS 43 

PROBLEMAS 
l. ¿A qué longitud de onda, una cavidad a 60000K rad iará más por unidad de longitud de onda"? 

2 . Demuestre que la constante de proporcionalidad en (1-4) es 4/C. Es decir. demuestre que la relación 
entre la radiancia espectral RT(v) y la densidad de energía PT(1•) es RT(1•) di• = (c/4)pr(1•) d,,. 

3. Considere dos ca vidades de forma y material arbitrarios, c.ada una a la misma temperatura T, 
conectadas por un tubo angosto en el que se pueden colocar filtros de colores (supuestamente ideales) 
que permitirán el paso de radiación de una sola frecuencia v. (a) Suponga que para cierta frecuencia 
i/, Pr (,,') para la cavidad 1, resulta mayor que P:r(v') dv ¡,ara la cavidad 2. Se coloca un filtro en el 
tubo int erconector, que sólo deja pasar la frecuencia v. Analice qué suceder á en términos de flujo dP 
ene rgía. (b) Qué pasará con sus temperaturas respectivas. (c) Demuestre que esto violaría la segunda 
ley de la termodin ámica; por lo tanto, pruebe que todos los cuerpos negros a la misma tempt>ratura 
emitirán radiación térmi ca con el mismo espectro , independientemente de su composición. 

4. Un radiador de cavidad , tiene un agujero de 10.0 mm. de diámetro que se perforó en una pared. 
Encuentre la potencia radiada a través del agujero, en el intervalo entre 5500 · 5510 A. (Sugerenci'l: 
Vf>r el problema 2). 

1 5. (a) Suponiendo qu e la temperatura en la superficie del sol es 5700°K, utilice la ley de Stefan, {1-.'.:!), 
para determinar la masa en reposo que se pierde por segundo en la radiación del sol. Tome el diámetro 
del sol como l.4 X 109 m. (b) ¿,Qué fracción de la masa en reposo del ~oJ , se pierde cada año en 
radiación electromagnética? Suponga que la masa en reposo del sol es 2.0 X 1030kg. 

6. En una explosión termonuclear, la temperatura en la bola de fuego es, momentáneam.-nte , 107 °K. 
Encuentre la longitud de onda para la cual la radiación emitida es máxima. 

7. A una temperatura dada . ,\náx = 6500 A para una cavidad de cuerpo negro. ¿Cuál será Amáx si la 
temperatura de las paredes de la cavidad aumenta de modo que la razón de emisión de radiación 
espec tral se duplica? 

8. ¿A qué longitud de onda emite el cuerpo humano su radiación térmira máxima? Haga una lisia de las 
hipó tesis que se hagan para llegar a una respuesta. 

9. Suponi endo que Am,h está en e l infrarrojo carcano para calor rojo, y en el ultravioleta cercano para 
ca lor azul. En la ley del desplazamiento de Wien aproximadamen te, ¿qué tempera tura corresponderá 
al calor rojo? ¿,Al calor a2.ul? 

10. La razón promedio de radiación solar que incide sobre la tierra, por unidad de área es 0.48S ral/ rm2-

min (o 355 W / m2). (a) Ex plique la consistencia de este número con la constante solar (t>nergía 
so lar que llega a la tierra por unidad de tiempo incidiendo normal a una unidad Ne área de la superficie 
terrestre) cuyo va lor es 1.9'1, cal/cm2-m in (o 1340 W/ m2). (b) Considere la tierra como 1111 currpo 
negro que radía enngía al espacio t>n esta misma razón. ¿Cuál sería la temperatura de la super­
fiC'ie de la tierra bajo estas circunstancias? 

11. Demuestre que la ley de radiación de Rayleigh-Jeans. (1-1 7), no es consisten te con la ley del 
desplazamiento de Wien "max OC T, (1 -3a) , o Amax T = const, (l-3b) . 

12. A partir del espectro del cuerpo negro, l'rnax se puede obtener de dpr(11)/dv = O y Amax de 
d Pr(A)/d?. = O. ¿Por qué a partir de Amóx T = const o l'max = const x T no es posible obtener­
las si se utiliza simplemente Amax = c/11max? Es decir, ¿por qué es erróneo suponer que1•m11 ._A,nnx 

= e, donde e es la velocidad de la luz? 

13. Considere los números siguientes: 2, 3, 3, 4, 1, 2, 2 , 1, O, como re presentando el número de 
cuadrangu lares, logrado por cada miembro de los Orioles de Baltimore e n un juego reci<-nte. (a) 
Calcular directamente el número promedio de cuadrangulares por hombre. (b) Sea x una variable que 
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especifica el número de cuadrangulares obtenidos por un hombre, y sea/(x) el número de veces que el 
número x aparece. Demuestre que el número promedio de cuadrangulares por hombre se puede 
escribir como 

4 

¿ xf(x) 

x = -º-,----4 

¿f(x) 
o 

(c) Sea p(x) la probabilidad de obtener el número x. Demuestre que x está dado por 

o 
(x)d.?; ~ = f!: 

¡; 

14. Considere la función 

1 
f(x ) = 10 (10 - x)2 0 ~X~ 10 

f(x) = O para cualquier otra x 
(a) A partir de 

CX) 

J xf(x) dx 

x - _- _oo ___ _ 
CX) 

J J(x) dx 
-OC) 

encuentre el valor promedio de x. (b) Suponga que la variable x es discreta en lugar de continua . 
Adt>más,óx = l. de modo que x sólo toma valores enteros O, l, 2, ... , 10. Calcu le x y compárelo con 
el resultado de la parte (a). (Sugerencia: puede ser más fácil calcular la suma apropiada directamente, 
en lugar de trabajar con fórmulas generales de sumas). (c) Calcule i paraóx = 5, es decir x = 0,5, 
10. Compárelo con el resultado de la parte (a). (b) Obtenga analogías entre los resultados obtenidos 
en este problema y el anál isis de la sección 1-4. Asegúrese de entender los papeles que juegan d°, tlefJ, 
Y P (C). 

15. Usando la relación P(<ff) = e-<1/kT/kT y J~ P(<fJ) d<fJ = 1, evaluar la integral de (1-21), para 
deducir (1 -22), ~ = kT. 

l 6. Utilizando la relación RT(v) dv = (c/4)pT(v) dv entre la radiancia espectral y la densidad de 
energía junto con la ley de radiación de Planck, derivar la ley de Stefan. Es decir, demuestre que: 

CX) 

R = aT4 -I 2-rrlz v3 dv 
1' - c2 ehv/kT _ 1 

o 

00 

( I q3 dq 
Sugerencia: -e<-,--

1 
o 

17. Derive la ley del desplazamiento de Wien, ).máx T = 0.2014 hc/k, . resolviendo la ecuación 
dp(A)/ di. = O. (Sugerencia: haga lic/J..k T = x y demuestre que la ecuación citada conduce a 
e- J' + .r/5 = J. Después, demuestre que x = 4.965 es la solución). 

18. Para verifi car exprese mentalmente que la recientemente descubierta radiación universal de 3º K, se 
ajusta precisamente a un espectro de cuerpo negro, se decide medir RT(J.) desde una ). debajo de 
).nrni. , donde su valor es 0.2R T().mox)hasta una ). por encima de ).max donde su valor es otra vez 
0.2RrCAma;.J· ¿En qué intervalo de ). deberán hacerse las medidas? 



2.1 

2.2 

2.3 

2.4, 

2.5 

2.6 

2.7 

2 
Fotones-Propiedades 

corpusculares de la 
radiación 

Introducción 

Interacción de radiación con materia. 

El efecto fotoeléctrico 

Potencial de frenamiento; frecuencia de corte; ausencia de ti e mpo de retraso. 

Teoría cuántica d e Einstein del efecto fotoeléctrico 

Fotones; cuantización de la energía del fotón,f unción de trabajo;reevaluación de 
la constante de Pla nck; espectro e lectromagnét ico; conservación del impulso. 

El efecto Compton 

Corrim iento Compton; derivación de las ecuaciones de Compton; longitud de 
onda de Compton; di spers ión de Thomson; competencia entre ]as di spersiones 
Thomson y Compton. 

Naturaleza dual de la radiación electromagnética 

Difracción; desdoblamien to de personalidad de la radiación elect romagnética; 
actitud cont emporánea de los Físicos. 

Fotones y emis ión d e rayos X 

Emisión de rayos X; bremsstrah lung; relación de bremsstrahlung a efecto foto­
eléctri co. 

Producción y aniquilación d e pares 

Positrones ; producción de pares electrón-positrón; aniquilación de pares ; 
positronio; teoría de Dirac de los positrones . 

45 

47 

4.7 

50 

55 

61 

62 

65 



46 FOTONES-PROPIEDADES CORPUSCULARES DE LA RADIACION Cap. 2 

2.8 Secciones transversales para absorción y dis persión de fotones 70 

Definición de sección transversal ; dependencia con la energía de las sec-
ciones transversales de la dispersión, fotoeléctrica, de producción de pares y 
total ; atenuación exponencial; coeficientes y longitudes de atenuación. 

Preguntas 74 

Problemas 75 



2.1 Introducción 

2 
Fotones-Propiedades 
corpusculares de la 

radiación 

En este capítulo se examinarán los procesos en los cuales la radiación interacciona con la 
materia. Los procesos que implican la dispersión o absorción de radiación por materia son tres, a 
saber: el efecto fotoeléctrico, el efecto Compton y la producción de pares. Mientras que la 
producción de radiación se debe al bremsstrahlung o a la aniquilación de pares. En cada caso se 
obtendrá evidencia experimenta l de que la radiación es de carácter corpuscular en su 
interacción con la materia a diferencia de su naturaleza ondulatoria cuando se propaga. En el 
capítulo siguiente se estudiará una generalización de este resultado debida a de Broglie, y que 
conduce directamente a la mecánica cuántica. Parte del material de estos dos capítulos será una 
revisión de tópicos que el estudiante conoce de sus cursos de física elemental. 

2.2 El efecto fotoeléctrico 

Los experimentos que confirmaron por vez primera la existencia de las ondas electromagnéticas 
y la teoría electromagnéti ca de Maxwell acerca de la propagación de la luz fueron realizados por 
Heinrich Hertz en 1886 y 1887. Es uno de aquellos hechos fascinantes y paradójicos en la 
historia de la ciencia es el que Hertz observó en el curso de sus experimentos, este efecto lo 
usaría Einstein después para contradecir otros aspectos de la teoría electromagnética clásica. 
Hertz descubrió que una descarga e léct ri ca entre dos electrodos ocurre más fáci lmente cuando 
sobre uno de ellos incide luz ultravioleta. Lenard, continuando algunos experimentos de 
Hallwachs demostró en seguida que la luz ultravioleta facilita la descarga debido a que ocasiona 
la emisión de electron es desde la superficie del cátodo, a esta emisión de electrones desde una 
superfi cie por la acción de la luz se le denomina efecto fotoeléctrico. 

En la figura 2-1 se muestra un aparato utilizado para estudiar el efecto fotoeléctrico. Una 
envoltura de vidrio encierra al aparato en un espacio al vacío, la luz incidente que es 
monocromática penet ra a través de una ventana de cuarzo , incide sobre la placa de metal A y 
1 ibera electrones, (llamados fotoelectrones). Los cuales si es que son atraídos a la copa de metal B 
mediante una diferencia de potencial V aplicada entre A y B se podrán detectar como una 
corriente. El amperímetro G sirve para medir esta corriente fotoeléctrica. 

La curva a de la figura 2-2 es una gráfica de la corriente fotoeléctrica como función de la 
diferencia de potencial V para un aparato como el de la figura 2-1. Si V se hace lo sufi­
cientemente grande, la corriente fotoeléctrica alcanza cierto valor límite (valor de satura­
ción) , para el cual todos los fo toelectrones emitidos desde A son colectados por la copa B. 

47 
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Cubierto de vidrio 

A ~ 

Ventuno de 
cu o rzo 

....+r------1---------- ---- -
____ Luz 

incidente 

V 

Interruptor poro invertir lo poloridod 

FIGURA 2-1 
Aparato utilizado para estudiar el efecto fotoeléctrico . El voltaje V se puede variar en 
magnitud de manera co ntinua y también es posible, mediante el interruptor, invertir el 
signo. 

Cap. 2 

Si se invierte el signo de V, la corrien te fotoeléctrica no cae inmediatamente a cero, lo cual 
sugiere que los electrones son emitidos desde A con energía cinética; algunos alcanzarán el 
punto B sin importar que e l campo e léctrico se oponga a su movimiento. Sin embargo, si esta 
diferencia de potencial se hace lo suficientemente grande se a lcanzará un valor V0 para el cu al la 
corrien te fo toeléctrica se hace igua l a cero , a este valor se le llamapotencialdefrenamiento. Esta 
diferencia de po tencial V0 multiplicada por la carga de l electrón es una medida de la energía 
cinética Kmáx de los fotoelectrones más rápidos. Es decir 

(2-1) 

Experimentalmente resulta que la cantidad Kmáx es independiente de la intensidad de la luz tal 
como la mues tra la curva b de la figura 2-2 en la cual la intensidad de la luz se ha reducido a la 
mitad del valor utilizad• para obtener la curva a. 

La figura 2-3 muest ra el potencial de frenamiento V0 como función de la frecu encia de la luz 
que incide sobre el sodio. Obsérvese que existe una frecuen cia de corte ( v0 ) bien definida, por 

FIGURA 2-2 
Gráficas de la co rriente I como función del 
voltaje V según los datos to mados con el 
apara to de la figura 2-1. La diferencia de 
potencial V se considera positiva cuando la 
copa B de la figura 2-1 es posi tiva con res­
pecto a la superficie fotoe léctr ica. En la 
curva b la intem,1dad de la luz incidente se ha 
redu cido a la mitad de la de la curva a. El 
potencial de f renamiento V0 es independien te 
J e la intensidad de la luz pero las corrien tes de 
saturación l a e / /Json di rnctamente proporcio­
nal es a él. 

i 

o + 
Diferencio de potencial 

Vv aplicado V 



Sec. 2.2 

FIGURA 2-3 

Gráfica de las medidas realizadas por Milli kan 
para el potencial de frenamiento en función de 
la frecuencia para el caso del sodio. La fre­
cuencia de cort e v0 es 4.39 X 1014 Hz. 
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debajo de la cual no ocurre el efecto fotoeléctrico. Estos datos fueron tomados en 1914 por 
Millikan, quien por su esmerado trabajo sobre el efecto fotoeléctrico se hizo acreedor al premio 
Nobel de 1923. Debido a que el efecto fotoeléctrico para luz en el visible, o en el visible cercano 
es un fenómeno fundamentalmente de superficie, es necesario evitar en los experimentos capas 
de óxido, grasa o cualquier otro contaminante de la superficie. 

Existen tres hechos fundamentales del efecto fotoeléctrico que no pueden explicarse en 
términos de la teoría clásica ondulatoria de la luz: 

l. La teoría ondulatoria exige que el vector eléctrico oscilante E de la onda luminosa 
aumente en amplitud conforme aumenta la intensidad del haz luminoso. Puesto que la fuerza 
aplicada al electrón es eE, se sugiere que la energía cinética de los fotoelectrones tambié n 
debería aumentar de acuerdo con el aumento en intensidad del haz luminoso. Sin embargo, la 
figura 2-2 muestra que Kmax, que es igual a eV0 es independiente de la intensidad de la luz . Esto ha 
sido probado sobre un intervalo de intensidades de 107• 

2. Según la teoría ondulatoria, el efecto fotoeléctrico debería ocurrir para cualquier 
frecuencia de la luz tomando en cuenta solamente que la intensidad de la luz sea lo 
suficientemente intensa como para dar la energía necesaria para emitir los fotoelectrones. Sin 
embargo, la figura 2-3 muestra que para cada superficie existe una frecuencia de corte 
característica v0 . Para frecuencias menores de 110 , el efecto fotoeléctrico no ocurre, sin importar qué 
tan intensa sea la iluminaci6n. 

3. S i la energía adqu irida por un fotoelectrón es absorbida de la onda que incide sobre la placa 
de metal , el "área efectiva del blanco" para un electrón e n un metal está limitada y 
probablemente no sea mucho mayor que un círculo de un diámetro atómico. En la teoría clásica 
la energía I uminosa se encuentra uniformemente dis tribuida sobre el frente de onda. Entonces, 
s i la luz es suficientemente débil existirá un tiempo de retraso mensurable entre el instante en 
que la luz empieza a incidir sobre la superficie y la expulsión del fotoelectrón , que se estimará e n 
el ejemplo 2-1. Durante este intervalo el electrón deberá absorber e nergía del haz hasta 
acumular la suficiente para escapar. Sin embargo, nunca se ha medido un tiempo de retraso 
mensurable. Este desacuerdo es particularmente interesante cuando la substancia fotoeléctri ca 
es un gas, bajo estas circunstancias pueden aparecer mecanismos de absorción colectiva y la 
e nergía del fotoelectrón emitido deberá ser extraída del haz luminoso por un solo átomo o 
molécula. 

Ejemplo 2-1. A una distancia de un metro de una fuen te luminosa e 1va potencia es 1 W = ] 
joule/seg se coloca un a placa de potasio. Supóngase que un fotoelectrón emitido pu~de recibir su energía 
de un área circular de la placa cuyo radio res, por ejemplo, un radio atómico: r ~ 1 >< 10- 10 m. La energía 
necesaria para extraer un electrón de la superfi cie del potasio es aproximadamente 2.1 eV = 3.4 X 10- 19 

joule (un electronvolt = l eV = 1.60 X 10 19 joules es la energía ganada por un electrón de carga 1.6 X 
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10 19 coulombs. que cae a través de una diferencia de potencial de 1 V). ¿Cuánto tiempo le tomaría a este 
blanco absorber esta cantidad de energía de la fuente luminosa? Supóngase que La energía luminosa está 
esparcida uniformemente sobre el frente de onda. 

El área del blanco es 7Tr 2 = rr x 10- 20 m2. El área de una esfera de un metro con centro en la fuente es 
4 rr(l m)2 = 4rr m 2

• Entonces, si la fuente radía uniformemente en todas direcciones (es decir, si la energía 
está uniformemente distribuida sobre frentes de onda esféricos que emergen desde la fuente, según la 
teoría clásica) la razón R a la cual la energía cae sobre el blanco está dada por 

1T X 1Q- 20 m2 

R = 1 joule/seg x 
4 2 = 2.5 x 10- 21 joule/seg 

7Tffi 

Suponiendo que toda esta potencia se absorbe, se puede calcular el tiempo necesario para que los 
electrones adquieran energía suficiente para escapar; por lo tanto 

t 
3.4 x 10- 10 joule 

25 10 21 . 
1 

/ = 1.4 x 102 seg ~ 2min 
. x - JOU e seg 

Por supuesto, se podría modificar la descripción anterior con objeto de reducir el tiempo calculado 
suponiendo una mayor área efectiva del blanco. La suposición más favorable, que la energía se transfiere 
de la onda luminosa al electrón mediante un proceso resonante, conduce a una área del blanco de ).2 , 

donde A es la longitud de onda de la luz, pero se podría obtener un tiempo de retraso finito que estaría 
den tro de nuestra habilidad experimental para medir, por ejemplo it = 100 A,segundos. (Para luz 
ultravioleta de t ~ 10- 2 seg Sin embargo, no se ha detectado ningún tiempo de retraso bajo ninguna 
circunstancia y los primeros experimentos fijaron un límite superior de 10-<> segundos sobre cualquier 
retraso posible. ~ 

2.3 Teoría cuántica de Einstein del efecto fotoeléctrico 

En 1905 Einstein puso en duda la teoría clásica de la luz, propuso una nueva teoría y citó el 
efecto fotoeléc trico como una de las aplicaciones que podría probar cuál teoría era la correcta. 
Esto fue enunciado muchos años antes al trabajo de Millikan, pero Einstein estaba influenciado 
po r el experimento de Lenard. Como ya se ha mencionado, originalmente Planck restringió su 
concepto de c uantización de la energía al electrón radiante en las paredes de una cavidad de 
c uerpo negro; Planck pensaba que la energía electromagnética una vez radiada se esparcía en e l 
espacio d e la misma manera que las ondas de agua se esparcen en ella. En vez de esto, Einstein 
propuso que la energía radiante estaba cuantizada en paquetes concentrados a los cuales 
pos teriormente se les llamó fotones. 

Eins tein argumentaba que los experimentos ópticos tan bien conocidos sobre interferencia y 
difracción de radiación electromagnética solamente se habían efectuado en situaciones en las 
cuales el número de fotones era muy grande. Estos experimentos dan resultados que son 
pro m~dios de los comportamientos de los fotones individuales. En estos experimentos la 
presencia de los fotones no se manifiesta, como tampoco lo hacen las gotas de agua individuales 
e n un rocío fino proveniente de una manguera de jardín si el número de gotas es muy grande. 
Por supues to que los experimentos sobre interferencia y difracción muestran de manera 
definiti va que los fot nes no viajan desde donde son emitidos hasta donde son absorbidos en la 
fo rma simple en que lo hacen las partículas clásicas tales como las gotas de agua. Viajan como 
o ndas clás icas en el sentido de que los cálculos que se basan en la forma en la que se propagan las 
o ndas (y en particular la forma en que dos ondas se refuerzan o nulifican entre sí dependiendo 
de sus fases relativas) explican correctamente las medidas del modo en el que viajan los fotones 
promedio. 

Eins tein no enfocó su atención en la forma ondulatoria de propagación de la radiación, sino 
que primero pensó en la forma en la cual se emiten y absorben los corpúsculos. Pensó que el 
requis ito de Planck acerca de que la energía contenida en las ondas electromagnéticas de 
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frecue ncia v es una fuente rad iante (por ejemplo una fuen te de luz ultraviole ta f"n un 
experimento fotoeléctrico) sólo podía ser cero.o h1,,02/n,, ... o nln.1 , .. implicaba que en el proceso 
de ir de un estado de energía nhv a un estado de energía (n - 1) /11, la fuente deberíP en, itir 
pulsos de energía electromagnética discretos con contenido energét ico /111. 

Einstein supuso que dicho paquete de energía está localizado inicialmente en un volumen de 
espacio pequeño y que se mantiene localizado mientras se mueve apartándose de la fuente con 
velocidad c. Supuso que la cantidad de energía E del paquete o fotón está relacionada con su 
frecuencia v mediante la ecuación 

E= hv (2-2) 

También supuso que en el proceso fotoeléctrico un fotón es completamente absorbido por un electrón 
del fotocátodo. 

Cuando se emite un electrón desde la superficie del metal , su energía cinética es 

K= hv - w (2-3) 

donde hv es la energía del fotón incidente absorbido y w es el trabajo necesario para saca r al 
electrón del metal. Este trabajo es e l necesar io para superar tanto los campos atractivos de los 
átomos e n la superficie, como las pérdidas de ene rgía cinéticas debidas a las colisiones internas 
del e lectrón. Algunos de los electrones están ligados más fu ertementt... que otros y algunos 
pierden energía en co lis iones durante el trayecto; en el caso en el que el enlace sea el más débil)' 
no existan pérdidas internas, el fotoelectrón emergerá con la energía cinética máxima Kmo.x· 

Por lo tanto, 

(2-4) 

donde w0 que es una energía caracterís ti ca del metal denominada la/unción trabajo es la energía 
mínima necesaria para que el electrón pase a través de la superficie del metal y escape a las 
fuerzas atractivas que normalmente fijan el electrón al metal. 

Ahora se contemplará la manera en la que la hipótesis de Einstein acerca del fotón encara las 
tres objeciones manifestadas en contra de la interpretación que la teoría ondulatoria hace del 
efecto fotoe léct ri co. Respecto a la primera objeción (la falta de dependencia de Kmnx con la 
intensidad de iluminación), ex iste completa concordancia en tre la teoría del folón ) el 
experimento, puesto que duplicando la inte nsidad de la luz simplemente se duplica el número dr 
fotones y por ende la co r r ie nte fotoeléctrica; esto no cambia la energía liv de los fotones 
individuales o la naturaleza del proceso fotoelPcLrico individual descrito por (2-3). 

Según la ecuación (2-4) la objeción 2 (la existencia de una fre<'uencin Jp corte) desapart"r·e. Si 
Kmax es igual a cero se I iene 

/n,o = ll'o (2-5) 

lo cual asevera que un fo tón de frecuencia v0 tie ne justamente la energía suficiente para extraer 
los fotoelt>ctrones y nada extra c¡uf' aparnca como energía cinética. Si la frec11encia se redtH'P 
por debajo de 11

0 , los fotoelectrones individuales, s in importar cuántos haya, (esto es, sin 
importar la intensidad de la iluminación) no tendrán individualmente energía suÍiC'iente para 
f'X lraN fo toelcctroncs. 

En la teoría del fotón se hace a un lado la objeción 3 (la ausencia de un tiempo de retraso). 
<Ü·hido a qur la ene rgía necesa ria se suminis l ra en paquetes concentrados y no se espar<·e 
uniformemPnl<' sobre un área grande como se supuso en el ejemplo 2-1, el cual está basado c 11 la 
s 11pos ic·ión dí' que la teoría ond11la toria clásica es cier ta . Si existe cualquier iluminaci6n 
irwidi1·11do sohrt> PI c..ítodo. entonces ex isti rá <'uando menos un fotón que colinda con él y f':- l t-> 

fotón r,,c•r.í absorbido i11nwdia1anwn1,, por algún á tomo res,dt ando rle inmediato en la emis iil11 dt-> 

1111 ro!11t•ltTlrc'111. 
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Se volverá a escribir la ecuación de Einstein para eJ efecto fotoeléctrico, (2-4), substituyendo 
eV0 por Krnax de la ecuación (2-1). Se tiene 

v. _ hv 
o- e 

Wo 

e 

Por lo tanto la teoría de Einstein predice una relación lineal entre el potencial de frenamiento V0 
y la frecuencia ven completa concordancia con los resul lados experimentales que se muestran en 
la figura 2-3. La pendiente de la curva experimental en la figura debe ser h/e, o 

e 

2.20 V - 0.65 V 
14 14 

= 3.9 X 10-16 V-seg 
10.0 X 10 /seg - 6.0 X 10 /seg. 

h - = 

Multiplicando esta relación por la carga electrónica ees posible determinar h, resultando h = 3.9 
10- 15 Y-seg x 1.6 x 10- 19 coul = 6.2 x 10- 34 joule seg. De un análisis más cuidadoso y de 
estos y otros datos incluyendo algunos tomados con superficies de litio, Millikan encontró el valor 
h = 6.57 X 10-34 joules-seg con una precisión de aproximadamente 0.5%. Este resultado se 
ajusta con el valor de h derivado a partir de la fórmula dela radiacióndePlanck. El acuerdo numé­
rico en dos determinaciones de h usando fenómenos y teorías completamente diferentes es sor­
prendente. Un valor de h obtenido recien temente partiendo de diversos experimentos es 

!, = 6.6262 x 10- 34 joule-seg 

Citando a Millikan: "El efecto fotoeléc trico ... constituye una prueba que es totalmente independiente 
J e los hechos de la radiación del cuerpo negro, de la validez de la suposición fundamental de la teoría 
cuántica, a saber la suposición de una emisión discontinua o explosiva de la energía absorbida por los 
cons tituyentes electrónicos de los átomos de las . .. ondas. Materializa, por así decirlo, la cantidad h 
descubierta por Planck mediante el estudio de la radiación del cuerpo negro y nos proporciona una 
confianza de que la concepción física fundamental que sustenta el trabajo de Planck corresponde a la 
realidad, confianza que no nos inspira ningún otro tipo de fenómeno". 

Ejemplo 2 -2 . A partir de la figura 2-3 deducir la función trabajo del sodio. 
La intersección de la recta con el eje horizontal es la frecuencia de corte v0 = 4.39 X 1014/seg que 

substituido en (2-5) resulta en 

w0 = /11·0 = 6.63 x 10- 34 joule-seg x 4.39 x 1014'/seg 

leY 
= 2.92 x 10- 19 J·oule x -------

1.60 x 10- 19 joule 

= l .82eY 

De la figura 2-3 se obtiene este mismo valor si se observa la intersección de la prolongación de la recta con 
el eje vertical. Sin embargo, los experimentos modernos dan un valor ligeramente mayor, 2.27 eV. 

Para la mayoría de los metales conductores el valor de la función trabajo es del orden de unos cuantos 
clectrónvolts; valor que es el mismo que el de la función trabajo para emisión termoiónica de estos 
metales. ~ 

Ejemplo 2-3. ¿Cuál es la razón por unidad de área con la cual los electrones inciden sobre la placa de 
metal del ejemplo 2-1? Suponga que la luz es monocromática de longitud de onda 5890 Á (luz amarilla). 

La razón por unidad de área con la cual caen los electrones sobre una placa de metal que dista l m de una 
fueu te luminosa de un 1-W, es (ver ejemplo 2-l) 

R 
1 joule/seg 
4

rr(I m)2 = 8.0 x 10- 2 joule/m2-seg 

= 5.0 x 1017 eV/m2-seg 
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Cada fotón tiene una energía 

he 6.63 x 10- 34 joule-seg x 3.00 x 108 m/ seg 
E= l,1, = - = 

A 5.89 X 10- 7 m 

= 3.4 x 10- 19 joule 

= 2. 1 eV 

Por lo tanto, la razón R con la cual los fo tones inciden sobre un área unitaria de la placa es 

1 fotones 
17 

fotones 
R = 5.0 X 1017 eY/m2-seg X = 2.4 X 10 -.,--

2. 1 eV m -- seg 
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La razón por la cual se presenta la posibilidad de que ocurra el efecto fotoeléctrico es que la energía del 
fotón es justamente 2.1 eV, qu e coincide con la función de trabajo para la superficie del potasio (vt>r 
ejemplo 2-1-. Obsérvese, que si se incrementa ligeramente la longitud de onda (es decir si vse disminuye 
ligeramente) no se presentará efecto fotoeléctrico, sin importar cuán grande sea la razón R. 

Este ejemplo sugiere que la intensidad de la luz I se puede considerar como e l producto de N, el número 
de fotones por unidad de área por unidad de tiempo, y hv , la energía de un solo fotón. Se ve que aún a 
in tensidades relativamente bajas( = to- 1 W / m 2)el número N es ex tremadamente grande (~ 1017 to­
lones/m2-seg) de manera que la energía para uno cualquiera de los fo tones es muy pequeña. Esto da cuenta 
de la fineza extremada de la granularidad de la radiación y sugiere el por qué ordimariamente es lan difícil t>I 
detectarla. Esto es análogo a detectar la estructura atómica de la materia, la cual para la mayoría de los 
propósitos se puede considerar como contínua; su carácter discreto se pone de manifiesto solamen te bajo 
circunstancias especiales. ...il 

En 1921 Eins tein recibió el premio Nobel por la predicción teórica qu e hizo de la ley del efe(·to 
fo toeléctrico. Antes de que Millikan completara la confirmación experimen tal de esta ley (1914), Einstein 
f ur recomendado por Planck y otros para ingresar como miembro en la Academia de Ciencias de Prusia. S11 
actitud negativa inicial acerca de la hipótesis del fotón se patentiza en su declaración firmada en elogio dt' 
Einstein, en la cual ellos escriben: " resumiendo, podemos decir que difícilment e ex iste entre los grande!:. 
problemas, en los que la física moderna es tan rica, uno al que Einstein no haya hecho una con tribución 
importante. El que algu nas veces haya perdido el obje tivo en sus especulaciones. como por ejemplo en su 
hipótesis sobre los quanta de luz (fotones), realmente no di ce mucho en su contra porque no Ps pos iblP 
in trodu cir ideas fundamenta lmente nuevas aun en la más exacta de las ciencias si n correr ocasionalm1•n 1p 
un riesgo". 

En la actualidad la hipótes is del fotón se u sa en tod o e l espec tro e lec tro magnéti co y no sólo en 
la región luminosa (véase figura 2-4). Por ejemplo, se puede deci r que una cav idad ef e 
microondas cont ie ne fotones. Para A = 10 cm, una longitud d e onda típica de mi croon das, Sf' 
puede calcular que la energía del fotón es 1.20 X 10- 5 e V. Esta en ergía es dem asiado pequeña 

para ex traer fotoe lectrones de superficies metáli cas . Para rayos X o para rayos ). energé ti cos 
tal es como los emitidos po~ núcleos radiact ivos la energía de l fotón pue de ser de 106 e V o más . 
Esos fotones pueden ex traer electro nes internos ligados a átomos pesados con en e rgías del 
ord en de 10s eV. Los fotones en la región visible del espectro e lectromagnético no son lo 
sufici entemente energét icos como para hacer esto, los fotoelec tro n es que e llos PXtraen 
provienen de los llamados electro n es de conducción los cua les están ligados al metal con 
en ergías de unos cuantos elec trónvolts . 

Obsérvese que en el proceso fotoeléctri co los fotones son absorbidos, lo c ual exige que lo¡.. 
e lectrones estén ligados a los átom os o en sólidos, ya que un e lectrón realme nte librf' no pued1· 
absorber un fotó n y con ser va r en e l proceso, tanto s u en e rgía re la tivis ta total com o s u impulso. 
P o r lo tanto, se deberá tener un e lec trón ligado de manera que las fuerzas de ligadura s irvan para 
trans mitir el impulso a l átomo o a l sólido. Debido a la gran masa de un átomo o un sólid,,. 
comparada con la del electrón , e l s is tema puede absorber una gran cantidad de impulso sin 
adquirir una apreciable can tidad de energía. La ecuación de energía en t'I e fecto fotoeléctr ic·,, 
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Longitud de ondo 
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FIGURA 2-4. 
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s igue ::.i<~ndo "ál ida, e l <>ÍPcto s igue s iendo posible sólo porque exis te una partícula pesada que 
n·lroce<le además de un cl<>clrón e mitido. El efecto fotoe léc t rico es una forma importante en la 
cua l los fotones, de energías comparables con las de los rayos X o super iores, son abso rbidas por 
la 111aleria A e nergías mayo res resultan más importantes o tros procesos de absorción de fo tón 
tal colllo se verá pos terio rmen te. 

Por 1111 in 10 , ~e debe hacer énfas is yue en el modelo de Eins tein un fotón de frecuencia v ti ene 
1·xactatnenle la energía /11, y no tiene energías que sean múl t iplos enlem·os <le hv. Por supuesto 
que puede habe r n fo10111::!> de frecuencia v de téll manera llUC ia Pnergía a tal frecuencia pu ede 
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FIGURA 2- 5 
Fuente de 

Arreglo experimental utilizado por Compton. royos X 

Los rayos X monocromáticos de longitud de 
onda A inciden sobre un dispersor de grafi to. 
La distribu ción de intensidades respecto a la 
longi tud de onda se mide mediante los rayos X 
dispersados para cualquier ángulo de disper­
sión O . Las longitudes de onda dispersadas se 
miden observando las reílexiones de Bragg del 
cristal (ver fig. 3-3). Sus intensidades se 
miden mediante un detector tal como una 
cámara de ionización. 

EL EFECTO COMPTON SS 

Detector 

ser nhv. En el tratamiento de la radiación de la cavidad de cuerpo negro según el modelo de 
Einstein se trabaja con un "gas de fotones". Debido a que la energía radiante está localizada en 
el espacio en paquetes en vez de estar ex tendida a través del espacio en ondas estacionarias. 
Años después de la deducción de Planck de la fórmula para la radiación de la cavidad, Bose y 
Einstein derivaron la misma fórmula trabajando con un gas de fotones. 

2.4 El efecto Compton 

En el año de 1923 la naturaleza corpuscular de la radiación recibió una confirmación dramática 
proveniente de los experimentos de Compton. Como se muestra en la figura 2-5, Compton 
permitía que un haz de rayos X de longitud de onda .?. perfectamente definida incidiera sobre 
un blanco de grafito. Para varios ángulos de dispersión, medía la intensidad de los rayos X 
dispersados como una función de su longitud de onda y sus resultados experimentales se 
muestran en la figura 2-6. Se observa que no obstante que el haz incidente consiste esenc ial­
mente de una sola longitud de onda }. , los rayos X dispersados tienen picos de intensidad para 
dos longitudes de onda; una de las cuales es la misma longitud de onda incidente y la otra, .?.', es 
mayor por una cantidad .Ó.A. Este corrimiento, llamado corrimiento Compton ,.ó..?. =.?.' - A varía 
con e l ángulo al que se observan los rayos X dispersados. 

La presen cia de una longitud de onda di spersada.?.' no es posible entenderla si se considera a 
la rad iac ión x incidente como una onda electromagnéti ca clásica. En el modelo clásico, e l vecto r 
oscilante de campo eléctrico en la onda incidente de frecuencia ,, actúa sobre los e lectrones 
libres del blanco y los pone a oscilar a la misma frecuencia. Estos e lectrones osci lantes, como las 
cargas que van y vienen en una pequeña antena transmisora de radio , radían ondas electromag­
n éti cas que tienen nuevamente esta misma frecuencia v. Por lo tanto, en el modelo clásico la 
onda dispersada deberá tener la misma frecuencia v y la misma longitud de onda A que la onda 
inc idente. 

Complon (y Debye en forma independiente) interpre tó su resultado experimenta l postu­
lando que e l haz de rayos X in cidente no e ra una onda de frecuencia v sino una colección de 
fotones cada uno de los cua les con energía E = hv y que estos fotones chocaban con los 
electrones libres del blanco di spersor de manera similar a la colisión entre bolas de billar. Según 
esle punto de vista, los fotones de "retroceso" que emergen del blanco constituyen la radiación 
di spersada. Puesto que el fotón incidente transfiere algo de su energía a l e lectrón con el cual 
choca, e l fotón dispersado deberá tener una energía menor E'; y por lo tan to deberá tener u na 
frecuencia menor v' = E' /h , lo cual implica una longitud de onda mayor A. 1 = c/v'. Esto viene 
a dar cuent a de manera cualita t iva del corrimiento en longitud de onda .Ó.A = ,'l' - A. 
Obsérvese que en la interacción se considera a los rayos X como partículas yno como ondas y que 
a clife rencia de su compor1:1mif'n to en el proceso fotoeléctrico los fotones de rayos X son 
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FIGURA 2-6 
Resultados experimen tales de Compton. La 
línea ,;ontinua vert ical de la izquierda corres­
ponde a la longitud de onda A, y la de la 
dc>recha a ').'. Se muestran los resultados para 
cuat ro disti nt os ángulos de dispersión (O ). 
Obsérvese que el corrimiento Compton ~'). 
= ').' - ')., para e = 90º , concuerda con 
la predicción teórica. 0.0243 A. 

t 

Primario 
e= o• 
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dispersados en vez de ser absorbidos. Analicemos ahora cuantitativamente una sola colisión 
fo tón-electrón. 

Para una radiación x de frecuencia v la e nergía de un fotón en el haz inc idente es 

E= hv 

Tomando literalmente la idea de un fotón como un paque te de e ne rgía localizado, habrá que 
considerarlo como una partíc ula de energía E e impulso p; sin embargo, tal partícula deberá 
tener propiedades muy especiales. Considérese la ecuación (ver apéndice A) que da la energía 
rclati vista to ta l de una partícula en términos de su masa en reposo m0 y su velocidad v. 

Puesto que la velocidad de un fo tón es igual a e y puesto que su contenido energéti co E= h v es 
íi nito, resulta evidente que la masa en reposo de un fotón deberá ser ce ro. Por lo tanto, se puede 
considerar al fotón como una partícula de masa e n reposo cero y de energía total re lativis ta E la 
cual es por comple to energía c inética. El impulso de un fo tón se puede evalua r de la relación 
genf"ra l en tre la energía relativista total E, el impulso p y la masa en reposo m0 . Es decir, 

(2-6) 

Para un fo tón, e l segundo término del segundo miembro es igual a cero y entonces se tiene 

p = E/e = ln1/c (2-7) 
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o 

p = h/J.. (2-8) 

donde A = c/v es la longitud de onda de la radiación electromagnética que constituye al fo tón. 
Resulta interesante obsetvar que la teoría ondulatoria clásica de Maxwell para la radiación 
e lectromagnética conduce también a una ecuación p = E/e , en la que p r epresen ta el impulso dP 
la radiación por unidad de volumen y E representa su energía por unidad de volumen. 

Se observa que la frecuencia v de la radiación dispersa es independiente del material blanco, 
lo cual implica que la dispersión no involucra átomos completos. Compton supuso que la 
di spersión era debida a las colisiones entre el fotón y un electrón individual en el blanco, 
también supuso que los electrones que participan en este proceso de di spersión son electrones 
libres e inicialmente estacionarios. Se pueden encontrar justificaciones a priori a estas 
suposiciones considerando el hecho de que la energía de un fotón de rayo .... X es mayor que la 
energía de un fotón ultravioleta en varios órdenes de magnitud y de la d1,., t c;;i ón del efecto 
fotoeléctri co resulta evidente que la energía de un fotón ultravioleta es comparable a la energía 
mín ima con la cual un e lectrón está ligado en un metal. 

Considérese, como en la figura 2-7, una co li sión entre un fotón y un electrón libre 
estacionario. En el diagrama de la izquierda se muestra un fotón de energía relativista E0 e 
impulso p0 que incide sobre un electrón estacionario de energía en reposo m0c2 . En el diagrama 
de la derecha el fotón ha sido dispersado a un ángu lo {j y se mueve con energía relativista total 
E1 e impulso p 1 mientras que e l electrón retrocede a un ángulo <p con energía cinética K e 
impulso p. Compton aplicó la conservación del impulso y de la energía relativis ta total a ec; te 
problema de coli siones. Y uti lizó ecuaciones relativistas ya que el fotón siempre se mueve con 
velocidades relativistas y el electrón que retrocede también se mueve, en la mayoría de los 
casos, bajo estas circunstancias. 

y 

La conservación de l impulso exige 

Po = p 1 cos O + p cos cp 

p 1 senO = p sen cp 

y 

Fotón 
Eo,Po Electrón ~----~~~-x 

>.. 

Antes 

FIGlJRA 2-7 

y 

Fotón 

J~, 1-/J1 ,..; ,, 
,. _ ... ~ 

___ ,. (J 

\,.. / • X 

\ .p 

"'" \ 
\ 

~ Electrón 

~ "·'' 
Después 

lnt rrpretación de C:omp ton. Un fo tón de longitud rl<' onda). incide sobre un electrón 
libre en reposo. En la colis ión el fo tón es di spersado a un ángu lo O con una longitud de 
onda mayor i.' mit>ntra s <¡uP t>I r>l1•c trón t>mer~e a un ángulo <r. 
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Elevando a l c uadrado estas dos ecuaciones se obti ene 

(Po - Pi COS 0)2 = p2 
COS

2 <p 

y 

y sumando 

:! 2 . 2 Po + P1 - 2PoP1 cos O = p (2-9) 

La conservación de la e ne rgía relativista to tal requiere 

entonces 

Y dP. acue rdo con (2-7), se tie ne 

(2-1 O) 

S1 en la ecuación (2-6) se escribe K + m0c1 en vez de E se obtiene 

Que se :;implifica a 

(J 

K2/c 2 + 2Km0 = p2 

Evaluando p 2 de (2-9) y K de (2-10) se obtiene 

( 2 2 2 •) 
Po - P,) + tlloc(po - P, ) = Po + Pi - 2PoP1 cos 0 

que se reJuce a 

mue( Po - P1) = PoP1( 1 - cos O) 

o 

1 1 l 
- - - = - ( 1 - cos O) 
P, Po 111oC 

MultiplicanJo po r h y utilizando (2-8), se obtie ne la ecuación de Compton 

(2- 11) 

donde 

} J I e 2 43 x 10 - 12 m = 0.0243 A •(" = ,, "'º = . (2- 12) 

<'S la llamada lonf{itud de onda de Complon. 
01,sé rvese que e l commienlo Comptor, 6.J. , só lo depende del ángulo de di spers ión O y no de la 

longitud de o nda ini r ial } .. La t>cuac ión (2-1 J) predice los corrimie ntos Complo n de la figura 2-
6 ubsc n aclos ex perimt>nlalnu-nll' Jen tro de los límit es de la prec is ió n experimental. Según (2-
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11) ÓA varía desde cero (para O =O que corresponde a una colisión "rasan te" en la que e l 
fotón incidente apenas si se deflecta) hasta 2h/ m 0c = 0.049 A (para (;} = 180° que corresponde 
a una colisión de "frente" en la que e l fotón incidente regresa por la misma dirección por donde 
vino). La figura 2-8 es una gráfica de ÓA contra 6. 

En experimentos subsecuentes (realizados por Compton, Simon, Wilson, Bothe, Geiger y 
Blass) se detectó e l e lectrón de retroceso resultante, mostrando que éste aparece simultánea­
mente con los rayos X dispersados y confirmando cuantitativamente la predicción de la energía 
y dirección de l electrón di sperso. 

Aún deberá explicarse la presencia de un pico en la figura 2-6 para e l cual la longitud de onda 
del fotón no cambia en la di spersión. Hasta aquí se ha supuesto que el electrón con e l <'ua l e l 
fotón choca es un elect rón libre. Esta suposición es justifi cable aun <'Uando el e lect rón esté 
ligado inicialmente , sí la energía cinética que adquiere éste durante la co li sión es mucho mayor 
que su energía de enlace. Si el e lect rón está fuertemente ligado a un átomo del blanco o si la 
energía del fotón incidente es muy pequeña, existe alguna pos ibilidad de que el elec trón no sf'a 
expulsado del átomo; en tal caso se puede considerar que la colisión tiene lugar entre el fotón y 
el átomo completo. La coraza iónica a la cual está ligado e l electrón en e l dispersor blanro 
retrocede como un todo durante la colisión, en tonces la masa M del átomo es la masa 
característica del proceso y deberá substituirse por la masa del electrón m0 en las ecuaciones de 
corrimiento de Compton. Puesto que M» mó(M=: 22,000 m0 para el carbón, por ejemplo) el 
corrimiento Compton para colisiones con electrones fuertemente ligados es, como se puede ver 
de (2-11) y (2-12) inconmensurablemente pequeño (una millonésima de Angstrom para e l 
carbón) de tal manera que e l fotón dispersado no modifica su longitud de onda esencialmente. 
En resumen, algunos fotones son dispersados por electrones que a su vez son liberados por la 
col isión; estos fotones modifican su longitud de onda, por otra parte, hay otros fotones que son 
di spersados por electrones que permanecen ligados durante la colisión; en estos fotones no se 
modifica su longitud de onda. 

Al proceso de foton es di spersados sin cambio en su longitud de onda se le llama dispersión 
Thomson en honor del físico que desarrolló la teoría clásica de la dispersión de rayos X por 
átomos, por e l año 1900. Thomson consideró los ra yos X como un haz de ondas electromagné­
ticas cuyo campo eléctrico osci lante interactuaba con las cargas de los e lectrones atómicos del 
blanco. Esta interacción produce fu erzas sobre los electrones que ocasionan acelera<'iones 

8-

FIGl lRA 2-8 

H1·~11l 1,1do d1· C:0111pto11. ~). = (h/m 0c)( 1 - COS U). 
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oscilantes; corno resultado de las aceleraciones, los electrones radiarán ondas electromagné­
ticas de la misma frer 11 Pncia y en fase con las ondas incidentes, por lo tanto los electrones 
a tómicos absorben ~nergía del haz incidente de rayos X y lo dispersan en todas direcciones sin 
modificar la longitud de onda. No obstan te que esta explicación clásica de la dispersión es 
diferente a la explicación cuántica presentada en el párrafo anterior, ambas explican los mismos 
hechos observados en las mediciones. Por lo tanto, la dispersión de Thomson es un caso en el 
que concuerdan los resultados clásico y cuántico. 

Es interesante el preguntar en qué región del espectro electromagnético será dominante e l 
proceso de dispersión Thomson y en cuál el proceso Compton. Si la radiación incidente está en 
el espectro visible, microondas o radio, A es extremadamente grande comparada con e l 
corrimiento Compton D..11, e independientemente, según la ecuación (2-12), de sí se usa un 
electrón o una masa atómica para evaluar la longitud de onda Compton. Por consiguiente, la 
radiación dispersada en esta región del espectro tendrá en todas las circunstancias una longitud 
de onda que es la misma que la longitud de onda de la radiación incidente dentro de la precisión 
experimental. Así, cuando A-+ ce los resultados cuántico y clásico coinciden y la dispersión 
Thomson es la dominante. En la región del espectro que corresponde a los rayos X la dispersión 
Compton empieza a ser importante particularmente para blancos dispersores de número 
atómico bajo donde los electrones atómicos no están muy fuertemente ligados y el corrimiento 
de longitud de onda en la dispersión por un electrón que es liberado en el proceso empieza a ser 
fác ilmente mensurable. En la región de rayos y en la que A -+ O, la energía del fotón se hace 
tan grande, que durante la colisión siempre hay un electrón liberado y domina la dispersión 
Compton. 

Los resultados clásicos fallan al explicar la dispersión de radiación en la región de longitudes 
de onda cortas, como en la catástrofe ultravioleta de la física clásica donde las predicciones 
acerca de la radiación en una cavidad divergen radicalmente con los resultados experimentales 
para longitudes de onda cortas. Esto es debido al tamaño de la constante de Planck h. Para 
longitudes de onda largas la frecuencia ves muy pequeña y como h también es pequeña la 
granularidad en la energía e lectromagnét ica, hv,es tan pequeña como para que sea virtualmente 
indistinguible del continuo de la física clásica. Pero a longitudes de onda s uficientemente cortas 
donde ,, es lo s uficientemente grande, h ya no es tan pequeña como para ignorar los efectos 
cuánticos. 

Ejemplo 2-4.. Considérese un haz de rayos X con). = l.OOOÁ y también un haz de rayos ;, provenien · 
tes J e una muestra Cs 1l 7 co n ,l = 1.88 x 10· :! Á. Si la radiación dispersada por los electrones libres se 
ol,sf"r va a 90º del haz in cidente: (a) ;,Cuál es el corrimiento en longitud de onda Compt on en cada caso? 
(b) ¿Qu é energía cinéti ca se le comunica al e lectrón de re troceso en cada caso? (c) ¿,Qué porcentaje de la 
energía del fo tón in cident e se pi erde en la colis ión en cada caso? 

(a) El corrimi ento Cornpt o n con O = 90° , es 

h 6.63 x 10- 34 joule- seg 
~) - { 1 - COS 0) = X ( 1 - COS 90°) 

· - m0c 9. 11 x 10- 31 kg x 3.00 x 108 m/ seg 

= 2.43 X JO- l :! m = 0.0243 Á 

E!> t<.> rt'su lt ado es independient e de la longil ud de 011da inciden te y por lo ta nt o e l mismo para rayos¡· y para 
rayos X. 

(l,) La ecuación (2· 10) se puede esc ribir como 

he/ ). = he/?.' + K 

l-:11 torH' ('!,, , jHl l'St o qu r i.' }. + ~)., S f' tie n(' 

he/ i . = he/ (}. + ~ i .) + K 
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de modo que K = he t:d/ ).(A. + ó.A). 

Para el haz de rayos X con ). = 1.00 A, se tiene 

6.63 x 10- 34 joule- seg x 3.00 x 108 m/seg x 2.43 x 10- 12 m 
K = = 4.73 x 10- 17 joule 

1.00 X 10- 10 m X ( 1.00 + 0 .024) X 10- 10 m 

= 295 eV = 0.295 keV 

Para e l haz de rayos ,' con ). = 1.88 X 10- 2 Á, se tiene 

6.63 x 10- 34 joule-seg x 3.00 x 108 m/seg x 2.43 x 10- 12 m 
K = 1.88 x 10- 12 m x (0.0188 + 0.0243) x 10- 10 m = 5·98 x ,o-u joule 

= 378 keV. 

(c) La en ergía del fotón de rayos X incidente es 

/, e 6.63 x 10- 34 joule-seg x 3.00 x J 08 m/seg 
E= /11• = - = - 1.99 x 10- 1sJ·ou le 

). 1.00 x 10-rn m 

= 12.4keV 

La e nergía perdida por e l fotón es igu al a la en ergía ganada por el e lectrón , 0.295 keV, de modo q ue la 
pérdida porcentual en ene rgía es 

0.295 keV 
X 100 % = 2.4 % 

12.4 keV 

La energía del fo tó n del rayo y inciden te es 

he 6.63 x 10- 34 joule-seg x 3.00 x 108 m/seg 
E= /111 =;. = 1.

88 
x 

10 12 m - 1.06 x JO 13 joule 

= 660 keV 

La en ergía perd ida por el fo tón es igual a la ganada por el e lectrón, 378 keV, de modo q ue la pérdi<la 
porcentual en enerf?ía es 

378 keV 
X 100 º/ = 57º/ 660 keV / o / o 

En consecu en cia, los fo tont>s con más cont en ido e nergéti co (los c uales ti enen longitudesdeondapequeña&) 
experimentan una mayor pérdida porcentual de energía en la dispersión Compton. Esto corresponde al 
hecho de qu e los fo tones de longitud de onda menor experim en tan un in cremen to porcentual mayor C'n su 
lo ngi tud de onda al st>r dispNsados. Esto resulta evidente de la expresión para la pérdida fra<'cional en 
energía, dada sim pleme n1t· por 

K hc~i./i.(i. + ~i.) -=------E hc/J. 
----

J. + ól 

Dt> esto se puedt> clf'moc; trar que para i. = 5500 A, que correspo ndf" a fotones visibles, la pércli<la 
porcentual (pa ra O = 90")t>s menor qut> un <'en t fsi mo dt>l 1% mientras que para).. = 1.25 xlO 2 Á,qut> 
co rresponde a foto n es de rayos y de 1 Me V la pérdida porcen tual (pa ra O = 90°)es 67% . ~ 

2.5 La naturaleza dual de la radiación electromagnética 

En su ar tículo " teoría cuántica d e la d ispers ió n de rayos X por eleme ntos ligeros" Compton 
esc ribi ó: " La presen te teo ría depende est"nc ia lm t"nte de la s uposición de que cada elec trón que 
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es efect ivo en la dispersión, dispersa un quantum completo (fotón). También involucra la 
hipótesis de que un quantum de radiación se recibe desde direcciones definidas y se dispe rsa en 
direcciones definidas. El soporte experimental de la teoría indica de manera muy convin cente 
que un quantum de radiación lleva consigo su impulso y su energía". 

Es obvia la necesidad de interpretación en procesos que tratan de la interacción en tre la 
radiación y la materia para un fotón o partícula localizada; pero al mismo tiempo es necesario 
una teoría ondulatoria de la radiación para entender los fenómenos de interferencia y 
difracción. Por consiguiente debe tomarse en serio la idea de que la radiación no es un 
fenómeno puramente ondulatorio ni es nada más un chorro de partículas. Sea lo que fuere la 
radiación , ésta se comporta como ondulatoria bajo algunas circunstancias y como corpuscular 
bajo otras. Efectivamente, esta si tuación se revela muy claramente en el trabajo experimental 
de Compton en el qu e~ (a) se usa un espectrómetro de cristal para medir las longitudes de onda 
de los rayos X y las medidas se in terpre tan mediante una teoría ondulatoria de la difracción y (b) 
las dispersiones afectan la longi tud de onda de una manera que sólo puede entenderse si se trata 
a los rayos X como partícu las. Es en las expresiones E=hv y p = hf). donde se combinan los 
atributos de las ondas ( 11 y A) y los atributos de las partículas (E y p). 

Sin embargo, muchos físicos se sintieron muy incómodos cuando contemplaron el " desdo­
blamien to de personalidad" de la radiación e lectromagnética, e l punto de vista amplio que se ha 
proporcionado por e l desarrollo de la mecánica cuántica ha ocasionado que la actitud 
contemporánea sea muy diferente. La ev idente dualidad en la naturaleza onda-partícula de la 
radiación ya no se considera tan desusual debido a que ahora se conoce que es una carac te rística 
general de todos los entes físicos. Se verá por ejemplo que los e lectrones y los protones tienen 
exactamente la misma naturaleza dual que los fotones. También se verá que es posible 
reconciliar la existen cia de aspectos ondulatorios con la existencia de aspectos corpusculares 
para cualesquiera de estos entes con la ayuda de la mecánica cuánti ca. 

2 .6 Fotones y emisión d e rayos X 

Los rayos X, llamados así por su descubridor Roentgen debido a que entonces su naturaleza era 
Jescunoci<la , son radiaciones en el espect ro electromagnético de longitudes de onda algo 
menores que 1.0 A. Muestran el comportamiento típico de una onda trans versal, como 
polarización, interferenc ia y difracción que se encuentran en la luz y en todas las otras 
radiaciones electromagnéticas. Los rayos X se producen en el blanco de un tubo de rayos X 
como el mos trado en la figura 2-9, cuando un haz de electrones de alta energía, acelerados a 
través de una dife rencia de potencial de miles de volts se frenan al chocar con el blanco. Según la 
física clásica (ver apéndice B) la desaceleración de los electrones hasta alcanzar el punto de 

FIG l.lRA 2-9 

Tubo de rayos X. Loi:, elec lroncs son emi 1idos 
tfrmi,·amenll· desde el cá1odo cale111 ado Cy se 
a,· ,·l era n hana <·1 ánodo A nied ian le e l po1eu­
c1al aplll'adu J . Los rayos X sr ern 11 cn desde A 
,·11a11cl,, lw, 1·l<·1·1 ro,ws son tlctt>n1dos por él. 

Rayo, X 

---------1111-+ ---' 
V 
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reposo en e l material blanco resulta en la emisión de un espectro contínuo de radiación 
electromagnética. 

La figura 2-10 muestra, para cuatro valores distintos de la energía di>l electrón incidente, 
como se distribuyen en longitud de onda los rayos X emitidos desde e l blanco de tungsteno. 
(Además del espectro continuo de rayos X también son emitidas líneas de rayos X caracti>rís­
ticas del material blanco. Estas líneas serán analizadas en el capítulo 9). La característica más 
notable de estas curvas es que para una energía determinada del electrón existe una longitud de 
onda mínima bien definida Amín; por ejemplo, para electrones de 40 keV, Amines 0.311 A. No 
obstante que la forma de la distribución del espectro continuo de rayos X depende ligeramente 
del material blanco escogido así como del potencial V que acelera los electrones, el valor de 
Amin depende sólo de V y es el mismo para todos los materiales blancos. La teoría electromag­
nética clásica no puede dar cuenta de este hecho ya que no existe razón por la cual ondas cuya 
longitud de onda es menor que cierto valor crítico no deban salir del blanco. 

Sin embargo, existe una explicación si se considera a los rayos X como fotones. La figura 2-1 J 
muestra el proceso elemental que desde el punto de vista del fotón, es responsable del espectro 
continuo de rayos X que muestra la figura 2-10. Un electrón de energía cinética inicial K P.S 

desacelerado durante una colisión con un núcleo pesado, la ene rgía que éste pierde aparece en 
forma de radiación como un fotón de rayos X. El electrón interactúa con el núcleo cargado 
mediante e l campo de Coulomb y transfiere impulso a l núcleo. La desaceleración del electrón 
produce la emisión del fotón. El núcleo blanco es tan masivo, que la energía que adquiere 
durante la colisión se puede ignorar sin ningún problema. Si K' es la energía cinética del 
electrón después del choque, la energía del fotón es entonces 

hv = K- K' 

y la longitud de onda para el fotón se sigue de 

hc/,l = K - K' (2-13 

Los electrones del haz incidente pueden perder diferentes cantidades de energía en las 
colisiones y un determinado electrón podrá alcanzar el punto de reposo solamente después de 
muchas de ellas. Entonces los rayos X producidos por muchos e lectrones son los que 
constituyen el espectro continuo de la figura 2-10 y son muchos los fotones discretos cuyas 

FIGURA 2-10 
El espectro con tinu o de rayos X emi t idos por 
un hlanC'o de tungsteno para cua tro diferentes 
valores de la energía del e lectrón incidente 
(eV). 

8 

2 

º'-~~-'--'--'-~-"'-~~--'~~~-'-~~---l 
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longitud de onda (A) 
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longitudes de onda varían desde Amin hasta .íl ---+ oo, correspondiendo a las diferentes 
pérdidas de energía en los choques individuales. El fotón de longitud de onda más corta debería 
emitirse cuando un electrón pierde toda su energía cinética en un proceso de desaceleración; 
entonces K' = O de modo que K = he/ Am1n· Ya que K es igual a e V la energía adquirida por el 
e lectrón al acelerarse mediante la diferencia de potencial V aplicada al tubo de rayos X, se tiene 

o eV = hc/Amin 

Amln = he/e V (2-14) 

Enton ces el mínimo de la longitud de onda de corte representa la conversión completa de la 
energía cinética del electrón en radiación X. La ecuación 2-14 muestra claramente que si 
h -+ O entonces Amin---+ O, la cual es la predicción de la teoría clásica. Esto muestra que la 
existencia de una longitud de onda mínima es un fenómeno cuántico. 

AJ espectro continuo de radiación X de la figura 2-10 se le llama frecuentemente brems­
slrahlung, del alemán bremss ( igual a frenar, es decir, desacelerar) más strahlung ( igual a 
radiación). El proceso de bremsstrahlung ocurre no solamente en tubos de rayos X sino en 
cualquier parte en que los electrones choquen con la materia, como en los rayos cósmicos, en 
los cinturones de radiación de van Allen que circundan la tierra y en el frenamiento de 
electrones que emergen de los aceleradores o núcleos radiactivos. El proceso de bremsstrahlung 
se puede considerar como un efecto fotoeléctrico inverso:en el efecto fotoeléctrico, se absorbe 
un fo tón cuya energía e impulso van al electrón y al núcleo que retrocede; en el proceso de 
bremsstrahlung se crea un fotón cu ya energía e impulso vienen de la colisión de un electrón y un 
núcleo. En el proceso bremsstrahlung se trata de la creación de fotones en vez de su absorción o 
dispersión por la materia. 

Ejemplo 2-5. Determinar la constante de Planck h a partir del hecho de que la longitud de onda 

mínima de rayos X producida por electrones de 40 keV es 3.11 X 10°11 m. 
De 2. 14 , se tiene 

eVAmio 
h=--­

c 
1.60 X 10- 19 coul x 4.00 x 104 V x 3.11 x 10- 11 m - -~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-

3. 00 x 108 m/seg 
= 6.64 x 10- 34 joule-seg 

Esto está en concordan cia con el valor de h deducido del efecto fotoeléctr ico y del efecto Compton. 
Mediciones de V, Amin• y c proporcionan uno de los métodos más precisos para evaluar la relación h/ e. 

En 1951 Bearden, Johnson y Watts en la Universidad Johns Hopkins encontraron usando este 
procedimiento hl e = 1.37028 X l 001s joule-seg/ coul. Esta relación se combina con muchas otras medidas 
combinadas de constantes físicas, el conjunto de datos se analiza mediante métodos estadísticos elaborados 
para encontrar el "mejor" valor para las diferentes constantes físicas. los mejores valores cambian (pero 
usualmente sólo dentro de una precisión estimada a priori) y se hacen más precisos conforme se tienen 
mejores datos experimentales. ~ 

FIGURA 2-1 l 
El proceso de bremsstrahlung responsable de 
la emisión de rayos X en el espectro continuo. 

K 

Electrón 

Fotón de 

• Núcleo 
b lanco 
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2. 7 Producción y aniquilación de pares 

Además de los efectos fotoeléctrico y Compton existe otro proceso mediante el cual los fotones 
pierden su energía e interacción con la materia, este proceso es el llamado producci6n de pares. 
La producción de pares también es un ejemplo excelente de la conversión de energía radiante en 
energía de masa en reposo y energía cinética. En este proceso que se ilustra esquemáticamente 
en la figura 2-12 un fotón de a lta energía pierde toda su energía hven una colisión con un núcleo 
c reando un electrón y un posi trón (el par) y proporcionándoles energía c inética. Un positrón es 
una partícula que es idéntica en todas sus propiedades a un electrón, excepto en el signo de su 
carga (y en su momento magnético) que es opuesta a la del electrón; un positrón es un electrón 
cargado positivamente. En la producción de pares la energía que toma el retroceso del núcleo es 
despreciable debido a que es muy masivo y por lo tanto e l balance de la energía relativista total 
en e l proceso es simplemente 

En esta expresión E_ y E, son las energías relativistas totales y K_ y K+ son las energías 
cinéticas del electrón y positrón, respectivamente. Ambas partículas tienen la misma enf'rgía de 
masa en reposo m0c2• El positrón se produce con una energía cin ética ligeramente mayor a la del 
electrón debido a que la interacción de Coulomb del par con el núcleo cargado posi tivamentP 
produce una aceleración en el positrón y una desaceleración en el electrón. 

Al analizar este proceso se ignoran los detalles de la interacción misma, considerando 
solamente la s ituación antes y después de la interacción. Los principios que nos guían son la 
conservación de la energía relativista to tal , la conservación del impu lso y la conservación de la 
carga. De estas leyes de conservación no es difícil demostrar que un fotón no puede 
simplemente desaparecer en el espacio vacío creando un par al momento que desaparece. La 
presencia de un núcleo masivo (el cual puede absorber impulso sin afectar apreciablemente el 
balance de energía) es necesaria para permiti r que tanto la energía como el impulso se conserven 
en el proceso. La ca rga se conserva automáticamente ya que el fotón no tiene carga y el par de 
partículas creadas no ti enen carga neta. De la ecuación 2-15 se ve que la energía mínima, o 
umbral, necesaria para que un fo tón cree un par es 2m0c2 o 1.02 Me V (1 Me V = 106 eV), lo cual 
es una longitud de onda 0.012 A. Si la longitud de onda es menor que ésta, correspondiendo a 
una energía mayor que el valor umbral, el fotón crea el par con energía cinética y con energía en 
reposo. El fenómeno de producción de pares es un fenómeno de alta energía, los foton~s 
pertenecen a las regiones de rayos X cortos o rayos y en el espectro electromagnético (ver 
figura 2-4), región en la cual las energías son iguales o mayores que 2m0c2 . Como se verá en la 
siguiente sección, los resultados experimentales demuestran que la absorción de fotones en la 
interacción con la materia ocurre principalmente mediante el proceso fotoeléctrico para 
f'nergías bajas, por el efecto Compton para energías medias y mediante producción de pares para 
energías altas. 

Los pares electrón-positr6n se producen en la naturaleza por fotones de los rayos cór•micos y en 
el laboratorio por fotones del bremsstrahlung provenientes de los acele radores de partículas. 

FIGlJRA 2-12 

Proceso de producción de pares. 
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Ta111l,i<>11 ~e puede11 producir olros pares de parlículas tal es como e l prolón y antiproLón s i el 
fot ón i11i cial I iene la energía suficiente. Debido a que e l electrón y el positrón Li e11 en la masa en 
reµo su más pequeña e n rre las partículas conocidas, la energía umbral de su producción es la 
menor. Los experimentos dcmueslran la descripción cuántica del p roceso de proJucción de 
parl's , 111ientras q ue no exis te explicación sat isfac toria de este fc 11 óme no en la teoría clásica. 

Eje mplo 2-6. El análisis de una fo tografía de una cámara de burbujas revela la creación de un parelec­
trón..posi I rón cuando los fotones pasan a través de la materia. Las trazas del electrón y del positrón tienen cur· 
vaturas opuestas en el campo magnético uniforme B de 0.20 weber/ m2 y sus radios r son de 2.5 X 10 -2 m. 
¿Cuál era la energía y longitud de onda del fotón productor del par? 

El impulso p del electrón está dado por 

p = eBr = 1.6 x 10- 19 coul x 2.0 x 10- 1 weber/m2 x 2.5 x 10- 2 m 
= 8.0 x 10- 22 kg-m/seg 

Su energía relativi sta total está dada por 

FIGl fHA 2-J:1 

Pr11du1T1 1111 dP 1111 par di' (' lt>i·tro11r .... vr <; los t·n u11a C'ámaru J e• burbujas. La s lratus del 
t' l1 c tró n, d!'l ¡,w,itr6 11 "º" la!, do~ C'!,pinde!, qu<' s<· t<wan c 11 e l punto <'11 ,·1 que ti cm· 
l11gar l.1 ¡,rnduiT 1ú 11 t•11 i·l líquido t¡llt' llt·1ia la rfünara . El N,tudia11tc pucdt> dt'l1•rmi11ar 

n1 á l d,· la, do, 1·~¡,1ralt•!i ¡11•r11•111·1·1• u l p11:-itrú11 ~ahic·11dt1 q1w las rru,;m, larga :- son 
111wial1111·1111· d, •1111 ' " "' ~ ,·:,rp uh,-. ¡m~rtl\ :1111t·1111• , q11,· 11w1df'n dP,d<' la 1ztp11t•rJa . 
(( :ur!f'-. 1:1 ti, · ( :. H. S1111 , l •111\·i·r~idad E ... t..ital de Nut•\a Yor!.. l ' ll A Iban y). 
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Puesto que m0c2 = 0.5] Me V y pe= 8.0 X 10 22 kg-m/seg x 3.0 X 108 m/seg = 2.4 X 10 13 jo ule = 1.5 Me 
V, se tiene F:2 = (1.5 MeV)2 + (0.51 Me V) y E = 1.6 Me V. 

La energía relativis1a total del posilrón tenía el mis m o valor puesto que su traza te nía el mis mo radi o, de 

modo que la energía det fotón e ra 

hv = E_ + E+ = 3.2 MeV 

La longitud de onda de l fotón se s igu e de 

E= hv = he/). 

o • 
he 6.6 x 10-a, joule-sec x 3.0 x l Oª m/sec 3 9 x 10- 1a m = 0.0039 Á 

). = E - 3.2 x 106 eV x 1.6 x 10- 19 joule/e V = · 

lntimamente relacionado con la producción de pares está el proceso inverso llamado anir¡11ila­
ción df' pares. Un electrón y un pos itrón los cuales están inicialmenl e e n r eposo y cerca entre sí, 
se u nrn y sean iqu ilan. La mal e ria desaparece y en su I ugar set iene e nergía radian Lt'. Pu es to c¡uf' 
d impulso ini cial del s is tema es cero y el impulso se dehe consE>rvar en e l proceso, no es pns il.ill' 
le ner un so lo fotón creado ya qu e un so lo folón no put"de lent"r impulso cero. El proceso 111 ás 

prohable es la creación de dos fotones moviéndost' con irr.pulsos iguales pero en clir<'rcit, n 
opues ta . Menos probable, pero posible, es la creación d e lres foton es . 

En e l proceso de dos fotones ilus lrado por la figurn 2- l·l, la ronst"rvación <l<>I impulso da O= 
1'1 + P~ ó P1 = - P2 de modo que los impul!->os de los fotones son opues tos en dirección pero 
ip;11ales en magnitud. Enlences p 1 = p '!. o hv1/c y v1 = 112 = v. Por lo tant o, la conservación de la 
c·nNgía re lativis ta to ta l requiere que 11111c2 + 111 11r-2 = hv + /111, el positrón y el electrón no tienf'n 
energía cinética inicial y las energías <le los fotones son las mismas. En consecuencia, hv = 
m0c2 = O.SI Me V, rorrespon<liendo a un fotón de longitud de onda d e 0.02,i Á. Si e l par inicia l 
tu viera a lguna energía cinét ica, entonces la e nergía del fotón excedería los 0.51 MeV y su 
long itud de onda d ebería ser menor que 0.02,i A. 

En el proceso de producción de pares se crean los positrones, los cuales al pasar a través de la 
materia piNden energía en co li siones sucesi\·as has ta que se combinan con un elert, ón para 
forma r un s is lema ligado llamado po.~itronio. El ''á tomo" pos itronio e,., 1, vida corl a derayt'nd,, 
en fotones a los 10- 1º segundo5 de su formación. SupuPslamente, e l elec trón y el pos ilrón ~,> 
mueven alrPdedor de su centro dr masa común en u na especie de danza de la muerte antes df' su 
aniquilación mul ua. 

Ejemplo 2-7. (a) S11pé>nga:-.1· que la f1g11r a 2-1·1 representa e l proceso de anic¡ui larión c-n 11n i>i!-.tt'ma 
ele referencia Sen <'I cua l el par el1·c1rón-positrón es1á en reposo y los dos fotones de la aniquilación 

nw\ ifndm,f' a lo largo d1·I ,·je ., . E11c-0111rar la longi tun di' o nna ). de es tos fotones en términos J¡, m 0 , ltl 

rnasa t'Jl reposo d,· un 1·l1·1·tré>11 o po!-.ilrón. 

Sr ha visto qu,· p 1 e:- igual a p~ \' lt1• 1 igual a /11·2 . Cada uno de los fotones tiene la misma enert!Ía, la 1111..,111a 
fr1·1·111•11c·ia y In 111i:.ma lon~il ud dt· onda. Por lo lant o SI' p1wden s uprimir los s ubíndices . y de las n: lano11e-. 

/11• = m0c2 y p = f./c :,,,· oh1i1·11t· 

FIG lf RA 2- 1.1. 

l\niquilac iJn dt· un par que prod11!'t' dos 

fa rones. 
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l'no ta111lné11 se tiene la relación 

p = 1,/). 

J,• llludo l j llC 

A = h/p = !t/m0c 

Po r lo ta nt o. en e l i:; is tc rna c11 e l cua l el átomo pogifronio está en reposo cada uno de los fotones tiene la 
1111 sma longitud dC' 011Ja A = !t/1110c. 

(1,) Co11sid t;r1'M' alwra el rnü,mo evento de a11i4ui lación observado en e l s ist ema S', que se mueve en 
n·la1·ió11 a S ro11 una vcloriJaJ v y hacia la izyuierJa. ¿Qué longitud de onda as ignará este observador 
(rnúvil} a los fo to11<'s dt> aniquiln ción ? 

A1111 í. in it'ial nwn t 1· c,I par I if'n e la energía to tal re lati vis ta 2rnc2 , do nde rn es la masa re la t ivis ta, en vez de 
t1·1wr :-u la111f'11tt' la en ergía ron masa en reposo 2m0c2 , así que la conservación de la energía en e l proceso de 
a111quila1'1Ún 1·onduce a 

2mc2 = píe + píe 

Al 1111!,ntO tw111po. ahora l'I par se mueve con velocidad va lo largo de la direcc ión pos itiva de l eje x' de 
111udo que su i111p11lso inic ·ial es 2m11 en vc>z de ser rero como ant es. Aho ra la con servación del impulso 
prc,cl un· 

2mv = pí - pí 

, lo-. 11111,111•:- , 1· 111111·, 1·11 1•11 cl1n·c ·('io 11c ·s o ¡nwstas a lo largo de l eje x ' . Combinando estas dos expresion es. 
1·11 dt qilw.111du b ..,,./.!1111da po r ,.~ sum.índo b a la prirrll'ra se obtiene, 

pí m(c + ll) m0 (c + v) Je + u = 1n0c ---
1 - u2/c2 e - v 

I, !t e-u c-v J
- -

?.í = pí = m
0
c e + v = AJ e + v 

l 11· 111.111,·ra .. ,wdar. rl':-lando la se~unda t·1·11aci{111 Jp la primera, se ob tiene 

/, ., 
/ ... 1, fc+v 

/-- = 
1110c \/ e - r 

i. /e + V 

\ f C - V 

(2-1 6a) 

(2- 16b) 

Los fo tones no tienen la misma logitud de onda, pero se corren por efecto Doppler de una longitud de onda 
i. que tenían en e l s is tema en reposo de la fuente (el átomo positronio). Si un observador está s itua­

do en el eje .r de manera que la fuente se mueve hacia él, recibirá el fotón l con una frecuencia mayor qui 
la fr ec uenc ia c>n "reposo". Si un obser vador está sit uado en e l eje .,·' de tal modo que la fuente se mueve 
"'<'J'Í11<Ío,1• ,/r ,;/. n·C'i liirá <·1 fo tón 2 ro n una frt•ruern·ia m ertOrtJLJ<' la frecuen cia e n reposo. En realidad, este 
cymplo e·~ una dc·ri ,·at"ión clt· la fórmula ,Jr•I corrimin,to Doppl<'r ÍOn[!iludinal de la teoría de la relati vidad. 

~ 
1 .i I" 11111·ra 1·, 1dc·1w1.1 , ,¡11·r1111 c·111,d dc·I ¡,rw ·c· -.1 1 d,· pr111l1w, ·ic'i11 ele· pare·~ , tlt· la ex1:,te1H·ia d1• los 

l"' "1 l r1111,· , 1111· .. l,t1· 111d .i ¡111r \11 111-r,,.11 ,·11 !C):~:~ r11 11·11tra, 111,1·, t1¡.!al,a la radiarió111·6:-lllil"a. t s ta radianú11 
, "" 1-1,· ,·11 111, 111111• ,I, 11111111 ,·,, 1111 !..'.l',111 ,·111111·111,lu 1·1wrl-(1°· two ~· partínda~ l'ar¡a;adas yu<· i111·iJ,-.11 ~ulin· la 
11 , 11 , ¡,, ,,, ,•1111 ·1 11,·, ,11· 111,·1111·-.1·,1r.1lt'rri·..,t11·-.. \nd,-r,011 111ili1.c', 1111¡1 c·.í111ara dt· ni ebla que t·ont t' 11Ía 1111a 
¡,I 1• .1 ,1,·l!..'..i• I., ,11· ¡,l,,1111,. 1·1 1, ,,11tr.'111d c,-.1· 111111, ,•I apar.ilo 1·11 111 11· .. 1111po nia¡.!11 Í·t11·0. Al exponer cst1•apa ra1,1a 
l.1 1 .1,l1.1, 1,·,11, ,·, ... 111 1,·.1 ,,. 1·111 tt lll r1·, 1¡111· d1 · 1111 .1 111.1111· ra 1rr1·µ1dar ... ;ilía11 d1•sde· al¡.!Ílll p11111 0 dt> la placa dt' ¡,10111 0 
1111 ¡,.11 ,¡,. ¡,.11lí11d.1, 1·,11!.!,1• !.1,. "•· -1i¡"I'" '¡I! '' .... 1,,- 1·,,·1111 .... 1•ra11 e· I r1·s: tltaclo de• la inll'raccíón de• 1111 fot ú11 
, .,., 1·1 ¡.J,.11 .. , ,.1 q11,· 11,, ,,. 1, il,1.1 , 1~11, ,¡111· 1111.1 ¡,ar1 í,·1 ila 1·ar¡.::1cl;r i11ncli1·ra t>II t•I pun to dt> 1•x p11bi ó 11. 
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mien tras que"'un fotón por no poseer carga podría haber incidido en el punto de expu lsión sin ser visto. Las 
dos partículas cargadas expu lsadas en estos even tos eran desviadas por el campo magnético en dircrciones 
opuestas, de tal manera que sus cargas eran de signo opuesto. De otras consideraciones se puede mostrar que 
las magn itudes de estas cargas son igual a una carga t>lectróni ca y que las masas de las partírulas son 
aproximadamente igual a una masa electrónica. 

El descubrimien to del proceso de la producción de pares vino a explicar el orige n de una discrt-pancia 
entre la, entonces usual, teoría de la atenuación de los rayos X y las medidas de los coeficientes •le 
atenuación para los rayos X de 2.6 MeV (rayos obtenidos de una fuente radiactiva) por diversos 
materiales. Como originalmente la teoría no incluía la producción de pares, la atenuación pred icha na 
muy pequeña; con la inclusión del proceso de la producción de pares el acuerdo que se obtienf' entre la 
teoría y e l experim ento es bueno. Sin embargo, la importancia real del descubrimiento de Anderson radica 
en la preciosa confirmación que éslf' vino a dar a la tf'oría relat ivista mecánico-cuántica del electrón de 
Dirac. 

La teoría de Dirac conduce a la predicción de qu e los valores permitidos de la energía relativi sta I otal E 
para un e lectrón libre son 

(2-17) 

donde m 0 es la masa en reposo del electrón. Estos valores son simplemente las soluciones para E de la 
ecuación (2-6), pero la so lución con el signo menos corresponde a una energía total relat ivista nega ti va, 
concepto tan advenedizo para la mecánica relativis ta como lo es la energía total negativa para la me<'ánita 
clásica. En vez de desechar la parte negativa sobre la base de su falta de realidad físmca, Dirac escudriñó las 
consecuencias de la ecuación completa y al hacerlo llegó a algunas conclusion es muy interesantes. 
Considérese la figlJra 2-15 quP es un diagrama de niveles de energía que represent"l la ecuari6n (2-17). S1 
existe el espectro continuo de ni veles de energía que se indica, todos los electrones libres de energía po­
sitiva estarían disponibles para realizar transiciones en tre estos niveles, transicionf':. acompañadas por la 
emisión de foton~s con las energías apropiadas: esto obviamente no concuerda con el experimento, debido 
a que por lo general no se observa que electrones libres emitan espontáneamente fotones de enf'rgía 
hv ~ 2mnc2• Sin embargo. Dirac señaló que se puede superar esta dificultad si se supone que todos los 
niveles de energía negativa están llenos normalmente en todos los puntos del espacio. De acuerdo ron esta 
suposición, un vacío consiste de un mar de electrones en niveles de energía negativa. Esto si concuerda ron el 
experimento. Por ejemplo, la carga negativa no podría ser detectada si se la supone uniformementP dis­
tribuida y por lo tanto no ejercería fuerza sobre un cuerpo cargado. Consideraciones similares demos­
trarán que todas las propiedades " usuales" de un mar de electrones de energía negativa son tales quf' 'iU 

presencia no seria aparente en ninguno de los experimentos usuales. Empero, la teoría de Dirac del vacío 

t 
Niveles positivos mós altos, correspondientes a p > O 

o-
-moc2-------- Nivel negativo mós alto, correspondiente a p = O 

lJ Niveles negativos mós bajos, correspondientes a p > O 

¡ 
FIGURA 2 - 15 
Niveles de energía de un elertrón librf' según la teoría de Dirac. 
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no es completamente vacía ya que predice ciertas propiedades nuevas que pueden comprobarse po, el 
experimento. 

l·:I diagrama <le niveles de energía para un electrón libre sugiere la pos ibilidad de excitar un electrón qu e 
se Pncue11 1ra en un nivel de e nergía negativa mediante la absorción de un fotón. Pues to que todos los 
111n·les Je en erg ía ne~ati va se consideran totalmente ocupados. el e lectrón deberá ser exci tado a uno de los 
111\ t'lt>s de energía pos itiva desor upados. Obviamente, la energía mínima necesaria para este proceso es 
In•= '2m 0c2 y el resultado del proceso es la producción de un electrón en un nive l de energía positiva más un 
ªl!llJt'ro en u11 11i \'el de en ergía negal iva. Se puede demos! rar qu e un agujero en un ni vel de energía negativa 
11e11<' toda~ las proptt•dades mecániras ~· óp l icas J e un posi trón de en ergía posit m va. Por ejemplo, existe una 
carga po~ili\'a +e a~oeiada con la ausencia de un electrón co n carga negativa-e.Consecuentement,;:, este 
<'!-. ,•I ¡,ron .. ~o d!' produ c<' ió11 de pares observado cxperim entalmenl c por Anderson tres años después de que 
fuera predwlw lt'óri1·arne111 r por D1rac. 

2.8 Secciones transversales para absorción y dispersión de fotones 

Considérese, como en la figura 2-16 un haz paralelo de fotones que se pasan a través de una placa 
material. Los fotones pueden interactuar con los átomos de la placa mediante cuatro procesos 
dife rentes : fotoeléctrico, producción de pares, Thomson y Compton. En los dos primeros los 
foto nes se absorben completamente, mientras que en los dos últimos sólo son dispersados, pero 
e n todos los procesos ocurre la eliminación de fotones del haz. La pregunta de qué tan probable 
es que estos procesos ocurran , para un conjunto de circu nstancias dadas, es una de las 
preguntas de gran importanc ia tanto teóri cas como prácticas. Por ejemplo, para un fís ico 
médico es mu y importan te diseñar el blindaje para una máquina de rayos X, o para un ingeniero 
nuclear diseñar el bli ndaje para un reactor. La respues ta a esta pregunta se expresa en términos 
de las cantidades llamadas secciones transversales. En este li bro las secciones transversales 
aparecen primero en conexión con los fotones pero posterio rmente aparecerán en conexión con 
c,t ras cosas. 

La probabi lidad de que un fotón de una energía dada sea, por ejemplo, absorbido en un proceso 
fotoeléctrico al pasar por un átomo de la placa queda especificada por el valor de la seccián 
transversal fotoeléctrica rr , . .,. ... Esta medida de la probabilidad de ocurrencia del proceso fotoeléc· 
trico se define de modo que el número N ¡•¡.: de absorciones fotoeléctricas que ocurren es 

(2-18) 

cuando un haz que contiene l fotones incide sobre una placa cortada que contienen átomos por 
unidad de área. Aquí se supone que la placa es lo suficientemente delgada como para que la 

l cm 2 _ 

/(0) ==============::::::i:::~-.. -t--1+--t------- l(t) 
~~~~~~~-+---4+--+-;~ 

F I G l 'R A 2- l 6 
lla1. d,· ÍOIOIII '" JlrU \l'l\allJO 1111a lá111i11a. 
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pro babilidad de que un fotón dado sea absorbido al pasa r por la placa sea mu cho menor que la 
unidad. 

La definición de (2-18). que es un prototipo de las definiciones de todas las secciones 
transversales, es sufi cienremenle importante para garantizar una interpre tación física pruden­
te. Obsérvese primero que el número NpE de absorción en efecto debería incrementarse en pro­
porción al núme ro I de fotones que inciden sobre la placa. Además, si la placa es delgada en el 
sentido en el que se especificó anteriormente, los átomos en la placa no se "ensombrecerán" 
entre sí, por lo que toca a los fotones incidentes. Entonces, el número N PE de absorciones 
también se incrementará en proporción al número n de átomos blanco por unidad de área de la 
placa; por lo que se tendrá 

Si es ta proporcionalidad se escribe como una igualdad en la que a la cons tan le de proporciona­
lidad se la denota por <1 J>E• se obtiene la ecuación que define la sección lransversal. Por lo ran to 
se ve que la sección transversal cuyo valor depende tanto de la energía del fotón como del tipo 
de átomo, es una medida de cuán efectivos son esos átomos para absorber los fotones median­
le el efecto fotoeléctrico. Puesto que las can tidades N PE e I en la ecuación 2-18 son 
adimensionales mientras que n tiene dimensiones de (área)- 1

, es c laro que <lpE deberá ten <>r 
dimens iones de (área). Por lo tan to, resulta razonable usar el nombre de sección t ransversa l 
para <lpJ!:· Casi es posible dar una interpretación geométrica s i se imagina un círculo de área 
UpE centrado en cada átomo en la placa con la propiedad de que cualquier fotón que entre a 
esta placa circular es absorbido por el átomo mediante el efecto fotoeléctrico. Esta interpreta­
ción geométrica resulta conveniente para la visualización y aún para los cálculos p<'ro 
defini r ivamente no deberá considerarse literalmente cierta. En realidad una sección transversal 
es simplemente una forma de expresar numéricamente la probabilidad de que cierto tipo cJ,, 
átomos origine un fotón de una energía dada para que realice un proceso particu lar. Las 
defini ciones e interpretaciones de las secciones trans versales para los otros procesos d<' 
absorción o dispers ión son completamente análogas a las que se han considerado en es te 
ejemplo. 

La figura 2- 17 muestra las secciones transversal es de di spersión (as) • producción de pares 
(a1,R), foroeléct ri ca (<lpJL), y to tal (u) medidas para un átomo de plomo como una í11nción 
de la energía hv de l fotón. La sección transversal de dispersión especifica la probabilidad de que 
la di spers ión ocurra por cualquiera de los procesos Thomson y Compton. Para el plomo qut> 
ti ene un número atómico grande y por lo tanl o electrones atómicos fuert emente ligadoc; la 
dispersión Thomson domina sobre la dispersión Compton cuando la ene rgía del fotón está por 
debajo de /111 = 105 eV. El rompimiento brusco en la sección tra nsversal fo toelfrt ri ca ocu r rt> 
para las e ne rgías de enlace de los diferentes electrones en e l átomo de plo mo; c uando h11 ca<> por 
debajo de la energía de enlace de un electrón particular ya no es posible energéticamente un 
proceso fotoeléctr ico en el que él interve nga. La sección transversal para producción de parf's 
crece mu y r ápidamente desde cero cuando hv excede la energía umbra l 2m0c2 '.:::'. 106 eY 
necesaria para material izar el par. En la figura 2-17 la sección transversa] to ta l a c•s la s uma de 
las seccion es transversales de dispers ión, fotot"l éctrica y de producción de pares; es ta ran ridad 
especifica la probabilidad de que un fotón te nga cualquier tipo de interacción con el átomo. De 
la figura se pueden ver los intervalos de va lores de la energía en los cuales cada uno df' los tres 
procesos hace su contribu ción más importante, para el caso del plomo: 

Efecto fotoel éctri co: 

Dispersión : 

Producción de pares: 

hv < 5 X 105 eY 

5 X 1 05 e V < /111 < 5 X 1 06 e V 

5 X 1 06 e V < /11, 
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Secciones trans versales de di spE>rsión, fotoeléctrica, de producción de pares y tota l 
para un át omo d(' plomo. 

Cap. 2 

Debido a que es tos procesos ti e nen probabilidades diferentes dependiendo del número atómico, 
los int er valos de energía en los cuales ellos dominan son mu y dis tintos para átomos con 
f : úmero atómico bajo. Para t>I aluminio, los intervalos de energía son aproximadamente: 

tfecto fotoeléctri co: l,v < 5 x I O.¡ eY 

Dispers ión . 5 x 10-a eV < hv < 1 x 107 eV 

Producción de pares: x 107 eV < l,v 

Ejemplo 2'-8. Evaluar la atenuación de un haz de rayos X paralelos al pasar a través de una placa gruesa 
de ma teria en términos de la sección trans vesal total. 

Con referencia a la figura 2- 16. cuando el haz incide sobre la cara frontal de la placa de espesor l el 
núme ro de fot ones en el haz es /(0) y la sección cortada contiene p átomos por cm 3• Supóngase, por 
simplicidad, que el área de la sección cortada es de l cm2• Debido a los procesos de dispersión y absorción, 
e l haz paralelo contiene un número pequeño / (x) de fotones después de haber penetrado en la sección 
rortada x cm. Considérese una lámina delgada de la placa de espesor dx y localizada en x. El número de 
átomos por cm2 en la lámina es p veces su volumen dx o pdx. En una definición análoga a (2-18), el 
núm ero de fotones del haz que serán dispersados o absorbidos en la lám ina está especificado por la sección 
1 ransverc;al total ,r ) e~ n /(.,·) p ,fr. De esta manera, el número de fotones del haz que salen de la lámina, 
/(.,. + d.r), que es igual al número incidente menos el número que se ha perdido, es 

J(.i: + d.r) = /(.r) - a J(.i:)p dx 

o 

llf(.r) = /(.t: + d.r) - /(.r ) = - a J(x) p d.,; 
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Para encontrar el número /(t) de fotones que salen por la cara posterior de la pla,ca se despeja d/(x ) / / (x) y 
se integra sobre x 

dl(x) 

l(x) 
- -<1p dx 

rt dl(x) = 
)o l (x) 

- <1p lt dx 

Jn /(x))~ = -<1p t 

l(t) 
In /(O)= -<1pt 

l(t) 
= e-trpt 

/{O) 

l(r) = J(O)e-trpt (2- 19) 

La intensidad del haz, medida por el núm ero I de fotones que contiene, decrece exponencialmente 
conforme el espesor l de la placa aumenta. La can tidad <1p, llamada coeficiente de ater:waci6n, tiene 
dimensiones de (cm- 1) y es e l recíproco del espesor de la placa n ecesario para atenuar la int ensidad del ha1 
por un fac to r e. A este espesor se le llama la longitud de atenuación A y es 

.\ = 1/r,p (2-20) 

Por supu esto, e l coefi c ien te de atenuación tiene la misma dependencia con la energía del fotón que la 
sec:ci6n transversal total. La figura 2-18 muestra medidas de los coeficien tes de a te nuación para e l plomo, 
f'I estaño y el aluminio para fot on es de e nergía relativamente alta. 

Esta sección resume muchos de los aspectos prácti cos de los lt.:nómenos de em1s1on y 
absorción de radiación electromagnéti ca que se han estudiado en este capítulo. Pero los 
aspectos fundamental es de estos fenómenos se resumen mejor afirmando que demuestran que 
la radiación electromagnética está cuantizada en partículas energéticas llamadas fotones. 
También deberá darse énfasis al hecho de que los fenómenos de inte rferencia y difracción 
demuestran que los fotones no viajan desde un sistema en el que son emitidos hasta donde son 
absorbidos en la forma simple en la que lo hacen las partículas clásicas: sino que los fotones 
actúan como si fueran guiados por ondas clásicas debido a que al viajar a través de un sis tema, 
tal como un aparato de difracción, quedan mejor descritos por ondas clásicas que se propagan en 
dicho aparato. 

FIGURA 2-18 

Coeficientes d~ att-nua,·i6n para di!"tint os áto­
mos para un int ervalo di' t:nergía Jet fot ón . 
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PREGUNTAS 
l. En los experimentos de efecto fotoeléctrico, la corriente (número de electrones emi tidos por unidad 

de tiempo) es proporcional a la intensidad de la luz. ¿Se puede usar solamente este resultado para 
dist inguii· e ntre las teorías clásica y cuántica? 

2 . ¿Por qué en la figura 2-2 la corriente fotoeléctrica no aumenta verticalmente hacia su máximo valor 
(saturación) cuando la diferencia de potencial aplicada es ligeramen te más positiva que - V0 ? 

3. ¿Por qué, aun cuando la radiación incidente es monocromática los fo toelectrones son emitidos con 
una gama de velocidades? 

4 .. A la existencia de una frecuencia de corte en el efecto fotoeléctrico se le considera con frecuencia 
corno la objeción más fuerte a la teoría ondulatoria. Explique. 

5. ¿Por q ué las mediciones en el efecto fotoeléctri co so n mu y sensibles a La superficie fotoeléctrica? 

6. ¿Los resu ltados de los experimentos fotoeléctricos invalidan el experimento de interferencia de 
Young? 

7. ¿Se puede util izar el artificio de hacer h ......... O para obtener los resultados clásicos a partir de los 
c11ánticos en el ca~n del efecto fo toeléctrico? Explique. 

8. Suponga q ue la emisión de fo tones desde una fu en te de radiación es caótica en dirección. ¿Podría 
esperar que la int ensidad (o la densidad de energía) variara in versamente al cuadrado de la dis tancia 
de la fuente e n la teo ría de los fotones como ocu rre en la teoría ondula toria? 

9. ¿Tiene masa un fo tón de energía E ? Si es así, eval úela. 

10. ¿Por qué en la dispersión de Compt on podría Ud. esperar que ld. fuera independiente de los 
materiales que co mpo nen al dispersor? 

l l. ¿Cuándo esperaría Ud. observar más fácilmente el efecto Compton con blancos dispersores compues· 
tos por átomos con número atómico grande o con átomos con número atómico bajo? Explique. 

12. ¿Se obser va el efecto Compton con luz visible? ¿Por qué? 

1 :1. De la teoría elect romagnética clásica, ¿esperaría un mínimo definido en la longit ud de onda de la 
radiación emitida cuando el valor de la energía de un electrón incidente sobre un bla nco de un tubo de 
rayos X está dado? 

J..t .. l ln tubo de televisión, ¿emit e rayos X? Explique. 

15. 

16. 

J 7. 

18. 

19. 

20. 

¿Qué efecto(s) produce, sobre el espectro de rayos X resultante, el decremento del voltaje del tubo? 

Anali lar el proceso J e bremsstrahlung como el in verso del proceso Complon y co mo el in verso del 
pro,·cso fotoe léclri co. 

Describir varios métodos que se pueden utilizar para determinar experimentalmenle el valor de la 
co nstante de Planck (/i). 

¿De qué factores esperaría Ud. juzgar si un fotón pierde s u energía en la inte racción con la materia por 
prorcso fo toeléctrico, por proceso Compton o por proceso de producción de pares? 

¡,Puede Ud. Jar evidencia exper imen tal que co ntradiga la idea Je que el vacío es un mar de electro nes 
en estados de e nergía nega tiva ? 

¿_Puede ocurrir una an iquilación electrón-positrón co n la creación de un fotón, si exis te un núcleo 
cercano disponible para compensar el impulso? 
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2 1. l·:xpl1 q11P cómo 1·s posible la aniqui lación de pares con la creación ele tres fotones. En prin,·ip10, ¡,1•s 

pos ihlt> l'rear más rl<" tres fotones en un sólo proceso de aniquilación? 

22. ¡_C:uúl st>ría el prOí'eso inverso al dr. la creación de dos fotones en una an iquil ación elec trón -positrón? 
¡,P11f'df' oc11rrir esto'? ¿Es fádl que ocurra? 

2:\. ¡,Quf hay de malo en tomar la interprt'lación ~eométrica de srcción transversal lit eralmenlt>? 

PROBLEMAS 
1 l. (a) La energía necesaria para ex traer un electrón del sodio es 2.3 eV. ¿El sodio presentará efecto 

fotoeléc trico para luz amarilla co n }.. = 5890 Á? ¿Cuál es la longitud de onda de cort e para emisión 
fotoeléctrica de sodi o? 

2 . Sobre una superficie de aluminio incide luz de longitud de onda 2000 Á. Se requieren 4.2 e V para 
ex traer un electrón del aluminio. ¿Cuál será la energía cinética del (a) más rápido y (h) más len ro ne 
los fotoelectrones emitidos? (c) ¿Cuál será el potencial de frenamiento? (d) ¿Cuál es la longitud de 
onda de corte para el alumin io? (e) Si 1.a intensidad d<" la luz in cidP.n te es 2.0 W / m2, ¿<'lláJ es el 
número promedio de fotones por unidad de tiempo por unidad de área que incinen sobrt> la superfiri e? 

3. La función trabajo para una superficie de litio limpia es 2.3 eV. Haga una gráfica esquemática del 
potencial de frenam iento V0 contra la frecuencia de la luz in ciden te para esta superficie, indicando los 
puutos importantes. 

-1-. El potencial de frenarniento para fotoe lectrones emitidos desde una superficie iluminada con lu z de 
longitud de onda A = 4910 Á es 0.71 V. cuando se cambia la longitud de onda inC'identc, se 
en cuf'ntra que el pot en cial de frenamiento es 1.43 V. ¿Cuál es la nueva longitud de onda? 

5. En un experimento fotoel éctrico en el cual se utilizan luz monoc romáti ca y un fotocátodo de sodio, se 
encuentra un potencial de frenamient o de 1.85 V para ,l = 3000 Á y 0.8.2 V para ). = 4000 Á. A 
partir de estos datos determine (a) Un valor para la constante de Planck, (b) la función trabajo f'n 
electrón -volts para el sodio y (c) la longi tud de onda umbral para el sodio. 

6. Considere luz incidiendo sobre una placa fotográfica. La luz será registrada si disocia una molée'ula de 
AgBr en la placa. La energía mínima para disociar esta molécula es del orden de 10· 19 joules. Evaluar 
la máxima longitud de onda de corte para la cual la luz no sería registrada. 

7. Si se quieren evi tar errores mayores que el l % cuando en el efecto fotoeléctrico intervienen electrones 
con t•/ e > 0.1, se deberá usar la expresión relativista para la energía cinética. Para fotoelectrones 
ex traídos de una superfi cie de aluminio (w0 = 4.2 eV) ¿Cuál es la longitud de onda menor de un fotón 
incidente para el cual se puede utilizar la expresión clásica? 

8. Rayos X ron }. = O. 71 Á ex traen fo toelectrones de una hoja de oro. Los electrones describen 
tra yt>ctorias ci rculares de radio r en una región de inducción magnéti ca 8. Los expnimentos 
muestran que rfl = 1.88 X 10-4 Tesla-m. En contrar (a) la energía cinética máxima df' los 
íoto!'lectrones y (h) el trabajo hecho en remover un electrón de la hoja de oro. 

9. (a) Üt'mOslrar qu<· un t' le<'trón libre no puede absorber un fotón y conservar en el proceso tanto la 
energía romo el impulso. l::n consecuencia, el proceso fotoeléctrico requiere un electrón ligado. (h) 
Sin embargo. en el efecto Compton el e lectrón puede ser libre. Explique. 

1 O. Bajo rondirion es normales el ojo humano regis trará una sensación visual a 5500 Á s i cuando menos 
st' ab!>orh1·n 100 fotones por segu ndo . ¿Cuál es e l nivel de potencia equivalente? 

1 l. La radiación solar cae sobre la tierra a razón de l.94 cal/cm2-min sobre una superficie normal a los 
rayos incicfontes. ;.Cuál es el equivalente en fo tones por cm 2-min, s i se supone una longitud de onda 
promf'dio de S500 Á '! 



76 FOTONES-PROPIEDADES CORPUSCULARES DE LA RADIACION Cap. 2 

12. ¿_Cuáles son la fr t'cuencia, longilud de onda e impulso de un folón cuya energía es igual a la energía de 
masa en reposo de un electrón? 

13. De11tro de la descripción de la radiación en términos de fotones, demostrar que si haces de radiación 
de dos longitudes de onda diferentes tienen la misma intensidad (o densidad de energía), entonces los 
11 úmeros de fotones por unidad de área transversal por segu ndo en los haces están en la misma 
relación que las longitudes de onda. 

14. Derivar la relación 

9 ( hv ) cot - = 1 + -- tan cp 
2 m0c2 

entre la dirección de movimiento del fotón dispersado y el electrón de retroceso en el efecto Compton. 

15. Derivar una relación en tre la energía cinética K del electrón de retroceso y la energía E del fotón 
incidente en el efecto Compton . Una forma de la relación es 

K (
-
2
hv) sen 2 Q 

m0c2 2 - = --------
E + ( -2_h_v) sen2~ 

m0c2 2 

(Sugeren cia: véase ejemplo 2-4.) 

16. Sobre electrones libres inciden fo tones de longitud de onda 0.024 A. (a) Encontrar la longitud de 
011da de un fotón que es dispersado a 30°de la dirección inciden te y la energía cinética suministrada al 
electrón de retroceso. (b) Repetir el cálculo si el ángulo de dispersión es 120º.(Sugerencia: véase 
ejemplo 2-4). 

17. Un fotón de rayos X de energía inicial 1.0 X 105 eV que viaja en la dirección positiva del eje x, incide 
sobre un electrón libre y en reposo. El fotón es dispersado a ángulo recto en la dirección positiva del 
eje y . Encontrar las componentes del impulso del electrón de retroceso. 

18. (a) Demostrar que el cambio fracciona! en la energía del fo tón en el efecto Compton t::.E/ E, es igual a 
(hv' /m0c2)(1 - cos O). (b) Graficar t::.E/ E contra (} e interpretar físicamente la curva. 

l 9. ¡,Cuál es la energía cinética máxima posible de un electrón de retroceso de Compton en términos de la 
energía hv del fotón incidente y de la energía en reposo del electrón m0c2? 

20. Determinar el corrimiento máximo en longitud de onda en la dispersión Compton de fotones por 
proto,ies. 

21. (a) Demostrar que la longitud de onda de corte en la parte baja del espectro continuo de rayos X está 
dada por Amln = 12.4 A/ V, donde V es el voltaje aplicado en kilovolts. (b) ¿Cuál es la Am1n? si el 
voltaje a través de un tubo de rayos X es 186 KV? 

22. (a) ¿Cuál es el voltaje mínimo a través de un tubo de rayos X que producirá un rayo X con la longitud 
de onda de Compton? ¿Una longitud de onda del Á? (b) ¿Cuál es el voltaje mínimo necesario a través 
de un tubo de rayos X .:;i la radiación bremsstrahlung resultante es capaz de producir pares? 

2:l. Un rayo y crea un pa1 electrón-positrón. Demostrar di reciamente que, sin la presencia de un tercer 
cuerpo que tome algo del impu lso, no es posible la conservación simultánea del impulso y la energía. 
(Sugerencia : haga iguales las energías y demuestre que esto condu ce a impulsos distintos antes y 
Jc!>pués Je la interacción). 

2 -L U11 rayo ')' puede producir un par electrón-positrón tanto en vecindades de un electrón en reposo 
eCJmo en las de un núcleo. Demostrar que en este caso la energía umbral es 4m0c2. (Sugerencia: no 
Jesprccie el retroceso del electrón original y supo nga que las tres partículas se mueven juntas. 
También use el sistema de referencia del centro de masas). 
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25. Un par de partículas se produce de modo qu e el positrón está en reposo y el e lectrón tiene una energía 
cinét:ca de 1.0 MeV movi éndose en la dirección de vuelo del fotón productor. (a) Despreciando la 
energía transferida al núcleo del átomo cercano, encontrar la energía del fotón incidente. (b) ¿,Qué 
porcentaje del impulso del fot ón se tran sfiere ;a l núcleo? 

26. Suponga que un par electrón-positrón se forma mediante un fotón qu e tiene la energía umbral para el 
proceso. (a) Calcular el impu lso transferido al núcleo en el proceso . (b) Suponga que el núcleo es de 
un át o mo de plomo y calcule la energía cinética del núcl eo de retroceso. ¿Está justificado el despreciar 
esta energía e n comparación con la energía umbral supu esta anteriorm ente? 

27. Demostrar qu e los resultados del ejemplo 2-8, expresados en términos de p y t son válidos indepen­
dien temente del área supuesta para la sección cortada. 

28. Demostrar que la longitud de atenuación A es justamente igual a la dis tanc ia promedio qu e un fotón 
viaja antes de ser dispersado o absorbido. 

29. Use los datos de la figura 2- 17 para calcular el espesor de una lámina de plomo que atenúe por un 
factor 100 un haz de rayos X de 10 KeV. 
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3 
Postulado de de Brogl,ie 

Propiedades ondulatorias 
de las partículas 

3.1 Ondas de materia 

Ma urice de Broglie era un físico fran cés quien , desde un principio, apoyó e l punto de vista dP 
Com pton sobre la natura leza corpuscular de la radiación. Sus experimentos y es tudios sobre los 
problemas fil osóficos de la física de ese ti empo, impresionaron tanto a s u hermano Louis, que 
éste cambió su carre ra de his toria a física. En 1924, Louis de Broglie propu$O la existencia tl1· 
ondas de materia en la tesis doc toral que presentó a la Facultad de Ciencias de la Univers idad de 
París. Lo origina l y con cienzudo de su tesis fue reconocido inmediatamente, sin embar~o. s1 15 
ideas fueron consideradas como carentes de realidad fís ica por su aparente falta de ev idencia!­
experimentales. Fue Albert Einstein quien reconoció su importancia y validez y a l rajo hacia ella 
la ate nción de o tros físicos. Cinco años despu és, de Broglie obtu vo el premio Nobel en física. 
cuando sus ideas fueron experimentalmente con firmadas en forma dramática. 

La hipótesis de de Broglie consistía en que el comportamiento dual de la radiación, es decir, 
onda-partícu la, debería ser igualmente aplicable a la materi a. Así como el fo tón tiene asociado 
una onda de luz que gobierna su movimiento, una partícula de mateda (por ejemplo, 11n 
e lectrón) tiene asociada una onda de materia que gobierna su movimiento. Ahora bien, como el 
universo consis te en general, de radiación y materia, la sugerencia de de Broglie es esencial­
men te una a firmación acerca de una gran simetría de la naturaleza. En efecto, propuso que los 
aspectos ondulatorios de la ma teria están re lacionados con los aspectos corpusculares en la 
misma forma c uantitati va que en el caso de la radiación . De acuerdo con de Broglie, tanto para la 
materia como para la radiación, la energía total E de un en te se relaciona con la frecuen cia 1• de 
la onda asociada a su movimiento por medio de la ecuación 

E= hv (3-la) 

y el impulso p del ente se relaciona con la longitud de onda ). de la onda asociada por la ecuación 

p = hj). (3-1 b) 

En lo anterior, los conceptos corpuscu lares energía E, e impulso P, se relacionan con lo¡.; 
conceptos ondulatorios frecuen cia v y longitud de onda A a través de la constante de P lanck h. 
A la ecuación (3-lb) escrita en la forma siguiente se le denomina relación de de Broglie. 

). = h/p (3-2) 

que predice la longitud de onda de de Broglie de una onda de materia asociada con e l movimiento 
de una partícula material de impulso p. 

81 
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Ej,·mplo :{-1. <~•l ;,Cuiíl :;<·rá la longitud J e onda de de 8 rogl1 e J e una pelo ta debéis-bol qu es<· rnucvea 
1111.i \ ,•lw·1•lad 1 = IOm / seg'? 

~lll'(lll¡!,1 111 = 1.0 ~ !! ne (3-2) 

p 
= _1_, - 6.6 x 10- 3.i joule- seg= 6 6 x 10- 35 m = 6.6 x 10- 2& A 

1.0 kg x 10 m/ seg · 11/V 
..t= -

{b) ¿Cuá l será la longitud de onda de un electrón cuya energía cinética es 100 eV? 
En este caso; 

!, /¡ 6.6 x 10- 34 joule-seg 
= ---=== 

J 2mK (2 X 9.1 X 10- 31 kg X 100 eV X 1.6 X 10- 19 joule/eY)112 p 

6.6 x 10- 34 joule-seg 
= = 1.2 x 10- 10 m = 1.2 A 

5.4 x 10- 24 kg-m/seg 

t n lo~ experimento:-; e.le ópt ica geométrica, no se manifiesta la naturaleza ondula tor ia de la 
p rop.igar· ión dt> la luz. va que , las dimensiones importantes de los apa ra tos utilizados so n muy 
~randf>s comparadas con la lo ngi tud de o nda de la luz. Si se representa por a una dimen sión 
ca ra<' tc rís tica Je un a parato óptico (es decir, la a mplitud de una le nte; espejo o rendija) y A es la 
lo 11git11d de onda de la luz que pasa po r el aparato , se es tá en el domi n io de la ópti ca geom étrica 
~,e mpre que J, /a ._. IJ La razón es q ue los efectos de difracción en cualquier aparato siempre 
uc urren pa ra ángulos e.l e aproximadamente O = }.. ja , de modo que los efectos de difracción son 
completame nte despreciables cuando J..fa -+ O. Obsérvese que la óptica geométrica implica la 
pro pagación de rayos . que son s imilares a las trayec torias del movimiento de partículas clásicas. 

S in embargo, cuando la dimensión carac terís ti ca de un aparato óp ti co a se vuelve compa­
rable con , o meno r que, la lo ngi tud de onda A de la luz que pasa po r él, se está en el dominio de 
la ó¡,tica fís ica. En es te caso A/a ~ 1, y el ángulo de difracció n O = }../a es sufi cien te mente 
~ran<lc como para que los efectos de difracción sean fáci lmente observables y la naturaleza 
undu la toria de I uz res u Ita apare nte. Por lo tan to, para observar carac te rísticas ondula torias, en 
,·1 mo vi mie nto de materia, se requieren s istemas con aperturas u obstáculos adecuadamente 
peque ños. Los s iste mas de aperturas, en la esca la más fina, de que disponían los experimen­
taJ o res r·o ntempo rá11 eos de de Broglie , los const ituirían los espacios entre planos de átomos 
J<l yacentes en un só lido, donde a ~ 1 A. (En la actualidad se dispone de s is temas que 
in vo lucran dime nsiones nucleares de~ I0- 4 Á). Considerando los resultados del ejemplo 3-1, 
-,e ve que no se puede esperar poder detectar ningún compor tamiento ondulatorio e n el 
111ovimiento de una pe lo ta J e béis-bol, donde J../a ~ 10- 25 para a'.:::::'. 1 A. Sin embargo , para 
una pa rtícula mat er ial con una masa mucho menor que la de una pelo ta debéis-bol, el impulso p 
se reduce y la longitud de onda de de Broglie}.. = h/ p crece lo suficiente como para que puedan 
observarse efectos d(' tlifracción. Utilizando apara tos con dimensio nes característ icas a = 1 A, 
lus aspec tos ondula to rios en el movi mien to del electrón con }.. = 1.2 A del ejemplo 3-1, 
rcsu lta ríau evidentes. 

E11 1926, Elsasser propuso que la natura leza ondulatoria de la mate ria podía ser probada del 
mismu modo como inicialmente se probó la naturaleza ondulatoria de los rayos X, a saber, 
haci1•11do incidir un haz J e elec trones, con la e nergía apropiada , sobre un sólido cris talino. Los 
útt1111 us del cri s tal :.O I' u ti li zados como un arreglo tridimensional de centros dispersores para la 
unda d cc tró nica y, po r lo tanto, deberán disper sa r fu ertemente a los electrones en ciertas 
direcciones caracterís ticas , de igual forma que en la difracción de rayos X. Es ta ide..t fu e 
,·onf'ir111 ada c xpcrime11ta l111 enl e po r Davisson y Germer en Estados Unidos y por Thomson e n 
l·:-.1·1w ia . 

t:I aparato J e Davisson y Germer se muestra esquemáticamente en la figura 3- 1. Los 
1·ledroncs producidos por u n filamento cali ente son acelerados a través de una diferencia de 
p ull-11 1 ial l ' y e merg<'n del " cañón elec trónico" C con una e nergía cinética eV. Este haz de 
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FIGURA 3-1 
Aparato de Davisson y Germer. Los electrones 
de un filamento F son acelerados por u na 
diferencia de potencial variable V. Después de 
dispersarsf' en el cris tal C. son co lectados por 
el detector D. 

disperso do 

e 

electrones incide perpendicularmente sobre un monocristal de nickel en C. El detector D s<> 
coloca a un ángulo 6 de terminado y se realizan medidas de la int ensidad del haz dispersado para 
varios va lores de l potencial de aceleración V. Por ejemplo , en la figu ra 3-2, se muestra c¡ut> un 
haz fuertem ente dispersado es detectado a 8 = 50° para V= 54V. La existencia de este "pi<'o" 
en el pa trón de electrones dispersados demuestra cualitativamente la validez del postu lado de df' 
Broglie, ya que, s6lo puede explicarse como una interferencia constructiva de ondas dispprsarlas po, 
el arreglo periódico de los álomos hacia los plan.os del cristal. El fenóm en o es aná logo a las bien 
conoc idas " reflex iones de Bragg" que ocurren en la dispersión de rayos X por los planos 
atómicos de un cris tal y no puede entenderse en base al movimiento de una partícula clásica sino 
sólo en base al movimiento de ondas. Las partículas clásicas no pueden mostrar interíPrencia, 
mientras que las ondas si lo hacen. La interferencia que aquí se implica, no ocu rre ent re la!> 
ondas asociadas con un e lectrón y las ondas asociadas con otro, sin o que se refiere a la 
interferencia que ocurre entre diferentes partes de la onda asociada con un elect rón y 'lU<' han 
sido dispersadas por varias regiones del cri stal. Esto se puede demostrar , si se utiliza un haz cJ p 
e lectrones con una intensidad tan baja que los e lectrones pasan por un aparato uno por uno y 

mostrando que el patrón de electrones di spersados permanece inv ... . ante. 

35 40 45 50 55 60 65 70 75 20º 30º 40º 50º 60º 70º 

Energlo cinético (eV) o 

FIGURA 3-2 
Izquierda: la corr ient e del colector l"n el detector D de la figura 3- 1, como función de la 
energía ci n éti ca de los electrones incident es, mostra ndo un máxi mo de difracción. El 
ángu lo O en la figura 3- 1, se ajusta a 50°. Si se utiliza un valor apreciablement e mayor 
o menor, e l máxim o de difracción desaparece. Derecha: la corrien te <·orno funció n del 
ángu lo del detector para un valor fijo de la energía cinéti ca electrónica. S ~ t> \ ' . 
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El origen cfr una refl ex ión <le Bragg, se muestra en la íigura :3.3 y la relación de Bragg, a que 
<>stá s ujeta, se deriva en el pie de figura. 

11J.. = 2 d sen cp (3-3) 

Para las cond icio ues mos lraJas en la figura 3-3, la dis tancia interp lanar efectiva d se puede 
medir por dispersión de ra yos X del mismo cri s tal y resulta se r 0.91 A. Como O= 50º en tonces 
<p = 90° - 50º/2 = 65° . La longitud de onda calculada de (3-3), suponiendo n = 1, resulta 

J..= 2 c/sen<p = 2 x 0.91 A X sen65º = J.65 A 

Para elec trones de 54 eV, la longitud de onda de de Broglie calculada de (3-2), es 

). = h¡p = 6.6 x 10- 34 joule-seg/4.0 x 10- 24 kg-m/seg = 1.65 A 

Esta impresionante concordancia proporciona una co nfirmación cuantitativa de la relación de 
de Broglie entre A • p y h. 

La amplitud del pico observado en la figura 3-2, también se puede entender fácilm ente, ya 
que , los electrones de baja energía no pueden penetrar profundamente en el cristal, de modo que 
sólo un número pequeño de planos atómicos contribuyen a la onda difractada. Por lo tanto, el 
máximo correspondien te a la d ifracc.ión no es estrecho. Sin lugar a dudas, todos los resullados 
exp<'rirnentales estu vie ron en excelente concordancia tanto cualitativa como cuantitati va-

FIGURA 3-3 

Arriba: e l haz fuertemente difractado aO =50º 
y J' = 54V resul ta de la dispersión de tipo 
,mdulatorio por la familia de planos atómicos 
que se muestran. los cuales tienen una dis tan­
cia de separación d = 0.91 A. El ángulo de 
Bragg es <p = 65°. La refracción del haz 
dispersado al at ravezar la superficie del cristal, 
no se indica por simplicidad. Abajo: deriva­
ción de la relación de Bragg, most rando sólo 
<los planos atómicos y dos rayos correspon­
dientes a los haces incidente y difractado. Si el 
número de longitudes de onda que caben en la 
J1stan cia 2[ entre los frentes de onda incidente 
, dispersado, es un e11tero dado por n )., me­
dida sobre el rayo inferior, enton ces, las con­
t ribuc1ones de ambos rayos al fren te ele onda 
el 1spersa<lo, estarán e11 fase y se obtendrá un 
111.íx11no de difracción en e l ángulo <p. Como 
/ ',/ = cos (90° · t.p) = sen <p, se tiene 2/ = 2d sen 
1¡ , ¡,orlo tanto se obtiene la re lación de Bragg 
11 i. = '2d sen 1/J· El máximo de difracción de 
.. ¡,rn1wr ortlen", (ri = 1), por lo general el más 
1111, ·11 ...... 

Haz 
incidente 

Cristal 

. 
.................... J... d =0.91 A 

..._... ______ ...:::,._-->-___, '-./Planos 

atómicos 
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men te con la predicción de de Broglie, aportando evidencias convincentes de que las partículas 
materiales se mueven dé acuerdo con las leyes del movimiento de ondas. 

En 1927, C.P. Thomson demostró la difracción de haces electrónicos que pasan a través de 
películas delgadas, confirmando independientemente y en detalle, la relación de de Rroglie 
;{ = h/p . Así como e l exper imento de Davisson-Germer es análogo a l deLaueen difracción de 
rayos X (reflex ión del an-eglo regular de planos atómicos en un monocristal grande), el 
experimen to de Thomson es análogo al método de Debye-Hull -Scherrer de difracción de rayos 
X por un polvo (transmisión a través de un agregado de cristales pequeños orien tados 
aleato riamen te. Thomson utilizó electrones de mayor energía, que son mucho más penetran­
tes, de modo que son varios c ientos de planos atómicos los que contri bu yen a la onda difractada. 
El patrón de difracción resultante tiene una estructura muy precisa. A manera de comparación, 
en la figura 3-4 se muest ra u n patrón de difracción de rayos X y un patrón de difracción de 
electrones de substancia policristalina (substancia en la que se tiene un gran número de 
c ri sta les microscópicos orientados aleatoriamente). 

Resu Ita interesante hacer notar que J.J . Thomson en 1897 descubrió el elect ró n (caracterizándolo como 
una partícula con una relación carga-masa bien definida) y qui en recibió el prem io Nobel en 1906: fue t>I 

Hoz incidente 

de royo5-X 
o e lectrones 

FIGU RA 3-4-

Poli culo 
cristalino 

Placa 
fotogrófico 

Arriba: arreglo experi men tal para la difracción de Debye-Sc herri·r de rn~·n-. \ " 
electrones por un mal erial po i icristal i no. Ahajo a la izquierda: pal rón Deby1'-S1·lwrr,·1 
de difracr ión de ra yo!> X por rris tales de óxido de Zirconio. Aba¡oa la dererhn : f'alro111 
Dehye-S,·lwrrPr df' difracción de e lcrtrones por rristales de on, 
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Amba: p.11ré,n dt· l.a,w d1• la d1 fran·ió11 dt> rayos X por un monocris tal de cloruro de 
-.od io. Ahu10. pal rú11 dt· Lau r de tlifract: i1111 JC' n t"utrunes de u11 rcac·lor 11u c lear por un 

111onocr1 ... 1al d1·, loruro d1· sod1n . 

Cap. 3 
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pacl n· de C. P . Thomson, qu ien en L 927 descubri ó expcrimc n tal m e 11 I e la d ií nw1·i6r1 d,• clPrl rones, 1 ,•, 1hw t>I 
pr t' 111 io Nobel (con Davisson) en 1937. Acerca dP lo an ter ior esrribió Max .Jammer: "l1110 !:>L' 11w"i111.1ría pM 
d .. rir que a Tho mson , el padre, le í11e o torgado el prem io Nobel por haht'r demostrado q,w t-1 elt>rt rfl11 , . ._ 11r.,~ 
pa rr inda y a Thomso11 , t> l hijo. por habf'r demostrado que el Plt•c t ró11 es II na onda". 

Todos los objetos materiales, cargados o rl esrarp;ados, no solo lo-; i>li'<'t rorws, ni,11 .. ,1 ran 
carac te r íst icas o ndula torias ~n su m ovimie nto, hnjo !:is 1·on tli c..:io11es dP la óptica n~,, :i. Po, 
ejemplo, Estf' rman n , S te rn y Frisch , r ea lizaron ex perime ntos c uan! ita ! i \ ' O'"i a1·<>rca tf¡, la dil nw 
ción de h aces mo lecula res de h idróge n o y haces a tó mi <'os de helio , po r 11 11 nistal de fluorur(, d1• 
litio; asimis m o, f t>rmi . l\ lars h a ll y Zinn dem ostrnron la d iíracc ié,n e i11 lt>rÍ,-.rt>11t'ia dr 111 utron, ~ 

le nt os. E n la íi gu ra 3-5 se m uestra un pa trón dt> difracc ión de ne111ro 1ws en un r·ris111I d1· ,·l,,rn ro 
de sodio . Inc l11 sivf' se> ha cons truido 1111 i11t l"rfe r ó m e tro qu e o p{'ra <'011 k ll'<''> dt· f'lt'<'tro1ws. La 
f'x is te n cia de o n das d i> malt'ria i>s tá bien es lahl('<' ida. 

Resulta ins truc ti vo h acer notar que para podt>r f' n ront rar evid¡•1 < 1as cxpcrim1'ntal1·, d.- la 
naturaleza ond u la to ria d f' la m a t l"ri a, se r u vo q u e reC' u rr ir a lo 11g i1 ud1 ~ d,• rrn da de rlt• Hr"gi;,. 
r e la ti vam e nte gran des. La ni a te ria y la radi a <'i ó n , a mbas p res<'n ta u. propieu.Jut•;.; d,• part k1tla \ 
o n<la, tan to para lo ng it udes d e o nd a ~ ra ncies t·om o peq u eílas. Los aspt'Clos 1·01 i,,usc1 ilar1·'> t,~ 

acen1 (1a n , c ua n do se es tu d ia su e mis ió n o a bsor<' ión, m i<-'nlrn!:> q uf' los a-;pectu~ u11d11ht1ori1, • • 
acent úan , cuand o se es tu d ia su compo r t::1mi<'nlo a l m overs,• a rravPs d r· un si:-:t,·ma. :-:i111 
e mba rgo, los aspec tos o ndula to rios de su m o vi mie nto son mtís d i l"íri lrs dr oh-,t>n ar a nwd irl11 11111· 
su lo ng itud dP on<la es más peque ña. Una vpz más SP put·tlt.: a p reciar <'I pa p<'I ta11 irnporra11 11- q•11 -
juega 13 cons tan l f' <le Planck h. Si h ÍuC'ra <'ero, en A= hl p se nht t>n d ría A= O 1•11 todos 1,,. 
r:asos. Po r lo 1an 10, todas las pa rt ícu las m a t<-rrales rc•nd r ían 1111 a lo ngitud de onda 111,·11111 c¡1w 
<' ua lqu ier dimensió n carac le rís ti ca y nunca ser ía posiblP observar i•fpt·los d<' ditr .. ·,·11rn. 

Aunque e l valor de h d t"fin iti va me ntt> no es rt>r o, t•s p t>qu eño. Es ta pequf'ñf'z dt• /, <·:-. lo ,111,• 
o bscurece la exis t l"n c ia de o ndas m a te ri a les c•n t--1 rn u ndo m acroscé>pico. ya qw·, ._,, dc·b~ 1,111 lo-1•,•1 
impulsos muy pf'gue ñ os pa ra pode r o ht e n e r lo ngi t11d f's rle o nda niensu rabies. Para pal I í1·11 a, 
mac r oscópicas o rdina r ias, su masa <~s ta n grand t• quP e l im p ulso f'~· 111pre lo -,11íic11 111, •11e1 :1· 

g ra 11de com o para qu <" la lo ng itud Of' o ncl a dP dP Brogli e sf'a sufic1entf'm<·nte pt>q111·i', a v .-1• 
e n c 11 e ntrf' fu e ra de l alcan ce de la de recc- ió n t-xperi me nt a l , y así la mP,·:í11 ica dfi:-ic.1 , ,,í11a 

s upre m a. E n e l m u ndo m i<'roscópico, las pa rl k 11las ma t C'ri a les ti l'nt'n ,nasas tan pNp1t·11 .i-. ,¡11,· 
s us impulsos son pe q11 t>ñ os a un cua nd o s us velocida d t's son bas tan!<· al tas. P tir lt1 t.111111, . 11, 

lo n~itudes de onda d e de Brogl i,· son lo suíi1· ie 1111· 111t•11l1· g ra n de:s 1·0111 0 para ser !'omparal,11·:, 1·1111 
las d ime ns io n es ra rac tn ís ri cas dt> los s is te m as de in l<' rés, ta les como ií1on10-;, v 'iU<i pr1111i1·d,11l,· .., 
o ndu la to r ias son ex pe rime ntalme nt e o bse r vables 1'11 -; u mnvimil:'n to. Sin P!llharg11 . 110 dt·l11• 
o lviJarst' qut' e n ~u s int eraccio nes, por ejt>m plo rua nd o son clPt1°<·tadas. ~,,,, pr11pwdad1·s 
corpuscularC'c, so 11 domi n a nl PS aú n <' ua ndo s u '> lo ngi l u d es d<> onda sNrn grn11de .... 

Ej..-rnplo :{-2. En los t>x pPri mt'11 lo!> <'<>ll á tomo~ de h1•lio a lo!, c¡111· a11tt"ri1 ,r 111<· 111r ~·· hizo r,•l,·n·n, 1:1. ,,. 
prod 1H'f' un haz d!• á tomos <·o n vl' loc1dacl casi 11n1 íorme d,• 1.6:{5 X 1 ()'> n11 l,-1·g. p1•rn1 11 i1·11do 1•1 ,·sc:1 ¡11 d, • 
li f' lio en forma de ga'i, a 1rav1'c; dt· 1111 JH'']Uf'ño ng11JPrn 1·11 f' I rf'<·ip1t>11 t1• (J II!' li.> c-ontit>ll<', r•:hando a 1111¡¡ 
rá rn ara pvac11ad:1 v luq~o a travf.., de rt>nd ija!, rn uy angosta" sobro · d1s<'i.>s µ1ra1orio,- par,1 11'111-. d1·, .. rta 
se pa ra,·ión (u n s,•lf'r to r rn ecá ni <'o dt• \•elorid ades). Los á1ornos incide n sobrf' la s11pt•rÍIC'1P d .. 1111 1·n ... 1.1l d1• 
fl u o ru ro df' 1 i I io y Sf' o bsf'r va 1111 haz df' á t ornos dt> hel io f11 f'r l Pntt•n l t> di fra ,· 1 ado e¡ 11 e' 1·111,·r)W d,·l I n .,, a l. FI li ,1t 
difrar tado sr d r tPc' IÓ ,·on u 11 nte•d id or d P prt>sión de a lt a :.f'nsihd itlad . E:1 análisis 11c;11,d d1· 1,,... ri> ... 11 11.1.t, .,.. 
cx pN iment ales de la difracción en el l"ris tal in die'a n u ria long11ud de onda de 0.600 X lO 8 mi. ,;,i :t.11111, .... 1" 
1·0 11 rorda11c1n dC' és ro ,·on el valor caleu ladu de la long1111rl de onda dP de Bro~lit>'? 

La masa de un átomo de he li o es: 

m 
4.00 g/mol = ~~~~_..;;;.~~~~~ 

6.02 X 10~3 a to111/111u l 
= 6.65 X I Ü 27 kg 
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De a1:uer<lo co n la ecuación de de Brogli e, la longi tud de onda es: 

h !, 
}.=-=-

p m v 6.65 X 

6.63 x 10- 34 joule-seg 
= ú.609 

10- 27 kg x 1.635 x 103 m/seg 

= 0.609 

X 1Q- lO m 

x 10-s cm 

Cap. 3 

Es te resu ltado es 1.5% mayo r que el valor medido po r difracción en un cris tal, pero está dentro de los 
límites de e rro r del experimento. ~ 

Experimen tos como el considerado en el ejemplo 3-2 son mu y difíci les de realizar, ya que las 
intensidaues que se ob ti enen en haces atómicos son mu y pequeñas. Los experimentos de difracción de 
neutrones, utilizando cris tales con dis tancia interatómica conocida, proporcionan una confirmació n 
precisa de la ecuación de de Broglie y de la exis tencia de ondas de materia. La precisión se debe a que la 
fue nt e de neur rones en reactores nucleares es mu y abundante y, efecti vamenle, la difracción de ne utrones 
f'S ho) d ía un método impo rtan te para el est udi o de estru cturas cris talinas . Ciertos cri s tales, como los 
orgán icos hiurogenados, son particularmente adecuauos para análisis con difracción de ne utrones, ya que 
lo,; neutrones !>On fuertement e dispersados por los átomos de hidrógeno, mientras qu e los rayos x son 
dispersados mu y débilmen te por dichos átomos. Principalmente, los rayos X interactúan con los elect rones 
t'll el átorno ) lo::. electrones interactÍlan con la carga nuclear as í como con los electrones atómicos por 
fuerzas elel'lrornagnéticas, de modo que su in tera cción con átomos de hidrógeno es débil , ya que su carga 
t'" 111·qucña. Los neu t rones, s in embargo. interactúan co n e l núcleo de los á to mos por medio de fuerzas 
1111,·l t>ar1'!::> ,. la in teracción es fuert e. 

.,, . ., ., ...... La dualidad onda-parlícula 

En la fís ica clásica, la en e rgía es transportada por partíc ulas o por ondas. El fís ico clás ico 

ob~f' r vaha las ondas de agua transportando e ne rg ía sobre la superfi c ie de l agua o ba las transpor-
1a11do en e rg ía del cañ ó n a l blanco. De tales experi en c ias, construye ron un m odelo ondulato ri o 
df' "Ícrtos fenómen os macroscópicos y un mode lo corpuscular para otros fenómenos macroscó­
pi, ·o~. ":< LrapolancJo natura lme nt e estos mode los a r egiones menos accesibles al ojo humano. As í 
¡•e, ·· l'jemplo. se exp li có la propagac ión de l sonido en base a l modelo ondulatorio y la presión de 
lo- ga~cs en base a l m odelo co rpuscu lar (t eo ría c iné ti ca). El éxito o btenido los condicionó a 
1·:,, ¡>crar que tod o e nte debiera ser o partíc ula u onda. De hecho, estos éxitos llegaron a los 
p; .in('ros años del s ig lo veinte, con las a plicacion es de la teoría ondulatoria de Maxwe ll a la 
radiación ~ e l descubrimiento de partículas e lem enta les de mate ria, tales como e l n eutró n y e l 

pu..,ilrón. 
\ -;í pues. el íís ico clás ico no estaba preparado para d escubrir que para poder ente nde r la 

radiación, ,en algunas s ituacio nes e ra necesario invocar un m ode lo corpuscular , como e n e l 
1·Í1·1·to Compton , mie ntras que en ot ras s ituac iones, un m ode lo o ndulatorio , como e n la 
difract·ión de rayos X. Pe ro qui zás, sea más so rprendente e l hech o de que esta dualidad onda­
parlínila ~<'a plique. tanto a la materia, como a la radiación. La re lac ió n carga-masa de l e lectró n 

, ..,11 ra:-1 ro dr ionizaC'ión e n la materia (secuen c ia de co li s io nes localizadas) s ug ier en un modelo 
,·ur¡,u:-cu la r. ~in t> mba rgo, la difracció n de e lectro nes s ug ie re un modelo cor.puscular. E l íís ico 
a1·t11a l ~ah<' que, a un e nt e dado, debe apli{;arl e ambos m ode los. Sin embargo, es importante 
1,~wn nota r que•, e n una m edic ión dada, se d e be apl icar un so lo modelo , ya que n o se puede 
111 il1 Lar amlHJ:,, modt>los bajo las mismas c ircuns tanc ias . Cuando ,ma part ícu la es detec tada , 
11wdia11tt· a lgÍln l ipo de inte racción, actúa co rn o partíc ula , en e l sentido de que está local izada; 
,·11.111do , • .., ,:i <· 11 rrHl\·imienlo, actúa com o o nda. en el sentido de que se observan fen óm e nos de 
i11l1•rf"c·_. r,_. ,1<.ia v. desdt- lu C'go, una o n<la se e xti en<le y no está loca lizada. 

\1 ·d :-. Bo 11r nJsun,ió es ta s ituac ión en s u principio de complementaridad. Los m ode los 
n,rp11..,,·11 l.1r ~ 1111 .!ulalorio "º11 1·0 1Hple mentarios; s i una me<lida prueba e l carácter o ndulatorio 
,¡,. l.1 rud 1 .. wir'1 11 o lu 111 .1t1·ria, 1•111 1.i nr·Ps <'S irnpo~ il,I<' pro har la nal u raleza corpuscular e n e l mis m o 



Sec. 3. l ONDAS DE MATERIA 89 

experimento y v iceversa. El modelo que se utilice lo determina la naturaleza del experime-nto. 
Además, el conocimie nto de la radiación o la materia será incompleto, a menos qut- se 
consideren medidas que revelen tanto los aspectos o ndula torios como los corpusculares. Así 
pues, la radiación y la materi a no son ni s implemente ondas ni s implem ente partículas. Para 
describir este compo rtamie nto, se requiere un mode lo más ge neral , y desde e l punto de- vista 
clásico, más complicado , a pesar de que en casos extremos sea ap licable un modelo ondulatorio 
simple o un modelo corpuscular s imple . 

La conexió n e ntre los modelos corpuscular y o ndula to rio, se encuen tra en una interpretac-ión 
probabilística de la dualidad onda-partícula. En el caso de la radiació n , fu e Eins tei n quien 
unificó las teorías ondulatoria y corp uscular; subsecuentemente Max Born aplicó un argumento 
s imila r para unificar las teorías ondula toria y corpuscular de la mate ria. 

Desd e el punto de vis ta ondulatorio, la intens idad de radiación, / , es proporcional a 82, 
d o nde tS'2 es el promedio sobre un ciclo del cuad rado de la intensidad d e campo eléctrico de la 
o nda. (/ es e l va lo r promedio del llamado vector de Poyn ting y se uti liza el s ímbo lo tC en lugar 
de E, para el campo eléctri co, para ev itar se confu nda con la energía total E) . Desde el punto de 
vista de los fotones o corpuscu lar, la intensidad de la rad iación se escribe· como I=Nhv, donde N 
es e l número promedio d e fotones que cruzan una unidad de área, perpendicular a la dirt>c-ción 
de propagac ión, por unidad de t iempo. Fue Einstein quien sugirió que 8 2 , que en la tf-oría 
electro magn éti ca es proporcional a la ene rgía radiante en una u111dad de volumen, podría 
inte rpretarse como una medida del núme ro promedio de fo tones por uni,fad de volumen. 

Recuérd<>se que Eins tein introdujo la idea d e granularidad en la radiación, abandonando la 
inte rpretación continua de Maxwell. Esto conduce a una interpretación es tad ística de la 
inte ns idad. Desde este punto de vista, una fue nte puntual emite fotones a l azar en todas 
direcciones. El número promedio de fotones que c rucen una unidad de área, decrecerá a mf"rlirla 
que aumente la dis tancia entre la fuente y el área. Esto se debe a que los fotones se dispcrc;;a n 
sobre una esfera cuya área es ma yo r a medida que están más alejados de la fu ente. Como el área 
de una esfe ra es proporcional al cuadrado de su radio, en promedio, se obtiene una IE"y 
in ve rsamente proporcional a l cuadrado para la inten s idad , de igua l modo que en el raso 
o ndu lator io. Desde el punto de vis ta ondulatorio, puede imaginarse que, desde una f uenl<', se 
gf'neran ondas esféricas cuya intens idad di sminuye en forma inversam ente proporcional a la 
rli gta nc ia d e la fu en te. En es te caso, es las ondas se pueden considera r como ondas gu ía para los 
foto nes, c u ya intens idad puede medirse por 6"2 , las ondas por sí mismas , no poseen t>nergía -solo 
son fo to nes- pero son una constru cción artificial c u ya inte ns idad niirl, el número promedio 
ele fotones por u nidad df' volumen. 

Se ha u1ilizado la palabra "promedio", porque los procesos de emisión son de natura leza 
c's tatlís t ica. No se especifica cuánt os fo tones cruzan una unidad de área por unidad df' t iempo, 
... oto su nú n1f' ro pronwdio; su número exac to puede fluc tuar en el espacio y en el tiempo, d~l 
mismo modo como en la teoría c inética de los gases ex is ten íl uc t uaciones de muchas cantidades 
rPspcc lo a un valor promedio. Sin embargo, se puede afirm ar categóricamente, que la 
probabilidad UC' que un fotón cruce una unidad de área a 3 m de la fuente, es cxacramente un 
novcno dP la probabilidad de que un fo tón c ruce una unidad d e área a 1 m de la fuente. Por lo 
1ar110, "º la fórmula != /Vhv, N es un va lor promedio que es una medida de la probabilidad de-
1·1wontrar a un fo tón <'ruzando una unidad de á rea e n una unidad de ti empo. S i se igualan las 
PXprt•siones ondula to ria y corpuscular, se ti ene; 

I = (1 / p 0c)6 2 = hvN 

df-' modo qui· á:! t•s propor<'ional a N. Ent onr.Ps, la inl erpre tación de Eirn,tein df' 6 2 , como 
11ic-dida prohabilís ti<'a de la dens idad de fo to nes, se va ac larando. Se espera qut>, como en la leoría 
1·111(·1 in1 , la.., f1u(·t 11aciot1f's respecto a un promf'dio sean más notor ias a bajas inlcns idadt>s que a 
al fa-; intt·ns idar!f,,_. clP modo que>, f' n ese caso, los fenómenos granulares cuán licos co11 1radicen 
111.'1 ~ dr.1111:,ri,·.11111·111 1· "' punt o J r vis ta del <·~pec tro continuo d ásif'o. 
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En ana logía al punto de vista de Einstein de la rad iación, Max Born propuso una unión similar 
de· la dualidad onda-partícula de la materia. Esto s ucedió varios años después de 4ue Sch ro­
di 11ger <lcsarrolló su general ización del pos tulado de de Broglie, llamada mecánica c uánti ca. La 
li·otía de Schrodinger será examinada cuan titati vamente en capítulos posteriores . Aquí sólo se 
1 r .. 1Lará de usar la idea de Born, en forma cualitati va para conceptualmente preparar el escenario 
para un anál is is de tallado subsecuente. 

SC' a~ociará a las o nda~ de materia algo más que una long itud de onda y una frecuencia. Esto se 
liará i11troduciC'ndo una func ión que represente a la onda de d e Broglie, llamadajiinción de onda. 
P,Jr ejt>rnplo, para partículas moviéndose en la dirección x con un valor preciso de su impulso 
linea l \ s u e11e rgía, la función de onda se puede escribir s impleme nte como una función senoidal 
il,• arnp litu<l A, tal co rn o : 

'Y(x,t) = A sen 21r( 1- vt) (3-4a) 

E::Hu e.., a11álogo a 

ó(.~, t) = A sen 21r( { - vt) (3-4b) 

para el campo eléctri co de una onda electromagnéti ca senoidal con lo ngitud de onda A, y 
frecuenc ia l' , moviéndose e n la dirección x . La cantidad 'Y2 para ondas de materia, se 
1'.0111purtará de manera análoga al de <ff2 para ondas de radiación. Esa cantidad, e l promedio del 
cuadrado de la función Je onda de o ndas de materia, es una medida de la probabilidad de 
encontrar a u:1a part ícula por unidad de volumen, en det erminado lugar a un tiempo dado. As í 
como tff' es una función d el tiempo y del espacio, también lo es 'Y , y como se verá después, as í 
.-01110 tS sat isface una ecuación de onda, as í también 'Y (la ecuación d e Schrodinger) . La 
cant idad ~ es una onda (de radiación) asociada con un fotón , mientras que 'Y es una onda (de 
matNia) asociada con u na partícula. 

Como dice Born: De a cuerdo con este punto de vis ta, el curso completo de eventos está 
gouernado por las leyes de la probabilidad, a un estado en el espacio , le corresponde una 
probabilidad defini t iva, la cual es dada por la onda de de Ilroglie asoc iada con el es tado . Por lo 
tanto, un proceso mecánico es acompañado por un proceso o ndulato rio, la onda-guía, descrita 
por la ecuación d e Schrodinger, c uya importancia está en dar la probabilidad de un cuerso 
Jefimtivo del proceso mecánico. S i por ejemplo , la amplitud de la onda-guía es cero en cierto 
pun to Jel espacio, esto quie re decir que la probabilidad d e encontrar al electrón en ese punto es 
despreciablemente peque ña". 

Así co11,o desde el punto de vista de Eins tein de la radiación , no se especifica la pos ición 
exacta de un fotón , s ino que en su lugar se espec ifica '9 2 , la probabilidad de encontrar un fo tón 
cu ciNta pos ición a un tiempo dado; así también , desde el punto de vista de Born, no se 
e::-f>t'ciríca la posic ión ac ta de una partícula a un ti empo determinado, s ino que se espec ifica 
'Yt, la probabilidad de encontrar a la partícu la en cierta pos ición a un ti empo dado.Además, as í 
como se acostumbra a sumar funciones de onda (C 1 + 6"2 = <ff) para dos ondas elec tromag­
nél icas superpuestas, cuya intensidad resultante se obtiene de <ff2 , así también se podían sumar 
las íunciones Je onda de dos ondas de materia superpuestas (\J·\ + \Y2 = W) cuya intens idad 
n·su l tan te será dada po r 'Y2 . Es decir, un principio de superposición es aplicable tan to a ondas de 
niatcria como a radiación. Es to concuerda con el sorprendente hecho experimental , de que la 
materia presenta propiedades de interfe rencia y difracción , hecho que s impleme nte no puede 
exp lica rse e n base a las ideas de la mecánica clásica. Dos ondas s iempre se pued en combinar de 
modo tal que resulte una onda de intens idad grande o que se cancelen, ya que pueden 
supe rponerse construc tivamente (en fase) o destructi vamente (fuera de fase), pero dos 
partículas clás icas no se pueden combinar de modo tal que se cancelen. 
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Posiblemente, el estudian te aceptará lo lógico de la fusión de los conceptos de onda y de 
partícula y, s in embargo, se preguntará si una in terpretación probabilís tica o estadística cc>s 

necesari a. E n 1927, Heisenberg y Bohr fueron los primeros en demostrar que en la unión de las 
descripciones ondulatoria y co rpuscular de la materia y la radiación, es esencial el conct>plo rlt> 
probabi lidad. Estos temas serán in vestigados en las siguientes secciones. 

3 .3 El principio de incertidumbre 

El uso de cons ideracio nes probabilísticas, no es ajeno a la física clásica. Por ejemplo, la mediniC'a 
estad íst ica clásica utiliza la teoría de la probabil idad. Sin e mbargo, las leyes básicas de la física 
clásica (tales como las leyes de Newton) son deterministas, y el análisis estadístico es 
s implemente un instrumento que se utiliza en el tratamiento de s istemas muy complicarlos. Por 
o tro lado, de acuerd o con Heisenberg y Bohr, el punto de vista probabi líst ico es fundamental Pn 
la fís ica cuántica y e l determinismo debe ser descart ado. A con linuación se verá cómo:-,(' ll<'ga a 
esta conclusión. 

En mecánica clás ica, pueden resolverse las ecuaciones de movimiento de un sistema <'On 
fuerzas dadas, para obtener la posic ión y el impulso de una part íc ula para todo valor <l<'l tiempo. 
Todo lo que se necesita conocer es la posición e impulso de la partícula para algún valor del 
ti empo, l = O (las condiciones iniciales), y el movimiento ful uro será determinado exactamentf'. 
Es ta mecánica ha s ido utilizada con gran éxito en el mundo macroscópico, P !1 astronomía por 
ejemplo, para predecir los movi mien tos subsecuentes de objetos en hase a sus movimiento::. 
iniciales. Sin embargo, nótese, que en el proceso de hacer observaciones, el ohs<>rvadúr 
intera<'túa con el s is tema. Un ejemplo de la astronomía moderna, es la m edición pn~cisa dP. la 
posición de la luna, haciendo rebotar ondas de radar en ella. El movim iento dP la luna er. 
perturbado por la medición, pero su masa es tan grande que la perturbación se puede ignorar. En 
una escala más pequeña, como un ex perimen to macroscópico bien diseñado sobre la rit•rra, 
d ichas perturbac iones son también generalmente muy pequeñas o al me nos, con trol ahlt•s y si• 

pueden to ma r en cuenta de a ntemano por cálculos adecuados. Por lo tanto , el físico clási< o 
suponía, de modo natural, que en el campo de los s is temas microscópicos, la posieión y ,..¡ 
impulso de un objeto, como un elect rón, podrían determinarse exactament<> por niPdio d,, 
observac io nes si milares. Heisenberg y Bo hr pusieron en tela de juicio esta supos ieió11. 

La si tuación es mu y s imilar a la que exis tía a l nacimiento de la teoría de la relatividad. Lo:, 
físicos hablaban de int er valos de ti empo y lo ngitud , es decir, espacio y tiempo, sin preguntnrsP 
críti camente cómo son medidos en realidad. Por ejemplo, se hahlaba ue la simultaneidad de dos 
even tos separados, s in s iquiera preguntarse cómo se podría establerf'r dicha simultant>iclad. 
Eins te in demost ró que la s imultaneidad no era un concepto absoluto, como se había sup11esto 
a ntes, s ino que dos eventos q ue son simult áneos para un observador, ocur rf'n a tiempos 
diferentes para otro observador que se mueve respecto al primero. La si mulraneidad es un 
concepto re lativo. Así pues, de modo similar, debe preguntarse cómo se mide realnwnll· In 

pos ic ión y el impulso. 
En un ex perimento real, ¿se puede de te rminar la pos ición y el impu lso de la mnft•ria o la 

radiación , en el mis mo ins tante? La respues ta que se obtie ne de la teoría cuántica , ~s: no más 
exac tamente que lo permitido por el principio de incertidumbre clf' Heisenberg. Exi-;ten dos parles 
de es te princ ipio, también ll amado principio d e indetermi nación. La primera partt' impli<'a In 
medición s imultánea de la posición y el impulso. Afirma que en un experimento no st> puede 

determinar simu l1 áneamente el va lo r exac to d e una romponen te del impulso, es deC'ir, pL ele 
una partícula y también e l va lo r exacto de la coordenada correspondiente x. Por otro lacio, la 
precis ión e n la medición estará inherentemen te limitada por el proceso dt:! medida en sí, de modn 
tal que 

2,.p J;ó.x > t, /2 (3-5) 
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<l mde el impulso Px se conoce has ta una incer t idumbre de b..px y al mismo tiempo, la 
pos ición x has ta una incertidumbre de b..x . Aquí, ñ (Léase /,- barra) es una notación 
s implificada en lugar de h/27T , donde h es la cons tante de Planck . Es dec ir ; 

ñ = h/21r 

Existen las re laciones correspondientes para las otras compon entes de l impulso, a saber , 
b..p11b..y > li/2 yó.p:.ó.z > ñ/2;y asim ismo para el impulso angu lar. Es impo rtante hacer notar 
que este p ri ncipio nada tie ne que ver con los ade lantos en la ins trumentación que conduzca n a 
mejores dete r,minacio nes s imultáneas de Px y x . Lo que el principio afirma es que aún con 
ins trumentos ideales, nunca se pued e superar ó.pxó.x > ñ/2 . Obsérvese también que se 
im plica un producto <le ince rtidumbres, de modo que, por ejemplo , en tre más se modifique un 
experime nto para mejo rar Px• más se sacrifi ca la habilidad de pod er determinar x con 
prec is ión. S i Px ~e conoc ie ra exac tamente, se ignorar ía totalmente la x (es decir, s i ó.pu; = O, 
ó.x = ro). Por lo tan to, la restricción no está en La precisión con La que se pueda medir x o Px , 
sino en el producto ó.pró.x e 11 una medida s imultánea de ambas. 

La segu nda parte J e l pr incipio de incer tidumbre es tá re lacionada con medidas de la energía E, 
y el tiempo t necesa rios para medir , por ejemplo, e l intervalo ó.t durante e l cual un fo tón es 
l"mi tido de un á tomo con una variació n en su energía i:::,.E . En es te caso 

b..Eb..t > ñ/2 (3-6) 

donde ó.E es la incertidumbre en el conoc imiento de la energía E del sis tema y 6-t e l 
intervalo ca racterís tico de la rap idez de cambio del s is tema. 

Más ade lan te se demos trará que las relaciones de He isenberg se puede n de rivar d el pos tulado 
de de Broglie y de propiedades senci llas comunes a toda o nda. Dado que el pos tulado de de 
Brogl ie se puede ve rifi ca r por los experimentos descritos anteri ormen te, se puede afirmar que el 
principio de incertidumbre se basa en e l ex pe rimenl o . As imismo , pron to se ve rá que este 
principio es cons is te nte con o tros experimentos. Sin embargo, prime ro se debe hace r no tar que, 
una vez más , la cons tante de Planck si rve pa ra dis tingui r los resultados c uánticos de los clás icos. 
S1 h , o ñ , fuera cero en (3-5) y (3-6), no habría ninguna limitació n bás ica en las medidas, 
co rn o es e l caso en el punto de vis ta clásico. Una vez más, la peque ñez de h, es lo que pone al 
principio fu era de las ex pe riencias ordinarias. Lo a nte ri or es análogo a la pequeñez de la relación 
de e n s ituaciones macroscópicas, que pone a la re latividad fuera de alcance en experi enc ias 
ordinarias. Por lo tanto, en princ ipio, la fí sica clásica tiene una va lidez limitada y, en e l dominio 
microscópico. conduc irá a con tradicc io nes con lo$ resu ltados ex perime ntales, ya que s i x y p no 
pueden de terminar~e simu lt áneamen te, e nto nces las condicio nes iniciales d el movimiento no 
se pueden especifica r exac tamen te y consecuentemente no se podrá determinar con precis ión el 

comport a mient o futuro d<' un s is tema. En luga r de hacer predicciones de terminis tas sólo S<' 

puetle n enun ciar los resu lt ado!:> más probables tic una observat:ión , ciando las probabilidadc~ 
relati vas tle que ocu rran . E 11 ef e<' IO, co rn o el hed10 <l e observar un s is te ma lo pert urba d e modo 
no 1.:omp le tamcnte predec ible, la observación cambia el movi mie nto ant erior del s is tema a un 
es tado de mo vimie nto nue vo que no puede ser conocido completame nte . 

En lo s ig ui ente se mos tra rá el o rigen fí sico del principio de incertidumbre, y en es te proceso 
se ob tendrá un a vis ión más clan.1 4u e ayudará a apreciar mejo r u 11 a demostración más formal 
que se da en la secc ión s uusecue nte. Primerame n te, se utiliza un experimento de pizarró n 
debido a Bohr, para verifi car (3-5). Se propone medir, tan exactamen te co mo sea pos ible, la 
pos ición de una par tícu la "'pun lual", como un elec trón. Para ma yo r precisión , se utiliza u11 

rni cros<'opio para o bsNva r a l e lec trón, como el que se ilus tra en la figura 3-6. Para pode r ver al 
e le1·1ró11, es llt't·e~a ri o ilu minarl o , ya que lo que ve e l obse r vado r, son los fotones de la 111 1. 

d1 ~1wn,aclos por e l t· lct·tró11 . En es te punto, aún 5i11 hace r cálcul o a lg uno, se puede ve r cómo 
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a pa rece el principio de incer tidumbre. El propio acto de observar al electrón lo perturba. En el 
momento de iluminar al electrón, éste retrocede a consecuencia del efecto Compton, de modo 
tal que, como se verá, no se puede determinar comple tamente . S in emba rgo, s i el electrón no 
es tá iluminado, no puede se r observado (detec tado). Por lo tanto, el pri rwipio de incertidumhrc> 
se refiere al proceso mis mo de medic ión y expresa el hecho de que siempre existe una 
interacción indete rminada ent re e l observador y lo observado; no ex iste nada que pueda hace rse 
para ev itar es ta interacción o para compensarla por adelan tado. En el caso que ~e es lá 
considerando, se puede tratar de reducir la perturbación al electrón lo más posible, ut ilizando 
una fu en te de luz débil. La fu en te más débil que se puede obtener será tal que se observará al 
e lectrón sólo si un solo fotón dispersado entra en la lente objeti vo. La magnitud del impulso de l 

Región disponible 
poro los fotones que 

e ntran en lo lente 

JA.. Observador 

Lente objetivo 

Fuente de luz 

Componente-x del 
impulso lineal del 

/ fotón dispersado, 
~ (h/A)sen8 

, 1 s· 1 

\\ !f'
1

,mpvbo lineo/ del \f '"---.:.:.. lotón dispersado 

Componente-x de/ 1 . I 1. 1 d I Fotón incidente con ,mpu so meo e . . 
electrón de retroceso, J,/ >. impulso ltneol 
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FIGURA 3-6 
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Microscopio del experimen lo de pizarrón de Bo hr. Arriba: e l aparato. C<>ntro: 
di s pr.rsió 11 ele un fo 1ó11 d,, iluminación por un e lect rón. Abajo: imagen del pa rrón de 
diírac:,:ión del e lec- 1rón , vis to por e l 0b!-ervador. 
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fotón es p = h/J... Pero el fotón puede ser dispersado en cualquier dirección dentro del ángulo 
20' r¡ue subtiende la len te objet ivo en el electrón. Por esta razón, no es posible considerar la 
i11t<'rarción. Por lo tanto, se encuent ra que la componente x del impulso del fotón puede variar 
<lesde + p sen f)' hasta -p sen (}' y su incertidumbre después de la interacción está dada 
por: 

ópw = 2psen {)' = (2/z/J,.) senfJ' 

Por la conservación del impulso, se requiere que el electrón reciba impulso de retroceso en la 
dirección x que será igual en magnitud al cambio en la magnitud de la componente x del impulso 
cJel fotón y, por lo tanto, la componente x del impulso del electrón, tendrá una incert idumbre 
Jada por la misma can tidad. Obsérvese que para reduci r ópw, se puede utilizar luz de mayor 
longitud de onda o uti lizar un microscopio cuya lente objeti vo subtienda un ángulo menor. 

¿Qué hay de la posición del electrón a lo largo de x? Recuérdese que la imagen de un punto, en 
un microscopio, no es un punto, sino un patrón de difracción; la imagen del electrón es 
" borrosa". El poder de resolución del microscopio determina la exactitud última a la cual se 
puede local izar el electrón. Si como medida de la incertidumbre en x se toma la amplitud del 
máximo de difracción central, una expresión bien conocida para e l poder de resolución de un 
microscopio <la: 

Llx = J,./senO' 

(nótese que como sen O~ O,. este es un ejemplo de la relación general , a~ )./8 entre la 
dimensión característica de un aparato de difracción, la longi tud de onda de las ondas 
difractadas y el ángulo de difracción). En tonces, el único fotón disponible debió originarse en 
algún lugar dentro de esta región del eje del microscopio , de manera tal que la incertidumbre en 
la posición es Llx. (No se puede asegurar exactamente en dónde se origina un fotón dado, a 
pesar de que un número grande de repeti ciones del experimento, los fotones que forman la 
imagen to tal, producirán el patrón de difracción que se muestra en la figura). Obsérvese que 
para reducir ó.x se puede anal izar luz de longi tud de onda más corta o una lente objetivo que 
subtienda un ángulo mayor. 

Tomando el producto de las incert idumbres, se en cuentra 

Ópz Llx = ( 2
h sen e')(-).-,) = 2h 

). sen e (3-7) 

en concordancia razonable con el límite último h/2 que fija el principio de incertidumbre . No 
PS posible hacer Llpz y Llx simultáneamente, tan pequeñas como se quiera, ya que el 
procedimiento que reduce una de ellas incrementa la o tra. Por ejemplo, si se utiliza luz de 
longitud de onda corta (por ejemplo rayos 'Y) para reducir L).x obteniendo una mejor 
resolución , se aumenta el re troceso de Compton y aumenta Llpx, e inve rsamente. De hecho, la 
longitud de onda, ). y el ángulo 6' subtendido por la lente objetivo, ni siquiera aparecen en el 
resultado. En la práctica, los resultados experimentales serán peores que lo que se sugiere e n 
(3-7), ya que dicho resultado representa el caso más ideal posible . Sin embargo, se llega a ese 
resultado a partir de fenómenos físicos genuinamente mens urables, a saber, el efecto Compton 
y el poder de reso lución de una lente. 

En real idad, el estudiante no debe pensar que hay algo de misterioso en este resultado. Es un 
resultaJo directo de la c uantización de la radiación. Fue necesario t ener al men os un fotón 
iluminando al elect rón, o de ot ra forma no habría iluminación; y aún un so lo fotón lleva un 
impulso de magnitud p = h/J... Es este único fotón e l que provee la interacción en t re el 
lllÍC'roscopio y el electrón . Esta interacción per turba la partícula de modo tal, que no se puede 
predecir ni con trolar y el resultado es que ni las coordenadas ni el impulso pueden conocerse 
rnmpl,·tamente después de una medición. Si las leyes de la física clásica Íllt'Sc>n válidas, entonces 
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la radiació n sería cons ide rada como continua en lugar de gra nular y la il uminación se podría 
red u cir a n iveles a r bitraria me nte pequeños a l mism o ti empo que se utili zarían longitudes de 
o nda arbitrari as para o bten er una resolución " perfecta". En princip io n o h abría un lími te 
in fe rior s imult án eamente pa ra la reso lu ción y e l impulso de re troceso y n o ha bría pri ncipio ele 
incertidumbre. Pero esto no se pued e hacer , un fotón es indiv is ible . U n a vez más se pued e ver de 
ó..pxó..x > h/ 2, que la con s tante de Plan c k es una medida de la mínima p er tu r bac ión in con lro­
lable que dis tingu e a la fís ica cu ánti ca de la fís ica clás ica . 

Aho ra se con s iderará (3-6) que re laciona la incertidumbre en la en ergía y en e l ti em po. Pa ra e l 
caso d e una partícula libre, (3-6) pued e obten erse de (3-5). que relaciona la posición y el 
impulso e n la forma s iguiente. Cons idérese un e lectrón que se mueve a lo largo del eje.'\' y cuya 

en ergía se puede escribir como E= p;/2m. S i la incertidumbre e n Pa: est á dada por ó..px, en ton­
ces la incert idumbre en E estará dada por ó..E = (pa:f m)ó..pa: = va:Ó..Pa:· En este caso V:r- puede in­
terpretarse com o la ve locidad de re troceso a lo la rgo d e x , de l elec trón que es iluminad o para 
m edir su posic ión o s i e l tiempo requerido para una m edida es ó..t ,entonces, la incertidumbre en 

s u posición x es ó..x = va:ó..t . Combinando ó..t = ó..xf va: yó..E = va:Ó..Pa:, se obtien e ó..Eó..t = ó..pa:c.X. 
Pero ó.pa:ó..x > li/2 . Por lo tanto : 

ó..Eb.t > ñ/2 

Ejemplo 3-3. La velocidad de una. tabla (m = 50g) y la velocidad de un electrón. (m = 9. J X 10- 28 

g) se mid en y resu ltan iguales, a 300 m/seg, con una incerli dumbre de 0.01%. ¿Cuál será la exar tilud 

fun dame nt al con qu e se podrá determinar la posición de cada una, s i la posición y la velocidad se miuen 

s imultáneament e en el mismo experiment o? 
Para el e lectrón 

p = mv = 9. 1 x 10- 31 kg x 300 m/seg = 2.7 x 10- 28 kg-m/seg 

y 

óp = móv = 0.0001 x 2.7 x 10-2a kg-m/seg = 2.7 x 10- 32 kg-m/seg 

de modo qu e; 

6.6 x 10- 3~ joule-seg 
= .., x I O 3 m = 0.2 cm 

4 ,r x 2.7 x 10- 32 kg-m/seg -

Para la bala 

p = mv = 0.05 kg x 300 m /seg = 15 kg-m/seg 

y 

óp = 0.0001 x 15 kg-m/seg = 1.5 x 10- 3 kg-m/seg 

de modo qu e; 

6.6 x 10- 34 joule-seg 
3
., 

- - ------,-- - - - = J X 10- · · m . 
4 ,r x 1.5 x 10- 3 kg-m/seg 

Po r lo tant o, pa ra obje tos macroscópicos, ta les como balas, e l principio de incertidu mbre no impone 
límit es prácti cos en el procedimiento de medi ción, ya qu e ó:i.· en este caso r esult a aproxi madnmen tP 
J0-17 veces el di ámetro de un n(1r leo; pero para objetos microscópicos. co mo elel'tro nes. existPn lím 1l t'c; 
prácticos, ya qu e en f's te ejemplo .út..1· resulta 107 veces el di áme tro de u n áto mo. ~ 

3.4 Propiedades de ondas de materia 

En est a se<'c ión se d erivará e l principio de incertidumbre combinando las re lac iones df' dr 
Broglie- Eins te in , p = h f }, y E = h11 , con propiedades ma temáti cas simples que son univer · 
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sales a todas las ondas. Se empezará el desarrollo de estas propiedades llamando la atención a 
una paradoja aparente. 

La velocidad de propagación w para una onda con longitud de onda A y frecuencia v , está 
dada por la relación familiar, que más adelante se verificará 

\V= AV (3-8) 

Evaluando w para una onda de de Broglie asociada con una partícula de impulso p y energía to tal 
E se obtiene; 

h E E 
w =AV= -- = -

p h p 

En seg u ida se supone que la partícula se mueve a una velocidad v no relativis ta en una región de 
ene rgía potencial cero. (La validez de las conclusiones no será limitada por estas suposiciones). 
Evaluando p y E en términos de v y de la masa m de la partícula se encuentra 

E mv2/2 v 
w=-=--=-

p m v 2 
(3-9) 

Este resultado es, en apariencia preocupante, pues parecía que la onda de mater ia no viaja a la 
misma velocidad que la partícula que representa , pero en realidad no existe dificultad alguna 
como se demostrará en la discusión que sigue. 

Imagínese a la pa r! ícula moviéndose a lo largo del eje x, sin la acción de fuerzas ya que su 
energía potencial tiene el valor constante cero. Tambi én moviéndose a lo largo del eje x se ti en e 
a su onda de materia asociada. Supóngase también, en este experimento de pizarrón, que a lo 
largo del eje x se han dis tribuido un conjunto (hipo tético) de instrumentos capaces de medir la 
amplitud de la onda de ma teria. Para c ierto tiempo t = O, se registran las lecturas en estos 
instrumentos. Los resultados del experimento pueden presentarse en una gráfica de los valores 
instan táneos de la onda, que se designan por ':Y(x, t), como función de la dis tancia x, al tiempo 
fi jo t = O. En este momento no se necesita saber mucho acerca de ondas de materia para darse 
cuenta que cualitativamente la gráfica debe asemejarse a la que se muestra en la figura 3-7. La 
amplitud de la onda de materia, deberá estar modulada de modo tal, que su valor será diferen te 
de cero sólo en una región finita del espacio en la vecindad de la partícula. Esto es necesario 
porque la onda de materia, de algún modo, debe estar espacialmente asociada con la partícula 
cuyo movimien to controla. La onda de materia tendrá la forma de un grupo de ondas y a medida 
que transcurra el tiem po, el grupo seguramente deberá moverse a lo largo del eje x con la misma 
velocidad que la partkula. 

11'(x, t) t=O 

FIGURA 3-7 

Una onda de J e Broglie para una partícula. 
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El estudiante podrá recordar, de su estudio del movimiento de ondas clásiras, que pa ra ,,1 
movimiento de un grupo de ondas es necesari o distinguir entre la velocidad g del grupo y la 
velocidad 11', mu y diferente, d e las oscilaciones de las ondas individual es. Desde lul'~o eslo 
resulta alentador, pero debe demos trarse que ges igual a la velocidad de la part íc,tla. Para c->s to, 
se desarrollará una relación ent re g y las cantidades,, y A , comparable con la relación (~~-8) 
entre w y estas can tidades. 

Se empezará considerando el caso más simple de movimiento ondulatorio, una onda senoidal 
de frecuencia v y longi tud de onda A, que tiene amplitud constante y unitaria desde - oo 
hasta + co . pero que se mueve con velocidad uni forme en la dirección en que x aumenla. Una 
onda tal, puede represen tarse matemáticamente por la función : 

'Y(x, t) = sen 27T(1- vt) (3- t Oa) 

o en una forma más conveniente 

o/(x,t) = sen 27T(Kx - vi) donde K = 1 /J. (3- 10b) 

Que lo anterior representa la onda descri ta, puede verse de las consideraciones s iguient es: 
l. Fijando la x, en cualquier valor , se o bserva que la función oscila senoidalmente con 

frecuencia v y amplitud uno. 
2. Fijando t, se observa que la función tiene una dependencia senoidal con x, con longitud d<' 

onda ). o Longitud de onda recíproca K. 

3. Los ceros de la fun ción, que corresponden a los nodos de la onda que repre$enta, ~t> 

encuentran en las posiciones x 11 para las cuales 

o 

27T(Kx,.1 - vt) = 7Tn 

n V 
Xn = - +- t 

2K K 

n=0,±1, ±2, ... 

Por lo tanto , estos nodos y de hecho todos los puntos sobre la o nda se mueven en la dirección en 
que x crece, con velocidad 

que es igual a 
W = V/K 

Nótese que lo an terior es idént ico a (3-8), ya que K = 1/ A. 
En seguida se analizará el caso en que se modula la amplitud de las o ndas para formar un 

grupo. Matemáticamente se puede obtener un grupo de ondas moviéndose en la direcc ión en 
que x crece, similar al grupo de o ndas de mater ia que se ilustra en la figura .1-7, sumando un 
número infinitamente grande de ondas de la fo rma (3-lOb), cada u na con frecuencia,, y 
longitud de o nda recíproca K infi ni tamente diferen tes. (Pronto se explicará cómo sucede lo 
anterior). Sin embargo, las técnicas matemáticas se complican y para e l propósi to presente, será 
suficie nte cons iderar qué sucede si se suman sólo dos de esas ondas. Por lo tanto, se toma 

(3-11) 

donde 

\.J\(x,t) = sen 27T[Kx - vi ] 
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y 

Ahora bien, 

senA + senB = 2 cos [(A - B)/2] sen[(A + B)/21 

Aplicando lo anterior al caso que nos ocupa, se tiene 

[
dK dv J [(2K + dK) (2v + dv) J 'Y(x, t) = 2cos 21r 2 x - 2 1 sen21r 

2 
x -

2 
t 

como dv « 2v y dK « 2K, esto es: 

. (dK dv ) 'Y(x,t) = 2 cos 'l.1r 2 x - 2 t sen 21r(Kx - vt) (3-12) 

En la figura 3-8 se muestra una gráfica de 'Y (x, t) como función de x para el valor fijo t = O. 
El segunJo término de 'Y (x, t) es una onda de la misma forma que (3-lOb), pero modulada por 
e l primer término, de modo que las oscilaciones de 'Y (x , t) caen dentro de la envolvente cuya 
amplitud varía periódicamente. Dos ondas cuyas longitudes de onda recíproca y frecuencia 
difieren ligeramente, se interfieren y se refuerzan alternativamente de modo tal que se 
producen grupos sucesivos. Estos grupos y las ondas individuales que contienen, se mueven en 
la dirección en que x crece. La velocidad w de las ondas individuales se pueden evaluar 
considerando el segundo término de 'Y (x, t) y la velocidad g de los grupo- se puede evaluar 
del primer término. Una vez más, procediendo como en la consideración 3, se obtiene 

y también el resultado nuevo 

V w=-
K 

dv/2 dv 
g=-=-

dK/2 dK 

(3-13a) 

(3-13b) 

Para un número infinito de ondas que se combinen para formar un grupo en movimiento, se 
puede demostrar que la dependencia de la velocidad de ondaw y la velocidaddegrupogconv, KY 

111(.t. t) 

+ 

~etc 

FIG l iRA :{-8 
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dv/dK es exactamente la misma que para e l caso sencillo que se ha considerado. Las ecuaciones 
(3-13a) y (3-13b) tienen validez general. 

Finalmente, se tienen las condiciones para poder calcular la velocidad de grupo g del grupo de 
ondas asociado con la partícula en movimiento. De las relaciones de Einstein y de de Broglie se 
tiene 

V= E/h y K = 1/A = p/h 

de modo que 

dv = dE/h y dK = dp/h 

Por lo ta'nto , la velocidad de grupo es: 

Igualando 

se obtiene 

g = dvjdK = dE/dp 

mv2 

E=-
2 

y 

dE mv dv 

p = mv 

-=---=v 
dp m dv 

de donde se obtiene el resultado satisfactorio de 

g=v 

La velocidad del grupo de ondas de materia es justamente igual a la velocidad de la partícula. que 
gobiernan, y el postulado de de Broglie es internamente consistente. Utilizando expresiones 
relat ivistas para E y p, para evaluar dE/dp, se obtiene la misma conclusión . 

A continuación se derivarán las relaciones de incertidumbre, combinando las relaciones de 
de Broglie-Einstein, p = h/). y E= hv, con las propiedades de grupos de ondas. Primero se 
considerará un caso límite simple. Sea A la longitud de onda de de Broglie asociada con una 
partícula. Se puede representar una longitud de onda determinada (monocromát ica) en 
términos de una onda senoidal simple que se extiende a todos los valores de x, es decir, una onda 
sin modulación infinitamente larga como 

'Y= A sen 21r(Kx - vt) 
o 

'Y = A cos 27T(KX - vi) 

Si la longitud de onda tiene definiti vamente el valor ). , no existe la incertidumbre b..l y el 
impulso asociado a la partícula p = h/ J.. será también definitivo, de modo que !l.p(I; = O. En 
una onda tal, la amplitud ti ene un valor constante A en todas partes; es la misma para toda la 
gama infinita de x. Por lo tanto, la probabilidad de encontrar a la partícula, que según Born está 
relacionada con la amplitud de la onda, no está con centrada en un intervalo particular de 
valores de x. En otras palabras, la posición de la partícula se desconoce totalmente. La part ícula 
puede estar en cualquier parte, de modo que !l.x = co. Análogamente se puede afirmar que 
como E =· hv y como la frecuencia tiene un valor definido, entonces !:::.E = O. Pero, para 
asegurar que la ampl itud de la onda es perfectamente constante en el t iempo, ésta debe ser 
observada durante un tiempo infinito, de modo que l:::.t = co. Para este caso senci llo, se 
satisface que b..px!l.x > ñ/2 , y !l.Eb..t > ñ/2, en los límites b..p(I; = O, l:::.x = co, y b..E = O, 
b..t = co. 
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Para poder tener una onda cuya amplitud varíe con x o t, se deben s uperponer varias ondas 
uonocromáLicas con longi tudes de onda o frecuencias diferentes. Cuando se superponen dos 
ondas de ese Lipo, se obtiene el fenómeno familiar de pulsos, como se vio anteriormente en esla 
sección, con la ampliLud modulada de rrodo regular a todo tiempo y en Lodo el espacio. Si se 
cJesea construir una onda con ex tensión determinada en e l espacio (un solo grupo con un 
pri11cipio y un fin específico), en tonces se deberán su perponer ondas senoidales que posean un 
especlro cont inuo de longitudes de onda en el in tervalo .6.,t La amplitud de un grupo tal , será 
cero fu era de la región de tamaño .6.x 

Para visualizar mejor lo anterior, considérese un número finito de ondas senoidales con 
longitudes d~ onda A, o longitudes de onda recíprocaK, ligeramente diferentes. En la figura 3-9 
se muestran siete ondas senoidales componentes 'I"" = A" cos 21T(Kx - vt) , a tiempo t = O. 
Las longitudes de onda recíprocas, K= 1/A toman sólo los valores ente ros desde K= 9 hasta K= 
15. La amplitud de cada onda está dada por A" con A 12 = 1, A18 = Au = 1 /2,A14 = A10 = 1/3, 
y A ts = A 19 = 1/ 4, tal como se muestra en la figura. El esquema se centra en x = O, donde todas 
las ondas están en fase (por esta razón se utilizan cosenos) ,pero ocurren desfasamientos entre 
ellas, a medida que se desplazan de esa posición, en cualquier dirección. Consecuentemente, su 
suma 'Y = 'Y 11 + · · · + 'Y15 oscila con máxima am plitud en x = O, pero las oscilaciones decaen 
al aumentar o disminuir x a medida que las relaciones de fase entre las ondas componentes se 
complican. Se se adopta la convención usual de definir la extensión del grupo entre el punto de 
máxima amplitud y aquel cuya amplitud es la mitad de la máxima, entonces la superposición 
contiene un grupo cuya ex tensión espacial .6.x puede obtenerse de la figura y es ligeramente 
mayor que 2rr/12. Con una con vención análoga, el intervalo de longitudes de onda recíprocas 
que comprenden el grupo de ondas, Ll.K tiene e l valor l. Obsérvese que el valor aproximado del 
producto Ll.x.ll.K es 1T/6 e::'. 1 /2. En el ex tremo derecho de la figura se indica la presencia de un 
grupo auxiliar, de la misma forma que el grupo central. Estos grupos auxiliares se fo rinan en 
intervalos uniformemen te espaciados a lo largo de las partes positiva y negativa del eje x y 
ocurren debido a que si se tiene un número finito de ondas componentes, existen puntos en el 
eje, separados de x = O por distancias iguales a un número entero diferente de longitudes de 
onda, para cada componente. En estos puntos las componentes están de nuevo en fase y el grupo 
se repite. Si en un intervalo fijo de longitudes de onda recíproca Ll.K se dupli ca el número de 
ondas componentes, la anchura del grupo central permanecerá esencialmente invariante, pero 
las distancias que lo separan de los grupos auxiliares se duplicará. 

Si se combina un número infinito de ondas senoidales componentes, cada una con una 
longitud de onda recíproca infin itesimalmente diferente pero conteni.das en el intervalo K = 9 a 
K = 15, se obtiene un grupo central muy similar al que se muestra en la figura 3-9, pero los 
grupos auxiliares no estarán presen tes . La razón es que en tales casos no existe una longitud en 
el eje x en la cual en cajen un número entero exacto de longitudes de onda para cada una del 
infin ito n úmero de componentes. Todas las componentes están en fase, en y cerca de x = O y por 

' lo tanto se combinan construct ivamente para formar el grupo. Alejándose de es te punto en 
cualqu ier dirección , las ondas componentes empiezan a desfasar se en tre sí, porque sus 
longitudes de onda o longitudes de onda recíproca son diferentes. Más allá de ciertos puntos, las 
fases del número infinito de componentes se vuelven aleatorias, y por lo tanto, la suma de las 
ondas componentes será cero. Además, nunca más volverá a estar en fase. Por lo tanto, las 
componentes forman un grupo de extensión restringida .6.x. Resulta obvio que entre mayor sea 
el intervalo de longitudes de onda recíproca Ll.K de donde se obtienen las componentes que 
forman e l grupo, menor será la ex tensión del grupo .6.x, la razón es simplemente que si las 
longitudes de onda cubren un intervalo más amplio, las fases se volverán aleatorias en una 
distancia muy corta. De hecho, ~x es justamente inversamente proporcional a Ll.K. El valor 
('Xacto de la constante de proporcionalidad y la forma del grupo de ondas, dependen de las 
amplitudes relativas de las ondas componentes. 
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FIGURA 3-9 
Se muestra , al = O, la s upe rposic ió n de s iete ondas coseno ida les \V"= A ,. cos 21r(K.r -
vt) con longitudes de onda recíprocas uniform em e nte espac iadas e n e l inte r valo de K 

= 9 a 1< = ) 5. S us amplitudes A., se m a ximizan e n e l valo r A 12 = l para la o nda cu ya K 

está e n el centro de l inter valo y decaen s im é tricame nt e a los valo res l /2, 1 /3, ) /4 para 
las o tras ondas c u yas 1< se a proxima n a los extre mos del int e rvalo. La s uma \y= L \J\ 

I( 

de es tas o ndas , co nsistt! de un grupo centrado en x = O. Defi ni e ndo 6x como la 
a nchura cntrf' la a m plitud m á xima y la mit ad d f' la amplitud m áxima de \{f,y ÓKSf' 

de fin e co mo c:I int t> rv a lo J r lo ng itudes ele o nda recíprocas de las componen res dt' \{" 
entre la amplitud m á xima y la mir ad de la a mplitud m áx im a, se ríen,~ -::,: 21r/ 12, 

ÓK ~ l , Y Ó X ÓK ~ TT/6 '=-! J/2 . 

• 
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Las matemáticas que se utilizan para llevar a cabo el procedimiento descrito, involucran la 
llamada integral de Fourier que es un poco más complicada, pero conducen a resultados 
numéricos muy similares a los obtenidos de la construcción de la figura 3-9. Es decir 

Ó.XÓ.K > 1/47T (3-14) 

E l trabajo 6ptimo que pueda realizarse al form~ un ·grupo de longi tud 6.x (amplitud media a la 
mitad de la a ltura) a partir de componentes cuyas longi tudes de onda recíprocas cubren el 
intervalo Ó.K (mitad de la anchura a la mitad de la amplitud máxima) se obt iene 6.x = 1/47TÓ.K, o 
bien,6.xó.K . 1/47r.Generalmente, de este producto se obtiene un valor algo mayor. 

Un grupo de ondas que viaje en una región limitada del espacio pasará por algún punto de 
observación dado, en un tiempo limitado . Si el pulso o grupo de ondas tiene una duración t, 
entonces, necesariamente deberá componerse de ondas senoidales cuyas frecuencias cubran el 
intervalo 6.v, donde 

(3-15) 

Por lo tanto, la frecuencia del grupo tiene una dispersión 6.v si su duración es Ó.l, del mismo 
modo como existe una incertidumbre en su longitud de onda recíproca Ó.K s i su anchura es 6.x. 
La ecuación (3-15) también se obtiene de una integral de Fourier y con la ecuación (3-14), 
constituyen expresiones diferentes de la misma propiedad ; sin embargo, para el estudian te será 
más famil iar la relación frecuen cia-ti empo o al menos algunas de sus implicaciones, como se 
muestra en el s igu ien te ejemplo. 

Ejemplo 3 -4·. La señal de una estación de televisión consiste de pulsos cuya duración es~t ........ t o- sseg. 
Explique por qué no es factible transmitir televisión en la banda AM. 

El iutervalo de frecuencias presen tes en la señal, utilizando (3-15), es~v ......,¡ / I0- 6 seg ::::106 seg -1 = 106 

Hz. Por lo tanto, la banda de transmisión en su totalidad (v '.::::'. 0.5x 106 Hz a v '.::::'. l.5Xl06 Hz) sería capaz 
de aceptar un solo "canal" de televisión. También se tendrían problemas serios con laconstrucción de 
1r.rnsmisores y receptores con una banda fracciona! tan amplia. A las frecuencias que se uti lizan en 
transmisión de televisión(v'.:::::d 08 Hz)se pueden tener muchos canales en una región razonable del espec· 
tro, y sólo se requiere una banda nominal. .. 

Las ecuaciones (3-14) y (3-15) son propiedades universales de todas Las ondas y se apl ican a las 
ondas de materia, en combi nación con las relaciones J e de Broglie-Eins tein , inmediata mente se 
obti enen las relaciones de incerLidumbre de Heisenberg. Es decir, s i en: 

Ó.XÓ.K = Ó.XÓ.( i /J...) > 1/47T 

se suslituye p = h/J.. o 1/J. = p/h, 

6.xó.(p/li) = (1/h) 6.xó.p > l /47T 

o 

6.pt1x > ñ/2 

V S I C II 

~•· su stituye E= hv o v = E/h, se obtiene 

t::.16.(E/h) = ( l /h) ó.tó.E > 1/4,, 
u 

6.Eb.t > h/2 

(3-16) 

(3- 17) 
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Estos resul tados concuerdan con las defin iciones or iginales (3-5) y (3-6). 
Resu miendo, se ha vis to que en mediciones físicas, necesariamente se implica una interac­

ción entre el observador y el sis tema bajo observación. Para medidas de ese-tipo, los entes 
disponibles son la materia y la radiación. Las relaciones p = lr/J.. y E= h11, se apl ican tan to a la 
radiació n como a la materia , constituyendo así la expres ión de la dualidad onda-part ícula. 
Cuando es tas relaciones se combinan con las propiedades universales a todas las ondas, se 
ob ti enen las relaciones· de incert idumbre. Por lo tanto, el principio de incertidumbre es una 
co nsecuencia necesaria de esta dualidad, es decir, de las relaciones de de Broglie-Einstein; y el 
principio de incertidumbre en sí consti tuye la base de la tesis de Heisenberg-Bohr de que la 
probabilidad es fundamental para la fís ica cuán tica. 

Ej emplo 3-5. Un átomo puede radiar en cualqu ie r momento Jespués de ser excitado. En un caso 
típico, se encuentra qu e la vida media de un átomo excitado promedio es de 10-a seg. f:s decir, d11 rantt> t:ste 
riempo emit e un fotón y sale de su estado de exci tac ión. 

o 

(a) ;,Cuál es la incertidumbre Llv mínima en la frecuencia del fo tón? 
De (3- 15) se tiene 

Llvllt ~ 1/4rr 

Llv ~ 1/4rrtlt 

con Llt = 10-s seg, se obtiene Ll1• ~ 8 x 106 seg - 1. 
(b) En átomos de sodio, la mayoría de los fo tones correspondt>n a dos líneas espectrales de apro,i111a­

damen1 e A=5890 Á. ;.Cuál será la fracción ele la amplitudllv/v correspondien te a cada línC'a"? 
Para.i.=5890.Á se obti.ene11 =e/?..= 3 x 101ºcm-seg - 1/5890xl0-8cm = 5.lxJ014 seg-1 .Por lo 

tant oll1•/v= 8xl06 seg-1/5. l X 10 14 seg- 1 = 1.6 x 10- 8 0 aproximadamen te 2 partes en 100 rnillone!>. 
Es ta es la llamada amplitud natural de la línea especrral. En la práctica, la línea es mu cho más grut>sa por 

el ensan chamien to Doppler y el ensanchamiento por presión debidos al movimiento y a las. colisio1w-, de 
los á tomos en la fuente. 

(e) Calcu le la in cer tidumbre en la energía LlE,del estado exci tado del átomo. 
La energía del estado exci tado no SP puede medir con precisión ya que sólo set iene un tiempo finir o para 

realizar la medida. Es decir, el átomo no permanece en el estado excitado un ti empo infinito, sino que rlec-ae 

a su estado de más baja energía y en ese proceso emite un fotón. De acuerdo con el principio de conser va­
c ió n de la energía, la dispers ión en la energía del fotón debe ser igual a la di spers ió n en la energía del estado 
c>xc itado del átomo. Si Ll/ es igual a la vida media del estado exci tado, rle (3- R 7) se l1t>nt> 

I, /4rr 
LlE¿­

t:,. { 

h 6.63 x 10 3·1 joule-seg 
=-- = 

41rlll 4rr X 10- s seg 

4.14 x 10- 15 e Y-seg 
-------- ,..., 3.3 x 10-s eY 

4rr X 10-s seg 

Desde lu ego que loan t erior concuerda ron lo oht e1wlo en la part" (a), multiplicando la incert idu mhrP f'll la 
freruenc-ia del fotón !::,.v por h para obtener t:i.E = h:::.11• 

La dispPrsión en energía de 1111 f's tado t>Xcitado, por lo genera l se le llama amplitud del esrado. 

(d) De los resu ltados ant eriores, determine la energía de l estado excitado del átomo de sod io, hasta una 
precisión LlE, con res pecto a la energía de su estado más bajo, qu e emite un fotón cuya longi tud ele oncl:i 
está cen trada en 5890 Á. 

Se tienellv/v=hll1•/hJ1=ó.E/E. Porlo1an10E=~E/(Ll1•/i•)=3.3xl0 8 cY/ l.6x lO 8 =2.1 eV,par;1 
lo cual se han utilizado los f·ñlc1tlos rle las parre.; (b) y (e). "'4 

Ejemplo 3-6. Se hace u na medida de la coordenada Y de un t> lt-cl rón que peri enec:e a II n ancho hJz d1· 

<'leclroncs quP se mueven en la clirt:>rrió11 r.in trnd11 C'Íe 11do en C'I haz 1111a rencli.ia angosta U<' ampli111d .;l,1/. 

I 
F' 
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Demueslre que como resultado, se introduce una incertidumbre l:lpv en la componente y del impu lso 
del elect rón. de modo tal que t:J.p"'l:ly ¿ li/2, como lo requiere el pr incipio de incertidumbre. Efectúelo, 
considerando la difracción de la onda asociada con el electrón. 

La onda, al propagarse por el aparato que se muestra en la figura 3-10, será difractada por la rendija. El 
ángulo O correspondiente al primer mínimo del pat rón de difracción de " una sola rendija", que se 
bosqueja en la figura, está dado por sen O=)./ lly.(Este es otro ejemplo de la relación general o~ )./a entre 
el ángu lo e.Je difracción, longitud de onda y dimensión .característica del aparato de difracción). Como la 
propagación de la onda gobierna el movimiento de la partícula asociada, el patrón de difracción también da 
las probabilidades relativas de qu e los electrones lleguen a los diferentes puntos de la placa fotográfica. Por 
lo tanto, el electrón que pase por la rendija será deílectado por un ángulo que esté entre-O y +O. A pesar de 
que su componente y del impulso había s ido determi nada con gran precisión igual a cero, antes de que 
pasara lJOr la rendija (porque se sabía mu y poco acerca de su posición y), después de atravesar la rendija, 
Jonde se realiza la medida de la posición yel impu lso y puede ser cualquiera en el intervalo de-p"' a+pv, 
donde sen O = p11/p.De modo que la incertidumbre en el impulso y del electró n se debe a la medidade la 
posición y por la difracción de la onda e lectrónica. 

La incer tidumbre es: 

l:lp 11 ,::::,, p 11 = p sen o = pJ../lly 

Usando la relación de de Broglie p=lr/J.. para conectar e l impulso de la partícula con la longitud de onda de 
la o nda, se obtiene: 

D.pl/ = lz/óy 

o 

Es te resultado concuerda con el límit e impuesto por el pr incipio de incert idum bre. La difracción , que 
implica ondas, y r. l principio de incertidu mbre qu,:, se refiere a partículas, proveen inodos alternati vos 
aunque equivalen tes de tratar éste y todos los problemas sim ilares. ~ 

y 

L, 
--------

e~:r~~es .l ---~='t--fr l"'.1 - ---------
incidentes ===t f Px to 

~Óy -------
Rendija Placa fotogrófico 

FIGURA 3-10 

MeJida de la coorJenaJa _y Je un elecl rón en un haz paralelo y ancho. que se requiere 
que pase a Ira, és <le una rendija. Se indica el parrón de difracción de la onda 
electrónica difractada, uti li zando la línea que represen la a la placa fo tografiada, como 
un eje de la gráíi 1.."' del patrón. 
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Obsér vese que en el ejemplo 3-6, se considera que la onda asociada con un solo elect r ón se 
difracta. La probabilidad de que el e lectrón pegue en algún punt o de la placa fotográfica se 
determina por la intensidad de la onda elect rónica. Si es sólo un elect rón el que pasa por el 
apara to, podrá pegar en cualquier lugar del patrón de difracc ión, excepto en los pun tos 
correspondientes a intensidad cero y seguramente pegará en algún punto cercano al máximo 
principa l. Si son muchos los electrones que pasan por el aparato, cada una de sus ondas es 
difractada independientemente y los puntos sobre la placa fo tográfica se distribuyen siguiendo 
e.l mismo patrón. El hecho de que los fenómenos de difracción impliquen interferencia entre 
partes diferentes de la onda correspondiente a una partícula y no a in te rferenc ia en trP partes 
diferen tes de ondas correspondientes a diferentes part ículas, fu e demostrado experimental ­
mente por primera vez, por G.I. Taylor para el caso de fotones y ondas de luz. Obtuvo un patrón 
de difracción utilizando luz de tan baja intensidad que los fotones pasaban por el aparato de 
difracción uno a uno, requiriendo para ello ti empos de exposición largos. Entonces, subienrlo la 
intens idad a nive les normales de modo que hubiese muchos fo tones en el aparato a cualquier 
ti empo, obtuvo el mismo patrón de difracción. Este mismo experimento ha sido esencialmen te 
repetido posteriormente para elect ro nes y otras part ículas. 

3 .5 Algunas consecuencias del principio de incertidumbre 

El principio de incertidumbre permite entender por qué es posible la naturalezadual (onda­
partícula) de la rad iación y la materi a. Si se trata de determinar experimentalmente, si la 
radiación es una onda o una partícula , se en cuentra que un experimento que fuerce a la 
radiación a revelar su carácter ondulatorio , suprime fuertemente su carácter corpuscula r. Si el 
experimento se modifica para que revele el carácter corpuscular, se suprimen las caracter ísti cas 
ondulatorias. En una misma s ituac ión experimenta l, no es posible co nfron tar los aspeclos 
ondula torio y corpuscu lar. Tan to la radiación como la materia semejan monedas que pueden 
desplegar una u ot ra cara a vo luntad, pero nunca ambas simultáneamente. Desde luego qu e es ta 
es la esencia del principio de complementaridad de Bohr ; los conceptos de onda y partícula en 
lugar de contradecirse , se complementan . 

Cons idé rese el experimento de Young, de interferencia de luz por dos rendijas. Desde el 
punto de vis ta ondulatorio, la onda original es dividida en dos frent es de onda coherentes por las 
rend ijas, y el traslape de estos fren tes de onda es lo que produce las franjas de interferenc-ia en la 
pantalla, que son característi cas de todo fenómeno ondulatorio. Aho ra s upóngase qur se 
sustituye la pantalla por una superfi cie fo toeléctri ca. S i se mide el lugar de la superfic:-iP rlonde 
son emitidos los fo toelectrones, se obt iene un patrón de in ten sidades correspondien te al de dos 
re ndijas presentándose así, aparentemente, aspectos ondulatorios. Sin embargo, si s<> mide las 
distribu cio nes de energía y tiempo de los fotoelectrones emitidos, se obtienen rvidenc:-ias quf' 
demuestran que la radiación consis te de fot ones, de modo que los aspectos corpusrulares 
pa recerán estar presentes. Si después se piensa en la radiac ión como fotones cuyo movimi<>nlo 
es tá gobernado por las propiedades de propagación de ciertas ondas asociadas (de Broglie), se 
ll ega a o tra pa radoja aparente. Cada fot ón deberá pasar por una u o tra rendija; si este es t>l l'aso, 
¿,cómo es posible que su movimien to más allá de las rendijas sea iníluen ri1do por la interacción 
de sus ondas asociadas con una rendija por la cual no pasó? 

El error en el razonamiento de la paradoja se encuentrn en la afirmación de que el fotón de h<' 
pasar por una u otra rendija. ¿Cómo puede determinarse realmente, en un experiment o, s i un 
fo tón que se detecta en la pantalla, pasó por la rendija de arriba o la de abajo? Para poderlo hacer 
sería necesario colocar un de tector en cada rendija , pero e l detec tor que int eracciona con el 
fo tón en la rendija lo saca de la trayectoria que de o tra forma seguir ía. Por el princi rio de 
incertidumbre, se puede demos trar que un det ector que posea sufi cien te reso lución espac-ia l 
como para poder de terminar por cuál rend ija pasa el fo tón, per turba tan to su impulso qne 
destru ye el patrón de inl er ferencia por dos rendijas. En o tras palabras, s i de algún modo .:;e 



106 El POSTULADO DE DE BROGLIE- PROPIEDADES ONDULATORIAS DE LAS PARTICULAS Cop. 3 

demuestra que el fotón pasó por una rendija o la otra, entonces ya no se tendrá un patrón de 
interferencia. Si se desea observar el patrón de interferencia, debe evitarse perturbar a los 
fotones y no tratar de obse rvarlos como partículas a lo largo de sus trayectorias hacia la pan talla. 
Se puede observar el comportamiento ondulatorio o corpuscular de la radiación; sin embargo, el 
principio de incertidumbre impide que se observen ambos al mismo tiempo, de modo que este 
comportamiento dual en realidad no es con tradictorio. Esto también es aplicable al comporta­
miento onda-partícu la de la mater ia. 

El principio de incertidumbre también hace evidente la necesidad de que los sis temas 
cuánticos se expresen en términos de probabilidad. En la mecánica clásica, s i se conoce 
exactamente ,la posición y el impulso de cada partícula, en algún instan te, en un sis tema aislado , 
entonces se puede predecir el comportamiento exacto de las partículas del sis tema, en todo 
tiempo futuro; sin embargo en mecánica cuántica, el principio de incer tidumbre muestra que lo 
an terior es imposible de hacer en sistemas que implican distancias e impulsos pequeños, ya que 
es imposible saber con la precisión requer ida, las posiciones e impulsos instantáneos de las 
partículas. Consecuentemente, sólo se podrán predecir comportamientos probables de estas 
partícu las. 

Ejemplo 3 -7. Considere una partícula microscópica que se mueve libremente a lo largo del eje x. 
Suponga que en el instante t = O, se mide la posición de la partícula con una incer tidumbre Llx 0 . Calcule la 
incertidumbre en la posición de la partícula a un tiempo t posterior. 

La incertidumbre en el impulso de la partícula, a t = O, es al menos 

Por lo tanto, la velocidad de la partícula, en ese instante, será incierta por lo menos 

y la distancia x que viajó la partícu la en el tie mpo t no podrá conocerse con mayor precisión que 

Llx = tllva; = lit/2mllx0 

Si por una medida a t = O, se localiza a la partícula dentro de un intervalo Llx0 , e nton ces, si se realiza una 
medida de su posición al tiempo t, la partícula podría encon trarse en un intervalo al menos tan grande 
t:omo Ll.t:. 

Obsfrvcse quell:r es in versamen te proporcional a b.:t·0 , de modo que e ntre más localizada esté la 
partícula en e l instante inicial. será menos lo que se pueda saber de su posición final. Ade más. la 
incer tidumbre LlX au men ta linealment e con el tiempo t. Esto co rresponde a una dispersión, a medida que 
transcurre el tiempo del grupo de ondas asociado con el movimiento de la partícu la. ~ 

3.6 Filosofía de la teoría cuántica 

A pesar de que existe un acuerdo en t re todos los físicos, de que la teoría c uántica funciona en el 
sentido de que predice resultados que co ncuerdan en forma excelente con e l expe rimen to,existe 
una controversia cada vez mayor en c uanto a sus fundamentos filosóficos. Neils Bohr ha sido el 
principal arquitecto de la interpretación actual de la mecánica cuántica, conocida como la inter­
pretactón de Copenhague. Su enfoque ha s ido apoyado por la gran mayoría de los fís icos teóricos de 
hoy. Si 11 embargo, un grupo numeroso de físicos, no todos de acuerdo entre sí, han cuestionado la 
i11terpretació11 de Copenhague. El principal críti co de esta interpre tación fue Albert Einstein. Los 
deba tes Eins tein-Boltr cons lituyen una par te fascinante de la historia de la física. Bohr 
c·ow,ideral>a que había podido en fren tar todos los re tos que inventó Einstein a manera de 
experimentos de pizarrón que tenían por objeto re futar el princ ipio de incertidumbre. 
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Finalmente, Einstein aceptó que la teoría poseía consistencia lógica y su concordancia con los 
hechos experimentales, pero permaneció firm e hasta el fina l, s in con vencerse de que ello 
representara la realidad físi ca última y dijo: " Dios no juega a los dados con el universo", 
refiriéndose a que la mecán ica cuántica abandonaba los eventos individuales y la causalidad 
estricta, en favor de una interpretación fundamen talmente estadística. 

Heisenberg ha afirmado e l punto de vista comúnmente aceptado en forma concreta: "No 
hemos supuesto que la teoría cuántica, en forma opuesta a la teoría clásica. sea esencialme nte una 
teoría estadística, en el sentido de que de los datos exactos sólo se pueda n obtener conclusiones 
estadísti cas .... En la formulación de la ley causal, a saber, si sabemos el presente exar tamente, 
podemos predeci r el futuro, no es la conclusión sino la premisa la quP es falsa. No podemos 
saber, como cuestión de princ ipio, el presente en todos sus detalles" . 

Entre los críti cos del punto de vista de Bohr-Heisenberg de _µna indeterminación funda­
mental en la física, es tá Louis de Broglie. En un prólogo a un libro de David Bohm ,joven co lega 
de Eins tein cuyos intentos de una teo ría nueva revivieron e l inte rés por reexaminar la!- hases 
fi losóficas de la teo ría cuá nti ca, de Broglie escribe: " Razonablemente podemos acepta r que la · 
actitud adoptada, por más de 30 años, por físicos teóri cos cu án ti cos es, al menos en apariE>ncia, 
la contraparte exacta de la información del mundo atómico que nos ha dacio la experimentación. 
Al n ivel de investigación que se ti ene actualmente en microfísica, es cica Lo ,1ue los métodos de 
medición, no nos permiten determinar simultáneamente todas las cant idades que seríat 
n ecesarias para obtener una visión de los corpúsculos de t ipo clásico (esto se puede deducir del 
principio de incertidumbre de Heisenberg) y que las perturbaciones introducidas por la 
med ición, que son imposib les de e liminar, en general nos impiden predecir e l resultado que 
producirán y permiten sólo predicciones estadís ticas. Por lo tan to, la construcción de fórmulas 
puramente probabilís ticas, que todos los teóricos usan actualmente, fu e completamente 
just ificada. Sin embargo, la mayoría de ellos, muchas veces bajo la influencia de ideas 
preconcebidas derivadas de la doctrina positivista, han pensado que podrían ir más all á y 
afir mar que el carácter incier to e incompleto del conocimiento que la experimentación, en su 
estado actual, nos proveé de lo qu e rea lmen te ocurre e n microfísica, es e l result ado de una 
inde terminación real de los estados fís icos y su evolución. Tal ex trapo lación de ninguna manera 
parece ser justiílcada. lEs pos ible que en el futuro, examinando a un nivel más profundo la 
realidad física, seamos capaces de interprelar las leyes de probabilidad y física c uán ti ca corno los 
resu lt ados es tadísticos del desarrollo de variab les completamente determinadas que artual­
mente se encuentran ocultas a nosorro;J P uede ser que los poderosos medios que empezamos a 
usar para romper la estructura nu clear y para que apa rezcan nuevas partículas, nos dt>n algún 
día un conocimien to directo que actualmente no tenemos a t>ste nivel más profundo. Tratar dC' 
impedir todo intento de ir más a ll á del punto de vis ta actual sobre la fís i,ca cuántica, podría se r 
muy peligroso para e l progreso de la ciencia y además sería contrario a las lecciorw-. q11t­

podemos aprender de la his to ri a de la cie ncia. En efec to, esto nos enseña q11f' el C!';lano acl11al clP 
nuest ro conocimien to es siempre provisional y que deben exis tir. más a llá de lo que 
actualmente se conoce , inmensas regiones nuevas que descubrir". (Tomado de Causality ali(/ 
Chance in Modem Physics por David Bohm , © 1957 O. Bohm; reimpreso con permiso de D. Van 
Nost ra nd Co.). 

El estudiante deberá notar aqu í la acep tación de que la mecánica cuán ti ca es corree la al nivel 
a tómico y nuclear . La búsqueda de un ni vel más profundo, donde la mecánica cuántica podría 
ser superada, es moti vada mucho más por la objeción a su ind~termínismo fil osófiro, que por 
o tras ro nsideraciones. DE> aruerdo ro n Einslein , "La creencia en un mundo ex terno indepen­
diente del s ujeto que lo percihe es la base rle toda la ciencia natural". Sin e mbargo, la mecánica 
cuá nt ica C'Onsi <l era las inte racc iones Pn lre objeto y obser vador como la realidad última. U1il iza 
PI IPnguaje de las r<"lacioncs fís icas y proceso<; Pn luga r de el de las cua lidades y propiedarles 
físicas. Rechaza, por insignificantE> e inútil , e l concepto de q11r <l et rás del universo de nuestra 
percepción se encuentre ocu lt o un mundo obje ti vo gobC'rnado por la rausa lidad ; en ca mbio, se 
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coufina a la descripción de la::.relaciones en tre percepciones. De todas maneras, existen muchos 
que rehusan dejar de atribuir propiedades objetivas a las partículas elementales, por ejemplo , y 
trabajar con el conocimiento subjetivo acerca de e llas, lo cual motiva su investigación por una 
teoría nueva. De acuerdo con de Broglie, tal inves tigación es en el interés de la ciencia. Que lo 
ante rior lleve a una nueva teoría que en algún campo actualmente inexplorado contradiga a la 
mecánica cuánti ca y altere también sus fundamentos fi losóficos, nadie lo sabe. 

PREGUNTAS 
1. ¿Por qué la naturaleza ond ulatoria de la mater ia 11v es más evidente en nuestras observaciones 

cot idianas? 

2. ¿La longit ud de onda de de Broglie solamente se aplica a "partículas elementales", tales como el 
electrón o el neutrón, o se aplica también a s is temas de materia complejos que poseen una estruc· 
tu ra interna? Dé ejemplos. 

3 . S i en la fórmula de de Broglie, se hace m - ro ,¿.se obtiene el resultado clásico para partículas macrós­
cópicas? 

4. ¿La lo ngitud de onda de de Broglie puede ser meno r que una dimensión lineal de la partícula? ¿Mayor? 
¿Necesariamente ex is te una relación en t re tales cantidades? 

5. ¿La frecuencia de una onda de de Broglie se obtiene de El h? ¿La velocidad es igual a ilv ? ¿La velocidad 
es igual a e? Explique su respuesta: 

(>. ¿Se puede medir la frecuencia v de una onda de de Broglie? Si la respuesta es afirmativa diga cómo. 

7. ¿Cómo es que la difracción de electrones se puede utilizar para estudiar las propiedades de la 
superficie de un sólido? 

8. ¿Cómo se explican los haces reílejados de modo regular en experimentos de difracción de electrones 
y átomos? 

9. ¿Debe modificarse la fórmula de Bragg para electrones, para poder tomar en cuen ta la refracción de 
o ndas electrónicas en la superficie del cris tal? 

10. ¿Se ob tiene una información diferent e acerca de los cris tales por medio de experimen tos de difrac­
ción ele electrones que por difracción de rayos X? ¿Dé experimentos de difracción de neu trones? 
A11alícelo. 

11. ¿Se podrían realizar estudios cris talográficos con proto nes? ; ¿con ne utrones? 

12. Anali ce la analogía : la ópti ca fís ica es a la óptica geométri ca como la mecáni ca ondulatoria es a la 
mecánica clásica. 

13. ¿Es u 11 elect rón una partícu la? ¿es una onda? Explique su respuesta. 

1·1-. ;,La longitud de onda de ele Brogl ic asociada a una partícula del movimiento del s is tema de re ferencia 
depende del observador? ¿,Qué efectos t iene ésto, e n la dualidad 011da-partícula? 

15. Dé e1cmplos de cómo el proceso de medi ción perturba al s is tema que se mide. 

16. Demuestre la relación entre la naturaleza incontrolable del retroceso de Compto n en el experimento 
del mi croscopio de rayos y de Oohr y el hecho de que ex is ten cuatro incógnitas y sólo tres ec uaciones 
dC' c.:011serva1·ió11 <>n el c-fec to Compt on. 

17. ,\lgu11as veces, el principio de incertidumbre se enun cia en términ os de cantidades angulares como 
j, L,¡,j,,p ¿ !,/2 cloncleóL,p es la incertidumbre en una componente dP. impulso angular y Ó<p es la 
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incert idumbre co rrespondient e a la posición angular. En algunos sis temas mecáni co-ci1ánticos, al 
medirse el impulso angular se encuen tra que su magnitud tiene un valor determinado (l'uautizado). 
¿Contradice esto esta definición del principio de incertidumbre? 

1-;) A parti r del principio de incertidumbre de Heisenberg, argumente por qué la energía más baja de un 
oscilador no puede ser cero . 

19. Discu ta diferencias y semejanzas entre ondas de materia y ondas electromagnéti cas. 

20 . Explique cualitativamente los resultados del ejemplo 3-7, de que la incert idumbre en la posición dt> 
una part ícula aumenta ent re más exactamente se localice a la partícula inicialmente y qu e la 
incertidumbre aumenta con el tiempo. 

2 1. ¿Se simplifica o se complica la fís ica cuán t ica, por el hecho de qu e la interfere ncia ocurre C?'n tre var ias 
partes de la onda asociada con una sola part ícula (como en los experimentos de G.r. Tay lor)? 

22. Los juegos de azar co ntienen eventos gobernados por la es tad ís tica. ¿,Violan esos juegos la de1ermina­
ción exacta de tales event os? ;,Se viola la ley de causa y efecto? 

23. De acuerdo con la filoso fía operaciona l, s i no se puede prescribir una operación factiblP para 
deter minar una cant idad física, esa can tidad debería olvidarse por no tene r significado físico. En s11 
o pinión, ¿cuáles so n los mérilos y las desventajas de este punto de vis1a? 

24. Bohm y de Broglie sugieren que puede haber variables ocultas a un nivel más profundo que la teoría 
uánti ca. que eslén determinadas estrictamente. Obtenga una analogía con la relación entre la 

mecá nica es tadísli ca y la ley de mov imiento de Newt on. 

25. En s u opinión, ¿ex is te una realidad fís ica objetiva independien te de las impresiones sPnsoriales 
subjet ivas? ;,Cómo contestarán esta pregunta los defen sores de la interpretación de Copenhaglw't 
¿Los críti cos de la int erpretación de Copenhague? 

2 6 . Las experi encias co tidianas: ¿lim itan en principio nuestros co nceptos o sólo son el punto de arran'lue 
co nceptual? ¿Cómo se relaciona esta pregun ta con una so lu ción a la dual idad onda-par! ícula? 

PROBLEMAS 
l. Una bala de 40g. viaja a 1000 m/seg. (a) ¿Qué longi tud de onda se le puede asociar? (b) ¿Por qué no 

se revela la naturaleza ondulatoria de la bala por medio de efectos de difracción? 

2. La longitud de onda de la emisión amarilla del sodio es 5890 'A.¿A qué energía cinética tendría un 
electrón la misma longi tud de onda de de Broglie? 

3. Un electrón y un fotón tienen cada uno una l0ngitud de onda de 2.0 Á. ¿ruálesson sus (a) impulsos y 
(b) energías total es? (e) Compare las e nergías cinéticas del fotón y el electrón. 

4 . Un neu trón térm ico tiene una energía cinéti ca de (3/2)kTdonde Tes la temperatura ambien te300°K. 
Tales neu trones están en equil ibrio térmico co n derredores normales. (a) ¿Cuál es la energía en elec­
trón-volt s de un neu trón térmi co? (b) ¿,Cuál será su longitud de onda de de Broglie? 

(s. Demuestre que la longitud de onda de de Broglie de una partícula, de carga e, masa en reposo m0 , 

' moviéndose a velocidades relativas, se obt iene como fun ción del potencial de aceleración V, como 

A= l + --lt ( e V )-112 
-J2moc V 2m0c2 

(b) Demuestre q ue esto concuerda con). = 1,/p en el límit e no relativista. - ) 

1 1 
\r, 

)' .. ' 1 ' 
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6. Determine la energía, en electrón-volts, para la cual la expresión no relativista para la longitud de 
onda de de Broglie dará un error de l %, para (a) un electrón y (b) un neu trón. (Sugerencia: ver el 
problema 5). 

7. El acelerador de electrones de 50-GeV (i.e. 50 X 109 eV) de la Universidad de Stanford, proporciona 
un haz de electrones con longitud de onda muy corta, adecuados para sondear los detalles finos de la 
estructura nuclear , por medio de experi mentos de dispersión. ¿Cuál es esta longitud de onda y cómo 
se compara con las dimensiones de un núcleo promedio? (Sugerencia: A estas energías, es más 
sencillo ut ilizar la relación relativis ta extrema entre la energía y el impulso, a saber p =E/e.Esta es la 
misma relación utilizada para fotones y se j ustifica siempre q ue la energía cinética de una partícula 
sea mucho mayor que su energía en reposo m0c2 ,como en este caso). 

8. Hacer una gráfica de longitud de onda de de Broglie contra la energía cinética para (a) electrones y (b) 
protones. Restrinja el intervalo de valores de la energía a aquellos en los cuales la mecánica clásica se 
aplica razonablemen te bien. Un criterio con veniente es que la energía cinética en cada gráfica, sólo 
sea aproximadamente el 5% de la energía en reposo m0c2 de la partícula. 

9. En el experimento de Davisson y Germer, (a) demuestre que los haces difractados de segundo y tercer 
orden que corresponden al primer máximo intenso de la figu ra 3-2, no pueden ocurrir, y (b) 
encuentre el ángulo al cual ocurrirá el haz difractado de primer orden, si se cambiara el potencial de 
aceleración de 54 a 60V. (e) ¿Cuál será la diferencia de potencial necesaria para producir un haz 
difractado de segundo orden a 50°? 

10. ¿Cuál es la longitud de onda de un átomo de hidrógeno que se mueve con una velocidad 
correspondiente a la energía cinética promedio para equi librio térmico a 20°C? 

l L El espaciamiento principal entre planos de un cristal de cloruro de potasio es 3.14 A.. Compare el 
ángulo para una reílexión de Bragg de primer orden de estos planos, de electrones con energía cinética 
de 40 keV con el correspondiente a fotones de 40 keV. 

12. Los electrones inciden tes sobre un cristal sufren refracción debido a un potencial atract ivo de 
aproximadamente lSV, que los cristales presentan a los electrones (debido a los iones en la red 
cristalina) . Si el ángu lo de incidencia de un haz de electrones es 45° y los electrones tienen una 
e11crgía incidente <le 100 eV, ¿cuál es el ángulo de refracción? 

13. ¿Cuál sería el voltaje de aceleración necesario para que los electrones en un microscopio electrónico 
p11etlan obtener el mismo máximo poder de resolu ción qu e se podría obtener con un "microscopio de 
rayos y que utilice rayos y de 0.2 MeV? 

}.l .. El poder de resolución más alto posible de un mi croscopio se limita solamente por la longitud de onda 
que utilice; es decir, el detalle más fino que puede ser separado es apr oximadamente igual a la 
longi tud de onda. Supóngase que se quiera" ver" dentro de un átomo. Suponiendo que el diámetro de 
un átomo es l.OÁ, esto quiere decir que es necesario resolver detalles con separación de aproxima­
damente 0.1 Á.,(a) Si se utiliza un microscop io electrónico, ¿cuál será la energía mínima de los 
electrones que se requieren? (b) Si se utiliza un microscopio de fotones, ¿cuál será la energía 
requerida de los fotones? ¿En qué región del espectro electromagnético se encuentran estos fo tones? 
(e) ¿Qué mi croscopio resulta más práctico para este propósito? Explique su respuesta. 

15. Demuestre que para una partícula libre, la relación de incertidumbre puede escribirse como: 

t..J..ó.x ¿ J..2/4rr 

Jonue ó.x es la incertidumbre en la posición de la onda y ó.J.. la incertidumbre simultánea en la 
longit ud de onda. 

16. Si u}../). = I0- 7 para un fotón, ¿cuál es el valor simultáneo de ó.x para (a) ). = 5.00 X 10- 4 Á 
(rayos y)'? (b)J,. = 5.00 Á¿(rayos X)?(c)). = 5000 Á(luz)? 

17. En una repeti ción del experimento de Thomson para medir e/m de un electrón, un haz de electrones 
de 104 eV se colima haciéndolo pasar por una rendija de anchura O.SO mm. ¿Por qué no se destruye el 
carácter de haz de los electrones emergentes por difracción de la onda electróni ca en la rendija? 

-1 
/() 
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18. Un e lectrón de 1 Me V deja una t raza en una cámara de niebla. La traza es una serie de gotas de agua de 
aproximadamente 10- s m de diámetro cada una. Demuestre de la razón de incertidumbre del impulso 
transversal al del impulso del electri'!n, que la trayP.ctoria de los electrones no debería diferir mucho 
de una línea recta. 

, 19. Demuestre que si la incert¡dumbre en la posición de una partícula, es aproximadamente igual a su 
longitud de onda de de Broglie, entonces la incertidumbre en su velocidad es igual a su velocidad. 

20. (a) Demuestre que la incertidumbre más pequei'!a posible en la posición de un elect rón cuya velocida<i 
está dada por f:J = tJ/c es 

h 10 .J .Ó.Xmln = -- ( 1 - [:J2)t/2 = - J - [:J2 
4rrm0c '1'7T 

donde ).e es la longitud de onda de Compton h/ m0c. (b) ¿Cuál es el sign ificado de esta ecuación para 
8=0 ¿Para {:J = 1 ? 

21. Un microscopio de forones es urilizado para localizar un electrón dentro de una dis tan cia de 0.2Á 
¿Cuál será la incertidu mbre en la velocidad de un electrón localizado de este modo? 

( 22. ) (a) Considere un electrón cuya posición está en algún lugar de un átomo de 1 A de diámetro. ¿Cuál es 
- 11' ., la incertidumbre en el impulso del e lectrón ? ¿Es esto consistente con la energía de amarre de electro-

/(, ·· 1, . nes en átomos? (b) Imagine que un electró n se encuent ra en algún lugar dentro de un núcleo dediá­
metro.l0 .. 1'2seg. ¿Cuál será la incertidumbre en e l impulso del electrón? ¿Es esto consistente con la 
energía de amarre de los constitu yentes nucleares? (c) Considere ahora un protón o un neutrón en 
ese núcleo. ¿Cuál será la incertidumbre en el impulso del neutrón o del protón? ¿Es esto consistente 
con la energía de amarre de los constitu yentes nucleares? 

23. La vida media de un estado excit ado de un núcleo es, generalmente, 10-12 seg. ¿Cuál será la 
incertidumbre en la energía del fotón de rayos y emitido? 

24. Utilizando expresiones relativis tas para la energía e impulso totales, veriíi car que la velocidad {!. de 
una onda de materia, es igual a la velocidad u de la partícula asociada. 

25) La energía de un oscilador armónico lineal es E = p!/2m + Cx2/2. (a) Ut ilizando la relación de 
incertid umbre, demuestre que lo anrerior se puede escribir como 

1,2 cx2 

E= 32rr2mx2 + 2 

(b) Después, demuest re que la energía mínima del oscilador es /111/2 donde 

v=-
1 JE 

2rr m 

es la frecuencia de osci laci.ón. (Sugerencia: este resu lt ado depende de que el producto.ó.x.ó.pll'alcance 
su valor máximoñ/2. Encuen tre E en rérminos de .ó.x y .ó.px como en la parte (a), después minimice E 
co n respec to a .ó.x o .ó.px en la parte (b). Obser ve que clásicamente, la energía mínima sería cero. 

26. Un co nstructor de cinescopios para T. V. intenta mejorar la resolución de la imagen y al mismo tiempo 
;nantener bajos los costos, diseñando un cai'!ón electrónico que produce un haz e lectrónico que forma 
el punto más pequei'!o posible en la pantalla del tubo y utilizando so L.11ente un cátodo emisor de 
electrones segu ido por un sis tema ele aperturas bien espaciadas. (a) De muest re que existe un 
diámetro ópt imo para la segunda apertura. (b) Util izando parámetros razonables de cinescopios de 
T .V., estime el tamai'!o mínimo del punto. 

\ 21\ Un niño sobre una escalera de altura H. deja caer cani cas de masa mal piso, tratando de pegarle a una 
) íi su ra en el piso. Pa ra apuntar, utiliza equ ipo de la más alt a precisión. (a) Demuestre que las ca nicas no 

caerán en la íisura por una distancia del orden de (ñ/mf1H/g)114 ,donde ges la aceleración debida a la 
gravedad. (b) Util izando parámetros razonables de H y m, evaluar esta distancia. 
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28. Oernuestre que con el fin de poder determinar por cuál rendija. de un sistema Je doble rendija, pasa 
u11 fotón s in des trui r t:l patrón de difracción de rendija doble. debe satisfacerse que í:lyllp

11 
« t,/2 

Como P.Sla eondirión viola el princ1p10 de incertidumbre, no puede cumplirse. 
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4.1 Modelo de Thomson 

4 
Modelo atómico 

de Bohr 

Hacia el año 1910 ex istía mucha evidencia experimental de que los átomos contienen electrones 
(por ejemplo, dispersión de Rayos X por átomos, efecto fotoeléctrico , etc.) . Esos experimentos 
proporcionan una est imación de Z, que es el número de electrones en un átomo y que 
aproximadamente es igua l a A /2 donde A es el peso atómico químico del átomo que se trate. 
Puesto que normalmente los átomos son neutros, deberán contene . ·:irga positiva igual en 
magnitud a la carga negativa que proporc ionan sus electrones. De esta manera, un átomo neutro 
ti ene una ca rga negativa-Ze, donde -e es la carga del elect rón, y una carga positiva de la misma 
magnitud. El que la masa de un elec trón sea muy pequeña, a ún comparada con la masa del átomo 
más ligero, implica que la mayor parte de la masa del átomo deberá estar asociada con la carga 
positiva. 

Naturalmente que es tas consideraciones conducen al proble ma de la distribución , dentro del 
átomo , de las cargas positivas y n egativas. J. J. Thomson propuso una descripción tentativa o 
modelo de un átomo según el cual los elec trones cargados negativamente es taban locali zados 
dentro de una distribución continua de carga positiva. Se suponía que la dis tribución de carga 
positiva era de forma esférica con un radio cuyo orden de magnitud era de 10-10 m que era el radio 
conocido para un átomo. (Valor que se puede obtener de la densidad de un sólido t ípico, su peso 
a tómico y el número de Avogrado). Debido a su repu lsión mutua, los e lectrones se deberían 
distribui r un iforme mente en la esfera de carga positiva. La figura 4-1 ilustra este modelo de l 
á tomo llamado "pastel de pasas". En un átomo en su estado de en ergía posible más bajo. los 
electrones deberían estar fijos en sus pos icionesdeequil ibrio. En átomos excitados(por ejemplo, 
átomos en materiales a a lt as temperaturas), los electrones deberían vibrar alrededor de sus 
posiciones de equilibrio. Ya que la teo ría electromagné tica clásica predice que un cuerpo cargado 
acelerado, ta l romo un e lectrón vibrando, emite radiac ión electromagnética,era posible entender 
cualitati vamente la emisión de dicha radiación por átomos excitados sobre la base del modelo de 
Thomson. Sin embargo, existía desacuerdo con los espectros observados experimenta lmente. 

Ejemplo 4-1. (a) Supóngase que existe un electrón de carga -e en el interi or de una región esférica 
co n densidad de carga posi riva uniforme p (un átomo de hidrógeno de Thoms0n). Demostrar que, de tener 
energía cinética, su movimiento será el de un oscilador armónico simple cuyo punto deequilil,rio esel renl ro 
de la esfera. 

Sea a la distancia a la que el electrón se desplaza de la posición de equ ilibrio donde a es menor que el 
radio de la esff'ra. Se co noce qu e med ian te la ley de Gauss es posible calcular la fuerza sobre la carga si se 
utiliza la ley de Cou lomb. 

11 S 
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F.JGURA 4-1 

Modelo de Thomson del átomo-esfera de carga 
positiva con electrones incrustados. 

F = - -
1
- (~ rra3 p) !!.. = 

4rr€0 3 a2 

Cap. 4 

donde (4/ 3)rra3p es la carga positiva neta en una esfera de radio a. Por lo tanto se puede escribir F= -ka 
donde la constante k =pe/3€0 . Si se libera al electrón en el punto a sin velocidad inicial, esta fuerza pro­
ducirá un movimiento armónico simple a lo largo de un diámetro de la esfera, ya que siempre está dirigida 
hacia el centro y tiene una intensidad que es proporcional al desplazamiento desde el centro. 

(b) Considérese que la carga total positiva tiene la magnitud de una carga electrónica (de modo que el 
átomo no tiene carga neta) y que se encuentra dis tribuida sobre una esfera de radio r'= 1.0 X 10- 10 m. 

De terminar la constante k de la fuerza y la frecuencia del movimiento del e lectrón 

Se tiene 

de modo que 

e 
p---

4 13 - rrr 
3 

9.0 x 109 nt-f\12/coul2 x (1.6 x 10- 19 coul)2 

------------------ =2.3 x J02 nt/m 
(1.0 X J O- lO m)3 

Entonces, la frecuencia del movimiento armónico simple es 

1 Jk 1 ¡2.3 x 102 nt/m 
11 = - - = - = 2.5 x I 016 seg- 1 

2rr 111 2rr 9.11 X IQ- 3l kg 

Dado que la radiación emitida por el átomo (en analogía con la radiación em itida por los electrones que 
oscilan en una antena) tendrá esta misma frecuencia, que corresponderá a la longitud de onda 

. e 3.0 x 108 m/seg 
1• = - = 2 5 1015¡ = 1.2 x 10- 7 m = 1200 A 

v . x seg 

que se encuentra en la región del espectro electromagnético correspondiente al violeta lejano. Es fácil 
demostrar que tlJl electrón que se mueve en una órbita circular estable cuyo radio es menor que el radio del 
átomo de Thomson, revoluciona a la misma frecuencia y por lo tanto , también radiará a la misma frecuencia. 

Por su puPs lo que la s uposición de un radio diferente de la esfera de carga positiva daría una frecuencia 
dif Prcnl t> . Pero el hecho Je que un átomo de hidrógen o de Thomson tenga solamente una frecuencia de 
t•111isió11 caracte rística está en co nlraposición co n el gran número de frecuencias diferentesqueseobservan 
en el cspcct ro del h idrógcno. ~ 

En el año de 1911 Ernest Ru therford, anteriormente estudiante de Thomson, obtuvo del 
.rnális is de partículas a dispersadas por átomos pruebas definitivas de fo inadecuado del modelo 
de Thomson. El análi sis de Rutherford demost ró que la carga positiva no estaba distribuida en 
todo el á lomo sino concentrada en u11a región mu y pequeña: el núcleo del átomo. Este fue uno 
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de los desarrollos más importantes en la física a tómica y fue el fundamento del malerial rle 
estudio de la física nuclear. 

Para entonces, Rutherford ya hab(a sido galardonado con el premio Nobel de 1908 por"sus investigariCl­
nes concernientes al decaimiento de los elemen tos y ... la quími ca de las substancias radiactivas". Fue un 
físico mu y trabajador con gran talen to, enorme iniciativa y confianza en sí mismo. En una carta escrita con 
posterioridad siendo ya Lord Rutherford, escribió: " Recientemente he leído algunos de mis primeros ar­
tículos y, Ud. sabe, cuando terminé me dije, Rutherford, mi muchacho, tú eras un tipo sumamente lisrCI". 
Aunque complacido por haber ganado un premio Nobel, prefería e l que hubiera sido en física y no en 
química. (En aquel entonces cualquier investigación sobre los elementos se consideraba en el terreno de la 
química). En su discurso en el que aceptó el premio, mencionó que durante su trabajo con radiactividad, 
había observado muchas transformaciones, pero nunca había visto una tan rápida como la suya propia, 
de físico a químico. 

Rutherford s upo que las partículas alfa eran átomos de helio doblemente ionizados (es decir, 
átomos de He sin dos electrones), que eran emitidos espontáneamente y a gran velocidad por 
varios materiales radiactivos. En la figura 4-2 se muestra un arreglo experimental utilizado por él 
y sus colegas para es tudiar la dispersión de partículas a lfa al pasar a través de láminas delgadas rle 
varias substancias. La fu ente radiactiva emite partículas a lfa que son colimadas mediante un par 
de diafragmas en un fino haz paralelo, el cual incide sobre una hoja de alguna substancia usual­
mente metáli ca. La lámina es tan delgada que las partículas pasan completamente a su través 
perdiendo mu y poco de su velocidad. Sin embargo, al atravesar la lámina cada una de las parl ícu­
las ex experimenta muchas deflexiones pequeñas debido a la fuerza de Coulomb que actúa 
debido a su carga y las cargas positivas y negativas de los átomos de la lámina. Puesto que la de­
flex ión de una partícula alfa al pasar a través de un solo átomo depende de los detalles de su 
trayectoria a través de éste, la defl exión total al pasar a través de la laminilla completa será 
diferente para las diferentes partículas a lfa en el haz. En consecuencia e l haz emergerá de la hoja 
como un haz divergente y no como un haz paralelo. Midiendo el número de pa rtículas oc dispf'r­
sadas en cada intervalo angular entre 0 y 0 + d0 es posible obtener una medida cuantitat iva 
de su divergencia. El detector de partículas alfa consiste de un microscopio y una película del 
compuesto ZnS cristalino. El cristal de ZnS tiene la propiedad de producir un pequeflo destello 
luminoso al ser golpeado por una partícula ex y al observar con el microscopio es posible distin­
guir el destello proveniente de la incidencia de una partícula ex . En el experimento un 
observador cuenta el número de destellos luminosos producidos por unidad de tiempo como 
función de la posición angular del detector. 

Si se denota con 5 al número de átomos que deflectan a una partícula cxen su paso a través de la 
hoja, con Oel ángulo de deflexión al pasar a través de un átomo (véase figura 4-3) y con 0 la 

Diafragma 

a-Fuente de 
partículas 

FIGURA 4-2 

1 1 

1 1 
Hoja delgado 

Arreglo para un experimento de dispersión de partículas <t.. La región por la que viajan 
las partícu las oc se encuentra al vacío. 
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a- Trayectoria de las partlculas 

FIGURA 4-3 
Una partícula oc pasando a través de un átomo según el modelo de Thomson. El ángulo 
fJ especifica la deflexión de la partícula. 

Cap. 4 

defle:xión total al pasar a través de todos los átomos en su trayectoria por el interior de la hoja, se 
puede demostrar mediante la teoría estadística que 

(4-1) 

Aquí (02) 112 es la raíz media cuadrática de la deflexión total o del ángu lo de dispersión y (02) 112 es 
la raíz media cuadrática del ángulo de dispersión en una deflexión por un solo átomo. El factor 
J JV proviene de la aleatoriedad de la deflexión· si todas las deflexiones fueran en la misma 
dirección , se debería obtener JV en lugar de U.De manera más general, la teoría estadística 
predice para las partículas a. dispersadas la distribución angular siguiente 

210 a-¡ 
N(0) d0 =-=- e-0 19 d0 

02 
(4-2) 

donde N(0) d0 es el número de partículas <x. dispersadas dentro del intervalo angular de 0 a 0 
+d0, e I es el número de ex que pasan por la hoja. 

Debido a que los electrones tienen una masa muy pequeña comparada con la de la partícula 
ex son capaces de producir solamente una deflexión muy pequeña a éstas. El átomo de Thomson 
no es capaz de proporcionar una repulsión debido a la fuerza de Coulomb lo suficientemente 
intensa para producir una deflexión considerable de las partículas ex ya que la carga positiva está 
dis tribuida sobre todo e l volumen del átomo de radio r' ~ 10- 10m.En efecto, usando el modelo de 
Thomson seencuentraqueladeflexión causadaporun átomoes0~10-4 rad.Este resu ltado, (4-1) y 
(4-2) constituyen las predicciones que sobre la dispersión de partículas ex: hace el modelo de 
Thomson, mismas que fueron comprobadas por Rutherford y su grupo. 

Ejemplo 4-2. (a) En un experimento típico (Geiger y Marsden , 1909) las partículas o: eran dispersadas 
por una laminilla de oro de10- 11 m de espesor. Se encontró que el promedio del ángulo de dispersión era 

(02)1 /2 ~ Iº ~ 2 x 10- 2 rad. Calcular (02)1/ 2. 

El número de átomos atravesados por la partícula ix es aproximadamente igual al espesor de la laminilla 
di vidido entre el diámetro del átomo. Así 

.A'" =: 1 o-0 m/ 10- 10 m = 104 

De (4-1) se obtiene que el ángulo de deflexión promedio al atravesar un solo átomo, es 

- (02)1/2 2 X 10- 2 
(82)112 == ~ ~ 2 x 10- 4 rad 

.j .A'" 102 

que concuerda con la estimación hecha mediante el modelo de Thomson O ~ 10- 4 rad. 
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(b) Más del 99% de las partículas ex fueron dispersadas a ángulos menores de 3°. Lasmedicionesen lasque 
se ut ilizaron 1 ° para(02) ll; :::oncordaron con(4-2) para N(0)d0 para ángulos 0en este in tervalo, pero la 
distribución angular para las pocas partículas dispersadas a ángulos mayores estaban en flagrante 
desacuerdo con (4-2). Por ejemplo, se encontró que la fracción decx dispersadas a ángulos mayores de 
90° , N(0 > 90°)/ /, fue a lrededor de 10- 4 • ¿Qué es lo que predi ce ( 4-2)? 

Se tiene 
180° 

N(0 > 90°) ------
I N(0)d0 

oo• 
I I 

= e-<00>2 = 10- ssoo 

un resultado totalmente diferente del valor experimen tal de 10- 4
• 

En general se observó que el número de partículas ex dispersadas era mucho mayor que el número predicho 
para todos los ángulos de dispersión mayores a unos cuantos grados. ~ 

La existencia de una probabilidad pequeña pero diferente de cero pa ra la dispersión a ángulos 
grandes, no podía explicarse en términos del modelo de Thomson , el cua l básicamente incluía 
ángulos de di spersión pequeños provenientes de muchos átomos. Para los científicos acostum­
brados a pensar en términos de este modelo resultó una gran sorpresa que algunas part ículas O'. 

resultaran deflectadas a ángulos mu y grandes, cercanos a 180º . En pal .. Lras de R u therford: "fué 
e l evento más increíble que me haya pasado en mi vida. Fue tan increíble como el que usted 
lanzara una ba la de 15 pulgadas a un papel sanitario y és ta regresara y lo golpeara". 

En los experimentos en los que se ut ilizaban hojas de varios espesores se demost ró que el 
número de di spersiones a ángulos grandes era proporcional a Y, al número de á tomos 
a travesados por la partícula<X, Esta es justamente la dependencia que se o btendría si ex istiera 
una probabilidad pequeña para que una part ícula <X fuera dispersada a través de un ángulo 
g rande al atravesar un solo átomo. Esto no podía suceder en el modelo de Thomson y fu e lo que 
condujo a Rutherford en 1911 a proponer un nuevo modelo. 

4.2 Modelo de Rutherford 

En el modelo de Rutherford de la estructura del átomo, se supone que toda la carga positiva del 
átomo, y en consecuencia esencialmente toda su masa, se encuentra concentrada en una región 
del espacio pequeña localizada en el centro y denominada núcleo. Si las di mensiones del n úcleo 
son sufic ientemente pequeñas, una partícu la ot que pase muy cerca de él puede ser dispersada a 
un ángulo grande al a travesar un solo átomo gracias a una repulsión debida a su carga que es muy 
intensa. Sí, en vez de utilizar r' = 1 o-1om para el radio de la distribución de carga positiva del 
modelo de Thomson , que conduce a un ángulo de defl ex ión máximo O~ 10- 4 rad, nos 
preguntamos cuál debería ser el radio r' de un núcleo para obtener , por ejemplo f) '.::::'. J rad, se 
encontrarár'= l 0-14 m y esto, como se ve rá, resultará ser una buena estimación del radio del 
núcleo a tómico. 

Rutherford hizo un cálculo detallado de la distribución angular que se esperaría para la 
dispers ión de partículas ot por á tomos del tipo de los propuestos en su modelo; estos cálculos 
úni camente comprendían la dispersión a ángu los mayores de unos cuantos grados; porlo tanto 
era posible ignorar las di spersiones debidas a electrones atómicos. Entonces, la dispersión se 
debe a la fuerza de Coulomb repulsiva que actúa entre la partícula IX cargada positivament e y el 
núcleo con carga del mismo signo. Además, en los cálculos solamen te se consideraban 
di spersiones provocadas por átomos pesados con objeto de permitir la suposición de que la masa 
del núcleo es tan grande comparada con la de la partícula <X que aquel n,o retrocede en forma 
apreciable (permanece fijo en el espacio) durante el proceso de dispersión. También se supuso 
que la partícula <X n o penetraba en la región nuclear , de manera que tanto la partícula como el 
núcleo (ambas supues tamente esféricas) se comportaban, desde el enfoque de la fuerza de 
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Coulomb, como cargas puntuales. Como se verá posteriormente estas supos1c10nes son 
perfectamente váli<ias excepto para la dispersión de partículas()(. por átomos ligeros y en tales 
casos será posible corregir mediante un valor finito para la masa nuclear. Finalmente, en estos 
cálculos se utiliza la mecánica no-relativista, ya que v/c ~ 1/20. 

La figura 4-4 muestra la dispersión de una partícula o: de carga +ze y masa M, al pasar en la 
proximidad de un núcleo de carga +ze.El núcleo está fijo en e l origen del sistema de 
coordenadas. Cuando la partícula se encuentra muy lejos del núcleo la fuerza de Coulomb que 
actúa sobre ella es muy pequeña, de manera que la partícula se aproxima al núcleo a lo largo de 
una línea recta con rapidez constante v. Después de la dispersión, la partícula se moverá, a 
partir de cier ta distancia desde el núcleo, a lo largo de una línea recta y con rapidez constante v'. 
La posición de la partícula con relación a l núcleo queda especificada por la coordenada radia l ry 
el ángulo polar cp, medido a partir de un eje paralelo a la trayectoria in icial. La distancia 
perpendicular de este eje a la línea correspondiente al movimiento inicial se conoce con el 
nombre de parámetro de impacto y se denota por b. El ángulo de dispersión (} es justamente el 
ángulo entre el eje y una línea trazada desde el origen y paralela a la línea del movimiento final; 
b' es la distancia perpendicular entre estas dos líneas. 

Ejemplo 4-3. Demostrar que v = v' y b = b' . 
Por ser una fuerza de Coulomb, la fuerza que act úa sobre la partícula siempre se encuentra en la 

dirección radial y por lo tanto el impulso angular de la partícula alrededor del origen tiene un valor 
constante L. Entonces el impulso angular inicial es igual al impulso angular final , es decir 

Mvb = Mv'b' = L 

Por supuesto que la energía cinética de la partícula no se mantiene constante durante la dispersión, pero la 
energía cinética inicial deberá ser igual a la energía cinética final ya que se ha supuesto que el núcleo 
permanece en reposo. Entonces 

1 1 '2 - Mv2 = -Mv 
2 2 

Mu 

Aslntoto 

b 

Ze 

FIGURA 4-4 
Trayectoria hiperbólica seguida en el modelo de Rutherfor..f mostrando las coorde­
nadas r,<p y los parámetros b, D. Estos dos parámetros determinan completamente la 
trayectoria, en particular e l ángulo de dispersión () y la distancia de máximo acerca­
mien to R. La carga puntual nuclear Ze en un foco de la rama de la hipérbola. 



Sec. 4 .2 MODELO DE RUTHERFORD 121 

Por lo que, v = v' y de la relación anterior b = b', tal como se dibujó en la figura 4-4. 

Mediante un cálculo directo según la mecánica clásica y utilizando la fuerza de Coulomb 
repu lsiva (l /4'7Te0)(zZe2/r 2

), se obtiene la ecuación para la trayectoria de la partícula ex (véase el 
apéndice D) 

1 1 D - = - sen <p + - ( cos <p - 1) 
r b 2b2 

(4-3) 

que es la ecuación de una hipérbola en coordenadas polares. Donde D e_ una constante definida 
por 

D = _1_ zZe
2 

41re0 Mv2/2 
(4-4) 

que resulta ser un parámetro conveniente y numéricamente igual a la distancia de má,Ximo 
acercamiento al núcleo en una colisión fronta l (b =O). Esto se obtiene de conside rar que a esta 
distancia la ~ nergía potencial ( l /4'1Te0)(zZe2/ D) es igual a la energía cinéti ca inicial M/ /2 igua­
lando y resolviendo para D. En este punto la partícula se detendrá e invertirá la dirección de su 
movimiento. El ángulo de dispersión O se determina de (4-3) evaluando el valor de q, cuando 
r - oo y haciendo 8 = 7r-<p. Así se obtiene 

e 2b 
cot - = -

2 D (4-5) 

Ejemplo 4-4. Evaluar R que es la distancia de máximo acercamiento de la partícula al centro del 
núcleo (el origen en la figura 4-4). 

La coordenada radial r será igual a R cuando e l ángulo polar sea cp =('" - 0)/2. Evaluando (4-3) para este 
ángulo se obtiene 

1 1 (11 - ()) D l ('" - º) J R.= ¡;sen -
2
- + 262 cos -

2
- - 1 

Y de (4-5) se tiene 

b = - cot - = - tan D O D ( '" 
2
- º) 

2 2 2 

lo cual, después de algunas simplificaciones conduce a 

o 

R = D[1 +--1--J 2 sen ( 0/2) 
(4-6) 

Resultado que se puede checar físicamente. Obsérvese que cuando 0-TT, lo que corresponde a b = O, es 
decir una colisión frontal,R - D, la distancia de máxi mo acercamiento. Además y como era de esperarse, 
9- O, corresponde a una deflexión nula y por lo tant o b y R tienden a infinito. ~ 

En la figura (4-5) se puede observar que para el caso de la disper sión de una partícula ex por un 
so lo núcleo, si el parámetro de impacto está en el intervalo entre by b + db, el ángu lo de 
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+ze----...--~-------~ 
+ze ----~d~b~--------

f • 
+Ze 

FIGURA 4-5 

Relación entre el parámetro de impacto by el ángulo de dispersión (). Al aumen tar b 
(alejarse del núcleo) el ángulo() decrece (menor ángulo de dispersión). Las partículas 
o: con parámetro de impacto entre by b + db son dispersadas en el intervalo angular 
entre (} y 8 + dO. 

Cap. 4 

dispersión está en el intervalo entre 8 y() + d(), donde la relación entre b y f) está dada por la 
ecuación (4-5) . El problema de calcular el número N(0) d0 de partículas <X. dispersadas en e l 
intervalo angular (:)y0 + d0 a l a travesar la laminilla completa es equivalente al problema de 
calcular el número de partículas que inciden con un parámetro de impacto en tre by b + db. 
Como se mostrará en el ejemplo siguiente, el resultado es 

0 0 ( 
1 ) 2

( zZe
2 

)
2 

l pt2rr sen 0 d0 N( )d · = - --
4rrE0 2Mv2 sen4 (0/2) 

(4-7) 

donde I es el número de partículas <X. que inciden sobre una laminilla de espesor t cm y que 
contiene p núcleos por centímetro cúbico. 

Ejemplo 4-5. Verifíquese la ecuación (4-7). 

Considé rese, como se muestra en la figura 4-6, un segmento de la laminilla con área de sección 
transversal de 1 cm2. Alrededo r de un eje c¡ue pasa por cada núcleo se traza un ani llo con radio interno by 
radio externo 6 + db, siendo el área de cada uno de los anillos 211b db. El número de estos anillos en este 

FIGURA 4-6 
llaz de partícul as o: qu e incide n so bre una 
laminilla de l cm2 J e área y espesor t cm. Los 
anillos 4uc so n simplemente constru cciones 
gc>o rn étricas y sin signifi cado físico, están cen­
trados <' 11 lo!> nú cleos. En rcaliJad , exis ten 
mu c hos má!> anill os de los mostrados y son 
más peq ue ños. 

1 cm 

J 
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segmento de la hoja es pt. La probabilidad de que una partícula ex pase a través de u no de estos anillos, P(b) 
db, es igual al área total cubierta por los anill os dividida entre el área total del segmento. Se supone que la 
laminilla es lo suficientemente delgada como para ignorar el traslapamiento de los anillos correspondien­
tes a núcleos diferentes. El proceso involucra dispersión simple y la probabilidad de dispersión por más de 
un núcleo se considera muy pequei'la. Por lo tanto 

P(b) db = pt2'"b db 

pero b = (D/2) col (fJ/2) así que 

y 

Entonces 

db = 
D d8 /2 

- 2sen 2(fJ/2) 

D 2 cos (8/2) d8 
b db = - 8 sen3 (fJ/2) 

D 2 sen 8 dO 

- 16 sen4 (0/2) 

P(b) db 
'" 2 dO 

- 8 ptD sene seni1 (0/2) 

PP.ro-P(b) db es igual a la probabilidad de que las partículas inciden res sean dispersadas en un intervalo 
angular entre 8 y O +dO. El signo menos proviene del hecho de que un decremento en b, es decir, -db, 
corresponde a un incremento en O es decir , + dO. Utilizando la notación anterior,0 para el ángulo de 
dispersión al pasar a través de la laminilla completa. 

N(0) d0 '" sen 0 d0 
I = -P(b) db = 8 ptD\en4 (e/2) 

Por último, con D = (1/4'""o)'!-Ze2/(Mv2/2), se obtiene (4-7). 

Si se comparan los resultados (4-7) del modelo de Rutherford con )os del modelo de Thomson 
(4-2) se observa que no obstante que en ambos e l factor angular decrece rápidamente a l crecer el 
ángulo, el decremento es bastante más lento para las predicciones de Rutherford. Las 
dispersiones a ángulos grandes son mucho más probables en una dispersión simple por un 
átomo con núcleo que en dispersiones múltiples a ángulos pequeños por u111 átomo de "pastel de 
pasas" . A los pocos meses de la derivación de la ecuación (4-7). Geiger y Marsden llevaron a 
cabo experimentos de ta llados con objeto de probarla; los resultados que obtuvieron fueron: 

l. Se comprobó la dependencia angu lar , utilizando laminillas de Ag y Au, en el intervalo de 5° 
a 150°. No obstante queN(0)d0varía en este intervalo por un factor de aproximadamente 105. 
los datos experimentales se mantienen , proporcionales a la distribución angular teór ica dentro 
de un porcen taje pequeño . 

2. Se encontró que la cantidad N(0)d0 era efect ivamente proporc iona l al espesor l de la hoja 
para un intervalo de aprox imadamente 10 pulgadas de espesor para todos los elementos 
investigados. 

3. La ecuación (4-7) predice que el número de partículas CY. dispersadas será inversamente 
proporcional al cuadrado de su energía cinética,Mv2/2.Esto se comprobó utilizando partículas 
CY. provenientes de distintas fuentes radiactivas y la dependencia con la energía cinética 
predicha se confirmó experimentalmente con una variación en la energía di sponible de 
alrededor de un fac tor de 3. 

4. Por último, la ecuación predice que N(0)d0 es proporcional a (Ze) 2 , e lcuadradode lacarga 
nuclear . En aquel ent onces Z no era conocida para varios átomos. Suponiendo válida la 
ecuación (4-7), los experimentos se u ti lizaron para determinar Z y se encontró que és ta era igual 
al número a tómico de los átomos blanco. Esto implicaba que e l primer átomo en la tabla 
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periódica, H, contenía un electrón; el segundo, He, contenía dos electrones; el tercero, Li , 
contenía tres etc, ya que Z también es el número de los electrones en el átomo neutro. Este 
resultado fue comprobado de manera independiente por técnicas de rayos X y que se anali zarán 
en el capítulo 9. 

Una vez comprobado su modelo, Rutherford fue capaz de poner límites al tamaño del núcleo . 
La distancia de máximo acercamiento D es el menor valor que puede tomar R y que ocurre 
para 0 = 180°. Entonces 

1 zZe2 

R -D------
1ao• - - 41r€o Mv2/2 

El radio del núcleo no puede ser mayor que D debido a que los resultados están basados 
en la suposición de que la fuerza que actúa sobre la partícula O( siempre es estrictamente 
una fuerza de Coulomb entre dos cargas puntuales. Suposición que no sería cierta si la partícula 
penetrara a la región nuclear en su distancia de máximo acercamiento. La ecuación anterior 
demuestra que R180• decrece conforme Z decrece y surge la pregunta: ¿Qué tanto puede 
decrecer R180 • antes de que sea menor que el radio del núcleo? Para núcleos muy ligeros se 
observaron discrepancias con las dispersiones predichas por Rutherford. Parte de ellas debidas 
a la violación que existe para núcleos muy ligeros a la suposición de que la masa nuclear es 
grande comparada con la masa de la partícula()(; sin embargo, aún tomando en cuenta el valor 
finito de la masa nuclear subsisten las discrepancias. Lo cual sugiere que la penetración del 
n úcleo ocurre en estos casos alterando las dispersiones predichas. Por lo tanto , el radio nuclear 
se puede definir como el valor de R para el ángulo de dispersión límite, o la energía límite 
incidente, para e l cual aparece la discrepancia con la teoría de Rutherford. Por ejemplo, en la 
figu ra (4-7) se muestran los datos obtenidos por el grupo de Rutherford para la dispersión de 
partículas ot de distintas energías y para un ángulo grande y fijo cuando la laminilla blanco era 
Al. La ordenada es la relación del número de partículas dispersadas observado, al número 
predicho por la teoría de Rutherford (corregido por la masa nuclear finita) . La abscisa es la 
distancia de máximo acercamiento calculada a partir de (4-6). Estos datos implican que el radio 
del núcleo de Al es alrededor de 10-14m = 10 F. (La unidad de distancia utilizada en física 
nuclear es el Fenni, que es igual a 1Q-l5 m . Nótese que un F = 10-5 A, donde A , el atigstrom es 
la unidad utilizada en física atómica). 

JrJGURA 4-7 

Aluminio 

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 
R 0 0- 14 m) 

1.6 1.8 

Algunos de los datos obtenidos en la dispersión por a luminio de partículas oc prove­
nientes de una fuente radiacti va. La abscisa es la dis tan cia de máximo acercamien to a l 
11úcleo cen tral. 
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La fórmula de dispersión de Rutherford (4-7) por lo general se expresa en té rminos de una 
secci6n transversal diferencial d<1/dD.. Esta cantidad se define de manera que el número dN de 
partículas dispersadas dentro de un ángulo sólido dD. al ángu lo de dispersión 0 es 

d<J ' 
dN= -IndD. 

dD. 
(4-8) 

sil partículas ce inciden sobre una hoja blanco que contienen núcleos por cm2 • La definición es 
análoga a la definición de sección transversal <J en (2-18) 

N = <Jfn 

Esto se ilustra en la figura 4-8. El ángulo sólidodf.!,que esencialmente es un intervalo angula r 
bidimensional, se mide numéricamente por el área cubierta por el intervalo angular sobre una 
esfera de radio unidad con centro en el lugar en el que ocurre la dispersión. Para la dispe rsión de 
Rutherford que es simétrica a lrededor del eje del haz incidente, es importante el ángulo 
sólido dD. que corresponde a todos los eventos en los cuales el ángulo de dispersión se encuentra 
en el intervalo d0 a 0. Como se muestra en la figura 

dD. = 21r sen0 d0 

Utilizando esta expresión en (4-7), escribiendo N(0) d0 como dN y escribiendo el té rmino pi 
como n, se obtiene 

dN= - -- IndD. ( 
1 )2(zze2 )2 J 

41TE0 2Mv2 serP(0/2) 

Haz incidente de 
partículas 1 

11 núcleos 
por cm 2 de blanco 

FIGURA 4-8 

\ ~ t -.... . 

dO = area/r2 = 
271" sene d 0 

dN particulas 
emitidas en el 

6ngulo continuo dO 

\ 

Il us tración de la defini <' ión de sección transversal diferen cial da/dD.. S1 el blan co es lo 
suficient eme nt e delgado como para qu e una pa rtícul a in cidente lenga una oportu· 
nidad desprec iable de int Praccionar en más de un núcleo mientras a traviesa e l blanco, 
se I iene d N = (da/d D.)In d f.t 
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Comparando con la definición de (4-8) se demuestra que la sección transversal diferencial de 
dispersión de Rutherf ord es 

da --
dD. ( 

1 )
2

( zZe
2 

)
2 

1 
41rE0 2Mv2 ser/ (0/2) 

(4-9) 

4.3 La estabilidad del átomo nuclear 

La verificación experimental detallada de las predicciones del modelo del átomo nuclear de 
Rutherford dio lugar a ciertas dudas en lo concerniente a la validez del modelo. En el centro del 
átomo se enLUentra un núcleo cuya masa es aproximadamente la del átomo completo y cuya 
carga es igual al número atómico Z multiplicado por e; alrededor de este núcleo existen Z 
electrones que hacen que el átomo sea neutro. Pero s urgen ciertas preguntas acerca de la 
estabilidad del átomo. Por ejemplo, si se supone que los electrones están estacionarios, no existe 
un arreglo estable de esos electrones que prevenga que éstos caigan a l núcleo bajo la influencia 
de la atracción de Coulomb. No es posible permitir que el átomo vuelva a caer a lo mismo 
(regresando al pastel de pasas de tamaño nuclear) debido a que su radio sería del orden de un 
radio nuclear que es menor en cuatro órdenes de magnitud que el radio que los experimentos 
han mostrado que tiene el átomo. 

Un primer vistazo parece indicar que simplemente deberá permitirse que los electrones 
circulen alrededor del núcleo en órbitas similares a la de los planetas alrededor del sol. Tal 
sistema sería mecánicamente estable, como lo es el sistema solar. Sin embargo, surge una seria 
dificultad al tratar de llevar esta idea del sistema planetario al sistema atómico. El problema es 
que los electrones cargados estarían constantemente acelerados en su movimiento alrededor del 
núcleo y, según la teoría electromagnética clásica todo cuerpo cargado acelerado radía energía 
en forma de radiación electromagnética (véase apéndice B). La energía debería emitirse a 
expensas de la energía mecánica del electrón y el electrón debería caer en espiral hacia el núcleo. 
De nuevo se tiene un átomo que vuelve a encajar rápidamente a las dimensiones nucleares (para 
un átomo de diámetro de 10-Lo m se puede computar que el tiempo de colapso sería ~ 10-12seg). 
De esta manera se debería obtener la emisión de un espectro continuo de radiación lo cual no 
está de acuerdo con e l espectro discreto, que sabemos, emiten los átomos. 

Este problema de la estabilidad de los átomos conduce a un modelo simple de la estructura 
atómica. La clave de es te exitoso modelo, propuesto en 1913 por Niels Bohr, fue la predicción 
del espectro de radiación emitido por ciertos átomos. Por lo que resulta apropiado en este 
momento describir a lgunos de los rasgos principales de esos espectros. 

4.4 Espectros atómicos 

En la figura 4-9 se muestra un aparato típico utilizado en la medida de los espectros atómicos. La 
fuente consiste en una descarga eléctrica que pasa a través de una región que contiene un gas 
monoatómico. Debido a colisiones con los electrones y con otros átomos, algunos de los átomos 
en la descarga quedan en un estado en el que su energía total es mayor que la energía de un 
átomo normal. Al regresar a su estado de energía normal los átomos liberan su exceso de energía 
mediante la emisión de radiación electromagnética. Esta radiación se colima mediante una 
rendija y pasa a través de un prisma (o rejilla de difracc ión para mejor resolución) donde se 
rompe en su espectro de longitudes de onda para registrarse posteriormente en una placa 
fotográfica. 

La naturaleza del espectro observado se ind ica sobre la placa fotográfica. En contraste con e l 
espectro continuo de la radiación electromagnética emitida, por ejemplo por la superficie de 
sólidos a alta temperatura , la radiación electromagnética emitida por átomos libres se concentra en 
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FIGURA 4-9 

ESPECTROS ATOMICOS 

Placa fotogrófica 

Representación esqu emática de un aparato usado para medir espectros atómicos. 
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un número de longi.tudes de onda discretas. A cada una de estas longitudes de onda componente se 
le denomina una línea debido a que sobre la placa fotográfica cada una de ellas deja una imagen 
de la rendija. La investigación de los espectros emitidos por diferentes tipos de átomos muestra 
que cada uno de ellos tiene su propio espectro característico, es decir, las líneas del espectro se 
encuentran en un conjunto de longitudes de onda característico. Este hecho es de gran 
importancia práctica debido a que hace de la espectroscopía una técn ica muy útil que viene a 
sumarse a las técnicas usuales del análisis químico. Por esta razón es que se han dedicado 
muchos esfuerzos para mejorar las medidas de los espectros atómicos y de hecho es necesario 
mucho esfuerzo debido a que los espectros consisten de muchos cientos de líneas y por lo 
general son muy complicados. 

Sin embargo, e l espectro del hidrógeno es relativamente simple, lo cual no es sorprendente ya 
que éste es el átomo más sencillo debido a que contiene solamente un elec trón. La mayor parte 
del universo consiste de átomos de hidrógeno aislados, de manera que el espectro del hidrógeno 
es de considerable interés práctico. Como se verá después, existen razones teóricas e históri cas 
para estudiarlo. La figura 4-10 representa la parte del espectro atómico del hidrógeno que cae 
aproximadamente dentro del intervalo de longi tudes de onda visibles. Se ve que el espacia­
miento entre líneas adyacentes del espectro, en longitudes de onda, decrece continuamente 
conforme decrece la longitud de onda de las líneas, de manera que la serie de líneas converge a la 
llamada límite de la serie en 3645.6 A. Las líneas de longitud de onda corta, incluyendo el límite 
de la se rie, son difíciles de observar experimentalmente debido al poco espaciamiento y debido a 
que se encuentran en el ultravioleta. 

La regularidad obvia del espectro de H llevó a muchas gen tes a buscar una fórmula empírica que 
representara la longitud de onda de las líneas. Tal fórmula fu e descubierta por Balmer en 1885, y 
es la ecuación simple 

2 

,l = 3646 
11 

n 2 
- 4 

(en unidades A) 

donde n= 3 para H ex> n= 4 para H p,. n = 5 para Hy,elc., y que es capaz de predecir las longitudes 
de onda para las primeras nueve líneas de la serie, que eran todas las que se conocían entonces, 
con una aproximación mayor que una parte en 1000. Este descubrimiento inició una 
investigación para fórmulas empíricas similares que pudieran aplicarse a series de líneas que en 
ocasiones son ident ificables dentro de la di stribución complicada de líneas que const itu yen los 
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Arriba: Foto{?.:-afía de la parte visible dc-1 espectro <lel hi<lrógeno. A ba10: Esquema del 
mismo espectro ,·on las lím•as denota<las. 

Cop. 4 

espec:Lros de otros elemento~ La mayor parte de este trabajo fue rea li zado por Rydberg 
alrf'declor <le 1890 quien en contró convenie nte trabajar con el recíproco d e la longitud de onda 
de las líneas e n vez df' la longitud de onda mis ma. En té rminos de l recíproco de la longitud de 
011da 1< la fórmula de Balmer se puede escribir com o 

K = 1/J. = R11 ( 1/22 - l /112) 11 = 3, 4, 5,. . . (4- 10) 

donde R 11 es la llamada constante de Rydberg para el hidrógeno. A partir de datos espectroscó­
pi('Ol:> recien tes, se sabe que s u valor es 

R 11 = 10967757.6 ± 1.2 m 1 

Lo rnal i11Jica la prec1s1on posible en las m ed ic ion es espectroscópicas. 
~e l1an c ncont rado fó rmulas de este tipo para un número de se ri es . Así por ejemplo, se sabe de 

la PxistPncia de c in co seri es de líneas e n el espectro de l hidrógeno y es tas se muestran en la tabla 
· 1- 1 . 

Para á tomos JC' e lemen tos alcalinus (Li , Na, K, ... ) las fórmulas para las se ries son J<' la 
r11i .... nw t·struc-1 ura genera l. Es to es 

1<=-= R[ I 
A (11 1 - a)2 ( 4-11) 

dtn1d•· I< , . .., la ,·ons larHt· dc• Hydberg para Pl <·le111C' nto parli r:ular , a y b son <'o ns lantcs para la seri e 
par1i,·11l.1r, 111 t'!-> 1rn 1• 11tero qtw ,·~ fijo para la sc~rif' parl i<'u lar y n es u11 ent e ro vari able. La 
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constante de Rydberg tiene el mismo valor , dentro de un 0.05%, para todos los e lementos 
aunque muestra un ligero increment o sistemático cuando se incrementa e l peso atómico. 

Hasta aquí se ha analizado el espectro de emisi6n de un átomo. Una propiedad íntimamente rela­
c ionada es e l espectro de absorci6n, el cual se puede medir con un aparato similar al mostrado en la 
figura 4-9 excepto que se utiliza una fuente que emite un espectro continuo y una celda con pare­
des de vidrio que contiene al gas monoatómico por investigar y que se inserta en algún lugar 
entre la fu ente y el prisma. Después de la exposición y el revelado se encuentra que la placa 
fotográfica está totalmente obscurecida excepto en cierto número de líneas, las cuales repre­
sen tan un conjunto de longitudes de onda componentes del espectro continuoque incide so­
bre el prisma que se han perdido y que debieron haber sido absorbidas por los átomos del gas 
que se encuent ra en la celda. Se observa que para cada línea en el espectro de absorción de un 
elemento existe una línea (de la misma longitud de onda) correspondiente en su espectro de 
emisión; sin embargo, e l inverso no es cierto. Sólo ciertas líneas de emisión se muest ran en e l 
espectro de absorción. Normalmente, para el gas hidrógeno sólo aparecen en el espectro df' 
absorción las líneas que corresponden a la serie de Lyman, pero cuand!o el gas está a alta 
temperatura, por ejemplo en la superficie de una estrella, las líneas que se encuentran son las 
correspondien tes a la serie de Balmer. 

4 .5 Postulados de Bohr 

Todos estos detalles de los espectros atómicos y muchos más que no se han estudiado deberán de 
explicarse mediante un modelo adecuado de la estructura atómica. Además, la gran precisión de 
las medidas espectroscópicas imponen requisitos muy severos a la precisió n con la cual este 
modelo debe de ser capaz de predecir cuantitati vamente los detalles de les espect ros. 

En 1913 Niels Bohr desa rrolló un modelo que estaba en acuerdo cuantitati vo con ciertos 
datos espectroscópicos (por ejemplo, e l espectro del hidrógeno). Este modelo tenía el atractivo 
adicional de que las matemát icas relativas a este eran muy fáciles de entender. Aunque 
probablemente el estudiante ya ha visto algo del modelo de Bohr a l estudiar sus cursos de física o 
química elemental, aq uí se considerará en detalle con el fin de obtener varios resultados que se 
necesitarán para hacer comparaciones dentro de este texto y también para revisar los 
postulados, a veces confusos, sobre los cuales está basado el modelo. Estos postulados son: 

l. Un electrón en un átomo se mueve en una órbita circular alrededor del núcleo bajo la influencia 
de la atracción de Coulomb entre el electrón y el núcleo, sujetándose a las leyes de la mecánica clásica. 

TABLA 4-1. La serie del hidrógeno. 

Nombres Intervalos de longitudes de onda Fórmulas 

Lyman Ultravioleta K = Ru (:2 - :,2) 11 = 2, 3, 4, ... 

Salmer Ultravioleta cercano y K = Ru (~2 - 1~2) 
visible 

11 = 3, 4, 5, ... 

Paschen Infrarrojo K=R e--~) H 32 n2 
11 = 4, 5, 6, ... 

Brackett Infrarrojo K = RII (~2 - :2) 11=5,6,7, ... 

Pfund Infrarrojo K = R¡¡ G2 - :,2) 11=6,7,8, ... 
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2. En lugar de una infinidad de órbitas que serían posib/,es en la mecánica clásica, para un ekctrón 
sólo es posible moverse en una órbita para la cual su impulso angular orbital Les un m1.,,ltiplo entero 
deli,la constante de Planck dividida entre 277. 

3. A pesar de que el electrón se acelera constantemente cuando se mueve en una de estas órbitas 
permitidas, no radía energía ekctromagnética. Entonces, su energía total E permanece constante. 

4. Se emite radiación electromagnética si un electrón, que inicialmente se mueve en una órbita de 
energía total E;,cambia su movimiento de manera discontinua para moverse en una órbita de energía 
totalE1.La frecuencia de la radiación emitida ves igual a la cantidad (E, - E1) dividida entre la 
constante h de Planck. 

El primer pos tulado hace que el modelo de Bohr tome como base la existencia del núcleo ató· 
mico. El segundo postulado introduce la cuantización. Sin embargo, obsérvese la diferencia 
entre la cuantización de Bohr del impulso angular orbital de un electrón que se mueve bajo la 
influencia de una fuerza inversa del cuadrado (Coulomb) 

L = nñ n = 1, 2, 3,... (4-12) 

y la cuantización de Planck de la energía de una partícula, tal como un electrón, que efectúa 
movimiento armónico simple bajo la influencia de unafuerzarestauradoraarmónica; E=nhv, n 

= O, ] , 2, ... En la siguien te sección se verá que la cuantización del impulso angular orbital del 
electrón atómico conduce a la cuantización de su energía total pero con una ecuación de 
c uantización de la energía diferente de la ecuación de P lanck. El tercer postulado resuelve el 
problema de la estabi lidad de un electrón que se mueve en una órbita circular, planteado por la 
emisié,n de radiación electromagnética del electrón según la teoría clásica, postulando sim­
plemente que este hecho particular de la teoría clásica no es válido para e l caso de un electrón 
atómico. El postulado se basó en el hecho de que experimentalmente se ha observado que los 
álomos son estables aun cuando se contradiga a la teoría clásica. El cuarto postulado 

v= 
h 

( 4-13) 

es realmente el postulado de Einstein referente a que la frecuencia de un fotón de radiación 
electromagné tica es igual a la energía del fotón d ivid ida entre la constante de Planck. 

Estos postulados resum en un trabaj o esmerado para mezclar la fís ica c lás i ca y la no clásica. Se supone 
que el electqSn moviéndose en una órbita c ircular obedece a la mecánica clás ica y al mis mo tiempo se 
inc lu ye la idea no clás ica de cuantización del impulso angu lar orbital. 51:' supone qu e <'I e lectrón obedece 
un hecho de la teoría electromagn é ti ca dás ica (11:'y de Cou lomb), a la vez que no sa tis face otro heclio (la 
em is ión de radiación por cuerpos acelerad os). S in embargo, no es sorprenden le e l qu e las leyes de la fís ica 
clásica, que están basadas en la ex perienc ia con s istemas macroscópi cos, no sea 11 completamente válidas 
cuando se trabaja con sistemas mit'rOs<'ópicos <'O rn o lo es el átomo. 

-L6 Modelo de Bohr 

La just ificación de los postulados de l:fohr, o de cualquier conjunto de postulados, so lamente se 
p11<'rlr encon trar comparando las predicc iones que J erivan Je ellos con los resultados experi -
11w11tales . En esta sección se derivarán algunas de estas predicciones y se compararán con los 
da to~ de la sección 4-4. 

( :u11siut'rf'se un átomo que consis te de un núcleo de carga +Ze y masa M y un solo elec trón de 
ca rga -e y masa m. Para un átomo de hidrógeno neutro Z = 1, para un álomo <l e helio 
.... impl<' lll P1t te ionizado Z = 2, para un átomo de litio dobl emente ionizauo Z =3, etc. Supóngase 
que· el c·lec trón se muev<' en una órbita c- ircular alrededor <l el núcleo. inicialme nt e se supone 
q1w la masa df'l e lect rón es completamente despreciable comparada co n la masa del núcleo y 
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consecuent emente se asume que el núcleo permanece fijo en e l espacio . La condición de 
es tab ilidad m ecánica del e lectrón es 

1 Ze2 

- - -- = 
v2 

m­
r 

(4-14) 

donde" es la velocidad del elect rón en su órbita, y r es el radio de és ta. E l p r imer miembro de esta 
ecuación es la fuerza de Coulomb que actúa sobre el electrón y e l segundo miembro es ma. donde 
a es la aceleración cen tr ípeta que mantiene al e lect rón en su órbita circu lar . Ahora, e l impulso 
angular orbi tal del electrón. L = m vr , deberá ser una co ns tan te , ya que la fuerza que actúa sobre 
el e lectrón es tá por en tero en la dirección radial. Aplicando la condició n de cuantización, (4- 12) 
a L. se oht ie ne 

mvr = nñ n= l , 2,3 , ... (4-15) 

Resolv iendo para v y subs titu yendo en (4- 14) , se obtiene 

as í 

11 = 1, 2, 3, . . . (4-16) 

y 

n li 
v= -

1 Ze2 

n - 1, 2, 3 ... (4-17) 
m r 

l.a aplicación de la condi ción de cu antización del impulso angu lar ha restringido las órbitas circu lares 
posibles a aqu ellas cuyos radi os están dados por (4-1 6). Obsér vese que estos radios son proporr.ion ales al 
t"11adrado del número cuántico n. Se se evalúa el radio de la órbi ta más pequeña (n = 1) para un átomo de 
h id rógeno (Z = 1) poniendo los valores conocidos de h , m , y e. se obt iene r = 5 .3 X 10- 11 m ~ 0.5 A. 
Posteriorme nt e se verá q ue el electrón t ien e su energía to tal m ínima cuando se encu entra en la órbi ta 
rnrrespondie nt e a n = l. Co nsecuent ement e el radio de es ta ór bi ta se podrá int erpretar como u na medid? 
del radio de un átomo de hidrógeno en su estado normal, lo cual se ajusta muy bien con la estimación, 
me n<' io nada prev ia me nt e, de que el orden de magnitud de un radio a tóm ico es 1 Á . Por lo tant o, los 
pos tulad os de Bo hr predi cen un tamaño razonabl e para el á tomo. Eva luando la veloéidad orbita l de un 
elert rón en la órbi ta más pequ eña de un á tomo de h idrógeno con ayuda de la ecuación (4- 17), se obt ien e 11 

= 2.2 X ) 06 m/seg. De la ecuación se puede ver que esta es la velocidad máxima posible para un electrón en 
1111 átomo de hidrógeno. El hecho de q ue es ta velocidad sea meno r gue el 1 % de la velocidad de la luz es la 
justific-ación pa ra utilizar en e l modelo de Bo hr la mecáni ca clásica en vez de la mecáni ra rnla ti vista. Por 
o tra par te, la ecuación (4- 17) muest ra que para valores grand es de Z la velocidad del d ect rón se hace 
relativista y en estos casos no es posible aplicar el modelo. Esta ecuación también muestra el por qué en el 
mode lo de Bohr no está permitido que el número cuánt ico n to me el val or n = O, como ocurre en la 
ecu ación de cuanti zac ión de Plan ck. 

En seguida calculando la energía to tal de un electrón atómico que se mueve en una de las ó rbitas 
permitidas. Definiendo el cero de la energía potencial cuando el e lectrón se encuentra a una d is­
tancia infinita desde el núcleo. Entonces la energía pote ncial V para cualquie r dis tancia finita 
r se puede o btener integrando e l tra bajo q u e hará la fuerza de Coulomb actuando desde r hasta 
oo. En tonces 

r 
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La energía potencial es negativa debido a que la fuerza de Coulomb es atractiva y se requiere 
hacer trabajo para mover al electrón desde r hasta e l infinito en contra de esta fuerza. Con ia 
ayuda de (4-14) se puede evaluar la en ergía cinética del electrón 

K = _! mv2 = ze2 
2 41re02r 

Entonces, la energía total E del electrón es 

E= K +V= 
Ze2 

- -K 

Utilizando (4- 16) parar en la ecuación ante rior, se tiene 

E= 
mz2e4· 1 

( 41re0)
22ñ2 

11
2 

n -· 1, 2, 3,. . . (4-18) 

Obsérvese que la cuantización del impulso angular orbital del electrón conduce a una cuantización 
de su energía total. 

La información con tenida en la ecuación (4-18) mediante un diagrama de niveles de energía 
se presen ta en la figura 4- 11. A la izquierda se muestra la energía de cada nivel expresada en 
Joules y elect ron-volts y en el segundo miembro se muestra el número cuántico del nivel. El 
diagrama es tá construido de tal manera que la distancia de cua lquier nivel al nivel de energía 
cero es proporcional a la energía del nivel en cuestión. Obsérvese que el menor valor permitido 
(el más negativo) de la energía total, ocurre para el n úmero cuántico más pequeño n = 1 y que 
conforme n aumenta la energía total del estado cuántico se hace menos negativa , con E 
aproximándose a cero conforme n se aprox ima a infinito. Ya que el estado de menor energía 
total es, por s upuesto, el estado más estable para el electrón, se ve que el estado normal del 
electrón en un átomo monoelectrónico es el estado para el cual n = l. 

E n o~~-~00 
-1.36 x 10 - l

9 
joule ------------ ------ 4 

= - 0.85 eV 
-2.41 x 10- 19 joule ------------------ 3 

= -1.51 eV 

-5.42 x 10-
19 

joule ------------------ 2 
= - 3.39 eV 

- 21.7 X 10-
19 

JOUie ------------------ 1 = -13.6 eV 

FIGURA 4-11 
Diagrama de niveles de energía para el átomo de hidrógeno. 
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Ejemplo 4-6. Calcu lar a partir de (4-18) la energía de enlace del átomo de hidrógeno (la energía que 
liga al electrón con e l núcleo). 

La energía de enlace es numéricamente igual a la energía del estado más bajo en la figura (4-1 J ), que 
corresponde a n = 1 en (4- 18). Con Z = 1, esto prod uce 

E = ( 
t )2 111e4 

- 41r€0 2r,2 

(9.0 x 109 nt-m 2/coul2)2 x 9. 11 x 10- 3 1 kg x (1.60 X UQ- l 9 coul)4 

---
2 x {1.05 x 10- 34 joule-seg)2 

= -2. 17 x 10- 18 joule = - 13.6·ev 

lo cual concuerda muy bien con la energía de enlace observada experimentalmente para e l hidrógeno. 

~ 

A continuación seca lcu lará lafrecuencia v de la radiació n electromagnéticaemitidacuannof"l 
electrón sufre una transición del estado cuántico n1 al estado cuántico es to es, cuando un 
electrón que se mueve inicialmente en una órbita carac terizada por e l número cuánt ico 
n i cambia su movimien to de manera discontinua hasta moverse en una órbita carac reri zada por 
e l número cuánt ico n1. Ut ilizando e l cuarto pos tulado de Bohr (4-13) y (4-18) se tiene 

En términos del recíproco de la longi tud de onda K = l /A = 11/c, 

o 

K= R z2 (_!_ - _!__) o? ., ., 

n¡ n; 
do nde R «) _ ( 1 )

2 
m e

4 

41r€0, 4niz3c 
(4-19) 

donde n ¡ y n1 son enteros. 
Las predicciones esenciales de l modelo de Bohr es tán contenidas e n (4-18) y (4-19). Primero 

se ana lizará la emis ión de radiación electromagnética por un átomo de Bohr monoelec trónico en 
términos de estas ecuacio nes. 

] . El estado normal del átom o será el estado en el c ual el electrón tiene la energ ía más baja, es 
decir, el es tado n = l. A es tf' .sf' le ll ama el estado base. (Es tado base s ignifica estado fundamental , 
p ) término proviene del vocablo a lemán grund que signifi ca funda n,, n ta l). 

2. En una descarga eléctri ca o en algún otro proceso, e l áto mo rec ibe energía debido a las 
co lis iones, e tc. Es to s ignifi ca que el elf'c t r6 n de berá sufrir una transic ió n a un es tado de mayo r 
energía o estado excitado, en e l cual n > 1. 

3. Übf'decie ndo la tendencia comlln de todos los s is temas fís icos, el á tomo emitirá su exceso 
de energía y regresa rá al estado base. Es to es acompañado por una serie de tran·s icionf's en las 
cuales e l elec trón cae suces ivamentf> a estados excitados de me no r energía has ta que fin alment e 
a lcanza el estado base. En cada transición se emit e radiación electromag né tica con una longi tud 
<le onda que depende de la e ne rg ía permitida pa ra el electró n, t'S deci r , de los números cuán t iros 
inicial y final. En un caso típi co, el e lt-c trón se excitaría has ta un estado n = 7 y .:;aería 
s uces iva mente a través de los es rados n = 4 y n = 2 has ta e l estado base n = l. De acuerd o con (4-
19) se <'mi t irían lres lín f'as d<·I espectro ató mico ro n los rt"'cíprocos de longitud de onda 
rorrespondient C's a n ,. = 7 y n1 = 4, 11

1 
= 4 y 111 = 2, y 11

1 
=- 2 y n, = 1. 
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4. Durante el proceso de medición de un espectro atómico, tiene lugar un número muy grande 
de excitaciones y desexcitaciones, de manera que se emite el espectro completo y ocurren todas 
las transiciones posibles . La ecuación (4-19) proporciona todas las longitudes de onda o 
recíprocos de éstas de las líneas que constituyen el espectro. En esa expresión se permite que 
tanto n; como n1 tomen todos los valores enteros posibles con la única restricción que ll t > 
111• Para e l hidrógeno (Z = 1) considérese el subconjunto de líneas espectrales que provienen de 
las transiciones en las cuales n1 = 2.Según (4-19), los recíprocos de las longitudes de onda de 
estas líneas están dados por 

K = R 00(1/n; - 1/n~) n1 = 2 y ni> n1 

o 
n = 3, 4, 5, 6, ... 

Que es idéntica a la fórmula para la serie de Balmer del espectro del hidrógeno(4-10), siR00 es 
igual a Ru. De acuerdo con el modelo de Bohr: 

A pesar de que los valores numéricos de algunas de las cantidades que intervienen en e.;;ta 
ecuación no se conocían con suficiente precisión en su tiempo, Bohr evaluó R 00 en términos de 
estas cantidades y encontró que el valor resultante concordaba muy bien con el valor 
ex peri mental deR 1:1. En la siguiente sección se hará u na comparación detallada, utilizando da tos 
recientes, entre el valor experimental deRu y la predicción de Bohr y se mostrará que ambos 
concuerdan casi perfectamente. 

Según el modelo de Bohr, cada una de las cinco series conocidas para el espectro del 
hidrógeno proviene de un subconjunto de transiciones en las cuales el electrón llega a cierto 
estado cuántico final n1. Para la serie de Lyman n1 = 1; para la de Balmer n1 = 2, para la de 
Paschen n1 = 3, para la de Brackett n, = 4 y para la de Pfund n, = 5. De estas series, las tres 
primeras se muestran de manera muy conveniente en el diagrama de niveles de energía de la 
figura 4- 12. La transición que da lugar a una línea partícula de una serie se indica en este 
diagrama mediante una flecha que va del estado cuántico inicial ni al estado cuántico finaln1. 

Solamente se muestran las flechas que corresponden a las primeras líneas de cada serie y al 
límite de la misma. Puesto que la distancia entre dos niveles de energía cualesquiera es 
proporcional a la diferencia de energía entre estos dos niveles y en vista de que (4-13) establece 
que la frecuen cia v (o el recíproco de la longitud de onda) es proporcional a la diferencia de 
energía, la longitud de cualquiera de las flechas es proporcional a la frecuencia (o recíproco de la 
longitud de onda) de la línea espectraJ correspondiente. 

las longitudes de onda de las líneas de todasestasseriessesatisfacen en forma muy adecuada 
por (4-19) utilizando el valor den, apropiado. Este fue un gran triunfo del modelo de Bohr. El 
éx ito del modelo fue particularmente impresionante debido a que cuando fue desarrollado el 
modelo por Bohr no habían sido descubiertas las series de Lyman, Brackett y Pfund. La 
ex istencia J e estas seri es fue predicha y rápidamente encontradas en el experimento por las 
personas a quienes deben su nombre. 

El modelo trabaja igualmente bien cuando se lo aplica al caso de átomos monoelect rónicos con 
Z = 2. e::; decir , átomos de helio simplemente ionizados He+ . Estos átomos se pueden producir 
hacie11<lo pasar una descarga eléctrica violenta (una chispa) a través de helio gas. Esto se 
manifies la por la <'misión de un espect ro más simple que el emitido por los átomos de helio 
normales. En efec to , el espectro atómico del He+ es exactamente el mis mo que el espectro del 
hidrógeno ro 11 la excepción de que los recíprocos de las longitudes de onda de todas las líneas 
son casi exac tament e cuatro veces mayores; lo cual se explica muy fáci lmente en términos del 
modelo dC" Bolir haciendo en (4-19) 2 2 = 4. 
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FIGURA 4-12 
Arriba: Diagrama de niveles de energía para el hidrógeno con el número cuánri co n 
para cada nivel y algunas de las trans iciones que aparecen en el espectro. Entre los 
ni veles marcados n= 4 y n = co hay un!1 infinidad de n iveles. A bajo: Líneas espect ral es 
correspondientes a las tres series indicadas. Denl ro de cada serie, las líneas espectrales 
observan un parrón regular, aproximándose el límite de la seri e al exirerno de 
longitudes de onda co rta. Tal como se ha dibujado aquí, ni la escala de la longitud de 
onda ni la de la frecuen cia es lineal, habi éndose escogido s imp l<·ment e para dar 
claridad a la ilus lración. Una escala lineal para la lo ngitud de onda repr·esentaría m5s 
fi e lm ent e e l aspecro real de la placa fo tográfica que se obrendría de un espectroscopio. 
Las seri es de Brackell y Pfund, que no se muestran, están en la parte del in frarrojo 
lejan o del espectro. 

En términos del modelo ele Boh r ta mbién resuh a fáci l e ntende r las pro piedades del espect ro 
de absorción de los áto mos monoelec trónicos. Puesto que e l e lectrón en e l átomo deberá tener 
una e nergía to tal exac ta men te igual a la energfa de uno de los estados de energía permitida, el 
á to mo puede absorber so lamente can tidades discretas de energía proveniente de la radiació n 
t" IP.c t romagn{·ti ca in cident e. F.:s te li ecl 10 C'o nduce a la idea de cons iderar a la radiació n incidente 
ro mo un haz de fo tones y qu e so lamen te aquellos cuya frecue ncia está dada por E= h11 , donde E 
es una df' las cantidades d isc retas de energ ía, pueden ser absorbidos por e l á tomo. Entonces el 
proceso de absor ber radiación eler tromagné t ira es jus tamente e l inverso del proceso de <"'mi sión 
no rmal y las líneas del espec tro de absorción tendrán e xactamente las mismas longitudes de 
onda que las líneas del espec tro de emisión. Po r lo genera l el á tomo s iempre está inicia lmen te 
<'n t'I estado basen= l dt' manera que solamente puede ocu rrir el proceso de absorción den= l a 
n > 1. Por lo tanto so lo se obser va rán normalmente las líneas de abso rción que corresponden a 
la serie dP Lyman (parn el ·hidrógeno). S in embargo, s i e l gas que cont ie ne a los átomos 
absorbt·ntrs se enc uPnlra a gran tempe ra tura. e nto nces, debido a las condiciones algunos de los 
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átomos se encontrarán inicialme nte e n el primer estado excitado n= 2 y se obser varán las líneas 
<le absorción correspondientes a la serie de Balmer. 

Ejemplo 4-7. Estimar la temperatura de un gas qu e contie ne átomos de hidrógeno y para el c ual se 
observa en el espectro de absorción la seri e de Salmer . 

La distribución de probabilidad de Boltzmann (véase apéndice C) demuestra que la relación del 
número 112 de átomos en el prime r estado excitado al número 111 de átomos e n e l estado base, para una 
muestra grande en equilibrio a temperatura T, es 

"2 
111 = e- E1 /kT 

donde J. es la co nstante de Bolrzmann, k = 1.38 X lQ-'13 joule/ºK = 8.62 X JO~ eV l°K. Para átomos de 
hidrógeno las t:nergías de estos dos estados están dadas en el diagrama de niveles de energía de la figura 4-
11: E 1 = - 13.6 eV, E2 = -3.39 eV. Entonces 

112 = e-(-3.39+ 13.G) c \" / (8.G2Xl 0-$ eV/"K)T = e-l.18Xl05 "'K / '1.' 

111 

En consecuencia, solament e existirá inicialmente en el primer estado excitado una fracción significativa 
de los átomos de hidrógeno si Tes del orden de o mayor que 10r.º K; y so lamen te podrán produc ir líneas de 
absorción de la serie de Salmer cuando absorbe energía estando en ese ni vel. 

En realidad, se observan líneas de absorción en el hidrógeno gaseoso de algunas atm ósferas estelares: lo 
cual propo rciona una forma para estimar la temperatu ra de la superficie de una estrella. ~ 

4. 7 Corrección por masa nuclear finita 
En la secc ión ant erior c;P supuso que la masa del núcleo a tómico era infinitamente grande 
c-omparada con la masa de los electrones del átomo, de manera que el núcleo permanet ía fij o en 
t>I espacio. E~ta es una buena aproximación aun para e l hidrógeno que contiene al núcleo más 
ligero, ya que la masa de este núcleo es aproximadamente 2000 veces ma yor que la masa del 
electrón. Sin embargo, los datos espectroscópicos son tan precisos, que antes de que se haga 
una comparación numérica detallada de estos datos con el mode lo de Bo hr se deberá lomar en 
c uc 11 t.a e l hecho de que la masa nuclea r en realidad es finita. En tal caso tanto el e lectrón como el 
núcleo se moverán alrededor de su centro de masas común. Sin embargo, no es difícil demostrar 
que en ese s is tema plane taroide el electrón se mueve e n re lación al núcleo como s i el núcleo 
estuviera fijo y la masa m del elec trón es tu viera reducida ligeramente al valorµ, que es la masa 
rC'clunda del s is tema. Las ecuaciones del movimien to del s is tema son las mismas que las que se 
com,ide raría s i s implemente se subs tituye µ por m, donde 

mM 
µ= 

m+M 
( 4-20) 

es menor que m por un facto r 1/(1 + m / M) y M es la masa del núcleo. 
Para manejar esta s ituación Bo hr modifi có su segundo pos tulado para exigir que el impulso 

Wtf!,ulur urbital total del átomo, L. Juera un múltiplo entero de la constante de Planck dividido entre 
2;r. Lo ,·ual se logra ge neralizando (4-1 5) a 

pvr = nñ n = l , 2, 3, . . . ( 4-21) 

l ::.a11do /l <'n vez J e m en c::.ta ecuació n , se lo ma en cuenta tanto e l impulso angular del núcleo 
<·,i1110 el d(·l 1·lf•ctró11 . Hac iendo modi ficaciones s imilares al res to <le la de ri vación de Bohr para el 
<·a-,u d1· mai-a nuclea r finit a. se e ncuen tra 111w tonas las ecuacio nes son idénticas a las ob tenidas 
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con anterioridad excepto que la masa del electrón m se ha subst ituido por la masa reducida ¡¿ . 
En particular, la fórmula para los recíprocos de las longitudes de onda de las líneas espectrales 
resulta 

"( l l) K = R z- - - -M 2 2 
donde RM = M R = µ R «) (4-22) 

m+M «i m n1 n i 

La cantidad R ,w es la constante de Rydberg para un núcleo de ma.sa M. Conforme M/ m +co, re­
sulta que R .M-+ R c,o ,que es la constante de Rydberg para un núcleo infinitamente pesado. En 
general, la constante de Rydberg R Mes menor que R <» por el factor 1/ (1 + m/M). Para el caso 
más extremo que es el de hidrógeno, M / m = 1836y R.M es menor que R 00 por aproximadamen­
te una parte en 2000. 

Si de (4-22 se evalua Rrr utilizando los valores aceptados comunmente para las cantidades 
m, M, e, e y h, se encuentra RH = 10968100 m -1 • Comparando este valor con el valor expe­
rimental de RH dado en la sección 4-4 se vé que el modelo de Bohr corregido por masa nuclear 
finita concuerda con los datos espectroscópicos en ¡tres partes en 100.000! 

Ejemplo 4-8. En el capítulo 2 se habl ó del "átomo" positronio que consiste de un positrón y un 
electrón que se mueven alrededor de su centro de masas, el cual se encuent ra equidistant e de ambos. 

(a) Si tal sistema fu era un átomo normal, ¿Cómo sería su espectro de emisión comparado con el del átomo 
de hidrógeno'? 

En este caso la masa "nuclear" Mes la del positrón, que es igual a m, la masa del electrón. Por lo tanto la 
masa reducida (4-20) es 

mM m2 m 
/l = = - =-

m + M 2m 2 

De acuerdo con (4-22) la constante de Rydberg correspondiente Rl\J es 

m R<» 
R - R --M-m+m <» - 2 

Los estados de energía del átomo positronio entonces estarán dados por 

RMhcZ2 

E po••tro1110 = - 2 
11 

y los recíprocos de las longitudes de onda de las líneas espectrales emitidas serán 

K = ! = ~ = R «i z2 (~ - .!.._) 
A e 2 11

2 n2 
I t 

Las frecuencias de las líneas emi tidas deberán ser entonces la mitad y las longitudes de onda el doble de las 
del átomo de hidrógeno (con un núcleo infinitamente pesado), siendo Z igual a uno, tanto para el 
positronio como para el hidrógeno. 

(b) ¿Cuál sería e l radio de la órbita para el estado base del positronio? 
Simplemente se remplaza m por ¡, = m/2en (4.16) y se encuentra 

y poei1ron10 

Por lo tanto, para cualquier estado cuántico n el radi o del electrón relati vo al " núcleo" es dos veces mayor 
en e l átomo positronio que en el átomo de hidrógeno (con núcleo infinitamente pesarlo). ~ 

Ejemplo 4-9. Un átomo mu6nico contiene un núcleo de carga Ze y un muón negativo, ¡1 , qu e se 
mueve alrededor de él. El,,- es una partícula elemen tal con carga - e y una masa que es 207 veces mayor 
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que la masa de un electrón. Tal átomo se forma cuando un protón, o algún otro núcleo, captura unµ- . 
(a) Calcular el radio de la primera órbi ta de Bohr para un átomo muónico con Z = l. 
La masa reducida del s is tema, con mµ- = 207me y M = 183611141 ,es, de (4-20) 

/l 
2071116 X l 836me 

= 186m 
207me + 18361116 

6 

En tonces, de (4-16) con 11 = 1, Z = l , y m = l 86m,P se obtiene 

x 5.3 x 10- u m = 2.8 x 10- 13 m = 2.8 x 10- 3 A 
186 

Por lo tanto el µ - está más cerca de la superficie del núcleo (protón) de lo que está el electrón en el átomo 
de hidrógeno. Este es el hecho que hace interesantes a los átomos muónicos, cuyo estudio proporciona 
in formación acerca de las propiedades n ucleares. 

(b) Calcular la e ne rgía de enlace de un átomo muón ico con Z = l. De (4-18) con Z = 1, 11 = 1, y 

111 = ¡t = 186me,se tie11e 

E = - 186 (41reo)22/i2 = - 186 x 13.6eY - -2530eY 

para la energía del estado base. En consecuencia la energía de enlace es 2530 e V. 
(c) ¿Cuál es la longitud de onda de laprimeralíneade la seriedeLymanparaesteátomo? De (3-22) conZ= 

1 se tiene 

K = R .ll (.!_ - ~) 
11; 11~ 

Para la pri mera línea de Lyman, 11¡ = 2 y fl¡ = l. En es te caso, R ,11 = (µ/ m 8 )Rcn = 186Ro:>. Por lo 

tanto 

186R (1 - ~) . «. 4 

Con R r.o - 109737 cm- 1 se obtiene 

1i. ~ 6.5 A 

de modo que las líneas de Lyman se encuentran en la región de los rayos X y por lo tan to se necesi tan 
técnicas de rayos X para estudiar el espectro de los átomos muónicos. ~ 

Ejemplo 4- 10. El hidrógeno ordinario contiene aproximadamente una parte en 6000 de deuterio o 
hidrógeno pesado . Este es un átomo de hidrógeno cu yo núcleo con tiene un protón y un neutrón. ¿Cómo 
afectará al espectro atómico esta masa nuclear doble? 

El espectro sería idénr ico si no fuera por la corrección por masa nuclear finita. Para un átomo de 
hidrógeno normal 

¡t 
R11 = R -

en 111 

R 00 109737 cm- 1 

= 
( 1 + ; ) ( 1 + 18~6) 

Para u11 álomo <le hidrógeno pesado o deu terio 

/l 
R 11 = R ,.,., -

111 
1 + -( 1/1) 

M 

109737 cm- l 

109678 cm-1 

109707 cm- 1 
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Ya que RD es un poquito mayor que R 8 , las líneas espectrales del átomo de deuterio estarán ligeramen te 
corridas hacia las longitudes de onda cortas en relació11 a las líneas del hidrógeno. 

De hecho, el deuterio fue descubierto en 1932 por H.C. U rey quien observó el corrimiento mencionado 
de las líneas espectrales. Es posible aumentar la intensidad de las líneas del deuterio, las cuales 
ordinariamente son difíci les de detectar , aumentando la concentración del isótopo pesado por encima de 
su valor normal. En ton ces se observan pares de 1 íneas de hidrógeno de las cuales las que se encuentran hacia 
las longitudes de onda corta corresponden exactamente a las predichas por la expresión para .R n escrita 
anteriormente. La resolución necesaria es fácil de obtener , así por ejemplo el par correspondiente a la línea 
H«- estará separado aproximadamen te 1.8 A que es varios cientos de veces mayor que la separación 
mínima resoluble. ~ 

4,.8 Estados d e en e rgía atórnicos 
El modelo de Bohr predice que la ene rgía total de un elect rón en un á tomo está cuantizada. Por 
ejemplo (4-18) proporciona los va lores de la en ergía permitidos para el e lectrón en un átomo 
mon oelect rónico. Sin embargo, no se ha intentado derivar expresiones similares para los 
e lectrones de un átomo multielectrónico, pero es obvio, de acuerdo con e l modelo, que la 
energía to ta l de cada uno de los electrones también deberá estar cuantizada y consecuentemente 
deberá ocurrir lo mismo para la en ergía to tal del átomo. La teoría de Planck de la radiación del 
cuerpo negro también había predicho que en el proceso de emisión y absorción de radiación los 
átomos en la cavidad se comportarían como si tuvieran estados de energía cuantizados. Por lo 
tanto, segón la teoría cuán tica antigua cualquier átomo solamente puede tener ciertos estados 
de energía separados de manera discreta. 

La confirmación directa de que los estados de energía interna de un átomo están cuanti zados 
provino de un exper imento simple realizado en 1914por Franck y Hertz. La figura 4~ 13 indica e l 
tipo de aparato utilizado por estos invest igadores. Los electrones son emitidos térmi camente a 
una energía baja desde e l cátodo caliente C y son acelerados hacia el ánodo A por un poten cia l V 
aplicado entre los dos electrodos. Algunos de los electron es pasan a través de los agujeros en A y 
viajan hacia la placa P. La energía cinética con la que és tos abandonan la placa A es suficiente 
como para vencer el pequeño potencial de frenamiento Vr aplicado entre P y A. Los átomos del 
gas o vapor por inves tigar se encuentran dentro del tubo a una presión baja. El experimento 
consiste en medir la corriente de electrones que alcanzan P (indicada por la corriente/ que fl uye a 
t ravés del medidor) como una fu nción del vo ltaje acelerador V. 

Calefactor e 

FIGURA 4-13 

Gos o vapor de ótomos 
por investigar 
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Esqu ema del aparato utilizado por Franck y Hertz para probar que en los átomos los 
estados de energía están cuantizados. 
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Forma e n la que depende la corriente del voltaje en un experimento de Franck-Hertz. 

Cap. 4 

El primer experimento se realizó con vapor de Hg en e l tubo. La figura 4- 14 muestra la 
naturaleza de los resu ltados. Para vo ltajes de aceleración pequeños se observa que la corri ente I 
aumenta al aumentar el voltaje V, pero cuando éste alcanza 4.9V , la corriente cae bruscamente; 
lo cual fue interpretado como una indicación de que al a lcanzar los electrones una energía 
cinética de 4. 9 e V, bruscame"1te se iniciaba una interacción entre los e lectrones y los átomos de 
Hg. Aparentemente una fracción significativa de los electrones de esta energía excitan a los 
átomos de Hg y al hacerlo pierden completamente su energía cinética. Si V es sólo ligeramente 
mayor que 4. 9 V el proceso de excitación ocurrirá justamente enfrente del ánodo A, y después 
del proceso los electrones no pueden ganar energía cinéti ca suficiente en su caida hacia A como 
para Vf'nct'r el potencia l de frenamiento V,. y alcanzar la placa P. A un V un poco mayor los 
t>leet ronf's pueden ganar energía cinéti ca suficiente después del proceso de excitación como 
para ,·eneer V,. y alcanzar P. Lo brusco de la calda en la curva indica que los e lecl rones de 
energía menor a 4.9 eV son incapaces de transfer ir su energía a un átomo de Hg. Es ra 
inl<'rprelación es consis tente con la existencia de estados de energía discretos para el átomo Je 
II ¡!!. S11pon ie11do que el primer estado exc itado del Hg es 4 .9 eV mayor que la energía del es rado 
lia!->«-', 1111 álomo de Hg sería incapaz de aceptar energía de los elect rones que lo bombardean a 
nwno:-- q1w .~~,o~ luvieran •k9 eV como mínimo. 

Ahora, si en realidad la separación entre el estado base y el primer estado excitado es 4.9eV, 
debería existir una línea en el espectro de emisión del Hg que corresponda a una pérdida en el 
átomo de 4.9eV a l ocurrir una transición del primer estado excitado a l estado base. Franck y 
Her tz encontraron que cuando la energía de los electrones de bombardeo es menor que 4.9eV 
no se emite ninguna línea espectral del vapor de Hg contenido en e l tubo y cuando la energía es 
un poco mayor so lamen te se ve una línea en el espectro. La longitud de onda de esta línea es de 
2536 A, que corresponde exactamente a un fotón de en ergía de 4.9 eV. 

El experimento de Franck y Hertz viene a proporcionar una evidencia contundente de la 
cuantización de la energía de los átomos. También proporciona un método para la medición 
direcra de las diferencias de energía entre los estados cuánticos de un átomo. ¡Las respues tas 
aparecen en la carátula del vóltmetro! Cuando la cur va de I contra V se ex tiende para voltajes 
mayores se encuentran picos ad icionales. Algunos se deben a que tos elec trones excitan en 
varias ocasioues en sus recorridos de Ca A al primer estado excitado de los átomos; pero ot ros se 
deben a la exci tación de los es tados excitados superiores. A partir de la posición de estos picos, es 
posible medir directamente las diferencias de energía entre los estados excitados superiores y el 
estado base. 

Otro método experimental para determinar las separaciones entre los estados de energía de 
un áromo es medir su espect ro atómico y entonces construir empíricamente un conjunto de 
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es tados de energía que reproduzcan dicho espectro. En la prácti ca esto es muy difícil de liacer ya 
que el conj unto de líneas que constituyen el espectro, así como el conjunto de estados de e11ergía 
son muy complicados; s in emba rgo, es te m étodo al igual que todas las técn icas espectroscópicas 
es muy preciso . En todos los casos en los que las determinaciones de separación entre niveles de 
energía de ciertos átomos se han hecho utili zando esta técnica y la técnica de Franck-Ilntz. se 
ha encontrado una excelente concordancia en los resultados. 

Con obje to de mostrar el anális is anterior, en la figura 4-15 se muestra una representa rión 
considerablement e s implificada de los estados de energía del Hg en términos de un diagrama de 
nive les de e nerg ía. Del experimento de Franck y Hert z se sabe que las separac iones e nt re el es tado 
base y e l primero y segundo estados excitados son 4.9 eV y 6.7 eV. Es pos ible confirmar es tos 
números y de hecho determinarlos con muc ha mayor precisión mediant e la medic ión de las 
longi tudes de onda de las dos líneas espect rales que corresponden a l'I"' transiciones de un 
electrón en el átomo de Hg desde estos dos estados al estado base. Por e l exp erimento de Franck­
H Prtz no está determinada la ene rgía <S'=-10.4 eV, de l estado base con relación a un es tado de 
energía to ta l igu al a cero. S in embargo, es posible encontrarla midiendo la longitud de onda df' la 
línea que correspondf' a una transición de un e lectrón a tómico dPsde un estado con energía to ta l 
igua l a CNO hasta el es tado base. Este es el límite de la serie que te rmina e n el es tado hase. 
También es pos ible medi r la energía C midiendo la energía que es necesario alimentar a un 
áto mo de Hg para mandar a uno de sus electrones desde el estado base a u n estado de Pnergía 
lo tal igual a cero. Pues to quf' un electrón con energía to tal cero ya no permanece ligado al 
áto mo, C es la Pnergía necesa ria para ionizar al átomo y por lo tanto se le denomina energía efe 

ionización. 

Por encima del es tado di scre to más a lto e n E = O están los estados de energ ía del sistema qu i> 
c-o ns is1en de un elec trón no ligado más un átomo de Hg ionizado. La energía total de un electrt5n 
no ligado {un electrón libre con E > O) no está cuanlizada. Entonces, es posiblf' para el elt>rtrón 
r ualquier f' n erg ía E > O y los rstados de energía fo rman un con t inuo. Es posible exci tar al 
C'lf'c t rón desde su es tado base hasta un es tado del con tinuo si e l átomo de Hg recibe una energía 
mayo r qur. 10.4e V. J nversament e, para un átomo de Jlg ionizado es posible capt u rar un elec- t rón 
t'> n uno df' los estados r uantizados drl átomo neu tro. En este proceso se e mit irá rad iación ron 
una fr ec- uenc ia m ayo r que el I ímite de la seri e correspondiente y su va lor exac to depe nderá d<' la 
energ ía E inicial del electrón libre. Puesto que E puede tener cualquier valor, e l espectro de Hg 
deberá tener un continuo que se extenderá más all á de cualquier límite de la ser ie en la dirección 
en la que crece la frecuencia. En realidad es pos ible ver esto experimentalmen te aunque con 
algo de dificu ltad. Aunque estos comentarios con cernientes al contin uo de estados de e nergía 
para/:· > O y sus consecue ncias se han hecho en relación con el átomo dP Hg, son igualmente 
válidos para todos los átomos. 

FIGURA 4,-l5 
Diagrama de niveles de energía para el mercu ­
ri o com,iderablemen te s implifi cado. Por en ­
cima del ni vel discreto más alt o con E = O 
exis te un continuo de ni veles. 
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4.9 Interpretación de las reglas de cuantización 

El éxito del modelo de Bohr visto a través de su concordancia con el experimento fue realmente 
muy impresionante, pero sólo acentuó la naturaleza misteriosa de los postulados sobre los que 
se basa el modelo. Uno de los mayores misterios fue la cuestión de la relación entre la 
cuantización de Bohr del impulso angular de un e lectrón que se mueve en una órbita circular y 
la cuantización de Planck de la energía total de un ente, tal como un electrón, que ejecuta un 
movimiento armónico simple. En 1916 Wilson y Sommerfeld arrojaron algo de luz sobre este 
asunto al en un ciar un conjunto de reglas para la cuantización de cualquier sistema físico para el 
cual las coordenadas fueran funciones periódicas del t iempo. Estas reglas incluían como casos 
especiales tanto la cuantización de Bohr como la de Planck y vinieron a ampliar considerable­
mente el intervalo de aplicabilidad de la teoría cuántica. Estas reglas se pueden enunciar como 
sigue: 

Para cualquier sistema físico en el cual las coordenadas sean funciones periódicas del tiempo existe 
una condición cuántica para cada coordenada. Estas condiciones cuánticas son 

(4-23) 

donde q es una de las coordenadas, p
0 

es el impulso asociado con esa coordenada, na es un número 
cuántico que toma valores enteros y f significa que la integración se toma sobre un período de la 
coordenada q. 

El significado de estas reglas se puede mostrar mejor en términos de algunos ejemplos 
específicos. Considérese un oscilador armónico simple unidimensional. Su energía total se 
puede escribir, en términos de la posición y del impulso, como 

o 

Po:2 kx2 
E=K+V=-+-

2m 2 

2 2 

~+~=1 
2mE 2E/k 

La integral de cuantiza<'ión f Px dx para la re lac ión entre Px· y x impuesta para esta ecuación, se 
puede evaluar más fácilmente si se considera una interpretación geométrica. La relación entre 
P-x y x es la ecuación de una elipse y cualquier estado de movimiento del osci lador está 
representado por un punto en una gráfica de esta ecuación en un espacio bidimensional que 
tenga como coordenadas Px y x. A ese espacio se le denomina e l espacio fase y a la gráfica el 
diagrama/ase del oscilador lineal (véase figura 4-16). Durante un ciclo de la oscilación el punto 
que representa la posición y el impulso de la partícula viaja una vez alrededor de la elipse. Por 
comparación con nuestra ecuación se puede ver que los semiejes a y b de la elipse 
p;/b2 + x2/ a 2 = l son 

b = )2mE y a = )2E/k 

Como el área de una elipse es 7Tab, el valor de la integral p Pxd-r es justamente esta área. (Para ver 
es to obsérvese que la integral sobre una oscilación completa es igual a una integral en la cual el 
punto representativo viaja desde x = - a hasta x = +a sobre la mitad superior de la elipse, más 
una integral en la cual el punto viaja de regreso hasta x = -a sobre la mitad inferior. En la 
primera integral tanto Px como dx son positivas y su valor es igual al área encerrada entre la 
mitad superior y el eje x; en la segunda t;.nto Px· como dx son negativas, de modo que el valor de 
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Px 

FIGURA 4-16 
Arriba: Diagrama en el espacio fase del movimiento del punto representativo de un 
oscilador lineal armónico simple. A bajo: Los estados de energía permitida del osci lador 
están representados por elipses cuyas áreas en el espacio fase están dadas por nh. El 
espacio ent re elipses adyacentes (por ejemplo el área som breada) tiene un área/,. 
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la integral es posit ivo e igual al área encerrada entre la mitad inferior de la elipse y el eje x). 
Entonces se obtiene 

f Pa: dx = 7Tab 

En nuestro caso 

pero 

donde ves la frecuencia de la osci lación de modo que 

f Pa: dx = E/v 

Si ahora se utiliza la regla de cuantizac ión de Wilson-Sommerfeld (4-23), se obtiene 

f Px d :r = E/v = n:1}1 = nh 
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o 
E= nhv 

que es idéntica a la ley de cuantización de Planck. 

Obsérvese que los estados permitidos para la oscilación están representados en el espacio fase por una 
serie de elipses siendo h el área encerrada entre dos elipses sucesivas (ver figura 4-16). Nuevamente se ve 
que en la situación clásica que corresponde a que h-+ O, todos los valores de E y por lo tanto todas las elipses 
serían permitidas. A la cantidad j P:c dx se le denomina frecuencia integral dejase y en la fís ica clásica es la 
integral sobre una oscilación del movimiento de la cantidad dinámica denominada acción. Por lo tanto, la 
cuantización de la energía de Planck es equi valente a la cuantización de la acci6n. 

Mediante la regla de Wilson-Sommerfeld (4-23) también es posible deducir la cuantización de 
Bohr del impulso angular. Un electrón que se mueve en una órbita circular de radio r tiene un 
impulso angular mvr = L, que es constante. La coordenada angular es 8 , y es una función 
periódica del tiempo. Es decir, (} en función de tes una función diente de sierra, que aumenta 
linealmente desde cero hasta 27T rad en un período y repite este patrón en los períodos suce­
s1 vos. La regla de cuantización 

resulta en este caso 

f L d() = nh 

y 
2ir f L d() = L I d() = 27TL 
o 

así que 

27TL = nlz 

o 

L = nh/27T = nli 

que es idéntica a la ley de cuantización de Bohr . 

En 1924 de Broglie dio una interpre tación más física a la ley de cuantización de Bohr . La 
cuanti zación de Bohr del impulso angu lar se puede escribir como en (4-15) como 

mvr = pr = nh/ 27T n=l,2,3, .. . 

donde p es el impulso lineal del elect rón en una órbi ta permitida de radio r. Si en esta ecuación se 
substituye la expres ión para p en términos de la correspondiente longitud de onda de de Broglie 

p = hj}, 

la ecuación de Bohr resul ta 

hr/ J.. = nh/27T 

o 

27Tr = nl 11 = 1, 2, 3, ... (4-24) 

1 
11 
B 
p 
1, 

y 
m 
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Entonces las órbitas permitidas son aquellas en las cuales la circunferencia de la órbita p11ede con­
tener exactamente un número entero de longitudes de onda de de Broglie. 

Imagínese al electrón moviéndose en una órbita circular a rapide7 ·onstante y con la onda 
asociada siguiéndolo.Entonces, la onda de longitud de onda il, se arrolla alrededor de la órbita 
circular. La onda resultante que se produce tendrá intensidad cero para cualquier punto, a 
menos que la onda en cada viaje se encuentre exactamente en fase en ese punto con la onda en 
otro viaje. Si en cada viaje las ondas están perfectamente en fase se juntan perfectamente en 
órbitas que contienen un número ente ro de longitudes de onda de de Broglie tal como se 
muestra en la figura 4-17. Pero la condición para que esto suceda es justamente la condición 
para que se satisfaga ( 4-24). Si se violara esta ecuación, entonces en un número grande de viajes 
las ondas se interferirían entre sí, de tal manera, que su intensidad promedio sería cero. Puesto 
que la intensidad promedio de las ondas o/2 ,es supuestamente una medida de donde se localiza la 
partícula, es posible inte rpretar esto como la imposibilidad de que un electrón se encuentre en 
tal órbita. 

Esta descripción ondulatoria no sugiere un movimiento progresivo, por el contrario, sugiere 
ondas estacionarias como en una cuerda estirada de longitud determinada. En este último caso 
so lamente están permitidas ciertas longitudes de onda o frecuencias de vibr ación. Una vez que 
se ha excitado uno de tales modos, la vibración cont inuará indefinidamente de no haber 
amortiguamiento. Sin embargo, para obtener ondas estacionarias se necesita una onda de igual 
amplitud que viaje en dirección opuesta. Para el caso del átomo este requisito se satisface 
presumiblemente por el hecho de que el electrón puede viajar una órbita en cualquier dirección 
y mantener la magnitud del impulso angular requerida por Bohr. De esta manera la interpreta­
ción de onda estacionaria de de Broglie y mostrada en la figura 4-17 proporciona una base 
satisfactoria para la regla de cuantización de Bohr para este caso y de la regla de Wilson­
Sommerf eld para el caso general. 

Existe otro ejemplo de un sistema en el cual el origen de la ley de W ilson-Sommerfeld se 
puede entender en términos de los requisitos de que las ondas de de Broglie asociadas a una, 
partícula que realiza un movimiento periódico f onnen un conjunto de ondas estacionarias. Considé­
rese una partícula que se mueve libremente a lo la rgo del eje x y dentro de los límites x = - a/2 
y x = +a/2. Se puede pensar este sistema como aproximadamente representativo del 
movimiento de un e lectrón de conducción en una pieza metálica unidimensional que se 
extiende desde - a/2 hasta +a/2. La partícula va y viene entre los extremos de la región con un 
impulso pa; que cambia de signo en cada rebote pero mantiene constante su magnitud P. 
Enton ces la ecuación de Wilson-Sommerfeld toma la forma 

FIGURA 4-17 
Ilustración de las ondas estacionarias de de 
Broglie en las primeras tres órbitas de Bohr. 
Por supu esto que los nodos se pueden encon­
trar en cualquier parte de cada órbita siempre 
y cuando los espacios entre e llos sean los 
mostrados. 
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f P~ dx = p f d x = p2a = nh 

o 
h 

n- = 2a (4-25) 
p 

Pero h/ p es justamente la longitud de onda A de de Broglie de la partícula, de modo que 

n.:l = 2a 

Entonces, JU&tamente caben un número entero de ondas de de Broglie en la distancia cubierta 
por la part ícula, lo cual permite que las ondas asociadas con viajes sucesivos se en cuentren en 
fase para formar una onda estacionaria. 

En los capítulos siguientes se verá que las propiedades de las ondas estacionarias son 
igualmente importantes para las condiciones de cuantización de la mecánica cuántica de 
Schródinger. Los detalles independientes del tiempo de las ondas estacionarias asociadas con 
los electrones en el estado base de un átomo, hacen posible el entender de una manera sencilla el 
por qué el elec trón no emite radiación e lectromagnética y cae en espiral al núcleo. 

4.10 El modelo de Sommerfeld 

Uua de las aplicaciones más importantes de las reglas de cuantización de Wilson-Sommerfeld es 
el caso de un átomo de hidrógeno en el cual se supone que el electrón se puede mover en órbitas 
elípticas. Esto fue hecho por Sommerfeld en un intento por explicar la estructura fina del 
espectro del hidrógeno. La est ructura fina es un desdoblamiento de las líneas espectrales en 
varias componentes dist intas y que se presenta en todos los espectros atómicos. Para observar 
esta estr uctura es necesario contar con un equipo de muy alta resolución ya que la separación 
entre las componentes adyacentes de una línea es deJ orden de 10-4 veces la separación entre 
líneas adyacentes (en términos del recíproco de la longitud de onda). Según el modelo de Bohr 
eslo significaría que se tendría que interpre tar un es tado de energía simple del átomo de 
hidrógeno como constituido por muchos estados sumamente próximos entre sí. 

Lo primero que hizo Sommerfeld fue evaluar el tamaño y la forma de las órbitas elípticas 
permitidas así como la energía total de un electrón moviéndose en una de ellas , utilizando para 
ello las fórmulas de la mecánica clásica. Una vez descrito el movimiento en término de las 
coordenadas polares r y 8, aplicó las dos condiciones cuánticas 

f L d() = n0 h 

f Pr dr = llrh 

La primera de e llas conduce a la misma restricción sobre el impulso angular orbital 

L = n01i no= 1,2,3, ... 

que existía para la teoría de las órbitas circulares. La segunda condición (que no es aplicable en 
el caso límite de órbitas circulares) conduce a la siguiente relación entre L y la relación del 
semieje mayor y el semieje menor de la elipse a/b 

L(a/b - 1) = n/i nr=O,J,2,3, ... 

Me<lianle la apl icación de una condición de estabi lidad mecánica análoga a la (4-14) se obtiene 
una tercera ecuación. De estas ecuacion es Sommerf eld evaluó el semieje mayor y el semieje 
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menor que dan la forma y tamaño de las órbitas elípt icas y también la en ergía total E de un 
electrón en tal órbita. Los resultados son 

41rEon2/i2 
a-

µZe2 

b =ano 
11 

(4-26a) 

(4-26b) 

(4-26c) 

dondeµ es la masa reducida del electrón y el número cuántico n está definido por 

Ya que no = 1,2,3, ... y nr = 0,1,2,3, ... n puede tomar los valores 

n = 1, 2, 3, 4 , ... 

Por un valor de n dado n0 solamente puede tomar los valores 

n0 = 1, 2, 3, ... , n 

Al entero n se le denomina número cuántico principal y a n0 número cuántico azimutal. 
La ecuación (4-26b) muestra que la forma de la órbita (la relac ión del semieje mayor al 

semieje menor) es tá determinada por la re lación de no a n. Para no = n las órbitas son círculos de 
radio a. Obsérvese que la ecuación que da a en términos den es idéntica con (4-16), que es la 
ecuación que da e l radio de las órbitas circulares de Bohr. (Recuérdese que si se quiere tomar en 
cuenta a la masa nuclear finita se tiene que subs tituir la m de la ecuación (4-16) por µ). La 
figura 4-18 muestra, a escala, las órbitas posibles correspondientes a los primeros tres valort"s 
del número cuántico principal. Correspondiendo a cada uno de los valores de l n(1mero cuántico 
principal n existen n órbitas permitidas distintas. Una de ellas, la órbita circular, es justamente 
la órbita descrita por el modelo original de Bohr. Las otras son elípticas. Pero la ecuación (4-
26c) establece que sin importar cuán diferentes sean las trayec torias seguidas por un Plectrón 
que se mueve en las órbitas posibles para unan dada, la energía total de l e lectrón es la misma ya 
que la energía total solamente depende den. Se dice que las órbitas están degeneradas cuando 
varias de ellas están caracterizadas por el mismo valor de n. Las energías de los diferentes 
es tados de movimiento "se degeneran" a la misma energía total. 

FIGURA 4-18 
Algunas órbitas e lípt icas de Bohr ·Sommerfeld. 
El núcleo está localizado en e l foco común de 
las e lipses y se indica po r e l punlo. 

no= 1 

n= 10 

11 = 3 

n 0 = 2 

~1 

n= 2 ~ 
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Esta degeneración en la energía total de un electrón que sigue órbitas de forma diferente pero 
con n común es el resultado de un balance muy delicado en tre las energías cinét ica y potencial 
que es característico al tratar una fuerza de Coulo mb inversa del cuadrado, por los métodos de la 
mecánica clásica. Este mismo fenómeno se presenta a l tratar e l movimiento planetario o de 
satélites que están gobernados por la fuerza gravilacional inversa del cuadrado. Así por ejemplo 
un satéli te puede ser lanzado en una cualesquiera de una familia de órbitas elípticas que 
corresponden todas a la misma energía Lo tal y tienen el mismo semieje mayor. Por supuesto que 
no existe cuantización de los parámetros de las órbi tas en estos casos macroscópicos, pero por lo 
que corwierne a la degeneración es completame nte aná loga al caso del á to mo de hidrógeno. 

Sommcrfeld " quitó la degene,·ación" en el á tomo de hidrógeno tratando el problema 
relalii•íst1camente. En e l anális is que s iguió a (4-17) se demostró que para un electrón en un 
átomo J e hidrógeno vi e ~ 10-2 o menos y ento nces cabría esperar que las cor recciones 
relativistas a la e nergía total, debidas a la variación relativista de la masa del e lectrón que son del 
orden de (1•/c)2, fu eran del orden de 10- 4 que es justamente e l orden ::fe magnitud de los 
desdoblamientos en los estados de energía del hidrógeno que se requerían para explicar la 
es trul'lura fi11a del espectro de l hid rógeno. El tamaño rea l de la corrección depende de la 
velocidad promcJio Jel elec trón, la cual a su vez depende de la clipticidad de la órb ita. Después 
de u11os cálculos que son demasiado tediosos como para reproducirlos aquí, Sommerfe ld 
<lemo!>trú que la ene rgía total de un elect rón en una órbita caracterizada por los números 
cuánticos n y 110 es igual a 

(4-27a) 

La can tidad o: es un número puro llamado la constante de estructura fina, cuyo valor es 

1 e2 l o:= -- - = 7.297 X J0- 3
'.::::'. -

41r€0 he 137 
(4-27b) 

En la figura 4-19 se representan los primeros estados de energía del á tomo de hidrógeno en 
lénninos de un diagrama de niveles de energía. La separación en tre los difere ntes n iveles que 
tienen un valor de n común se ha exagerado muchísimo por razones de cla ridad . Las flechas 
indican las trans iciones e ntre los diferentes estados de energ ía que producen las líneas del 
espec tro atómico. Las líneas correspondien tes a las trans iciones represen tadas por flechas 

1 1 
1 1 
1 1 

1 
1 1 1 

1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

' 't 't 'f 

FIG lJRA ·1- 19 

1 1 

J ¡ 1 1 
.!. ! 

ri = 4 

--n = 3, n8 = 3 
n = 3, n 11 = 2 
n = 3, n11 = 1 ' 

--n = 2, n6 = 2 
n = 2, "fJ = 1 

n = 1, n8 = 1 

Df's cJoblarnient o de estru c l ura fina cJc algunos niveles de energía <lel á tomo de 
hidrógeno. El <lesdoblarniento se ha exagerado muc hísimo. Las ílechas sólidas indican 
las trans1c1011f's que producen las líneas Je! espec1ro del hidrógeno observables. 
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continuas son las que se observan en el espectro del hidrógeno. Las longitu des de onda de es tas 
líneas se ajustan muy bien con las predicciones deri vadas de (4-27a). 

Sin embargo, las líneas que corresponden a las transiciones representadas por flecha~. 
punteadas no se encuentran en el espectro. Es decir, las transiciones asociadas no ocurren. Una 
inspección a la figura demostrará que solamente ocurren las transiciones si 

no. - "o,= ± 1 (4-28J 

A esta se la llama una regla de selección. Selecciona de todas las transic iones a aquellas que 
realmente ocurren. 

4.11 El principio de correspondencia 

A menudo es posible encontrar una justifi cación de las reglas de selecció n con la ayuda de un 
postulado auxi liar con ocido CO!""O el principio de correspondencia. Este principio enunciado en 
1923 por Bohr consiste de dos partes : 

l. Las predicciones de la teoría cuántica para el comportamiento de cualquier sistema físico 
deberán corresponder a las predicciones de la física clásica en el límite en el cual Los números cuánticos 
que especifican el estado del sistema se hacen muy grandes. 

2. Una regla de selección es cierta sobre todo el intervaloen el que existe el n úmero cuántico. Por lo 
tanto cualesquiera reglas de selección que sean necesarias para obtener la correspondencia dPsearlrr t>n 
el límite clásico (n grades) también es aplicable en el límite cuántico (n pequeñas). 

En cuanto a la primera parte es obvio que la teoría cuántica debería corresponder con la te0ría 
clás ica en el lím ite en el cua l el sistema se comporta clásicamente. La única pregunta es: ¿cuál e& 
e l límite clásico? La suposición de Bohr es que el límite clásico siempre se e ncuentra en el límite 
de los números cuánticos grandes. Para hacer esta suposición se guió por ciertas evidencias 
di sponibles en su tiempo. Por ejemplo, la teoría clásica de Rayleigh-Jeans del espectro del 
cue rpo negro estaba de acuerdo con el experimento en el límite de v pequeñas. Puesto qu f' la 
teoría cuántica de Planck estaba de acuerdo con el experimento en cualquier región , se ve que la 
correspondencia entre las teorías clásica y cuántica se encuentra en este caso en el lími le de las 
11 pequeñas. Pero es fácil ver que conforme v se hace pequeña el valor promedio del n(1mt>ro 
cuántico que especifica el estado de ene rgía de las ondas electromagnéticas de frecuencia 11 de l 
cuerpo negro, se hace grande. (Ya que <f = nhv, se tiene C = ñhv. Pero cuando ,, _. O, 
6" _. kT, de modo que en este límite ñh11 = kT, que es una constante. Entonces,, -. cr, 
conforme v-. O en e l límite clásico. Obsér vese también que si en la relación ñhv = kT = 
constante, se fija v y se toma h-. O como se hace frecuentemente a l cons iderar el límilt> 
clásico, nuevamente se encuentra que ñ-. oo en este límite). La segunda parte de l prin C'ipio de 
correspondencia fue simplemente una suposición , pero c iertamente mu y razonablt>. 

Ejemplificando el principio de correspondencia aplicándolo a un oscilador armónico simple, 
tal como un péndulo que osci la a la frecuencia v. Una predicción de la teo ría cuánlica para es lt­
sistema es que los estados de ene rgía permitidos están dados por E=nhv.En el análisis Of'I 
capítulo 1, se vio que, en el límite de n grandes esta predicción concuerda con lo que se conoce 
acerca de los estados de energía de un péndulo clásico. En este caso, de un oscilador armónico 
simple, las teorías clásica y cuántica se corresponden paran - oo en cuanto a lo que se re fiere a 
los estados de energía. Supóngase ensegu ida que la masa del péndulo está cargada eléc tri ca­
mente, de manera que se pueden comparar las prediccion es de las dos teorías en lo tocan te a la 
emisión y absorción de radiación electromagnética de este s istema. Clásicamente el sistPma 
debería emi tir radiación debido al movimiento ace le rado de la carga y la frecuencia de la 
radiación emitida debería ser exactamente v. De acuerdo con la física cuántica , la radiación sP 

emite como resu ltado de que el sistema sufrió una transic ión del es tado cuántico n, al estado 
cuántico n1. La energía emitida en esa transición es igual a E¡ - E1 = (n¡ - n1)/111. Energía que 
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se emite en forma de un fo tón de frecuencia (E; - E1)/h = (n ; - n1)v. Por l(J tanto , par:i 
obtener la correspondencia entre las predicciones clásica y cuántica sobre la frecuencia de la 
radiación emitida, es necesario que la regla de selección n ¡ - n1 = l sea válida en el límite 
clásico de n grandes. Un argumento similar referente a la absorción de radiac ión por el péndulo 
cargado demuestra que en el límite clásico también existe la posibilidad de una transición en la 
cual 11;-111 =- l. La validez de estas reglas de selección en el límite cuántico de n pequeñas se 
puede probar investigando el espectro de la radiación emitida por una molécula diatómica 
vibrando. Los estados de energía vibracion ales para ese sistema son justamente aquellos de un 
oscilador armónico simple, ya que la fuerza que los lleva a la separación de equilibrio de los dos 
átomos tienen la misma forma que la fuerza restauradora armónica. Dd espectro vibracional se 
puede determina r que la regla de selección n; - n1 = ± l realmente funciona en el límite de 
números cuánt icos pequeños, en con cordancia con la segunda parte del principio de corres­
pondencia. 

De manera empírica y a l ana lizar los espectros a tómicos y molecu lares se han descubierto 
otras reglas de selección . Algunas veces, pero no todas, ha sido posible entende r estas reglas de 
selección en términos de argumentos basados en el principio de correspondencia. 

Ejemplo 4 -11. Aplicar el prin cipio de correspondencia a la radiación de l átomo de hidrógeno en el 
lím ite clásico. 

La frecuencia de revolución v0 de un electrón en una órbita de Bohr se puede calcular a partir de ( 4-16) 
1 1 l . 17 ) y está dada por 

u ( 1 )2 m e4 2 
lln = 27Tr = 4 7T€

0 
4 11li3 113 

~~,·' a, ,u,·::. ~ ic1:-:, .• , 1.: : 11·,~• 1• ·11,•¡.,. rlt> t-1 !uz emitida en un caso co mo éste es igua l a la frecuencia . . 
1 •\1:1~·· •vr,. 

:1¡.. •· .. _11..;:.1 ... ñ f!H~r. ;, .. -iuí' la rr•·• u ~, lH!><• , k la iu., 1>mi1ida es, de (4- 19) 

L
0 

• l \:' /l 1e"- f l l J 
i· = - = e" f } l i. - 4 11tv 4·rr/i3 11¡ 11¡ 

: t·r·• '·• ··•,!a ,i:h,. t;o n, n1,J,1r<-fm , 11 ,e rlr!JP.ra !P11Cr 11 ; - 11 1 = 1, ,;,.1rn u una r<:f!.18 de selección paranú­
.... "' , ·1.,:1li l· ,,~ l:!raricl, "' · P.ira ,er e:-tu. f (i lr>t·moi. 11; - ' ': = 1 ) ~e ubtit>rw 

J,, 11 t•a~ .' 

de n, ,_uJ 
= ,. ~ 11 = n - l Enl vfl l'f!t;. , ,111form<·11 -~,. la c,cprr~1f 11 <-n1n· 1·or · ht·ie: ,., aproxima a 2/113 

<1 ~ ,. ·• ' ,1 • U,.Htdo 11 - • :•_ 

Resul ta i11:--tru.;t; \',' '> h:-t::--, , ir qut n,1 ,J!,::.~ai,lt c.ptP ami as part ~::; del principio de correspon­
J e11<"ia conducen a ur acut•rr1u ,·cm c-1, xpcn m1:.m to par:i d osL1iaJur a rmónico simple, solamente 
la primera par te concuerda t;011 el ex¡.,erimento para el caso de l átomo de hidrógeno considerado 
en e l ejemplo an terior. Los experimentos demuestran que la regla de selección n; - n

1 
= l , 

qu<~ fu(' n<>C'esaria pa ra sati sfacer la primera pa rle del principio paran grandes, no es aplicable al 
átomo de hidrógeno paran pequeñas. Ya que se observa que ocurren transiciones entre n bajas 
en la-. ,·ua les la diferenc ia en tre los números cuánticos es mayo r que uno. Es to ejemplifica el 
lwi-110 <l<' quP no siempre es po:;ible hacer que la teo ría cuántica ant igua concue rde con la 
experimentación, !, Ín embargo, esto ti ene remedio. 
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TABLA 4-2. El principio ae correspondencia para el Hidrógeno 

n Vo 1' % Diferencia 

5 5.26 X JOl3 7.38 X 1013 29 
10 6.57 X 10 12 7.72 X 1012 14 

100 6.578 X 109 6.677 X 109 1.5 
1,000 6.5779 X 106 6.5878 X 106 0.15 

10,000 6.5779 X 103 6.5789 X 103 v .015 

4.12 Una crítica a la teoría cuántica antigua 

En los capítulos anteriores se han estudiado algunos de los pasos que condujeron a la mecánica 
cuántica moderna. En la actualidad a éstos se los denomina teoría cuántica antigua. En muchos 
conceptos es ta teoría fue muy exitosa, más de lo que pueda parecerle al estudiante, ya que n o se 
han mencionado un gran número de aplicaciones exi tosas a fenómenos tales como la capacidad 
ca lorífica de los sólidos a baja temperatura que era inexplicable en términos de las teoría$ 
clásicas. Sin embargo, efectivamente la teoría cuánt ica ant igua no está libre de crítica. Para 
completar e l análisis de ella se deberá indicar algunos de sus as¡.,ectos débi les: 

l. La teoría solamente establece la manera de tratar a los sistemas periódicos, utilizando las 
reglas de cuantización de Wilson-Sommerfeld, pero existen muchos sistemas de interés físico 
que no son periódicos y el número de sistemas periódicos para los cuales es posible encontrar 
una base física de estas reglas a la manera de de Broglie, es muy pequeño. 

2. No obstante que la teor ía es tablece la manera de calcular las energías de los es tados 
permitidos para ciertos sistemas y las frecuencias de los fotones emit idos o absorbidos cuando 
un sistema sufre una transición entre estados permitidos, no establece la manera de calcular las 
velocidades a las cuales ocurren tales transiciones. Por ejemplo no establece cómo calcular las 
intensidades de las líneas espect rales y ya se ha visto que tampoco cuáles transiciones realmente 
se observan y cuáles no. 

3. Cuando se le aplica a los átomos la teoría tiene éxito so lamen te para átomos monoelec tró­
nicos. Los elementos alcalinos (Li, Na, K, Rb, Cs), se pueden tratar aproximadamente pe ro só lo 
porque ellos son parecidos a un átomo monoelectrónico. La teoría fa lla bastan te, aun cuando se 
la apl ica al átomo de He neutro, el cual contiene sólo dos electrones. 

4. Por último, se mencionará la crítica subjetiva de que la teoría como un todo parece algo 
falta de coherencia lo que la hace intelec tualmente insatisfactoria. 

Fue reconocido por todos los que en ello intervinieron, que algunas de estas objeciones eran 
rea lmen te de una naturaleza muy fundamental y se in virt ieron muchos esfuerzos intentanclo 
desarrollar una teoría cuántica que estuviera libre de estas y otras objeciones. El esfu erzo fu e 
bien recompensado. En 1925 Erwing Schrodinger desarro lló su teoría de la mecánica cuántica. 
A pesar de ser una generalización del postulado de de Broglie, la teoría de Schrodingt>r es en 
algunos aspectos muy distinta de la teoría cuánt ica antigua. Por ejemplo, la descripc ión qu e de 
la estructura atómica proporciona la mecánica cuántica es la antítesis de la descripción de los 
electrones moviéndose en órbitas bien defin idas tal como lo concebía la teoría cuántica an I igua. 
No obstante, todavía se usa con frecuen cia la teoría cuántica antigua como una primera 
aproximación de la descripción más precisa que proporciona la mecánica cuántica dt- los 
fenómenos cuánticos. Las razones son que la teoría cuán tica antigua es casi capaz de dar 
resultados numéricamente correctos con procedimientos matemáticos que son consid<>rahle­
mente menos complicados que los que utiliza la mecánica cuántica y que la teoría n 1án1it'a 
ant igua es sumamente ú til en la visualización de los procesos que resu lt an mu y difí<·i le~ dt· 
comprender en términus del lenguaje abstracto de la mecánica cuántiC"a. 
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PREGUNTAS 

1. En una colis ión entre una partícula cx y un electrón , ¿ qué consideración general es la que limita la 
transferencia de impuls()? ¿El hecho de que la fuerza sea de Coulomb juega algún papel a este 
respecto? 

2. ¿En qué difiere el modelo del átomo de Thomson de una dis tribución caótica de protones y electrones 
en una región esférica? 

3. Hacer una lis ta de las objecio nes al modelo de Thomson del átomo. 

4. ¿Por 4ué se especificó que la laminilla es delgada en los experimentos tendientes a comprobar la 
fórmula de dispersión de Rutherford? 

5. La dispersión de partículas ex a ángulos muy pequeños no concuerda con la fórmula de Rutherford 
para esos ángulos. Explique. 

6. ¿En qué difiere la deducción de (4-3), que da la trayectoria de una partícula que se mueve bajo la 
influencia de una fuerza de Coulomb repulsiva de la deducción de la t rayectoria de un planeta que se 
mueve bajo la influencia del campo gravitacional del sol? 

7. ¿Podría utilizarse una sección t ransversal diferencial de dispersión, definida como en (4-8), para 
describir la dispersión de partículas ex a ángulos muy pequeños? 

H. ¿Bohr postuló la cuantización de la energía? ¿Qué fue lo que postuló? 

(). Para las órbitas del átomo de hidrógeno de Bohr la energía potencial es negativa y de magnitud mayor 
que la energía cinética. ¿Qué implica ésto? 

l O. Si sólo se necesitara calcular líneas en el espectro de obsorción del hidrógeno, ¿Cómo modificaría (4· 
J 9) para obtenerlas? 

J 1. Al emitir un fotón, el átomo de hidróg~no, retrocede para conservar el impulso. Explicar el hecho de 
que la energía del fotón emi tido es menor que la diferencia de energías entre los niveles involucrados 
en el proceso de emisión. 

J 2. ¿Es posible qu e un átomo de hidrógeno absorba un fotón c uya energía exceda su energía de enlace, 
1:3.6 eV? 

13. ¿Es posible obte ner un espectro de emisión continuo de un átomo de h idr ógeno? 

J4. ¿Cuál es la energía mínima que debe tener un fo tón para iniciar el efecto fotoeléct rico en hidrógeno 
gas? (¡Cu idado!}. 

15. ¡_l·::-.peraría Ud. observar todas las líneas del hidrógeno atómi co si ese gas fuera excitado por electro nes 
UI' e11ngía 13.ó eV? 

16. Supon~a que la a111c¡uilal'ión electrón-posi trón tiene lugar en el estado base del positronio. ¿Cómo 
afpc·tará é•s to las enPrgías de los rayos del decaimiento bifotónico calculado en el capítulo 2, 
d,·,.prt·c1a11do í'I ~isl ema I i~ado? 

17. ¡,l .a 1·111·r1f.Ía d1· io11izu1·ió11 dC'I deuterio 1:'S diferente de la del hidrógeno? Explique. 

IR ;,Por qui· 110 c..,,á d(-Í111ida la t'Slructura de la gráfica l'orriente contra el volt aje, en el experiment o de 
Fra1wl..-l l1·rlz. figura ~-1 VI 

19. l·:I I'""'' de· la fi¡!11 ra 1-1 1 1•,.1áj11 ... !a1111•1111· dt>hajo d<· 1 O<' V. ;,Debido a dos excitaciones consecu t ivas del 
pri11wr ,- .... 1adn 1·x1·11ad11 d,·1 11wri ·1iri11 o a una 1·:-.1·i1acií111 J,·1 ::>t'~u ndo estado excitado? 
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20. ¿En qué otros ejemplos de la física clásica, aparte del movimiento planetario, se presenta la 
degeneración? 

21. La constante de est ructura fina oc es adimensional y relaciona e, h y e, tres de las constantes fun­
damentales de la física. ¿Existe alguna otra combinación de estas tres cons tantes que sea adimen cio­
nal? (Por supuesto, otras potencias diferentes a las que aparecen en la combinación). 

22. ¿Cómo podría aplicarse el principio de correspondencia al diagrama fase de un oscilador lineal, figura 
4-16? 

23. Según la mecánica clásica, un electrón en un átomo debería ser capaz de moverse ron un impulso 
angular cualesq uiera. Según la teoría de Bohr del átomo de hidrógeno, el impulso angular está 
cuant izado a L = nh/27T. ;,El princi pio de correspondencia puede recon ciliar estas dos afirmaciones? 

PROBLEMAS 
J . Demostrar. para un átomo de Thomson que un electrón moviéndose en una órbita cir<'ular estable 

gira con la misma frecuen cia a la cual oscilaría en una oscilación a lo largo de un diámetro. 

\, 2. ¿Qué radio debería tener un átomo monoelectrónico en el modelo de Thomson si éste irradiara una 
.,\ línea espectral de longitud de ondal = 6000 Á? Comente sus resultados. 

~(a) Una partícula <X con velocidad inicial v choca con un electrón libre en reposo. Suponiendo que la 
masa de la partícula es alrededor de 7400 masas electrónicas, demostrar que la máxima deílexi6n de la 
partícula <X es aproximadamente l0-4rad. (b)Demostrar que la máxima deflex ión de una partícula ex 
que interaccio na con la carga positiva de un átomo de Thomson de radio 1.0 Á tambi én es 
aproximadamen te 1()-4 rad. De esto, argumente que O ~ 10- 4 rad para la dispers ión de una partícula <Y. 

... por un átomo de Thomson. 
( 4.) Derivar (4-5) que relaciona la distancia de máximo acercamiento y el parámetro de impacto con el 

ángulo de dispersión. 

Llna partícu la <X de 5.30 Me V es di spersada60°al pasar por una laminilla delgada de o ro. Calcular (a) la 
distancia de máximo acercamiento D para una colis ión frontal y (b) el parámetro de impacto b 
correspondiente a un ángulo de dispersión de 60°. 

6. ¿Cuál es la di s tancia de máximo acercamiento a un núcleo de cobre para una part ícu la <X de 5.30 Me V 
en una colisión frontal? 

( 7. Demostrar que el n(1mero de partírulas ex dispersadas por un ángulo A o mayor f'n una dispersión de 
R•1!herford es 

( 
1 )2 (zze2)2 

-- 7r/ pi --., cot2 (A/2) 
4m,0 Mi•-

8. La fracción de proton.es de 6.0 Me V di ~persados del haz incidente en una región donde el ángulo de 
dispersión excede los 60° es igual a 2.0 X JO-S. El material dispersor es una laminilla de oro delgada 
con densidad 19.3 g/cm3. Calcular el espesor de la hoja de oro utilizando los rPsultados del problema 
anterior. 

~). Cn haz de partículas rJ. de energía cinéti ca 5.30 MeV e intensidad 104 partículas/seg inciden 
normalment e sobre una laminilla de oro de densidad 19.3 g/cm3 , 197 de peso atómico y espesor 1.0 X 
10-s cm. A una distancia de 10 cm de la hoja se coloca un contador de partículas <X de área de 1.0 cm 2. 

Utilizando la sección transversal diferencial de dispersió n de Rut herford (4-9), encon tra r el número 
rle ,·onteos por hora para (-) = 10° y(-) = 45° .donde 0 es el ángulo en tre el haz incidente y una 
línea que va del <'en tro de la laminilla al centro del ron tador. El núme ro at ómi co del oro es 79. 

1 O. F.n lai> mismas condiciones descri tas en el problema an terior. se substitu ye la laminilla de oro por una 
,Ji. ,·olin· dt· d,~nsidad 8. 9 g/cm 3, peso atórn i,·o 6:l.6 y espesor 1.0 X 10-s. Cuando 0 = 1 Oº se obtienen 
820 ronteos por hora. 1-:n ron trar el número atómico del cobre. 
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1 J. Demostrar que la constante de Planck tiene dimensiones de impulso angular. 

12. Comparar la atracción gravitacional rnlre un electrón y un protón en el estado base de un átomo de 
hidrógeno con la atracción de Coulomb entre ellos mismos. ¿Está justificado el que se ignore la fuena 
gravitacional? 

13. Demostrar que la frecuencia de revolución del electrón en el átomo de hidrógeno del modelo <;le Bohr 
está dado por v = 2 IEJ/hn donde E es la energía t,otal del electrón. 

14. Demostrar que para todas las órbitas de Bohr la razón del momento magnético dipolar de la órbita 
electrónica al impulso angular orbital tiene el mismo valor. 

15. , (a) Demostrar que la rapidez del electrón en el estado base del átomo de hidrógeno se puede escribir 
como u = rxc donde rx es la constante de estructura fina. (b) A partir del valor de rx ¿qué se podría 
concluir acerca del hecho de ignorar los efectos relativistas en los cálculos de Bohr? 

16. ¿Cuáles son la energía, d ir11pulso y la longitud de onda de un fotón emitido por un átomo de 
hidrógeno que sufre una trans1c1ón direrta desde un estado excitado ,con n = 10 al estado base? 
Encontrar la rapidez de retroceso del átomo de hidrógeno en este proceso. 

17. (a) Calcular, utilizando la fórmula de Bohr, las tres longitudes de onda más largas en la serie de 
Balmer. (b) ¿Cuáles son los límites en longitudes de onda de la serie de Balmer? 

18. Calcular las longitudes de onda más cortas de la serie de Lyman, Paschen y Pfund para el hidrógeno. 
¿En qué región del espectro electromagnético se encuentra cada uno? 

19. Según el modelo de Bohr. ¿Cuáles son: (a) el número cuántico, (b) el radio de la órbita, (c) el impulso 
angular, (d) el impulso lineal, (e) la velocidad angular. (f) la rapidez lineal, (g) la fuerza sobre el 
electrón, (h) la aceleración del electrón, (i) la energía c inética, (j) la energía potencial, y (k) la energía 
total para el estado base del átomo de hidrógeno? ¿Cómo varían las can tidades (b) y (k) co n el número 
cuántico? 

20. ¿Cuánta energía se requiere para quitar un electrón de un átomo de hidrógeno en un estado n = 8? 

21. Se excita un átomo de hidrógeno desde un estado con n = l a uno con n = 4. (a) Calcular la energía 
que debe absorber el átomo. (b) Calcular y hacer un diagrama de n iveles de energía de las distintas 
energías para los fotones que emitiría el átomo si regresara a su estado n = l. (c) Calcular la rapidez de 
retroceso del átomo de hidrógeno. suponiéndolo inicialmente en reposo, cuando realiza la transición 
de&de n = 4 hasta n = 1 en un solo salto cuán tico. 

22. Un átomo de hidrógeno en un estado con energía de enlace (energía necesaria para extraerle un 
electrón) de 0.85 eV realiza una transición a un estado con una energía de excitación (diferencia en 
energía ent re el es tado y el estado base) de 10.2 eV. (a) Encontrar la energía del fotón emit ido. (b) 
Mostrar esta trarn,ición en un diagrama de niveles de energía para el hidrógeno, escribiendo los 
números cuánticos apropiados. 

23. Sobre un Jiagrama de niveles de energía para el hidrógeno, mostrar los números cuánticos 
correspondientes a una transición en la cual la longitud de onda del fotón emitido es 1216 Á. 

2.cJ.. (a) Oemost rar que cua ndo se toma en cuent a la energía cinética de retroceso del átomo, p 2/2M, la 
frcc·uencia de un fotón emitido en una transición entre dos niveles atómicos de diferencia de energía 
.::.E se reduce por un factor que es aproximadamente ( 1 - óE/2Mc2).(Sugerencia: el impulso de 
retroce:.o Ps p = h1·/c.) (b) Comparar la longitud de onda de la luz emitida cuando un átomo de 
h1Jrógeno sufre una tran sición 3 - 1, tomando en cuenta el retroceso y sin tomarlo en cuenta. 

25. ¡,Cuál es la longitud de onda del fotón co n más energía que es capaz de emitir un átomo muónico con 
7, = I? 

26. Aplicar el modelo de Bohr a un átomo de helio ionizado, es decir, a un átomo de helio al cual se le ha 
quitado un electrón ¿Qué re laciones exis ten entre este espect ro y el espectro del hidrógeno? 
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27. Calcular, utilizando el modelo de Bohr, la ene rgía necesaria para arrancar el e lectrón al helio 
'\,, \ s implemente ionizado. 

(:s. }En un experimento del tipo del de Franck-Hertz se bombardea hidrógeno atómico con elect rones y se 
encuentra que los potenciales de excitación se presentan para 10.12 V y 12-10 V ;(a)explicar por qué 
se observa que a estas excitaciones se presentan tres líneas distintas clel espectro de emisión. 
(Sugerencia: haga un diagrama de niveles de energía) . (b) Suponga que las d iferencias de energía se 
pueden expresar como hi1 y encontrar los tres valores permitidos de 11• (c) Suponga que 1• es la 
frecuencia de la radiación emitida y determine las longitudes de onda de las líneas espectrales 
observadas. 

29. En un experimento de Franck y Hertz, suponga que la energía electromagnética emitida por un átomo 
de Hg, generada por la energía absorbida de electrones de4.9 eV, es igual ahv,donde v es la frncuencia 
que corresponde a la línea de resonancia del mercurio de 2536Á. Calcu lar el valor de IL según el 
experimento de Franck y Hertz y compararlo con el valor de Planck. 

30. La radiación de un ion de helio He+ es aprox imadamente igual en longit ud de onda a la línea Ha 
(primera I ínea de la serie de Salmer). (a) ¿Entre qué estados ( valores de n) ocurre la transición en el 
ion de helio? (b) ¿La longitud de onda es mayor o menor que la de la línea Ha? (c) Calcu lar la 
diferencia de longi tudes de onda. 

31.) En las estrellas en el espectro del He+se encuen tra la serie de Pickering, que se emite cuando el 
electrón pasa desde niveles superiores al nivel n = 4. (a) Estable<'er la fórmula exacta para la longitud 
de onda de las líneas de esta serie. (b) ¿En qué región del espectro se en cue ntra esta serie? (c) 
Encontrar la longitud de o nda del límite de la serie. (d) encontrar e l potencial de ionización, en 
electronvolts, si el He+está en el estado base. 

\ 

( 32 

'\. 

Supóngase que en un tubo qu e contiene hidrógeno ordin ario es posi ble poner hidrógeno de número 
de masa tres (trit io) e n can tidad suficiente como para realizar un exame n espectroscópico. 
Determinar la separación de la línea normal del hidrógeno de la primera línea de la serie de Ralmer 
qu e podría observarse. Expresar el result ado como una diferencia en longitud de onda. 

33.) Un tubo de descarga contiene los gases H 1, H2 , He3, He\ Li6 y Li7 atómicos e ionizados (el índice es la 
masa atómi ca), los ú ltimos cuatro ionizados de manera que contienen solament e un electrón. (a) 
¿Qué línea Pspectral aparecerá primero si el potencial a través del tubo se increment a partiendo de 
cero. (b) Dar en orden crecient e de frecuencia el origen de las I íneas corrpc;pondient es a la primera 
línea de la serie de Lyman del H 1• 

34. Considérese un cuerpo que gira libremente alrededor de un eje fijo. Apli cando las reglas de 
cuantización de Wilson-Sommerfeld demuest re que los valores posibles de la energía total son 

11 = º· 1, 2, 3, ... 

do nde l es su inercia rotacional o momen to de inercia alrededor del eje de rotación. 

:l5. Su ponga qut> t>l impulso angu lar de la tierra, cuya masa es de 6.0 X 1024 kg, debirlo a su movimien to 
alredf'dor del sol, con un radio de 1.5 X 10 11 m, está cuantizarlo según la rela<'ión de Bohr L = nh/21r. 
¿Cuál es el valor del número cuánli co 11? ;,Podría detectarse esta cuan tización? 
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5.1 Introducción 

5 
Teoría de Schrodinger 

de la mecánica cuántica 

Se han presentado evidencias experimentales que demuestran de manera contundente que las 
partículas de sistemas microscópicos se mueven de acuerdo con las leyes del movimiento 
ondulatorio de a lgún tipo, y no de acuerdo con las leyes newtonianas que obedecen las 
partículas de los sistemas macroscópicos. Por lo tanto, una partícula microscópica actúa como 
si ciertos aspectos de su comportamiento estuviera gobernado por el compor tamiento de una 
onda asociada de de Broglie o una función de onda. Los experimentos considerados sólo tratan 
con casos simples (tales como partículas libres u osciladores armónicos simples, etc.) que se 
pueden analizar con procedimientos sencillos (que involucran la aplicación directa del 
postulado de de Broglie, postulado de Planck, etc.). Pero ciertamente es deseable el estar 
preparado para tratar los casos más complicados que ocurren en la naturaleza ya que son 
importantes e interesantes. Para hacer esto se deberá tener un procedimien to más general que se 
pueda utilizar para tratar el comportamiento de las partículas de cualquier sistema microscó­
pico. La teoría de Schró'dinger de la mecánica cuántica proporciona tal procedimiento. 

Esta teoría especifica las leyes del movimiento ondula torio que obedecen las partículas de 
cualquier sistema microscópico. Lo cual se hace especificando, para cada sistema, la ecuación 
que cont rola el comportamien to de la función de onda y especificando también la conexión 
entre el comportamiento de la función de onda y e l comportamiento de la partícula. La teoría es 
una extensión del postulado de de Broglie. Más aún, existe una estrecha relación entre ella y la 
teoría de Newton del movimiento de partículas en sistemas macroscópicos. La teoría de 
Schródinger es una generalización que incluye a la teoría de Newton como caso especial (en el 
lími te macroscópico), de la misma manera que la teoría de Einstein de la relatividad es una 
gen era lización que in cluye a la teoría de Newton como un caso especial (en el límite de 
velocidades bajas). 

Se desarrollarán los puntos esenciales de la teoría de Schrodinger y se utilizarán para tratar 
un número de sistemas microscópicos importantes. Por ejemplo , se utilizará la teoría para 
obtener una comprensión detallada de las propiedades de los átomos, las cuales fo rman la base 
de gran parte de la química y de la física del estado sólido y que están íntimamente relacionados 
con las propiedades del núcleo. 

Después de haber aplicado la teoría de Schrodinger a un número de casos el estudiante 
encontrará que empieza a desarrollar una intuición acerca del comportamiento de los sistemas 
mecánico-cuánticos, de la misma manera que desarrolló un sentimien to intuitivo para los 
sistemas clásicos provenientes de su estudio de la teoría de Newton y de las aplicaciones a cierto 
número de casos. Es posible hacer una comparación más reali sta entre la teoría de Schródinger 

159 
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y la teoría de Maxwell del electromagnetismo. La razón es que las ondas electromagnéticas se 
comportan de una manera completamente análoga a como lo hacen las funciones de onda de la 
teoría de Schrodinger. Cuando sea apropiada se utilizará esta analogía para demostrar la 
manera en la que están relaciona<los los resultados de la mecánica cuántica con los del 
electromagnetismo u otras formas del movimiento de las ondas clásicas que nos son más 
familiares. También se estudiarán muchos experimentos que confirmarán de manera directa lc:fs 
resultados que se obtendrán de la mecánica cuántica, de la misma manera como se han discutido 
muchos experimentos que sentaron las bases para la teoría. Pero el estudiante deberá ejercitar 
un poco la paciencia ya que hay mucho por hacer en el desarrollo de la teoría y trabajar sus 
consecuencias antes de que se puedan hacer comparaciones entre éstas y la experimentación. 

Se ha visto que el postulado de de Broglie constituye un paso fundamental en el desarrollo de 
la teoría de Schrodinger del comportamiento de partículas microscópicas. Sin embargo, sólo es 
un paso. El postulado dice que el movimiento de una partícula microscópica está gobernado por 
la propagación de una onda asociada pero no dice cómo se propag>t la onda. También predice 4e 
manera sat isfactoria la longitud de onda que se infiere de las mediciones de los patrones c!_e 
difracción observados en el movimiento de la partícula, pero solamente en los casos en lo~ 
cuales la longitud de onda es esencialmente constante. Más aún, se contará con una relación 
cuantitativa en tre las propiedades de la partícula y las propiedades de la función de onda que 
describe la onda. Esto es. se conocerá exactamente como la onda gobierna a la partícula. 

En este capítulo se estudiará primero la ecuación, desarrollada por Erwin Schrodioger en 
1925, que establece e l comportamiento de cualquier función de onda de interés. A continuación 
se estudiará la relación desarrollada por Max Born en el año siguiente, que conecta el 
comportamiento de la función de onda con el comportamiento de la partícula asociada. Las 
soluciones detalladas a la ecuación de Schrodinger se reservan para los capítulos siguientes 
pero en este capítulo se verán sus soluciones en una forma general, así como la manera muy 
natural en la que conducen a la cuantización de la energía y otros fenómenos importantes. 

Se pueden analizar algunos de los problemas concernientes con la ap1?cabilidad del postulado 
de de Broglie y también trazar algunas pistas acerca de lo que se tendrá que hacer para resolver 
los problemas considerando nuevamente el caso de una partícula libre. En el capítulo 3, cuando 
fue necesario utilizar una expresión matemática para una función de onda se utilizé una onda 
viajera senoidal como 

'Y(x,t) = sen27T({ - vt) (5-1) 

o cualquier función de onda formada por la suma de varias senoidales. La forma de (5-)) se 
obtuvo esencia lmente de manera tentativa basándose en el hecho de que una partícula libre 
1 if·ne un impulso lineal p de magnitud cons tante, puesto que no está actuada por ninguna 
fuerza, y por lo tanto tiene asociada una longitud de onda de de Broglie ). = h/p de magnitud 
,·onstante. La ecuación (5- 1) es justamente la forma us ual para una onda senoidal viajera de 
longitud de onda constant e ). ;que ti ene también una frecuencia constante que se evaluará a 
partir de la relación de Einstein v = E/h,donde E es la energía total de la partícula asociada. 

En ,•1 capítulo 4 fu irnos capaces de ex tender el uso de una función de onda como la (5-1) al 
1·aso tle una partícula que se mueve en una órbita circular de Bohr, imaginando a la onda 
senoidal como arrollada alrededor de la órbita. Pero esto fue posible solamente porque en una 
c'irbita circular de magnitud p, e l impulso lineal permanece constante de modo que .íl = h/p, la 
longitud de onda de de Broglie, también es constante a pesar de que la partícula es actuada por 
1111a fuerza. 

No serrrnos capaces de hacer tales extensiones s imples para tratar casos en los que el impulso 
lineal tlt> la partícula cambia en magnitud y, por supuesto, estos casos son típicos de lo que 
-.u('(·d<· cuando una pa rl ícula es tá bajo la acción de una fuerza. El punto es que el postu lado de de 
Hruglie). = h/p, es tablece que la longitud de onda ). cambia si cambia p; pero una longitud de 
onda 110 e!-ilá lo suÍi<'ientemente bien definida si cambia muy rápidamente. Esto se muestra con 

1 
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Sec. 5.1 INTRODUCCION 

'Jl(x,t) 

t fijo 

FIGURA 5-1 
Onda no senoidal. Un análisis detenido mostrará que la separación entre un par de 
máximos adyacentes difiere de la separación entre mínimos adyacentes. Por lo tanto es 
difícil definir una longitud de onda aún para una sola oscilación. 
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la onda no sen oidal de la figura 5-1. Aún para esta onda es difícil defini1 una longitud de onda 
variable ya que la separación entre máximos adyacentes no es igua l a la separación en tre 
mínimos adyacentes. Desde otro punto de vista, si el impulso lineal de una partícula no tiene 
magnitud cons tante debido a que la partícula está sujeta a la acción de una fuerza, se requieren 
fu nciones que son más complicadas que la senoidal de (5- 1) para describir la onda asociada. Para 
encontrar estas funciones de onda más complicadas se necesitará ayuda. 

La ecuación de Schrodinger proporcionará la ayuda necesaria. Esta es la ecuación que 
establece la forma de la fun ción de onda 'Y(x,t), si decimos la fuerza que actúa sobre la partícula 
asociada especificando la energía potencial que corresponde a dicha fuerza. En otras palabras, 
la función de onda es una solución a la ecuación de Schrodinger para esa energía potenc:al. El tipo 
más común de ecuación que tiene como solución a una función es una ecuación diferencial. De 
hecho, la ecuación de Schrodinger es una ecuación diferencial. Esto es, la ecuación es una 
relación entre su solución 'Y (x, t ) y ciertas derivadas de o/ (x,t) con respecto a las variables 
independientes de espacio y tiempo x y t. Como hay más de una variable independiente las 
derivadas deberán ser derivadas parciales, tales como 

oo/(x, t) 

ax o 
o'Y(x, t) 

a, o 
o2'Y(x,t) 

ox2 
o 

o2'Y(x,t) 
a,2 (5-2) 

Ejemplo 5 -1. Evaluar las d1:ri v1sdas parciales lis tadas arriba para la función senoidal (5-1). 
Una derivada parcial es una derivada de una función de varias variables independientes, que se evalúa 

p<'rmi1iendo que una de las variables varíe mientras las o lras se mantienen fijas. Esto se indica utilizando 
un símbolo tal como o'Y(x, t)/ ox en vez del símbolo usual para la derivada ordi naria d'lr(x, t)/dx. El 
!>ímholo sign ifica, po r ejemplo 

o'Y(x, t ) [ d \l'(x,t)J 
o:c -

dx Evaluada con I con11ante 

(5-3) 

() 

i)\Jf(x, t ) [d\J'(x, t )J 
-

dt F:valuoda t'On x roos1ante ar (5-4) 
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A11tes J e aplicar este procedimiento a la función senoidal (5-1) es con venien te volver a escribirla en 
términos de las can tidades k = 271/J.. y w = 27Tv. Se obtiene 

'Y(x , t ) =sen 271 (i - vt) = sen (kx - wt) 

La diferenciación parcial condu ce a 

olY(x,t) osen (kx - wt ) 
= ------ = k cos (kv - wt ) 

ox ox 

o2'r(x ,t ) o cos (kx - wt ) 
= k = -k2 sen (kx - wt) ox2 ox 

o'r(x,t) o sen (kx - wt) 
- ---- - - -w cos (k x - w t ) º' a, 

o2'i''(x ,t ) 

a,2 
o cos (kx - wt) 

- w - ----- = -w2 sen (kx - wt ) 

º' 

(5-5) 

puesto que t se puede t ratar como una constante en las dos primeras dife renciaciones, mientras que x se 
purJe tratar como una constan te en las dos últimas. En breve se probará que estos resultados son útiles. 

~ 
La ecuación de Schrodinger es una ecuación diferencial parcial. En el contexto se estudiarán 

soluciones a esta ecuación y se verá que generalmente es muy fácil descomponerla en un cort­
junto de ecuaciones diferenciales ordinarias (es decir, ecuaciones diferenciales que sólo involu­
cran derivadas ordinarias). Estas ecuaciones diferenciales ordinarias serán manejadas entonces 
mediante la aplicación de técnicas directas. En todo este trabajo se supondrá que el estudiante no 
tiene conocimiento previo acerca de ecuaciones diferenciales de ningún tipo. Sólo se supondrá 
que sabe cómo diferenciar e integrar. Por supuesto que en conexión con su estudio de la mecánica 
clásica, es muy probable que el estudiante tenga alguna experiencia con ecuaciones diferenciales 
ordinarias. Probablemente tenga también una poca de experiencia con ecuaciones diferenciales 
parciales ya que la ecuación de Schrodinger es un miembro de la clase de las ecuaciones diferencia­
les parciales denominadas ecuaciones de onda, las cuales ocurren en muchos campos tanto de la fí­
sica clásica como de la cuántica. Ejemplos que aparecen en la física clásica son las ecuaciones de 
onda para vibraciones en una cuerda tensa y la ecuación de onda para la radiación electromagnéti­
ca. Se verá que la ecuación de onda en la mecánica cuántica tiene muchas propiedades en común 
corda ecuación de onda clásica y que también tiene algunas diferencias muy interesantes. 

5.2 Ar g ume ntos d e plausibilidad que conducen a la ec uación d e 
Schrodin ger 

Ahora e l pri mer problema que se presenta no es cómo resolver cierta ecuación dife rencial ; sino 
que el problema es cómo encontrar la ecuación . Esto es , se está en la posic ión de Newton cuando 
es1aba buscando la ecuación di fe rencial 

dp d 2x 
F= - =m-

d t d t2 
(5-6) 

que es la ecuación básica de la mecánica clásica , o de Maxwell cuando buscaba las ecuaciones 
diferen ciales 

oEx aE ,, aEz p - +-+ - = -ax ay ~ z ~ 

q 11t- forman la base del electromagnel tsmo clás ico. 

(5-7) 

( 
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La ecuación de onda para una cuerda tensa se puede derivar de la ley de Newton y la ecuación 
de onda electromagnética se puede derivar de las ecuaciones de Maxwell; pero no se puede 
esperar ser capaces de derivar la ecuación de onda de la mecánica cuántica de ninguna de las 
ecuaciones de la física clásica. Sin embargo, se puede esperar alguna ayuda de los postulados de 
de Broglie-Einstein. 

J. = h/p y v = E/h (5-8) 

que asocian la longitud de onda íl de la función de onda con el impulso lineal p de la partícula 
asociada y la frecuencia v de la función de onda con la energía total E de la partícula, para el 
caso de una partícula con p y E esencialmente constantes. Esto es, se buscará que la ecuación de 
onda de la mecánica cuántica sea congruente con estos postulados y se utilizará este requisito de 
coincidencia en esta investigación. Las ecuaciones (5-8) más otras que se tendrán razones para 
aceptar, desembocarán en un argumento que está planeado para hacer que la ecuación de onda 
mecánico-cuántica parezca posible, pero deberá hacerse énfasis que este argumento de plausi­
bilidad no constituye una derivación. En el análisis final, la ecuación de onda mecánico 
cuántica deberá obtenerse de un postulado, cuya justificación no es el que haya sido deducida 
por comple to a partir de la información experimental ya conocida, sino que predice correcta­
mente los resultados que se pueden verificar experimentalmente. 

Se empezará este argumento de plausibilidad enlistando cuatro suposiciones razonables 
concernientes a las propiedades deseables de la ecuación de onda mecánico-cuántica: 

l. Deberá ser coincidente con los postulados de de Broglie-Einste in. (5-8) 

íl = h/p y v = E/h 

2. Deberá ser coinciden te con la ecuación 

E= p 2/2m + V (5-9) 

que relaciona la energía total E de una partícula de masa m con su energía cinét ica p 2/2m y su 
energía potencial V. 

3. Deberá ser lineal en 'Y(x,t). Esto es, si \Y1 (x ,t)y 'l\(x,t)son dos soluciones diferentes a la 
ecuación para una energía potencial dada V(se verá que las ecuaciones diferenciales parciales 
tienen muchas soluciones), entonces cualquier combinación lineal arbitraria de estas solucio­
nes 'Y(x,r) = c1'Y1(x,t) + c2'l\(x,t), también es solución. Se dice que esta combinación es 
linea l ya que con tiene la primera potencia (lineal) de o/1(x,t)y'l\(x,t);se dice que es arbit raria 
ya que las constant es c1 y c2 pueden tener cualesquiera valores (arbitrarios). Este requisito de 
linealidad asegura que se podrá sumar funciones de onda para producir las interferencias 
constructivas y destructivas de las ondas. Los fenómenos de inte rferencia son comunes para las 
ondas e lect romagnéticas; lodos los patrones de difracción de la óptica física se explican en 
términos de la adición de ondas electromagnéticas. Pero el experimento de Davisson-Germer 
muestra que los patrones de difracción también se encuentran en el movimiento de electrones y 
olras partículas. Por lo tan to, sus funciones de onda también presentan interferencias de 
manera que deberán ser susceptibles de sumarse. 

4. La energía potencial V generalmente es una función de x y posiblemente de t. Sin embargo, 
exis te un caso especial importante cuando 

V(x,t) = V0 (5-JO) 

Que es justamente el caso de una partícula libre ya que la fuerza que actúa sobre la partícula está 
dada por 

F = -oV(x,t)/ox 

lo cual produ<'e F = O si J/0 es una constant e. En es te caso la ley de Newton del movimiento 
afi rma que e l impulso lineal¡, de la partícula $C rá con~tante y también se sabe que su energía 
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total E será constante·. Aquí se tiene la situación de una partícula libre con valores constantes de 
.,{ = h/p y v = E/h que se discutió en e l capítulo 3. Por lo tanto se supondrá que, en este caso, la 
ecuación diferencial deseada tendrá como soluciones ondas senoidales viajeras de longi tud y 
frecuencia constantes, similares a la función de onda senoidal (5-1), considerada en este 
capítulo. 

Utilizando las relaciones de de Broglie-Einstein de la suposición 1, para escribir la ecuación 
de energía de la suposición 2 en términos de íl, y 'V, se obtiene 

h 2/2mJ.2 + V(x, t ) = hv 

Antes de continuar resulta conveniente introducir las cantidades 

k = 2?T/J. y w = 2?T'V (5-1 1) 

Como en el ejemplo 5-1, estas cantidades resultan útiles ya que eliminan las variables de los 
denominadores y porque "absorben" un factor de 2 que de otra manera aparecería siempre que 
se escribiera una función de onda senoida l. A la cantidad k se le denomina número de onda y a la 
can tidad, w frecuencia angular. Introduciéndolas se obt iene 

ñ2k 2/2m + V(x,t) = liw (5-12) 

donde 

ñ = h/2?T 

es la constante de P lanck dividida 2?T. Para satisfacer las suposiciones 1 y 2 la ecuación de 
onda deberá de ser congruente con (5-12). 

Para satisfacer la suposición de linealidad 3 es necesario que cada término en la ecuación 
diferencial sea linea l en 'Y(x,t), es decir, sea proporcional a la primera potencia de 'Y (x,t). 
Obsérvese que cualquier derivada de \f(x,r) ti ene esta propiedad. Por ejemplo , si se considera 
el cambio en la magnitud de 'iJ2'Y(x ,t)/ox2 que resulta de cambiar la magnitud de 'Y(x,t), 
digamos por un factor e, se ve que la derivada aumenta por el mismo factor y por lo tanto es 
proporcional a la primera potencia de la función. Lo cual es cierto ya que 

o2[c'Y(x, t)] o2\J"(x,t) 
- ---- = e----

ox2 ox2 

donde e es cualquier constante. t'ara que la ecuación diferencial misma sea lineal en 'Y(x,t),no 
deberá contener ningún término que sea independiente de 'Y(x ,t), es decir, que sea proporcio­
nal a ('Y(x,t)]°. o proporcional a ['Y(x,t)]2 o a cualquier potencia superior. Después de obtener 
la ecuación se demostrará explícitamente que ésta es lineal en 'Y(x,t), y en este proceso será 
eviden te la val idez de estas aseveraciones. 

A continuación se utilizará la suposición 4 que trata con la fo rma de la so lución de la partícula 
libre; conio se sugiere, primero se tratará de escribir una ecuación que contenga una función de 
onda senoidal (5- 1) y/o deri vadas de la función de onda. En el ejemplo 5-1 ya se han evaluado 
algunas de las de ri vadas. Observándolas se ve que el efecto de tomar la segunda derivada del 
espacio es introducir un factor -k2 y el efecto de tomar la primera de rivada en el tiempo es 
inl roJu('ir un factor -w. Ya que se espera que la ecuación diferencial sea consistente con (5-12) 
que con lií'ne un factor k2 en un término y un factor w en otro, se sugie re que la ecuación 
Jif r ren•·ia l Jeherá con tener una segunda de ri vada espacia l de o/(x,t) y una primera de rivada 
tempora l de l{l'(x, t). Pero también deberá haber un término que contenga un factor de V(x,t) 
ya que éste aparece en (5-12). Para asegurar la linealidad, este término deberá contener un 
fartor de \}J'(x,t). Uniendo todas estas ideas se intentará la siguiente fo rma pa ra la ecua<.;ión 
diferencial 

ex a
2

\Y(:,t) + V( x, t)'Y(x,t) = f3 oo/(x, t) 
ax~ . at (5-13) 

I 



1 

Sec. 5. 2 ARGUMENTOS DE PLAUSIBILIDAD QUE CONDUCEN A LA ECUACION DE SCHROOlNGER 165 

Las constantes CJ. y f3 tienen valores a determinarse. Y se utilizan para dar la flexibilidad que, se 
supone, será necesaria para que (5.13) satisfaga los distintos requisitos. 

En general la forma de (5-13) parece razonable, pero ¿funcionará en detalle? Para respon­
derlo considere el caso de un potencial constante V(x,t) = V0 , y evalúe 'Y(x,t) y sus derivadas 
a partir de (5-1) y (5-5), obteniéndose 

-(X. sen(kx - wt)k2 + sen(kx - wt)V0 = -/3 cos (kx - wt)w (5-14) 

No obstante que las constantes <X y /J están a nuestra disposición, no es posible satisfacer (5-
12) y las suposiciones 1 y 2 excepto para combinaciones especiales de las variables independien­
tes x y t para las cuales sen (kx - wt) = cos (kx - wt). Es cierto que se podría obtener un 
acuerdo si (X. y /3 fueran constantes, pero esta posibilidad se ha descartado en favor de un::t 
mucho más simple que se presentará a continuación. 

La dificultad surge debido a los cambios de cosenos en senos y viceversa provenientes de la 
diferenciación. Este h echo sugiere que para la función de onda de la partícula libre se utili ce en 
vez de la senoidal simple (5-1), la combinación 

'Y(x,t) = cos (kx - wt) + y sen (kx - wt) (5-l 5) 

donde Y es una constante de valor indeterminado por el momento y que se introduce con el 
propósito de proporcionar una flexibilidad adicional. Se espera encontrar la mezcla apropiada 
de cosenos y senos que e liminen la dificultad. Evaluando las derivadas necesarias se obtiene 

oo/(x,t) 
--- = - k sen(kx - wt) + ky cos (kx - wt) ax 
o2o/(x,t) 2 2 
--- = -k cos (kx - wt) - k y sen(kx - wt) 

ox2 

oo/(x,t) --- = w sen(kx - w t) - wy cos (kx - wt) ac 

(5-16) 

Enseguida, substituyendo (5-15) y (5-16) en (5-13) que es la forma supuesta para la ecuación 
diferenc ial y haciendo V(x, t) = V0 se obtiene 

-ock2 cos (kx - (l)f) - <Xk 2y sen (kx - wt) + V0 cos (kx - wt) 

+ V0 y sen (kx - wt) = {3w sen(kx - <<>t) - (3wy cos (k x - <vt) 

o 

[-ock2 + V0 + /Jwy] cos (kx - wr) + [-<Xk 2y + V0 y - {Jwl sen (kx - <vt) = O 

Para que la última igualdad ocurra para todas las combinaciones posibles de las variables 
independientes x y l, es necesario que los coefi cientes de los cosenos y de los senos sean cero. 
Entonces se obtiene 

-ock2 + V0 = -f3yw (5-17) 

y 

- ock2 + V0 = {3w/y (5-18) 

Ahora se tiene un problema fácil de manejar; existen tres ecuaciones algebráicas que habrán de 
satisfacerse, (5-12), (5-17) y (5-18) pero se tienen a la di sposición tres constantes libres ex, /3, y 
y, Restando (5-18) de (S-17) se obtiene 

O = -{3yw - {3w/y 
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o 
'Y = -1 /y 

de modo que, 

y2 = -1 

o 

y=±J-I=±i (5-19) 

donde i es el número imaginario (ver apéndice E). Substituyendo este resultado en (5-17) se 

obtiene 

-rJ.k2 + V0 = -=Fi/3w 

que se puede comparar directamente con (5-12) 

para obtener 

(5-20) 

y 

-=FifJ=ñ 

o 

/3 = ±iñ (5-21) 

Exis ten dos posibilidades para el signo en (5-19) y resulta que no es importante la elección que 
se haga por lo que se seguirá la convención de escoger el signo más. Entonces (5-21) da /3 = +ili 
y con (5-20) se pueden evaluar todas las constantes que aparecen en la forma supuesta de la 
ecuación diferencial. Entonces (5-13) resulta en 

ñ
2 o2

'Y(x,t) ( )urc ) ·l:.o'Y(x,t) 
- -

2 
+ V x,t T x,t = ln 

2m ox ot 
(5-22) 

Esta ecuaci6n diferencial satis/ ace las cuatro suposiciones hechas para la ecuación de onda mecánico­
cuántica. 

Deberá hacerse énfasis en que se ha llegado a (5-22) tratando un caso especial: el caso de una 
partícula libre donde V(x ,t)= V0 , es una constante. En este punto parece plausible argumentar 
que cabría esperar que la ecuación de onda mecánico-cuántica debería tener la misma forma que 
(5-22) e n el caso general e n el que la energía potencial V(x, t) varía como una función de x y /ó t 
(es decir, donde la fuerza no es cero); pero no se puede probar que esto es cierto. Sin embargo, es 
posible postularlo. Se hace y por lo tanto se toma a (5-22) como la ecuación de onda mecánico­
cuántica cuyas soluciones o/(x,t) son las funciones de onda asociadas con el movimiento de 
una partícula de masa m que se encuentra bajo la influencia de fuerzas que están descritas por la 
fun ción e nergía po tencial V(x, t). La validez del postulado hahrá de juzgarse mediante la 
comparación de sus implicaciones con la experimentación y se harán muchas de ellas un poco 
después. La ecuación (5-22) fue obtenida por primera vez en 1926 por Erwin Schrodinger y por 
e llo se le conoce como la ecuación de Schrodinger. 

Schrodinger llegó a s u ecuación mediante un argumento diferen te a éste ( y más esotérico). 
En la sección 5-4 se verán las ideas esenciales de su argumento. Sin embargo, él estuvo 
fu e rt emente influenciado e n su trabajo por el postulado de de Broglie, como lo hemos estado 
nosot ros en éste. Esto se puede ver en la cita s iguiente, en la que el físico Debye describe las 
ci rcunstancias en las que Schrodinger desarrolló su ecuación. 
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"Entonces de Broglie publicó su artículo. En este tiempo Schrodinger era mi su cesor en la Un iversidad 
de Zurich y yo estaba en la Universidad Técnica, que es un instituto federal, y tuvimos un coloquio juntos . 
Estuvimos hablando acerca de la teoría de de Broglie, coincidiendo en que no la entendíamos y que 
deberíamos pensar realmente sobre sus formulaciones y lo que s ignifican. In vité a Schrodinger a que 
nos diera un coloquio sobre el tema y la preparación que realmente él hubie ra obtenido. Existieron 
solamente unos cuantos meses entre su plát ica y sus publicaciones". 

Cabe apuntar que no es posible esperar que la ecuación de Schrodinger sea válida cuando se 
aplica a partículas que se mueven a velocidades relativistas. Esto es así, ya que la ecuación fue 
di señada para ser congruente con (5-9) que es la ecuación de la energía clásica y que es 
incorrec ta para velocidades comparables con la velocidad de la luz. En 1928 Dirac desarrolló 
una teoría relativista de la mecánica cuánt ica utilizando esencialmente los mismos postulados 
de la teoría de Schrodinger, excepto que (5-9) se subst ituyó por su análogo relativista 

Por supuesto que la teoría de Dirac se reduce a la teoría de Schrodinger en el límite de 
velocidades bajas. Debido a las complicaciones serias que introduce la raíz cuadrada de la 
ecuación relativista de la energía , no resulta apropiado introducir un tratamiento cuantit ativo 
de Ja teoría de Dirac en este libro. Sin embargo a lgunos de los rasgos más interesantes de la 
teoría de Oirac se describirán cualitativamente en los siguientes capítulos en las ocasiones en las 
que se discutan los fenómenos cuánticos relativistas; ya se ha descrito uno de ellos: la 
producción de pares. Afortunadamente la mayoría de los fenómenos cuánticos interesantes se 
pueden estudiar en casos que no son relativistas. 

Ejemplo 5-2. Ver ificar que la ecuación de Schródinger es lineal en la función de onda '-l"(x, t );e,;; 
decir, que coincide con la suposición de linealidad 3. 

Habrá de mostrarse qu e s i ' l .i(:1;,1) y ' l'ix,t) son dos soluciones a (5-22) para una V(x, l) particu lar, 
entonces 

también es una solu ción a esta ecuación, donde c1 y c2 son constantes de valo r arbitrario, (5-22) igualada a 
cero se tiene la ecuac ión de Schródinger 

r,2 02,1 · o'l' 
+ V'I. - ;r, - =· O 

- 2m o.t:2 ot 

A continuación se comprueba la validez de la combinación lineal substituyéndola en esta ecuación que 
su pues t amente debe sal is facer . Se obtiene 

- - e -- + c., -- + V(c1\1'1 + c,..'I '.,) - ;r, c1 --
1 + e,. --- = O 

t,2 ( ¿¡21¡ ·1 ¿¡21r:!) ( él'l' él'I '.,) 
2111 1 él.r2 - o.r2 - - ot - ot 

que se puede reescribir como 

e - - -- + V'l'1 - ih --
1 + c., - - -i= + V'l·2 - ih --- = O [ 

r,2 02,, · 1 a'r J [ r,2 02,, ·,, 0,1 ·.,] 
1 2m é).r2 i} I - 2111 i}.r- o 1 

si realmente la combinación lineal es una solución a la ecuación de Schrodinger deberá satisfacerse la 

última igualdad . Esto es para todos los valores de c1 y c2 ya que la ecuación de Sch rodinger afirma que cada 
uno de los paréntesis será igual a cero pues to que 'l '1 y 11 ·:! son solu ciones de la ecuació n para la misma I ' . 

Un razonamiento sen cillo convencerá al estudiante que este resultado esencial no se obtendría si la 
ecuación de Schrodinger contu viera algún términ o que no fuera proporcional a la primera po tencia de 

'l'(x,t ). ~ 
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En los siguientes capítulos se resolverá en una forma metódica la ecuación de Schrodinger 
para un número de sistemas importantes y se obtendrán las funciones ,de onda que describen a 
los sistemas. Pero en este capítulo se utilizarán algunas de estas funciones de onda para ilustrar 
varias propiedades de la teoría de Schré>dinger. Cuando se requiera, estas funciones de onda 
"se sacarán del sombrero". Sin embargo, se dará al estudiante confianza en su validez 
verificando que cada una es una solución a la ecuación de Schródinger, para e l sistema en 
cuestión, por el procedimiento simple de substituirla en la ecuación. Esto se hace en el ejemplo 
5-3 para una función de onda que es particularmente útil para propósitos de ejemplificación . 

¡ Ejemplo 5-3. La función de onda 'Y(x .t) para el estado de energía más bajo de un oscilador 
armónico simple, que consiste de una partícula de masa m actuada por una fuerza de restitución lineal con 
constante de fuerza C, se puede expresar como 

donde la constante real A puede tener cualquier valor. Verificar que esta expresión es una solución a la 
ecuación de Schrodinger para el potencial apropiado. (El término dependiente del tiempo es una 
exponencial compleja; ver apéndice E). 

La expresión se aplica al caso en el cual el punto de equilibrio del oscilador (el punto en el cual la 
partícula clásica estaría en reposo si no oscilara) está en el origen del eje x (x =O). En este caso, la ene rgía 
potencial independiente del tiempo es 

V(x,t) = V(x) = Cx2/2 

como puede verificarse observando que la fuerza correspondiente F = -dV(x) I d:x = -Cxes una fuerza de 
restitución lineal con constante de fuerza C. La ecuación de Schródinger para este potencial es 

r,z azq. e éJ\J.. 
- - -- + - x2'l' = iñ -

2m éJx2 2 ol 

Para comprobar la validez de la solución propuesta se evalúan sus derivadas encontrándose 

iN' = _ ~J~ q,· 
ol 2 tn 

y 

Que substituidas en la ecuación de Schréidinger dan 

1,2 J Cm ñ2Cm C ., 
--- \1' - -- x 2 '1' + - .1:-'l' = iñ 

2mfi 2mñ2 2 (-~) J~ 'Ir 
2 111 

o 
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Y puesto que la última igualdad se satisface, la solución es válida. 
En el siguiente capítulo se tratará la solución general a la ecuación de Schrodinger del oscilador 

armónico simple. ~ 

5.3 Interpretación de Boro de las funciones de onda 

Una propiedad muy importante e interesante de Jas funciones de onda se puede ver evaluando 
Y = i en (5-15) que especifica la forma de las funciones de onda de la partícula libre, 
obteniéndose 

'Y(x,t) = cos (kx - wt) + i sen (kx - wt) (5-23) 

la funci6n de onda compleja; esto es, contiene al número imaginario i. Recordando que el 
comportamiento fue forzado por nosotros, tratemos primero de encontrar una forma de 
satisfacer las cuatro suposiciones concernientes a la ecuación de Schrodinger, utilizando una 
función de onda real para la partícula libre (5-1) y se encontrará que ésta no fue una forma 
razonable de hacerlo. Solamente se ha tenido éxito cuando se le permite a la función de onda de la 
partícula libre tener una parte imaginaria, utilizando la función de onda (5-15) en la cual se ha 
hecho y igual a i. En este proceso también se ha terminado con una i en la ecuación de 
Schrodinger (5-22). Si el estudiante observa cuidadosamente el argumento de plausibilidad 
resultará evidente que la ecuación contiene una i debido a que ésta relaciona una primera 
derivada en el tiempo con una segunda derivada en el espacio; lo cual es debido al hecho de que la 
ecuación de Schrodinger está basada en la ecuación de la energía que relaciona la primera 
potencia de la energía total con la segunda potencia del impulso. La presencia de una i en la 
ecuación de Schrodinger implica que, en el caso general (para cualquier función energía 
potencial), las funciones de onda que son sus soluciones serán complejas. En breve se verá que 
esto es cierto. 

Puesto que una función de onda de la mecánica cuántica es compleja especifica simultánea­
mente dos fun ciones reales, su parte real y su parte imaginaria (ver apéndice E). Esto está en 
contraste con una "función de onda de la mecánica clásica". Por ejemplo una onda en una 
cuerda se puede especificar mediante una función real que da el desplazamiento de varios 
e lementos de la cuerda en varios instantes de tiempo. La función de onda clásica no es compleja 
debido a que la función de onda clásica no contiene una i, ya que ésta relaciona una segunda 
derivada en el tiempo con una segunda derivada en el espacio. 

El hecho de que las fun ciones de onda sean funciones complejas no deberá considerarse como 
un punto débil de la teoría de la mecánica cuántica. En realidad este es un detalle deseable ya 
que de inmediato hace evidente que no se debería intentar dar a las lunciones de onda una 
existencia física, en el mismo sentido que la ti enen las ondas en el agua. La razón es que una 
can tidad compleja no se puede medir por ningún instrumento físicamente real. El mundo 
"real" (uti lizando el término en su sen tido no matemático) es el mundo de las cantidades 
"reales" (utilizando e l término en su sentido matemático). 

Por lo tanto, no se deberá responder, ni siquiera plantear la pregunta: ¿Qué es exactamente 
ondular y qué es lo que está ondulado? El estudiante recordará que consideraciones de 
preguntas como ésta, concernientes a la naturaleza de las ondas electromagnéti cas, condujeron 
a los físicos del siglo XIX al concepto erróneo del éter. Como las funciones de onda son 
complejas, no existe la tentación de cometer otra vez el mismo error. Por el contrario, resulta 
evidente desde e l principio que las funciones de onda son dispositivos computacionales que 
solamente tienen significado en el contexto de la teoría de Schrodinger de la cual forman parte. 
Estos comentarios, no deberán tomarse para implicar que las fun ciones de onda no tienen 
interés físico. En esta sección y en las siguientes se verá que·una función de onda cont ie11e en 
rea lidad roda la información que el principio de incertidumbre permite conocer acercad<" la 
partícula asociada. 
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La conexión básica entre las propiedades de la función de onda 'Y(x,t) y el comportamiento 
de la partícula asociada está expresada en términos de la densidad de probabilidad P(x, t). Esta 
can tidad especifica la probabilidad, por unidad de longitud del eje x de encontrar a la partícula 
en la vecindad de la coordenada x al tiempo t. Según un postulado, enunciado inicialmente por 
Max Born en 1926, la relación entre la densidad de probabilidad y La función de onda es 

P(x,t) = 'Y"'(x,t)'Y(x,t) (5-24) 

donde el símbolo 'Y*(x,t), representa e l complejo con¡ugado de 'Y(x,.t){ver apéndice E). Para 
aclarar y hacer énfasis se volverá a enunciar el postulado de Born como sigue: 

Si en el instante t se realiza una medición para lot;alizar a la partícula asociada con la función de 
onda 'Y* ( x ,t )entonces la probabilidad P(x, t) dx de encontrar a la partícula en una coordenada entre 
x y x +dx es igual a 'Y*(x,t)'Y(x,t) dx. 

La justificación del postulado se puede encontrar en las consideraciones siguientes. Puesto 
que el movimiento de una partícula está conectado con la propagación de una función de onda 
asociada (la conexión de de Broglie), estos dos entes deberán estar asociados en el espacio. 
Esto es, la partícula deberá estar en algún sitio en el que las ondas tengan una amplitud 
apreciable. Por lo tanto P(x, t) deberá tener un valor apreciable donde 'Y(x,t) tenga un valor 
apreciable. En la figura 5-2 se intenta ilustrar esquemáticamente la situación . Si la situación 
fuera distinta existirían serias dificultades con la teoría. Por ejemplo, si la partícula estuviera en 
e l espacio separada de la onda, surgirían problemas relativistas debido al tiempo requerido para 
transmiti r información necesaria para que los entes se sigan uno al otro. Puesto que la cantidad 
mensurable densidad de probabilidad P(x, t ) es real y no negativa, mientras que la función de 
onda 'Y(x,t ) P(x, t) es compleja, obviamente no es posible igualar P(x, t) con 'Y(x,t). Sin 
embargo, puesto que 'Y*(x,t)'J"(x ,t) siempre es real y no negativa, Born no fue inconsistente al 
igualarla con P(x, t) . 

Ejemplo 5-4. Demostrar que'F*(x, t)'F(x,t)es necesariamente real y positiva o cero. 
Como cualquier función compleja, 'Y(x,t), siempre se puede escribir 

'l r(x,t) = R(x,t) + il{x,t) (5-25a) 

donde R(x, t) e /(x, t) son funciones reales denominadas, parte real e imaginaria respectivamente. El 
complejo conjugado de 'F(x, r) está definido como 

' r*(x,t) = R(x,r) - i/(x,t) 

Multiplicando miembro a miembro se obtiene 

'l '*'r = (R - il)(R + if) 
o, puesto que 

FIGURA 5-2 
Descripción muy esquemática de una función 
de onda y su partícula asociada. La partícula 
deberá estar en algún lugar donde la función 
de onda tenga una ampl itud apreciable . 

(5-25b) 
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Entonces, 

'l"*(x,r)'Ir (x ,t) = [R(x,r)]2 + [/(x,t)]2 (5-26) 

Esto es, es igual a la suma de los cuadrados de dos funciones reales.Entonces \F*(x,t)'IXx,t)deberá ser real 
y positiva o cero. <4111 

Por supuesto, existen otras funciones posibles que se pueden generar a partir de 'Y(:l:,t) y que 
son reales. Un ejemplo es e l valor absoluto o módulo l'Y(x,t)I. Sin embargo, todas estas 
posibilidades se pueden eliminar mediante argumentos, muy largos para reproducirlos aquí, los 
cuales demuestran que ellas conducirían a un comportamiento no físico de P(x, t). 

Es importante para nosotros considerar nuevamente una analogía entre el electromagne­
tismo y la mecánica cuántica que se discutió en la sección 3-2. La conexión entre la densidad de 
fotones en un campo de radiación electromagnética y el cuadrado del vector del campo eléctrico 
es análoga a la conexión entre la densidad de probabilidad y la función de onda multiplicada por 
su complejo conjugado. Considérese, por ejemplo, que el vector de campo eléctrico es una 
solución a la ecuación de onda electromagnética mientras que la función de onda es una 
solución a la ecuación de onda mecánico-cuántica. Ambas cantidades especifican las amplitudes 
de las ondas, pero mientras que el vector e léct ri co es real, la función de onda es compleja. Por lo 
tanto, el cuadrado de las ondas, <f2,da la intensidad de las ondas en el caso elect romagnético, 
mientras que es necesario tomar la amplitud multiplicada por su complejo conjugado, 'Y*'i", 
para obtener una intensidad real en el caso mecánico-cuánt ico. En e l caso e lectromagnético la 
intensidad de las ondas es proporcional a su densidad de energía. Puesto que en e l campo 
e lectromagnético cada fotón lleva una energía hv, la densidad de energía es proporcional a la 
densidad de fotones. Para una dimensión es la probabilidad por unidad de longitud de encontrar 
a un fotón. En el caso mecánico-cuántico la intensidad de las ondas dan directamente la 
densidad de probabi lidad que en una dimensión es la probabilidad por unidad de longitud de 
encontrar la partícula. 

Ejemplo 5 -5. Evaluar la densidad de probabilidad para la función del estado de menor energía del 
oscilador armónico simple del ejemplo 5-3. 

La función de onda es 

Por tanto la densidad de probabilidad es (ver el apéndice E para la evaluación de 'Y*) 

o 

Obsérvese qu e la densidad de probabilidad es independient e del t iempo a pesar de que la función de onda 
depende del tiempo. Posteriormente se verá que esto es cierto en cualquier caso en el cual la part ícula 
asociada con la func ión de onda está en un solo estado de energía. En la parte su perior de la figura 5-3 se 
representa por la cu rva con tinua a la densidad de probabilidad P predicha por la mecánica cuántica. La 
probabilidad de qu e una medición de la localización de la partícula osci lante ocurra en un elemento del eje 
x entre x y x + dx es igual a P dx. 

Puesto qu e P tiene un máx imo en x = O, punto de equi librio del oscilador , la mecánica cuánt ica predice 
qu e es más probable encontrar a la partícula en un elemen to dx localizado en el pun to de equil ibr io. 
Alejándose en cualquier dirección de esta localización, la probabilidad de encontrar la par tícu la en un 
elemen to de la misma longitud dx decrece muy rápidamente, pero no existen límites bien definidos más 
all á de los cual es la probabilidad de encontrar a la partícula en un elemento del eje x sea precisamente cero. 
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FIGURA 5-3 
Arriba: Densidad de probabilidad mecánico­
cuántica y Abajo: Densidad de probabilidad 
clásica. Ambas para una partícula en el estado 
de energía más bajo de un oscilador armónico 
simple. La densidad de probabilidad mecánico­
cuántica tiene sus picos cerca del punto de 
equilibrio y se extiende más allá de los límites 
del movimiento predicho por la física clásica. 
La densidad de probabilidad clásica es inver­
samente proporcional a la velocidad clásica y 
es mayor en los puntos extremos del movi­
miento, donde la velocidad se anula. - -/21-.:;c 

Cap. 5 

P(x) 

P(x) 

o 

En el ejemplo siguiente se verá que estas predicciones son muy diferentes a Las que se esperarían para la 
partícula oscilante según la mecáni ca clásica. ~ 

Ejemplo 5-6. Evaluar las predicciones de la mecán ica clásica para la densidad de probabilidad del 
oscilador armónico simple del ejemplo 5-5 y compararlas con las predicciones de la mecánica cuántica que se 
encontraron en ese ejemplo. 

En la mecánica clásica la partícula oscilante tiene un impulso p definido y por lo tanto una velocidad v 
definida, para cualquier valor de su desplazamiento x medido desde la posición de equilibrio. La 
probabili dad de encontrarla en un elemen to de longitud fijo sobre el eje x es proporcional al tiempo que la 
partícu la inviertP. en ese elemento e inversamente proporcional a la velocidad con la cual pasa a través de 
él. Esto es 

92 
P=­

v 

donde 8 2 es alguna constant e. Co nsiderando la ecuación de la energía es fácil obtener una expresión para v 
en términos de x 

mv2 Cx2 

E=K+V=-+-
2 2 

donde E. K y V son las energías total, cinética y potencial respectivamente y donde la energía potencial se 
ha evaluado en términos de x y de la constante de fuerza C del oscilador partiendo de una ecuación que se 
justificó en el ejemplo (5-3). Entonces se tiene 

mv2 Cx2 

2 
=E--

2 
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o 

v = J1JE- Cx2 
m 2 

De modo que 

B2 
p = ----::=--======= 

J2JE- cx2 
m 2 

Esta expresió n para la densidad de probabilidad clásica P se representa por la curva de la parte baja de la 
figura 5-3. Esta curva tiene un valor mínimo en el punto de equilibrio x = O y cr ece rápidament e en la 
proximidad de los lími tes de la osci lación , los cuales ocurren para valores de x en los que la partícula no 
tiene energía cinética y por lo tanto la energía potencial es igual a su energía to ral 

o 

Cx2 

E=-
2 

Por supuesto, la densidad de probabilidad clásica cae bruscamente a cero fuera de los límites del 
movimiento de la partícu la, lo cual se indica en la figura mediante las líneas rectas. De manera más simple, 
la probabilidad de encontrar a la par tícula clásica oscilante en un elemento de longitud dada del eje .Y es 
menor en la proximidad del pun to de equi librio, región en la cual la partícula invierte menos tiempo, y 
crece rápidament e en la proximidad de los lím ites de su movimiento, en dond e se demora. 

El valo r de la constante B 2 que aparece en la expresión para la densidad de probabilidad clásica, se puede 
determi nar imponiendo el requisito de que la probabilidad total de encontrar a la particula en algtín lugar 
debe ser igual a uno. La probabilidad total es justamente la integral de ?sobre tocL~ lasx, asi que se puede uti­
lizar la expresión 

+vu:¡c 

=--- f dx 

J"201 _ _j E - Cx2/2 
-\l 2E/C 

B2 

-co 

No nos molestaremos en desarrollar el llamado procedimiento de normalizaci6n para la densidad rle 
probabilidad clá~ica. no obstan te que no es difícil una vez que se ha expresado E en términos de C; pero St' 

hará en el ejemplo 5-7 para determinar el valor de la co nstante A 2 correspondiente, que ocurre e n la 
densidad de probabilidad mecáni co-c-uántica. 

La fi~ura 5-3 muestra que la predicción clásica para la dens idad de probabilidad es mu y diferente de la 
predicción de la mecánica cuántica. Según la mecáni ca clásica las mediciones de la localización de la 
partícula en el oscilador armón ico simple lo encont rarán siempre dentro de dos límites bien definidos, los 
("ual es po r lo general se encontrarán cerca de uno o del otro de estos lím ites. Según la mecánica cuán tica, 
cuando el osr.ilador armónico simple está en el estado de energía más bajo las mediciones e ncontrarán a la 
part íc11 la por lo genera l cerca del punto de equilibri o, pero no existen límites bien definidos más allá de los 
<·11ales sea imposible encon trar la partkula. 

Cuando e l osci lador esté en su estado de energía más bajo, se estará muy lejos del intervalo de validez de 
la físira clásica y por lo tanto, se espera que, de las dos predicciones, la hecha por la mecán ica-cuántic-a sea 
correcta. Como se verá e n el capítulo 12, esto se puede confirmar midiendo las propiedades de las moléculas 
diatómicas qur dependen drl espaciamiento inreratómico, ya que en los estados de energía bajo los dos 
,í lomm, clt> la molé.cula sien tPn la fu erza restauradora lineal caracte rís ti ca del movimi ento armónico 
.,implf'. Po r supu eslo, e l prohlerna f'On el cálc-ulo clásico es que éste ignora el principio de incertidumbre al 
a1>o<' iar un valor deíinid o a la velocidad o impulso de la partícula con un valor definido desu posición. En el 
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ejemplo 5- 12 se hará una comparación entre las predicciones clásica y cuántica de la función densidad de 
probabilidad para una partícula en un estado de energía alto de un oscilador armónico simple, donde se está 
más próx imo a la región de validez de la física clásica, ya que el principio de incertidumbre no es de 
consecuenc ias. Ahí se encontrará que las predicciones de las dos teorías son muy similares, como cabría 
esperar del principio de correspondencia. ~ 

En el ejemplo 5-5 se vio una de las predicciones de la mecánica cuántica que concierne al 
comportamiento de una partícula en un oscilador armónico simple. La predicción es típica del 
tipo de información que puede proporcionar la teoría, la cual no puede decir que una partícula 
con un estado de energía dado se encontrará en una localización precisa a cierto tiempo, sino 
solamente las probabilidades relativas de que la partícula se encuentre en varias localizaciones 
es ese instante. Las predicciones de la mecánica cuántica son estadísticas. 

El principio de incertidumbre provee la razón fundamental por la cual la mecánica cuántica 
misma se expresa en probabilidades y no en certidumbres . Por ejemplo, considérese q~~ 
investiga un oscilador armónico en a lgún estado de energía típico. Para conocer realmen te que 
el sis tema está en un estado particular se deberá hacer una medición de s u ene rgía. La medición 
necesariamente perturba al sistema en una forma que no se puede determinar por completo, de 
modo que no es sorprendente que no se pueda predecir con certeza d ónde se encontral'á la 
partícula cuando se haga la medición de la posición. En la mecánica clás ica, a pesar de que la 
energía del sistema es microscópico, se puede hacer una medición de la energía además de otras 
mediciones sin perturbar a l sistema. Así, la mecánica clásica afirma que se puede predecir con 
precisión si se desea, dónde se encontrará la partícula en una medic ión subsecuente. Pero 
cuando se aplica la mecánica clásica a un sistema microscópico es incorrecta. De la mecánica 
clásica no sólo es imposible predecir con precisión dónde estará una partícula de un sistema 
microscópico en una medición subsecuente, sino que como se vio en el ejemplo 5-6 también es 
imposible predecir con precisión las probabilidades relativas de encontrar a la partícula en 
varias localizaciones. La mecánica cuántica permite hacer predicciones precisas acerca de estas 
probabi lidades relat ivas, debido a que toma en cuenta de manera cuantitativa el hecho 
fundamental de la vida del mundo microscópico: el principio de incertidumbre. 

Born expresó la situación como sigue: 

" Describimos el estado instan táneo del sistema por una cantidad 'Y, que satisface una ecuación 
diferencial y por lo tanto cambia con el t iempo, de una manera que está completa mente determinada por su 
forma en el instante t = O, por lo tanto su comportamiento es rigurosamente causal. Sin embargo, puesto 
que el significado físico se e ncuentra en la cantidad 't"*'F,y otras expresiones c uadráticas construidas de 
manera similar, las cuales ' I ',solamen te define parcialme nte, se sigue que, a un cuando las cantidades 
físicamente determinables se conocen completamente al tiempo t = O, el valor inicial de la función 'Y está 
necesariamente indefinido. Esta visión de las cosas es equi valente a afirmar que los eventos suceden en 
realidad en una forma estrictamente causal, pero que nosotros no conocemos con exactitud el estado 
inic ial. En este sentido la ley de causalidad es inútil ; la física está e n la naturaleza de lo indeterminado y por 
lo tanto s ujeta a la estadística". 

La primera observación que hace Born acerca de que la dependen cia espacial de 'Y para algún 
instante inicial es suficiente para determinar compJetamente su dependencia espacial para 
cualquier instante posterior, es una consecuencia del hecho de que 'Y satisface la ecuación de 
Schrodinger la cual solamente contiene una primera derivada temporal. 

Su segunda observación, acerca de la imposibilidad de definir completamente la dependencia 
espacial de la función de onda en el tiempo inicial se puede ver analizando (5-25a) (5-26) que 
muestra que si se conoce una densidad de probabilidad a partir de un conjunto inicial de 
medicion es sobre un sistema, no es posible de terminar de manera unívoca una función de onda 
inicial asociada con el sistema. Todo lo que se puede determinar es la suma de los cuadrados de 
las partes real e imaginaria de la función de onda. 

Las ideas de los últimos párrafos se pueden resumir diciendo que el comportamien to de una 
fun ción de onda dada en un sistema, es predecible en el sentido d e que la ecuación de 
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Schrodinger para la energía potencial correspondiente determinará exactamente su forma 
para algún ins tante posterior en términos de su forma en un instante inicia l; pero su forma 
inicial no es pos ible determinarla completamente mediante un conjunt<., n icial de medidas y su 
forma final predice sola me nte las probabilidades relativas de los resultados del conjunto final de 
medidas. Citando nuevamente a Born: "El movimien to de partículas se realiza conforme a las 
leyes de la probabi lidad, pero la probabilidad misma se propaga de acuerdo con la ley de 
cau salidad". 

/ Ejemplo 5-7. Normalizar la función de onda del ejemplo 5-3 determinando el valor de la constante 
arbitraria A para el cual la probabilidad total de encontrar a la partícula asociada, en algún lugar sobre 
el eje x , es igual a uno. 

Si la partícula existe, la probabilidad total de encontrar a la partícula en algún lugar sobre todo el eje x es 
necesariamente igual a uno. Esta probabilidad total se puede obtener matemáticamente integrando la 
función densidad de probabi lidad P sobre toda x. Haciendo esto e iguaJando el resultado a uno se obtiene 

00 00 00 I p dx = I o/*o/ dx = A2 f e-Cv'c1,1J!l)x' dx = J 

- oo -00 -oo 

Ya que el integrando e- ( v' Cm111) :r
2 depende de x2 será una funci6n par de x. Esto es, su valor para cierta x 

es igual a su valor para -x, tal como se puede ver en la figura 5-4. Por lo tanto la contribución al valor total 
de la integral que se obtiene en el intervalo - oo a O es igual a la contribución que se obtiene en el intervalo 
de O a+ oo , y se tiene 

00 

A 2 J e- < ,/¡¡;;,¡h):,;t d x 

-oo 

00 

= 2A2 f e - (v'CmJn)i;i dx = 1 

o 

La integral definida se puede evaluar consultando las tablas apropiadas y resulta en 

00 

e- < v' Cmtllh' dx = J 
(7rñ)l /2 

2(Cm)114 
o 

En tonces inmediatamente se encuentra que el valor requerido para A es 

A 

Con este valor de A la función de onda resulta 

(Cm)lts 

( 7rf,)l /4 

(Cm)11e - -
'l"(x t) = e - (v'c,,11211):r,1 e- <il2>vc1w, 

• (7Tt,)l /4 

Al procedimiento seguido en el ejemplo 5-7 se le denomina normalización de una función de 
o nda y se dice que la fun ción de onda que aparece a l final d el ejemplo esta normalizada. Antes de 

FIGURA 5-4 
Grá fica de

0 

la función par e-h/c;;;1n1:r2 Puesto 
que la función depende de x 2

, su valor para 
cualquier x 1 parti cular, es igual a su valor para 
·X¡. 
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que se siga el procedimiento, la amplitud de la función de onda es arbitraria debido a que la 
linealidad de la ecuación de Schrodinger permite que una función de onda sea multiplicada por 
una constante de magnitud arbitraria y continúe siendo una solución a la ecuación. La 
normalización tiene e) efecto de fijar la amplitud al fijar el valor de la constante multiplicativa, 
la A en el ejemplo 5-7. No siempre es necesario efectuar los cálculos para encontrar el valor de la 
constante de amplitud, debido a que es posible obtener resultados útiles en términos de las 
probabilidades relativas que son independientes de los valores específicos de las amplitudes. 
Pero siempre habrá de recordarse que 

00 00 

J P dx = J 'Y*'Y dx = 1 (5-27) 
-0() -00 

ya que estas integrales dan la probabilidad total de encontrar a la partícula descrita por la 
función de onda en alguna parte, y la probabilidad deberá ser igual a uno si la partícula existe. 

5.4 Valores de expectación 

En la sección anterior se vio que la función de onda contiene información acerca del 
comportamiento de la partícula asociada y que especifica la densidad de probabilidad para la 
partícula. En esta sección se verá la manera de extraer de la función de onda una amplia variedad 
de información adicional acerca de la partícula. Esto es, se aprenderá la manera de obtener 
información numérica detallada a partir de la función de onda y no solamente acerca de la posición 
de la partícula sino también acerca de su impulso, energía y todas las otras cantidades que 
caracterizan su comportamiento. Por ejemplo, se verá la manera de dar una evaluación 
cuantitativa de los términos D.x y D.p en el principio de incertidumbre. Las funciones de onda 
son útiles ya que contienen bastante información acerca del comportamiento de la partícula 
asociada. 

Considérese a una partícula y a su función de onda asociada 'Y(x,t). En una medición de la 
posición de la partícula en el sistema descrito por la función de onda, existirá una probabilidad 
finita de encont rarla en cualquier coordenada x en el intervalo de x ax+ dx siempre que la 
función de onda no sea cero en este intervalo. En general la función de onda no es cero sobre 
una región extensa del eje x, por lo tanto, generalmente no somos capaces de establecer que la 
coordenada x de la partícula tiene cierto valor definido. Sin embargo, es posible especificar 
algún tipo de posición promedio para la partícula de la manera siguiente: imagine que se hace una 
medición de la posición de la partícula en el instante t. La probabilidad de encontrarla entre 
x y x + dx, de acuerdo con el postulado de Born, (5-24) 

P(x, t) dx = 'Y*(x,t)'Y(x,t) dx 

Imagine que estas med ie iones se realizan cierto número de veces sobre sistemas idénticos 
descritos por la misma función de onda 'Y(x,t), y siempre para el mismo valor de t, registrando 
los valores de x en los cuales se encontró la partícula. Un ejemplo se ría un conjunto de 
mediciones de las coordenas x de las partículas en los estados de menor energía de osciladores 
a rmónicos simples idénticos. En tres dimensiones, un ejemplo sería un conjunto de mediciones 
de las posiciones de los electrones en átomos de hidrógeno con todos los i\tomos en sus estados de 
menor energía. Se puede utilizar el promedio de los valores observados para caracterizar la posi­
ción de una partícula asociada con la función de onda o/(x,t)parael tiempo t. Este valor promedio 
se le denominará valor de expectación de la coordenada x de la partícula al instante t. Es fáci l ver 
que el valor de expectación de x, que se escribe x estará dado por 

00 

x = f xP(x,c) dx 
-0() 
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La razón es que el integrando en esta expresión es justamente e l valor de la coordenada x pesado 
por la probabilidad de observar dicho valor. Por lo tanto se obtiene integrando el promedio de 
los valores observados. Utilizando el postulado de Born para evaluar la densidad de probabilidad 
en términos de la función de onda, se obtiene 

00 

x = f 'Y*(x,t)x'Y(x,t) dx (5-28) 
-oo 

Los términos del integrando están escritos en el orden mostrado para preservar la simetría con 
una notación que se introducirá más tarde. 

Algunos estudiantes encontrarán más familiares estas ecuaciones si se escriben en la forma 

00 00 f xP(x,t ) dx f qr•(x,t)x'Y(x,t) dx 

x= -oo -oo 
00 - 00 f P(x,t) dx f 'Y*(x,t)'Y(x,t) dx 

-oo -oo 

pero son realmente equivalentes a la forma que se utilizó, ya que (5-27) muestra que los 
denominadores son iguales a uno. 

J( Ejemplo 5-8. Determinar x para una partícula en el estado de energía más bajo de un oscilador 
armónico simple, utilizando la función de onda y la densidad de probabilidad que se consideró en los ejemplos 
anteriores. 

De las figuras 5-3 y 5-4 inmediatamente se ve que x =O. La raz6n es que x es el valor promedio de x, con el 
promedio calculado utilizando un factor de peso '1'*'1' que es simétrico alrededor de x = O; para cualquier 
oportunidad de observar cierto valor positivo de x existe exactamente la misma oportunidad de observar un 
valor de x negativo de la misma magnitud . El comportamiento de la partícula en e l oscilador es simétrico 
alrededor de su punto de equilibrio en x = O, así x = O. 

De manera más formal, se t iene 

FIGURA 5-5 

00 

x = f 'Y*x\JI' dx 

-oo 

Gráfica de la función impar .re-<Vl'm//1lx2
• El valor de la función para cualquier x 1 

particular es igual al negativo <le su valor para -x1• 
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donde el facto r l.{ '*\f" en el inte.grando está representado en las figuras 5-3 y 5-4. Ahora, este factor es una 
función par de x y el factor restante en el integrando es x misma que es una función impar de x. Así, el 
integrando comple to es una funci6n impar de x . Esto es, su valor para una x particular es exactamente igual 
al negativo de su valor en -x tal como se ilustra en la figura 5-5. De esto se sigue que la integral será cero 
ya que para cualquier contribución a su valor total, obtenida de un elemento del eje x en alguna x, existe 
una con tribución del signo opuesto que la compensa, proveniente del elemento correspondiente en -x. 

A partir de argumentos que utilizan un sistema coordenado en el cual el origen del eje x se escoge en el pun­
to de equilibrio del oscilador, se conlcuye que x está en el punto de equilibrio, tal como se indica en la figura 
(5-6a); pero esta conclusión es cierta independientemente de la elección del origen. Esto es, si el punto de 
equilibrio del oscilador está localizado a la derecha del origen,\f"*'Y se encuentra centrada en la posición de 
equilibrio,de modo que x está localizada en tal punto, como se indica en la figura 5-6b. La razón es que el 
comportamiento del oscilador es simétrico alrededor de su punto de equilibrio. Si se perturba al oscilador 
haciendo que la fuerza de restitución sea más intensa en una dirección que en la otra, esta simetría se 
destruye. (Este ya no seguiría siendo un oscilador armónico simple). Por lo tanto o/*'i"perderá su simetría 
y .i se desplazará del punto de equilibrio. En las figuras (5-6c) y (5-6d) se muestran ejemplos. 

,¡, • '11 

FIGURA 5-6 
(a) Densidad de probabilidad para el estado base de un oscilador armónico cuyo punto 
de equilibrio (marcado por un triángulo) está en el origen. El valor de expectación x 
(marcado por una flecha) también está en el origen. (b) El oscilador está desplazado a 
lo largo del eje x, pero el valor de expectación x permanece coincidiendo con el punto 
de equilibrio. (e) La fuerza restauradora es más débil para desplazamientos positivos 
que para desplazamientos negativos, destruyendo la simet ría del oscilador. Ahora es 
más probable encontrar a la partícula a la derecha que a la izquierda del punto de 
equilibrio, así que el valor de expectación x está ahora a la derecha del punto de 
equilibrio, pero éste se encuentra en el lugar en el que es más probable encontrar la 
part ícu la ya que en ese sit io la densidad de probabilidad es máxima. (á) Conforme la 
fuerza restauradora se hace más asimétrica, x está más desplazada a la derecha. En 
todas las figuras, las marquitas verticales sobre el eje x indican los límites de la 
oscilación clásica para el potencial apropiado, o para la fuerza y para la energía total. 
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Es evidente que una expres1on de la misma forma que (5-28) sería apropiada para la 
evaluación del valor de expectación de cualquier función de x. Esto es 

ao 

x 2 = f 'F*(x,t)x2 'Y(x,t) dx 

-oo 

y 
ao 

J(x) = f 'F*(x,t)f(x)':Y(x,t) dx 

- ao 

donde /(x) es cualquier función de x. Aún para una función que puede depender explícitamente 
del tiempo, tal como una energía potencial V(x, t). se puede escribir 

ao 

V(x,t) = f \f*(x,t)V(x ,t)'Y(x,t) dx (5-29) 

- oo 

ya que todas las mediciones hechas para evaluar V(x,t) se hacen para el mismo valor de t y por lo 
tanto los argumentos anteriores siguen siendo válidos. 

La coordenada x y la energía potencial V(x, t) son dos ejemplos de las cantidades dinámicas 
que se pueden utilizar para caracterizar el comportamiento de la partícula. Ejemplos de otras 
cantidades dinámicas son el impulso p y la energía total E. Los valores de expectación de estas 
cantidades están dados siempre por el mismo tipo de expresión. Por ejemplo , el valor de 
expectación del impulso está dado por 

00 

ft = f \f*(x,t)p'Y(x,t) dx (5-30) 

- co 

Sin embargo, para evaluar la integral en (5-30) se deberá expresar el integrando 'Y*(x,t)p'Y(x ,t) 
como una función de las variables x y t. En la mecánica clásica siempre se puede escribir p como 
una función de las variables x y/o t. Por ejemplo, para una partícula que se mueve en un potencial 
independiente del tiempo, p se puede escribir como una función sólo dex ya que su impulso se co­
noce con precisión para cualquier punto de su trayectoria (después de haberse resuelto el proble­
ma). Una consideración momentánea sobre el comportamiento de un oscilador armónico simple 
clásico verifi cará esto. Pero en la mecánica cuántica el principio de incertidumbre establece que 
noesposibleescribir pcomo una funcióndex, yaquepy x no pueden conocerse simultáneamente 
con completa precisión. Tampoco es posible escribir p como función de t. Se habrá de encontrar al­
guna otra forma de expresar el integrando de (5-30) en términos de x y t. 

Se puede encontrar un indicio considerando la función de onda de la partícula libre (5-23) 
que es 

':Y(x,t) = cos (kx - wt) + i sen (kx - wt) 

Diferenciando respecto a x se tiene 

o'Y(x,t) 
--- = -k sen(kx - wt) + ik cos (kx - wt) 

OX 
= ik[cos (k x - wt) + i sen(kx - wt)] 

Y como k = p / h, entonces, 

o'Y(x,t) = i E. 'Y(x ,t) 
ox ñ 
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que se puede escribir 

p['Y(x, t)] = -ili ..?_ ['Y(x,t)] 
OX 

Cap. 5 

Lo cual indica que existe una asociación entre la cantidad dinámica p y el operador diferencial 
-;ñ(o/ox).Esto es, el efecto de multiplicar la función 'Y(x,t) por pes el mismo que el efecto de 
operar sobre ella con el operador diferencial -iñ(o/ox) (esto es, tomar -iñ veces la derivada 
parcial de la función respecto a x). 

Se puede encontrar una asociación similar entre la cantidad dinámica E y el operador 
diferencial iñ ( o/ ot) diferenciando la función de onda de la partícula libre 'Y(x,t) respecto a t. 
Se obtiene 

o'Y(x, t) . --- = +w sen(kx - wt) - iw cos (kx - wt) 
ai 

= -iw[cos (kx - wt) + i sen(kx - wt)] 

Como w = E/li, esto se puede escribir 

E['Y(x,t)] = iñ E_ ['Y(x,t)] a, 

¿Estas relaciones están restringidas a l caso de funciones de onda de partícula libre? ¡No! 
Considérese (5-9) que relaciona la energía total E con el impulso p y la energía potencial V(x, t) 

p2 
- + V(x,t) = E 
2m 

Al substituir las cantidades dinámicas p y E por sus diferentes operadores diferenciales 
asociados, se tiene 

-
1-(-ili ..?_)

2 

+ V(x,t) = iñ E_ 
2m ox ot 

Y ya que (-iñ)2 = -ñ2, Y (o/ox)2 = (o/ox)(o/ ox) = o2/ox2, se obtiene 

"2 a2 a - -- + V(x,t) = in :.:>t 
2m 0X2 

V 
(5-31) 

Que es una ecuación de operadores. Tiene significado cuando se la apJica a cualquier función de 
onda 'Y(x,t), en eJ sentido de que se obtienen resultados idénticos después de efectuar las 
operaciones indicadas en cada uno de los lados de la ecuación. Es decir, (5-31) impJica 

- ..!!_ o2'Y(x,t) + V(x,t)'Y(x,t) = iñ o'Y(x,t) 
2m ox2 ot 

donde 'F(x,t) es cualquier función de onda. Por supuesto, que esta es justamente la ecuación de 
Schréidinger. Por lo tanto, se concluye que postulando las asociaciones 

•f;. o p~ -ln-
OX 

y (5-32) 

es equivalente a postular la ecuación de Schrodinger. La validez de estas asociaciones es 
ilimitada. 
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El procedimiento utilizado en el último párrafo es esencialmente el original seguido por 
Schrodinger para obtener su ecuación. Este procedimiento proporciona un método poderoso 
para obtener la ecuación de onda mecánico-cuántica para casos más complicados que el de una 
so la partícula en una sola dimensión y que se trató en este capítulo. Posteriormente se utilizará 
este procedimiento para tratar los sistemas que interesan. 

Utilizando la primera de estas asociaciones de operadores para obtener una expresión 
integrable para el valor de expectación del impulso. Tomando (5-30) que es 

00 

ji = J \Jí'*cx,t)p'Y(x ,t) dx 

-oo 

y sustituyendo p en el integrando por-iñ(o/ox). Se obtiene 

00 

ji ·= J \Jí'*(x,t)( -iñ :x)'Y(x,t) dx 
- oo 

o 

00 

_ .ñ J \TJ'*c ) o\Jí'( x, ,) d p = -1 Y X, t X ox (5-33) 

- oo 

que es una expresión integrable de inmediato si se conoce 'Y(x,t). 

En este punto se puede ver la razón para ordenar los términos en los integrandos de (5-30) y (5-33). No 
tendría sentido tener 

como tampoco 

00 

p - -iñ J o/*(x,t)'Y(x,t) .!._ dx 
iJx 

- oo 

00 

p = - iñ J :x [o/*(x,t)'l,.(x,t)] dx 

- oo 

- -ili [o/*(x, t)'lr(x, t)].~00 

ya que el miembro derecho de la última ecuación es siempre igual a cero. Esto es c ierto ya que en cualquier 
si tuación real la partícula nunca se e ncon traría ni en x = + oo ó x = - oo, y por lo tanto la densidad de 
probabilidad se anula en ambos lím ites. También debe mencionarse que utilizar la expresión 

00 

p = -ili 'Y(x,t) ' dx J o'Y*(x t) 

iJx 
- oo 

es equivalente a utilizar el signo menos en (5- 19) lo cual no añade nada nue vo a la teoría .. 
El ordenamiento de los términos no esde consecuencia en los integrandosqueocurren en las expresiones 

para los valores de expectación de cantidades que son fun ciones de la posición y / o del tiempo, tales co mo 
(5-28) y (5-29) ya que no existen derivadas in volucradas. Sin emhargo, es una convención el utilizar el 
mi smo orden que el requerido por las expresiones del valor de expectación del impulso. 
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La segunda de las expresiones de asociación de operadores (5-32) se puede evaluar utilizando 
el valor de expectación de la energía total E de una partícula en un estado descrito por la función 
de onda 'Y(x,t), de la manera siguiente 

00 

E = J \}l'*(x,t)E'Y(x,t) dx 

-oo 
00 

= f 'Y*(x,t)( iñ :J\}l'(x,t) dx 

-oo 
00 

= iñ f 'Y*(x,t) o'Y(x,t) dx 
at 

-oo 

Pero obsérvese que también se puede utilizar la ecuadón de la energía (5-9) para escribir E en 
términos de p y V(x, t) y a continuación emplear la primera de las asociaciones (5-32) para 
convert ir p en un operador, obteniéndose 

00 

f ( ;,2 02 ) E = 'Y*(x,t) - - -
2 

+ V(x,t) \}l'(x,t) dx 
2mox 

-oo 

De hecho, el va lor de expectación de c ualquier cantidad dinámica se puede obtener utilizando 
sólo la primera de las asociaciones de operadores (5-32). Esto es, si /(x, p , t) es cualquier cantidad 
dinámica que es función de x, p y posiblemente de t, útil para describir el estado de movimiento de la 
partícula asociada con la función de onda 'Y(x,t), entonces su valor de expectación f(x,p,t) está 
dado por 

00 

f(x,p, t ) = J 'Y*(x,t)fop( x, - iñ :x, t)'Y(x,t) dx (5-34) 

-00 

donde el operador f
0
P(x, - iñ o/ ox,t) se obtiene a partir de la/unción f(x, p, t) simplemente 

substituyendo p por-i/i a¡ax. 
Se ha encontrado que la fun ción de onda 'Y(x,t) contiene más información que la sola 

Jensidad de probabilidad P(x, t) = \f*(x,t)'Y(x,t). La función de onda también contiene, a 
través de (5-34), el valor de expectación de la coordenada x, la en erg ía potencial V, el impulso p , 
la energía total E y en general e l valor de expectación de cualquier cantidad dinámica/(x,p, t). 
De hecho, la función de onda contiene toda la información que el princ ipio de incertidumbre 
prüveé para conocer de la partícula asociada. 

Ejemplo 5-9. Considrre una parlícula de masa m que se puede mover libremente a lo largo del eje x 
desde ..t = - a/2 hasta x = +a/2, pero que le está estrictamente prohibido encontrarse fuera de esta región. 
La partícula rebota hacia adelan te y hacia atrás entre las paredes en x = +a/2 de una caja unidimensional. 
Se supone que las paredes son completamente impenetrables sin importar cuán.ene rgética sea la partícula. 
Por supuesto qu e esta suposición es una idealización pero que resulta sumamente útil. En el siguiente 
r:apítulo se estuJiará este problema y se encontrará que la función de onda para el estado de energía más 
l,ajo es 

7T,l' 

A cos - e if..'t/t, 
11'(.r,t) = ª 

o 
-a/2 < x < +a/2 

x ~ -a/2 o x ~ +a/2 
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donde A es una constante real arbitraria y E es la energía total de la partícula. Esta función de onda es otra 
de las qu e resulta ilustra tivo utilizar en este capítulo. Justificar su utilización verificando que es una 
solución a la ecuación de Schrodinger en la regi ón -a/2 < x < +a/2. determinar e l valor de E para el 
estado de ene rg ía más baja. 

Si en la región e n cuestión no hay fuerzas que actúen sobre la partícula, la función energía potencial será 
constan te e n la región . Como la energía potencial siempre está definida hasta una constante aditiva, se 
puede tomar como cero el valor de la energía potencial en la región . La ecuación de Schrod inger en la 
región es 

t,2 é)2\f '' é)' J • 

=in-- 2m ox2 ot 
- a/2 < x <. +a/2 

Se verifi ca la función de onda substituyendo sus deri vadas en la ecuación . Con 

se obtiene 

y 

1TX • .,, / ' 
\J' = A cos - e- 1.:.t ' 1 

a 

- = - - A sen- e- ,Rt/fl o'l' ( 1T) 1T:t· . 
ox a a 

iE iE 1TX • > 
- - - A cos - e- ,M/1I - - - \l" 

ñ a li 

La substitu ción produce 

o 

tJ2 1T2 
+ -- 'Ir -

2m a2 

iE 
-ili - \}J' 

li 

Que se satisface idénti camen te si E tiene el valor 

FIGURA 5-7 

'i'( X, t) 

A 

t fijo 

Dependencia e n x de una función de onda para e l estado de energía más bajo de una 
part íc ula confinada est ri ctament e a una región de longi tud a pero que se mueve 
libreme nte en ella . En cualquier parte fuera de la región e l valo r de la función de onda 

es cero. 
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Entonces, se ha determinado el valor requerido para E que corresponde a la función de onda que nos 
interesa y también se ha verificado que la función de onda es la solución de la ecuación de Shrodinger 

La figura 5-7 ilustra la función de onda mediante una gráfica de su dependencia espacial. Observe que 
los valores de 'Y(x,t) en el interior de la caja ajustan con los valo res externos (en el exterior de la caja) 
nulos en las fronteras de la región en x = -a/2 y x = +a/2 (paredes de la caja) debido a que la función 
coseno se aproxima a cero cuando x se aproxima a ±a/2. Por supuesto que los valores externos de 'Y(x,t) 
son cero debido a que la fun ción de onda describe una partícula que tiene estrictamente prohibido el estar 
fuera de la región. ~ 

J Ejemplo 5- 10. Utilice la función de onda de la " partícula en una caja" que se trató en el Ejemplo 5-9 
para evaluar los valores de expectación de x, p, x2 y p2 para la partícula asociada con la función de onda . 

Para evaluar x, deberá evaluárse 

00 

x = f 'Y*x'Y dx 

-oo 

Utilizando la función de onda del ejemplo 5-9 se t iene 

+a/2 

x = f A cos '"x e+iEtfh x A cos '"x e- 1'Etf11 dx 
a a 

-a/2 
+a/2 

= A 2 f x cos2 
'"; dx 

-a/2 

Jonde la integración se ha restringido a la región de -a/ 2 a ±a/2 ya que 'Y(x,t) es cero fuera de esta 
región . Ahora, observe que el integrando es un producto de cos2 (n-X/a),que es una función par de x, mul­
tiplicando por x misma que es una función impar de x. Por lo tanto el integrando es una función impardex. 
De esla conclusión se sigue que 

+a/2 

f '7TX 
xcos2 -;;dx = O 

-,2 
ya que la integral de un in tegrando que es una función impar de la variable de integración, es cero si la 
integración se toma sobre un intervalo centrado alrededor de su origen (ver ejemplo 5-8). Entonces se 
obtiene 

x = 0 

Una revisión somera mostrará por qué las mediciones de la localización de la partícula que se mueve 
libremrn te entre -a/ 2 y +a/ 2 deberá esperarse que se promedie a cero. 

Pa,1 t'.valuar p se evalúa 

00 

p = f 
-oo 

c3'F 
'J'*( - i/;) - dx 

c3x 

l ' tdi1.ando la 'l'(x .t) . dada v :-11 clc•rivada respt'c·to ax que se calculó en el ejemplo 5-9, se obt iene 

-lf·ll/2 7TX . ' ( 'TT) 'TTX . 
p -i/; A cos '*'a e+,e.111, - ; A sen-;¡- e-,Et/n d.i; 

_,,,2 
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o 

+a.¡2 

7T f TTX TTX p = ili - A 2 cos - sen- dx 
a a a 

-a/2 

Nuevamente el integrando es, en total, una función impar de la variable de integración ya que es el 
producto de una función parcos (TTX/a) por una función impar sen (TTx/a). Entonces se obtiene 

p = o 

ya que la integral se toma sobre un intervalo cen trado en el origen y consecuentemente resulta cero. 
Físicamente e l valor de expectación del impulso de la partícula es cero ya que si la partícula está confinada 
a la región -a/2 y +a/2 y se mueve con energía total E deberá rebotar hacia adelante y hacia atrás entre 
los extremos de la región e invertir constantemen te el signo (es decir, la dirección) de s u impulso. Esto es, 
la magnitud de su impulso deberá ser tal quep2/em = E, pero como es igualmente ¡probablequeel signo del 
impulso sea positivo o negativo, las mediciones de esta cantidad se promediarán a cero. 

Para evaluar x2, se deberá evaluar la integral 

00 

x2 - f 'l.f '*x2q· d:r 

-oo 

+f a/2 7TX TTX . +f a/2 TT:l.' 
= A cos - e+iEtfll x2 A cos - e- iEt/l'i dx = A 2 x 2 cos2 - dx 

a a a 
-a/2 - a¡2 

Que no se hace cero debido a que el ingregrando es una función par de x. Por la misma razón es posible, 
como en el ejemplo 5-7, si mplificar de inmediato la integral para obtener 

- +f a/2 TTX 
x 2 = 2A 2 x2 cos2 -; dx 

o 

S i se mui1i¡:,i1 ca y divide por y en tre (a/TT)3 , se puede escribir 

Int egral que se puede evaluar consultando las tablas apropiadas obteniéndose 

Para de term inar completamente x 2 se deberá también conocer el valor de la constante A que determina la 
amplitud de la fu nción de onda. Como en el ejemplo 5-7, se puede encon trar el valor apropiado 
demandando la normalización de la función de onda. Esto es, ajustar A de modo que la probabilidad to tal de 
encontrar a la partícula en alguna parle es igual a uno. La condición produ ce 

en 111¡2 

J 'l.f '*'i" d.c = A 2 f cos2 :T dx 
a +f rr /2 7TX (-rr:i;) 

= 2A 2
; cos2 

-; d -;; = 
- 00 - 11/2 

lnt Pgrando Sf' ohri,·rw 

a 7T 

2A 2 - - -
7T 4 

o 

• 
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o 

Entonces se tiene 

La cantidad .1:2 no es cero a pesar de que x = O, debido a que cualquier medición de x2 deberá conducir 

necesariamente a un resultado positivo. Esta cantidad o su raíz cuadrada J x2 (la raíz media cuadrada de la 
posición) se puede tomar como una medición de las fluctuaciones alrededor del promedio x = O, que 
debería observarse en las determinaciones de la posición de la partícula. La última cantidad tiene el valor 

.J x2 = 0.18a 

Las fluc tuaciones surgen debido a que la partícula no siempre se encuentra en el mismo sitio, si no en 
varios de e llos, ya que es posible encontrarla siempre que 'Y*'Y tenga un valor apreciable. (En este caso en 

el que .f = O, la can1idad J x 2 es una medida de las fluctuaciones. Comentarios análogos son aplicables aJ 
impulso p). De la misma manera, en el caso en el que x ~ O, la cantidad J x2 - x2 es una medida de las 
f1uc t uaciones. 

Por úll imo, evaluando p2 de la expresión 

«> 

- -ñ2 f q,·* o2'Y dx 
ox2 

-«> -«> 

U1ili7.a11do el valo r de o2\f ·¡ ox2 calculado en el ejemplo 5-9, se tiene 

«> 

p2 = ñ2 :: f o/*'Y dx 

-«> 

Obviamenle la in1egral es igual a uno, ya que esla es juslamente la probabilidad de encontrar la partícula en 
algún sitio. Si estu vieramos interesados solamente en evaluar p2 no ser ía necesario realizar el proceso de 
normalización para evaluar A ya que se podría post u lar e inmediatamente concluir que 

- (t,")2 p2 = -
a 

La raíz cuadrada de esta can1idad (la raíz media cuadrática del impulso) 

J f,7r 
p2 =-

ª 
<'!> una mc·dida de, las flurtuaciones alrededor del promedio, [J = O, que debería observarse en la 
determinal'ión del impulso de la parl ícula. Las ílucluaciones provienen, co~e mencionó anteriormente, 
debido a que la partícula se encon trará en ocasiones con impulso p =-J2mE en otras con impulso p = 
+J2mE. Si se calcu la 

J
-- J21117T2¡¡2 

p = 2111E = 
2ma2 

=-
a 

del ejemplo 5-9, se observa que J p 2 es justarnenl e igual a la magnitud de p. 
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Si se define # y J p2 con,o las incertidumbres .1x y tip en la posición y el impulso de la partícula en el 
estado de energía que se ha ven ido tratando , se obtiene 

tix 6.p = J x2 J p2 = 0 .1 Sa 7rft = 0 .57/; 
a 

Que es en efecto consistente con el límite inferior ñ/2 que establece el principio de incertidumbre. Obsér· 
vese que esta es la primera vez que se ha hecho un cálculo cuantitativo al referirnos al principio de incer· 
tidumbre. Los valores de expectación calcu lados a partir de las funciones de onda hacen posible dar definicio­
nes cuantitativas a las incertidumbres. ~ 

5.5 La ecuación de Schrodinger indep endie nte del tiempo 

La utilidad de las funciones de onda justifica con mucho el trabajo requerido para obtenerl as. 
Esto se hace resolviendo la ecuación de Schrodinger (5-22) 

ñ2 o2'Y(x, t) o'Y(x,t) 
- -2n-1 ox2 + V(x,t)'Y(x,t) = in --o,-

utilizando la función energía potencial V(x, t) que describe con propiedad las fuerzas que actúan 
sobre la partícula que nos interesa. Ahora, se dará e l primer paso para resolver esta ecuación 
Jif erencial parcia l. Como se prometió, se desarrollará cuidadosamente los procesos matemá­
ticos necesarios suponiendo que no ex iste conocimiento previo de las ecuaciones diferenciales 
por parte del estudiante. 

La técnica usual pa ra resolver ecuaciones diferen ciales parciales consiste en buscar las 
solu ciones en la forma de productos defunciones cada una de las cua les contiene sólo una de las 
variables independien tes que aparecen en la ecuación. Esta técnica, llamada separación de 
variables, se utiliza debido a que de inmediato reduce la ecuación diferencial parcia l a un 
conjunto de ecuaciones diferenciales ord inarias. Como se verá, esta es una simplificación 
considerable. Se está tra tando aquí con una ecuación diferenc ial parcial que contiene una sola 
variable espacial x más la va r iable tiempo t. Entonces la técnica consiste en buscar soluciones en 
las cuales la func ión de onda \F(.r,t) se pueda esc ribir como e l producto 

'ir (:r ,t ) = tp(x)q (t) (5-35) 

donde el primer término del segundo miembro es una fu nc ión únicamente de x y el segu ndo lo 
es sólo de t. Se supondrá la existen cia de soluciones de esta forma, se substituirá estas 
so luciones en la ecuac ión de Schrodinger que supuestamente satisfacen y se verá qué sucede. Si 
nuestra suposición no es válida, se sabrá de inmediato. Sin embargo, se encontrará que las 
soluciones de la forma supuesta rea lmente existen , siempre que La energía potencial no dependa 
explícitamente del tiempo l, de modo que la fun ción se pueda escribir V(x). Puesto que en la 
mecánica cuántica, así como en la clásica casi todos los sistemas ti en en energías potencia les de 
esta fo rma, la condic ión no es una restri cción muy seria . 

La separación de variables conduce a la conclusión de que la fun c ión 1¡,(x),que especifica la 
dependencia espacial de la fun ción de onda\F(x,t) = 1p(x) <p(t),es una solución a la ecuación 
diferencia l 

denominada la ecuación de Schró'dinger independiente del tiempo. Obsérvese que es ta ecuación es 
más simple que la ecuación de Schródinger para la misma energía po tencia l debido a que sólo 
contiene una variable independiente x y por lo tanto es una ecuación diferencial ordinaria en 
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vez de una ecuación diferencial parcial. La técnica proporciona aun más información acerca de 
la función <p(t) especificando la dependencia temporal de la función de onda. De hecho, se 
demostrará que <p(() satisface una ecuación diferencial ordinaria simple que se puede resolver de 
inmediato conduciendo a la expresión simple 

<p(t ) = e- iEt/ lt 

donde E es la energía total de la partícula en el sistema. La separación de variables es una técnica 
tan útil que se empleará en varias ocasiones en lo que resta del libro. Ahora se desarrollarán los 
detalles de su aplicación a la ecuación de Schrodinger . 

Substituyendo la forma supuesta para la solución 'Y(x,t) = 't/J(x)<p(t) , en la ecuación de 
Schrodinger y restringiéndonos a las energías potenciales independientes del tiempo que se 
pueden escribir como V(x), se obtiene 

- ~ a2'tp(X)<p(t) + V(x)'tp(X)<p(t) = ifi a'tp(X)<p(t) 
2m ax2 a, 

Ahora 

La notación a2v,(x)/ax2 resulta redundante con d2'tp(x)/dx2ya que 't/J(x) es una función sólo de x . 
Similarmente, 

a'tp(X)<p(t) = '1/J(X) a<p(t) = 't/J(X) d<p(t) 
a1 a, dr 

Por lo tanto, se tiene 

n2 d 2'tp(X) d<p(t) 
- - <p(t) 

2 
+ V(x)'I/J(x)<p(t) = iñ'tp(x)--

2m dx dt 

Dividiendo ambos miembros de esta ecuación entre '1/J(x)<p(t),se tiene 

1 [ '1
2 

d
2
'tp(X) J 1 d<p(t) - - - + V(x)'I/J(x) = iñ - --

't/J(x) 2m dx2 <p(t) dt 
(5-36) 
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Obsérvese que el segundo miembro de (5-36) no depende de x mientrasqueelprimermiembro fü 
no depende de t; consecuentemente su valor común no puede depender ni de x ni de t. En otras de 
palabras, el valor común deberá ser constante y se le denotará por G. El resultado de esta er 
consideración es que (5-36) conduce a dos ecuaciones separadas. Una ecuación se obtiene Pe 
haciendo el primer miembro igual al valor común 

1 [ n2 
d

2
'tp(X) J - - - + V(x)'tp(x) = G 

'tp(x) 2m dx2 

La otra ecuación se obtiene haciendo e l segundo miembro igual al valor común 

1 d<p(t) 
in---= G 

<p( t) d t 

(5-37) 
de 
es 

y 

(5-38) 
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A la constante G se le llama constante de separación, por la misma razón por la que a esl a técnica 
para resolver ecuaciones diferenciales parciales se le llama separación de variables. 

Retrospectivamente se ve que el efecto de emplear la técnica ha sido convertir la ecuación 
diferencial parcial simple que contiene dos variables independientes x y l en un par de 
ecuaciones diferenciales ordinarias, una que contiene solamente a x y la otra solamente a t. 
Estas ecuaciones están acopladas, en e l sentido de que ambas contienen la misma constante de 
separación G, pero este tipo de acoplamiento no presenta ninguna dificultad para obtener las 
so luciones a las ecuaciones. Se encontrará que la ecuación temporal (5-38) tiene una solución 
muy simple. Además, cuando se exija que esta solución concuerde co n el postulado de de 
Broglie-Einstein, se verá que el valor de la constante de separación G resulta determinada. 
Substituyendo este valor de Gen la ecuación espacial (5-37) se obtiene una ecuación diferencial 
ordinaria cuyas soluciones se pueden obtener utilizando una de las muchas técnicas comunes 
que se han desarrollado para resolver esas ecuaciones. Lo que se ha hecho es reducir el problema 
de resolver la ecuación de Schrodinger diferencial parcial dependiente del espacio y del tiempo 
(5-22), al de resolver la ecuación diferencial ordinaria dependiente del espacio. El producto de 
la solución de esta ecuación y de la solución de la ecuación temporal es la solución deseada de la 
ecuación de Schrodinger. 

Se puede ver que la forma del producto 'Y(x,t) = 1P(x)q,(t),que se ha supuesto para la función 
de onda está justificada, ya que se podrá llevar a cabo el procedimiento descrito. También se 
verá que si la función energía potencial depende de x y de t no es posible efectuar la separación 
de (5-36) en el par de ecuaciones que se obtuvieron de ella. La razón es que no es posible separar 
términos de manera que un miembro de la ecuación no dependa de x a la vez que el otro sea 
independiente de t. 

La ecuación temporal (5-38) es una ecuación diferencial ordinaria de primer orden en <pcomo 
función de t. Existen varias técnicas disponibles para encontrar la solución a esas ecuaciones. 
Todas estas técnicas tienen un rasgo común: implican la suposición de una forma general para 
las soluciones, que al substituirla en la ecuación diferencial permite determinar, de la ecuación 
resultante, la forma específica requerida para la solución. Después de estudiar estas técnicas 
casi es posible desarrollar una intuición suficiente como para ser capaz de adivinar la forma 
específica de la solución en el primer intento, al menos para ecuaciones diferenciales simples. 
Este es un ahorro de tiempo y un procedimiento perfectamente legítimo, toda vez que la 
adivinanza se verifica substituyéndola en la ecuación diferencial y mostrando que la ecuación se 
satisface. Este es el procedimiento que usualmente se uti lizará en este libro. Considérese (5-38) 
que una vez arreglada se puede escribir 

d q,( t) 
--= 

dt 

iG 
- - (f'(t) 

/i 
(5-39) 

Esta ecuación diferencial establece que la función <p (t), que es su solución, tiene la propiedad 
de que su primera deri vada es proporcional a la función misma. Alguien con mucha experiencia 
en diferenciar no tendría dificultad en adivinar que q,(t) deberá ser una función exponencial. 
Por Jo tanto, suponga que la solución a la ecuación diferencial es de la forma 

q,( t) = eª1 

donde ex. es una constante que se determinará en breve. Verificando mediante diferenciación 
esta supuesta solución, se obtiene 

dq(t) at ( ) -- = cx.e = CX.(f I 
dt 

y a continuación se s ubstituye en (5-39). Esto produce 

·e rx <p(t) = - -1 cp(t) 
ñ 
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Si se hace 

oc. = iG 

ñ 

la so lución s upuesta obviamente satisface la ecuación. Por lo tanto 

cp(t) = e- wttn 

es una soluc ión a (5-38) o (5-39) . 

Cap. 5 

(5-40) 

La solución cp(t) se ha escrito en (5-40) con una exponencia l compleja, pero se puede escribir 
como 

_. Gt . Gt 
cp(t) = e 101111 = cos - - l sen-

/i li 
(5-41a) 

o 

<p(t) = cos 21r G t - i sen21r G t 
h h 

(5-41b) 

Se ve que cp(t)es una función oscilatoria en el tiempo, de frecuencia v = G/h. Pero según los 
postulados de de Broglie-Einstein (5-8), la frecuencia también deberá estar dada por 'V= E/ h, 
donde E es la energía total de la partícula asociada con la función de onda correspondiente a 
cp(t ). Por supuesto que la razón es que cp(t)es la función que especifica la dependencia temporal 
de la función de onda. Comparando estas expresiones se ve que la constante de separación 
deberá ser igual a la energía total de la partícula. Esto es 

G=E (5-42) 

Utilizando este valor de G en la ecuación espacial (5-37) que se obtuvo de la separación de 
variables, se tiene 

li 2 d 2 (x) 
- - V' 

2 
+ V(x)VJ(x ) = EVJ(x) 

2m dx 
(5-43) 

Usando este valor de Gen la solución (5-40) de la ecuación temporal, de modo que se complete 
la especificación de cp(t), la forma de producto de la función de onda resulta 

'Y( x, t) = VJ(x)e-iEt /11 (5-44) 

donde E es la P.nergía total de la partícula. 
A la ecuación (5-43) se le llama la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo, ya que 

la variable t no interviene en la ecuación. Sus soluciones VJ(x) independientes del tiempo 
determinan, a través de (5-44) la dependencia espacial de las soluciones 'Y(x, t)de la ecuación de 
Schrodinger . Para los casos unidimensionales que se han tratado en este capítulo la ecuación 
de Schrodinger independiente del tiempo solamente puede contener una variable indepen­
diente x y por lo tanto será una ecuación diferencial ordinaria. Sin embargo, si hay más 
dimensiones espaciales, la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo contendrá más 
variables independientes y por tanto será una ecuación diferencial parcial. (Usualmente se 
pueden reducir a un conjunto de ecuaciones diferenciales ordina r ias mediante la apl icación de 
la técnica de separación de variables). 

En todos los casos, la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo no contiene al 
número imaginario i y por lo tanto sus soluciones VJ(x) no necesariamente serán funciones 
complejas. (Es deci r, tp(x) no necesariamente es compleja, pero puede serlo si así conviene). Esta 

e 
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ecuación y sus soluciones son esencialmente idénticas a las ecuaciones diferenciales indepen­
dientes del tiempo para el movimiento ondulatorio clásico y sus soluciones. 

Las fun ciones 'lp(x) se llaman eigenfunciones. La primera parte eigen es la palabra alemana para 
característica. Posteriormente se tendrá una idea más clara de por qué característi co es un 
vocablo apropiado. Aquí será suficiente decir que su uso es convencional. También es 
convencional el no traducirlo al inglés o al español, probablemente en honor al papel tan 
preponderante que tuvieron en el desarrollo de la mecán ica cuántica los físicos de habla 
a lemana. 

El estudiante deberá ser muy cuidadoso en fnantener claramente la diferencia entre las 
eigenfunciones '!p(x) y las funciones de onda 'Y(x,t), as í como la diferencia entre la ecuación de 
Schrodinger independiente del tiempo y la ecuación de Schré:idinger misma. Las fun­
ciones de onda siempre se respresentarán por una letra 'Y mayúscula, y las eigenfunciones por 
la letra V' minúscula. 

Ejemplo 5-11. Desarrollar un argumento de plausibilidad similar al dado en la sección 5-2, que 
conduzca directamente a la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo. 

Suponga que la ecuación debe concordar con la ecuación clásica de la energía 

y también con el postulado de de Broglie 

h 
p =). = lik 

Esas dos relaciones combi nadas producen 

n 

fi2k2 

- + V=E 
2m 

2m 
k 2 = -(E - V) ¡,2 

A continuación se supone que la dependencia espacial de la función de onda para una partícula libre está 
dada por la expresión 

211x 
v,(x) = sen-¡- =sen k x 

El número de onda k es constante ya que la energía potencial V es constante para el caso de u11a partícula 
libre y ya que la energía total también es constante. Diferenciando dos veces 1¡i(x)con respecto a su única 
variable independiente, se obtiene 

dip(x ) 

dx 
- -k cos kx 

d 2,p(x) 
--2- = -k2sen kx = -k21¡,(x) 

dx 

ya qu e k es una constante. Ahora se substituye k2 por el valor encontrado ar,riha y se obtiene 

d21¡,{:r) 

dx2 

2111 
= - ¡¡2 ( E - V) 1¡,(.l-) 
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f¡2 d2tp(x ) 
- - -- + Vip(x) = Eip(x) 

2m dx 2 

Cap. 5 

Esta es la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo, pero se ha obtenido de un argumento 
específico para el caso de una partícula libre en el que Ves una constante. Si se postula, como en la sección 
5-2, que la ecuación es válida aún en el caso general en el que V = V(x) se obtiene la ecuación de 
Schrodinger independiente del tiempo para una partícula actuada por una fuerza. 

En el texto se ha seguido un camino muy largo para obtener la misma ecuación, pe ro por supuesto que se 
ha aprendido mucho a lo largo del camino y que no está contenido en la ecuación de Schrodinger 
independientemente del tiempo. Por ejemplo, se sabe de la dependencia temporal de la función de onda 
"Y(x,t) = tp(x)e- iEt/h ,que es responsable del carácter necesariamen te complejo y de muchas consecuen­
cias que de esto resulta. ~ 

5.6 Propiedades requeridas para las eigenfunciones 

En la sigu ien te sección se considerará de manera muy general el problema de encontrar 
soluciones a la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo. Estas consideraciones 
mostrarán que la cuantización de la energía aparece de manera muy general en la teoría de 
Schrodinger. Se verá que esta propiedad extremadamente importante resulta del hecho de que 
solamente es posible encontrar soluciones aceptables a la ecuación de Schrodinger independien­
te del tiempo para ciertos valores de la energía total E. 

Para que una solución sea aceptable, se requiere que una eigenfunción 1/'(x) y su derivada 
d1J)(x)/d.c tengan las siguientes propiedades: 

1J'(x) debe ser finita 
·ip(x) debe ser monovaluada 
1/'(x) debe ser continua 

d1jJ(x)/dx debe ser finita 
d1P(x)/dx debe ser monovaluada 
d1p(:'C)/dx debe ser continua 

Estos requ isitos se imponen para asegurar que la eigenfunción sea una función matemática­
mente "bien comportada" con objeto de que las cantidades mensurables que se pueden evaluar 
a partir de la eigenfunción sean también bien comportadas. La figura 5-8 ilustra el significado de 
estas propiedades represen tando fun ciones que no son finitas, no monovaluadas o no conti­
nuas, en el punto x 0 . 

Si 'tp(x) o dtp(i-)/dx no fu era finita o no fuera monovaluada, entonces lo mismo sería cierto 
para \l''(x,t) = e - i l~t/!t'l/J(,r) o é}'f( ;r,t)/ox = e-iI~tfl, d1¡,,(x)/dx. Ya que la fórmula general (5-34) 
para calcular los valores de expectación de la posición o el impulso contiene 'Y(x,t) y 
o'l .(x,t)/ éJx, se ve que en cualesquiera de los casos no se obtendrían valores finitos y definidos 
cuando se evaluaran cantidades mensurables. Esto sería completamente inaceptable debido a que 
las cant idades mensurables, como el valor de expectación de la posición x o de l impulso p no se 
comportan de manera irrazonable. (En circunstancias muy raras, con las que no nos en contra­
remos, VJ(.r) puede irse a infin ito en un punto, siempre que lo haga lo suficientemente lento 
como para mantener finita la integral de lp*(x)!p(.t)sobre una región que contenga al punto en 
cuestión). 

Para que d1.¡i(.t)/d.i; sea fi nita, es necesario que 'l/J(.i:) sea continua. La razón es que cualquier 
función I iene siempre una primera derivada infini ta si ti ene una di scontinuidad . La necesidad 
de que d1¡,(.i.:)/dx sea continua se puede demostrar considerando la ecuación de Schrodinger 
indepe11dien 1e de l 1iempo que se escr ibió como 

r 
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FIGURA 5-8 
Ilustración de fu nciones que no son finitas, o 
monovaluadas, o continuas, en un punto x 0 . 
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Para V(x), E y vi(.t), finitas se ve que <P-1r(.r)/d.1·'.! debe ser finita. Esto, ige que d1¡'(.r)1d:1· s<'a 
continua ya que cualquier función que tiene una di scontinuidad en la primera derivada tendrá 
una segunda derivada infinita en ese punto. (ObservP que existen d iseontinuidadPS en la 
primera derivada de la eigen fun ción para la partícula en una caja que se consideró en el ejemplo 
5-9. Estas ocurren en las paredes de la caja y provienen del hecho de que el sistemn es una 
idealización en la cual se supone que las paredes son comple tamente impen etrables s in importar 
qué tan alta sea la e nergía d e la partícula. Esto es, se supone que la energía potenc ial se hace 
infin ita en las paredes. Esto se discute bastante en el capítulo siguiente). 

La importancia de estos requisitos sobre las propiedades de soluciones aceptables a Is 
ecuación d e Schrodinger independiente del ti empo no se pueden exagerar. Las ecuaciones dift> ­
renciales tienen u na amplia vari<'dad de so luciones pos ibles y só lo cuando se seleccionarle I oda , 
las pos ibles so luc iones aquellas que sa l is f acen estos requerimientos es que se obtiene la cuanl iza · 
c ión d<' la c·nergía u o tras propiedades igualme nte important es de la teo ría de Schrcidin~er ,. 
que :-.<· tratarán ,·n 1->I <"Opítulo s i~11if'nlt>. Los requi s itos de finitud y continuidad se utili zarán d,· 
i11nit•diato; t·I q1H· :-.1 ·a n101111,·al11ada s e· utilizará dt>spuc'·:- pero t·:. igualme nt <> impo rtanlt>. 
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5. 7 Cuantización de la energía en la teoría de Schrodinger 

Es educativo estudiar el problema de obtener soluciones aceptables a la ecuación de Schro­
dinger independiente del tie mpo con argumentos cualitativos que manejen las curvaturas y 
pendientes de las curvas que se obtienen al graficar la solución . Como se verá, estos 
argumeutos son muy generales y muy simples. Estos nos pueden enseñar muchas propiedades 
importantes de la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo, evitando así ar_gumentos 
que implican matemáticas. De hecho, el punto de vista que se utilizará aquí es muy útil para 
hacer una inves tigación prel iminar de las propiedades de casi cualquie r ecuación difere ncial y 
también proporciona una comprensión intuitiva del comportamiento de estas ecuaciones. 

De es tos argumentos so lamente se obt endrán conclusiones c ualitativas pero que serán muy 
valiosas; en los siguientes capítu los se encontrará un número de soluciones cuantitativas para 
la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para varios potenciales. Estas soluciones 
se obtendrán a partir de técnicas analít icas comunes para resolver ecuaciones Jiferenc iales. 
También e n el apéndice F se encontrará una solución cuantitativa a la ecuación de Schrodinger 
in<leµcndien tc del tie mpo. Esta so lución se obtiene utilizando una técnica numérica que está 
basada en las mismas ideas utilizadas en los argumen tos cualitativos de esta sección y as í el 
estudiante deseará leer el apéndice después de leer esta misma. 

Se comenzará con los argumentos, escribiendo la ecuación de Schrodinger independiente 
de l tiempo como 

d 2
1p 2m 

-,, = -? [V(x) - E]V' 
d .i;- Ir 

Las propiedades de esta ecuac1on diferencial depe nden , entre otras cosas, de la forma de la 
función energía potencial V(x),lo cual es así ya queJ/(x}determina la fuerza que actúa sobre la 
par tíc ula cuyo comportamiento se supone describe las soluciones a la ecuación diferencial. En 
c<msecuencia, no se puede decir mucho acerca de las propiedades de la ecuación diferencial, 
h,tsta que no se diga algo acerca de V(x), por lo tanto primero se hará esto. 

En l.1 figu ra 5-9 se especifica la forma de I '(., ) que se utilizará en estos argumentos, 
graficándola <'Ontra su variable independiente x. La forma se ha escogido de mane ra que 

o ·a, .. 
11> 
e 
w 

'--~--l~~~~~~~--l~~~~~~~~~~~x 

O Separación Separación 
de equilibrio de disociación 

FIGURA 5-9 
b1t:rgía po tencial V(x) para un á tomo qu e puede estar ligado a un á tomo similar para 
fvr 111ar una molécula diatómica, grafic.itla corno una función de la separac ión entre los 

cC'ntro!> Jt> lo!> Jo!-> át omm,. 
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FIGURA 5- 10 
Energía potencial V (x) utilizada en los argumentos cuánticos concernientes a las 
soluciones de la ecuación de Schrodinger independien te del tiempo y la energía total 
escogida para estos argumentos. 
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conte nga rasgos q ue permi ta n ilus trar va r ios pu n tos inte resan tes; pero la forma también tiene 
signifi cado fís ico. Representa la e nergía potencial para un á tomo que puede estar ligado a un 
átomo similar y fo rmar una molécula diatómica. En este caso la coordenada x representa la 
separación e nt re los centros de los dos á tomos. El mínimo en V(x) ocurre para la separación de 
equilibrio y en él la fu erza que actúa sobre el átomo es E = -dV(x)/dx = O. Confor me la 
separación del valo r de equilibrio decrezca, aparecerá una fuerza repulsiva en la d irección en la 
qu e se incrementa la separación y se hace mayo r entre más cerca están los átomos. Cuando la 
separación a umente aparecerá una fuerza atracti va en la dirección en la que la separación 
decrezca. Pe ro si la separación excede la separación de disociación indicada en la figura 5-9, la 
fuerza cae a cero ya que la molécula se rompe y los átomos ya no inte raccionan. 

Con la e lección de V(x) la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo(5-45)empieza 
a tomar una forma específica. Ya que esta ecuación di fe rencia l conti en e la e nergía total E en una 
si tuació n crucia l, se deberá escoger su va lor de modo que la ecuación te nga propiedades que 
sean los su ficien temente específicas como para hacerla fácil de ana li zar. El valor se leccionado 
es tá indicado en la figu ra 5-10 por la línea horizontal : energía= E= constante. Esta figura 
ta mbién muest ra la curva: energ ía = V(:i:). Se escoge la energía to tal E de tal manera qu e /.a 
molécula eslé Ligada ( clásicamente la distancia de separación x en lre los átomos deb erá estar 
en lre los 11(llores .'t' y .i;" mostrados en la figura), pero el valor exacto de E que se escoge Pn esta 
etapa es arbitrario. No se ti ene que decir nada acerca de la combinac ión de parámetros 2rn/ñ; 
q ue aparece en la ecuación diferencial, excepto que ti ene un valor posit ivo. 

El argumento considerará la ecuación (5-45) como una fórmula que de termina el valor de la 
segunda deri vada c/2-rp/d:i-2 de la solución , en una x determinada, e n términos de los valores de 
(2m/n2

) ( V(:r) - E ] y de la solución 1P misma en esa x. Eso permitirá es tudiar propiedades 
importantes de la ecuación en términos de la forma general de la curva trazada por una gráfi ca 
de 1P contra x. Entonces se ,obtendrá una inte rpretación geométri ca de la ecuación diferen­
cial . 

Pa rticularmente se a tenderá al s igno de d 21p/d:r. 2 ya que es una propiedad de las segunda.; 
derivadas q ue una curva, de la variab le depe ndiente gra ficada contra la va riable independiente, 
es cóncava hacia arriba siempre que la segunda deri vada sea posi t iva y cóncava hacia ahajn 
s iempre que la segunda deri vada sea m:gati va. Los estudiant es q ue a ún no estén fami liarizado-. 
con es ta pro piedad deberán anali za r la figura 5- 11 que muest ra un cAso en e l cual la pendie 11t 1· d,· 
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FIGURA 5-11 
Curva que es cóncava hacia arriba. El valor de 
la primera derivada de la función representada 
por la curva, aumenta al aumentar x, así la 
segunda derivada es positiva. 

l/l(x) 

Cap. 5 

la curva de tp cont ra x es negativa para x pequeñas, se hace menos negativa cuando x aumenta, 
pasa por cero y en tonces se hace positiva conforme x continúa aumentando. La pendientP. que es 
igual a dip/d:c siempre aumenta en valor numérico conforme x aumenta. Por lo tanto, la razón de 
cambio Je la pendiente que es igual a d 2tp/dx2 siempre es positiva. Se dice que la curva en esta 
figura es cóncava hacia arriba. La figu ra 5·12 muestra un caso en el cual se dice que la curva es 
cóncava hacia abajo. Consideraciones similares prueban que en este caso d 2tp/dx2 siempre es 
n,~gativa. 

A hora obsér vese que en la figura 5.10 hay dos intersecciones de la línea energía= E y la curva 
energía = V(x). Estas intersecciones ocurren en x = x'y x = x", las cuales dividen al eje x en 
tres regiones: x < x', x' < x < x", y x > x". En la primera y tercera regiones la can tidad 
[ V(x) - E] es positiva ya que e l valor de V(x) siempre es mayor que el valor de E en estas 
regiones. En la segunda región [V(x) - E]es negat iva. El análi sis de (5-45) muestra entonces 
que el signo de d 2tp/dx2 es el mismo que el signo de tp en la primera y tercera regiones y es 
opuesto al signo de tp en la segunda región , ya que el signo de 2m/ñ2 es positivo. Esto significa 
que en la primera y tercera regiones la cu rva de tp contra x será cóncava hacia arriba si el valor 
de ip misma es positiva y será cóncava hacia abajo si el valor de tp es negat ivo. En la segunda 
región la curva será cóncava hacia abajo si tp es positiva y será cón cava hacia arri ba si tp es 
negativa. Las disti n tas posibilidades se muest ran en la figu ra 5-13. Se han sen tado las bases para 
la interpretación geométri ca de la ecuación de Schrodinger independiente del ti empo. 

Para una forma de la energía potencial V(x) dada, la ecuación dife rencial establece una 
relación entre d 2tp/d:i;2 y tp que determina el comportamien to general de tp. Si además se especi­
fica el valor de tp y de su primera derivada dtp/dx para algún valor de la variable inde pendien t~ 
l, entonces el comportamiento particular de la variable dependiente tp está determinado para 
cudos los valores de x. La s ituación es comple tamente análoga a las si tuaciones que se 

.FIGllRA 5-12 

<. urrn r,mcaca hacía aba¡o. El valor de la 

primf'ra dNi vada Je la f u111· ió11 JecrPce cuando 
, cn·c-1•. a:.í la i;c:gunda Jerivada C!> 11 ega 11 va. 

l/;(x) 
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Ilustración de la relación entre el signo de '1/J y 
el signo de d 2tp/dx2 en las regiones definidas 
por el signo de [ V(x) - E ]. La relación se 
puede resumir estableciendo que tp es cóncava 
desde el eje x siempre que [V(x) - E] > O, y 
cóncava hacia el eje x siempre que [ V(x) -

1 
1 
1 

Oi--~~~~_.._-,-~~~~-+-~~~~~~~x 
:x' 1x" 
1 1 

/\!~!/\ 
1 1 
1 1 

E]< O. 
(V(x)-EI > O 1 [V(x) - E) < O : 1 V(x) - EJ > O 

1 1 

encontraron en la mecánica clásica. Considérese la ecuación diferenciial para un oscilador 
armónico simple clásico 

dt2 m 

Esta es justamente la ley de Newton del movimiento, a= F / m, con una constante de restitución 
C. En este caso x es la variable dependiente y t la variable independiente, pero por lo demás la 
analogía es comple ta. La ecuación diferencial establece una relación entre x y su segunda 
derivada que dete rmina el comportamiento general de x como una función de t . Otra vez, si se 
especifica el valor de x y de su primera derivada dxldt para a lgún valor de t (las condiciones 
iniciales del movimiento), entonces e l comportamiento particular de x está determinado para 
todos los valores de t . 

Por lo tanto , ser ía posible utilizar la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo, para 
la V(x) y la E escogidas, para determinar el comportamiento de 1J) para toda x en términos de los 
valores de 1J) y de d1p/dx supuestos para alguna x particular. En los siguientes capítulos y en el 
apéndice F se muest ran los cálculos cuantitativos a este respecto; aquí se obtendrán resultados 
cualitativos a partir de argumentos basados en las características de la ecuación diferencial 
desarrollada. Los argumentos se presentarán como "cálculos pensados". con el mismo espíritu 
que los argumentos pensados de Einstein o Bohr. 

En la curva 1 de la figura 5-14 se indican cualitativamente los resultados de un cálculo 
pensado que comienza con los valores de '1/J y de dvJ/dx supuestos para un punto conveniente x 0 

en la segunda región y continúa trazando e l comportamiento de 1J) en la dirección en la quf' x 
crece. Puesto que e l valor inicia l de 1J) se escogió como positivo en la región x' < x < x" ,se 
encuentra que la curva descrita por 1J) es inicialmente cóncava hacia abajo y continúa así hasta 
que pasa a la tercera región .t > x" .donde [ V(x) - E] cambia de signo. No obstante que la 
pendiente de la curva era negativa en x = x", rápidamente se hace cero y después posit iva. 
Entonces 1J) empieza a crecer en valor y rápidamente pasa de mal a peor. La razón es que la 
ecuación diferencial mues tra que el ritmo de cambio dependien te, es decir, d21p/dx2 es propor­
ciona l a la di stancia de la curva al eje, es decir, \f-º Este primer cálculo produce una '1/J que se va al 
infinito conforme crece x. Se encontró una so lución pa rcial a la ecuación diferencial , pero no 
fue una so luc ión aceptable, porque una eigenf unción aceptable permanece finita. 

La curva 2 de la figura 5-14 indica el resultado de otro intento por e ncontrar una so lu ción 
aceptable. No h ubo cambio en el valor inicial supues to para 1J) que hubiera sido so lamente 
expandir o contraer la esca la vertical de la curva debido a la linealidad de la ecuación 
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1/, (x) 
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FIGURA 5-14 
Tres intentos para encontrar una solución aceptable para la ecuación de Schrodinger 
independiente del t iempo para un valor supuesto de la energía total E. Las dos primeras 
(1,2) fallan porque la sol ución se hace infinita para x grandes. La tercera dio una 
solución con comportamiento aceptable para x grande, pero falla porque la solución se 
hace infinita para x pequeña (curva punteada). 

Cap. 5 

diferencial. Lo que se hizo fue cambiar el valor inicial puesto para d,pf dx. El intento no tuvo 
éxito ya que tp resulta negat iva en la región donde [V(x) - E] es positiva. La curva resulta 
cóncava hacia abajo y se va a menos infinito. 

Ahora resultará evidente la dificultad para obtener una eigenfunción aceptable. También 
resultará evidente que escogiendo exactamente el valor inicial de dtp/dx,es posible encontrar 
una V' cuyo comportamiento aceptable al crecer x es el que se indica por la curva 3 de la figura 5-
14. Para esta tp la curva es cóncava hacia arriba en la tercera región, ya que permanece por 
encima del eje x. Sin embargo, la curva no dobla hacia arriba ya que conforme crece x, ésta se 
encuentra cada vez más cerca del eje y mientras más cerca está la curva se hace menos cóncava 
hacia arriba. Esto es d2tp/dx2 se aproxima a cero conforme tp se aproxima a cero ya que la 
ecuación diferencial dice que estas dos cantidades son proporcionales. 

En la figura 5- 14 también se indican mediante una curva punteada los resultados de extender 
la tp de la curva 3 en la dirección en la que x decrece. Del análisis anterior se debe esperar que, 
en general , 1/J se irá ya sea hacia más o hacia menos infinito cuando se le ext iende hacia las x 
decrecienl es. Esto no se puede evitar ajustando la elección inicial de d1p/dx, ya que esto 
perturbaría el comportamiento aceptable para x grandes, tampoco se puede evi tar el valo r 
infinito de tp para x pequeñas uniendo dos funciones tp diferentes con pendientes diferentes en 
x = x0 • lo c ual es tá reglamentado por e l requisito de que para una eigenf unción aceptable,dtp/dx 
es continua en todas partes . Por una razón similar no es posible tratar una discontinuidad en 
tp misma. Es tamos forzados a conclui r que para el valor particular de la energía total E que se 
escogió inicialmente, no existe solución aceptable a Ja ecuación de Schrodinger independiente 
del tiempo La relación entre tp y su segunda derivada d2tp/dx2, que impone la ecuación 
diferencia l para una V(x) dada y la E correspondiente, es tal que se aproximará a ± oo ya sea 
para x grandes o x pequeñas (o ambas). La solución a la ecuación diferencia l es inestable en el 
se11tido de que tiene una tendencia pronunciada a irse a infinito en las regiones donde E< V. 

Sin n nbargo, repitiendo es te procedimiento para muchas elecciones diferentes de la energía 
E, eventualmente será posible encontrar un valor /:,'1 para el cual la ecuación de Schrodinger 
i11dqw11d i1· 111 c· d1·I tiempo 1ienc una solución aceptable tp1 . De hecho, en general existirán un 
11 1rn11•ru dt- ralores p1•rmitirlos r/e la enert(ia total E 1, E2, E3, ••• para los cuales la ecuación de 
Schréidinger independiente del tiempo tiene soluciones aceptables tp1 , tp2 , tp3 , •. . En la figura 
5- 15 se indica la forma de las primeras tres soluciones aceptables. El comportamiento de tp1 tanto 
para x pequeñas como grandes, es el mismo que el comportamiento para x grandes de la función 
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mostrada en la curva 3 de la figura 5- 14. Para x'< x0 ,el comportamien to de 1f'z inicialmente es 
s imilar al comportam ien to de 1f'1 ,pero ya que su segunda derivada es relativamente grande en 
magnitud, 1f'2 cruza el eje en algún valor de x menor que x 0 pero mayor que x'. Cuando esto 
sucede, e l signo de la segunda der ivada se invierte y la función resulta cóncava hacia arriba. En 
x = x'n uevamente se invierte la segunda derivada y para x < x', la fun ción gradualmente se 
aproxima a l eje x . 

De la figura 5-15 se puede ver que la energía permitida E2 es mayor que la energía permitida 
E1 • Considérese el punto x0 en el que 1f'i y 1f'2 tienen el mismo valor. De la figura es evidente que 
en ese punto la razón de cambio de la pend iente para 1f'2 excede por la misma cantidad al de ,¡,1 es 
dec ir , 

1 
d

2
~2 , > 1 d

2
1jJ¡ 1 

dx~ dx2 

Util izando esto en la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo (5-45), se encuentra 
que 

I V(x) - E2I > I V(x) - E1I 

De la figura 5-15 es evidente que si esto es cierto en x 0 entonces 

ya que E> V(x ) para x 0 . De argumentos similares es posible demostrar queE3 > E 2.También 
resulta evidente que las diferencias de energía E2 - E,, E3 - E2, no son infinitesimales puesto 
que, por ejemplo, la diferencia en la primera desigualdad mostrada arriba no es infinitesimaLPor 
tanto, los valores permitidos de la energía están bien separados y forman un conjunto discreto de 
energías. Para una partícula que se mueve bajo la influencia de un potencial V(x) independiente 
del tiempo, solamente existen soluciones aceptables a la ecuación de Schrodinger indepen­
diente del tiempo si la energía de la partícula está cuantizada, esto es, restringida a un conjunto 
c.lisc re to de energías E1, E2, E3, ••• 

v,(x) 

FIGURA 5-15 
Forma de las eigenf unciones aceptables correspo ndientes a los tres estados de energía 
mínima permitida para un potencial con un mínimo. Para x = x 0 las tres funciones 
tienen el mismo valor, pero 1¡13 liene la mayor curvatura porque corresponde a la 
ene rgía mayor entre estas tres. Las soluciones son para el potencial de la figura 5-10 y no 
son simétricasenlre izquierda y derecha porque e l potencial no essimétricoalrededorde 
su mínimo. 
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Esta aseveración es válida siempre que la relación entre la energía potencial V(x) y la energía 
tvtal E sea similar a la que se muestra en la figura 5-10, en el sentido de que existen dos valores 
para Ju coordenada , x' y x ".con [V(x) - E] positiva para toda x < :v' y también positiva para 
toJa .1· > ;"t". Pero para un potencia l del tipo ilustrado en la figura 5-9, esto es, un potencial que 
tiene un valor límite fini to Vt cuando x se hace muy grande, generalmente sólo existe lugar para 
un n úmero finito de valores de energía permitidos discretos, los cuales satisfacen la relación 
E< V¿ ;es to se ilustra en la figura 5-16. Para E> Vz, la situación cambia, ahora la molécula no 
es tá ligada (clásicamente la distancia de separación x entre los átomos ¡puede tener cualquier 
valor mayor que x '). Por lo que concierne a la ecuación de Schrodinger independiente del 
tiempo, solamente hay dos regiones del eje x: x < x' y x > x'. En la segunda región V(x) - E ] 
ser á n egativa para todos los valores de x sin importar cuán grande sea ésta; pero cuando 
[V(.v) - E]es negativa 1/J es cóncava hacia abajo si su valor es positivo y cóncava hacia arriba si 
su valor es negativo. Esta siempre tiende a regresar a l eje x y por lo tanto es una función 
oscilatoria; consecuentemente, no existe problema de que 1/l(x) se vaya a infinito para valores 
grandes de x . Ya que siempre es posible que 1/J(x) se aproxima gradualmente al eje para valores 
peque ños de x mediante una selección inicial apropiada de dtp/dx, y entonces será posible 
eucontrar una e igenf unción aceptable para cualquier valor de E > V,. Entonces los valores de 
e nerg ía permitidos para E1 están distribuidos de manera continua y se dice que forman un 
continuo. Es e vidente que si el potencial V(x) está restringido en valor para valors de x 
peq ue ños, o para valores de x grandes y pequeños, entonces las energías permitidas formarán un 
continuo para todas las energías mayores que la V1 más baja. 

La conclusión de nuestros argumentos se puede establecer concisamente como sigue: 
Cuando la relación entre la energía total de una partícula y su energía potencial es tal que 

clásicamente la partícula debería estar liga.da a una región limitada del espacio debido a que la 
energ ía potencial debería exceder a la energía total fuera de la región, entonces la teoría de 
Schrodinger predice que la energía total está cuantizada. Cuando esta relación es tal que la partícula 
no está Ligada a una región Limitada, entonces la teoría predice que la energía total puede tener 
cualquier z•alor. 

Pues to que en la mecánica clásica una partícula ligada a una región limitada debería moverse 
pt>r iódicarnente entre los límites de la región, las reglas de Wilson Sommerfeld de la teoría 
cuántica antigua también deberían predecir una cuantización de la energía de la partícula en 
e:,tas c ircunstancias . Pero estas reglas de cuantización eran un postulado de la teoría cuántica 
ant igua que tenían una justificación en la relación de de Broglie sólo para ciertos casos 
especiales . En su primera publicación sobre mecánica cuántica, Schrodinger escribió: 

"El punto esencial es el hecho de que los misteriosos "requisitos de integridad" no permanecen en las 
reglas de cuantización pero han trazado, por asi decirlo, un paso que ha mostrado el resultado de la finitud 
y el valor único de ciertas funciones espaciales ( una eigenfunción) ". 

FIGURA 5-16 
Ilustración de energías permitidas separadas 
discretamente E
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de un potencial V(x),y el 
continuo de E ,, que se encuentra por arriba. 
Pueslo l (UC E,.-1 1- E ,, decrece conforme V(x) 
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FIGURA 5-17 

La en ergía potencial V(x) y uno de los valores 
más altos permitidos para la energía total E para 
un oscilador armónico simple. 
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Ejemplo 5-12. Usar los argumentos desarrollados en es ta sección para dar c0n c lu siones cual,tatil'(Js 
co ncernient es con la forma de las e igenfunciones para uno de los estados de energía m ás alta de un oscilador 
armónico s imple. Comparar a continuación la fun c ión dens idad de probabilidad correspondiente, con la 
qu e debería predecirse para un oscilador armóni co s imple c lás ico de la mis ma energía . 

El potencial V(x) para un oscilador armónico s imple (ver ejemplo 5-3) está representado por la curva 
de la figura 5-1 7. En la misma figura uno de los mayores valo res pe rmitidos de la en e rgía total E ,'slá 
representado por una línea horizontal. De acuerdo con la ecuación de Schrodinger independientr del 
tiempo (5-45) 

d 2'Y 2m 
- = - [V(x) - E]v, 
dx 2 ñ2 

la eigenfunción tp será una fun ción oscilatoria en la región donde [ V(x)-E] es negati va ya que d21r/ d:r2 

será negativa (cóncava hacia abajo) s i tp es pos itiva en esa región, mientras que d 2t¡•/dx2 será positiva 

(cóncava hacia arriba) si VJ es negativa en esa región . S in embargo, '1/l oscilará menos rápidamenk en la 
proximidad de los extremos de la región que lo qu e lo hace en las cercanías de l centro ya que la magnitud de' 
d 2 ,¡,Jdx2 que determina la rapidez de oscilación tp es proporc ional a la magnitud de( V(x)- E] y la d1fererH' 1n 
en tre V(x ) y E se hace menor conforme se aproxima a los extremos de la región. Por lo tanto, la separaeión 
entre los nodos de la función oscilatoria aumenta en las vecindades de los ext remos de la re~ión en la 
manera indi cada en la figura 5- 18; la cual mu estra la amplitud de las osci lacio n es en tp aum entando 
conforme se aproxima a los extremos de la región . La razón es que \f' se hará mayo r en magni1 ud donde"~" 
dobla", s i (V(x)- E] se hace menor en magnitud, para que d 2v1/d.7·2que es propor cional a s u produr10, 
con tinúe teniendo una magnitud lo suficientemente grande para hacer que se doble. Obsérvese q1w la 
figura 5- 18 indica que ip se aproxima gradu almente al eje en e l ex terio r de la región Pn la que[V(.1·)-E]r'> 
negativa, tal como se requiere para una e igenfunción aceptable de un estado ligado. Obsérvese ra111b1{'n 
que cuando '1/J c ruza los puntos en los que[V(.r)-E] cambia de signo, no tiene curvatura deh1do a que 
tanto esta cantidad como d 2111/dx 2 son cero e n estos puntos . 

La fun ción den sidad de probabilidad es esen cialmente el cuadrado de 'P,Y se indica por la curva sólida e11 

la figura 5- l 9; en la misma figura la curva punteada indi ca la densidad de probabi lidad que df'hería 
esperarse e n la mecánica clásica para una par tícu la en movimiento armón ico s impl e en e l mismo po1cncial 
con la mi sma energía to tal. Como se discutió la rgamente en e l ejemplo 5-6 la den s idad de probabilidad 
c lás i<'.a resul ta re lati vament e grande cerca de los ex t remos de la región donde[ V(:r)-E] es n egat iva puf's to 
qu e la partícula se mueve más len tamen te cerca de los ext remos. En realidad la figura m uest ra las 
den s idades de probabi lidad según la mecánica c lásica y según la mecánica cu án ti ca, para un estado de 
en e rgía ¡._; moderadamente grande (se trata de E 13) pero hace aparente la nal u raleza de la co rresponden<'ta 
entre las densidades de probabilidad encontradas en el límit e c lás ico de valores de E muy grandes (En 

cuando 11 - ~rh).En este lími te la densidad de probabil idad mecáni co cuántica fluc túa den t ro de dis tancias 
lan peque ñas que solamente su comportamien to promedio, e l cual es tá de acue rdo con la pred wción 

<·lás i,·a, se puede detec tar exp~rimenta lment e. También en e l límite clásirn la den s idad de probahtl 1dHd 
m<:cánico-cuánti ca no penetra una dis tan c ia mensurable fuera de la regi ón en la que( V(x)-E]es n e~at1va 
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,J, (x) 

FIGURA 5-18 
Eigen función para la decimotercera energía permitida del oscilador armónico s imple. 
Los límites clásicos del movimiento están indicados por x' y xº. 

Cap. 5 

Jcl,ido a q11f' la distancia de penetración es comparable a la di stancia en la cual fluctúa. Esto está de 
acuerdo con el cort e tajante predicho por la densidad de probabilidad clásica. Para un oscilador armónico 
:,1mpl,, :J1·al1zado. V(x) permanece proporcional a x 2 , aún para valores muy grandes de x 2 y por lo tanto 
toda1, la:-- C'11t:r~ía:. permitidas están separadas en forma discreta. ~ 
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La curva sólida es la función dens idad de probabilidaJ para la decimotercera energía 
permi1ida del oscilador armónico s imple. La curva pun teada es la función densidad de 
probabilidad clás1<'a para el movimiento armónico simple con la misma energía yes mu y 
próxima al valor promedio de la función flu ctuant e mecánico-cuántica. Compare estas 
funciones para la primera e11ergía permitida mostrada en la figura 5-3. 
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5.8 Resumen 

U n sistema mecánico-cuántico particular está descrito por u na fu nción de energía potencial 
part icular . Se ha encontrado que si el potencia l es independien te del tiempo, es decir si se puede 
escribir V(x) , la ecuación de Schrodinger para el poten cial conduce inmediatamente a la 
correspondiente ecuación de Schrodinger independiente del tiempo. También se ha encon­
trado que existen soluciones a la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo solamente 
para cie rtos valores de la energía, los cua les se enlis tan en e l orden de energía creciente como 

A estas ene rgías se les llama eigenvalores del potencial V(x); un potencial particular tiene un 
conjunto particular de eigenva lores . Los primeros eigen valores en la lista estarán separados 
discretamente en energía. Sin em bargo, a menos que el poten cial crezca s in lími te tanto para 
va lores muy grandes como para valores muy pequeños de x, los eigen valores resultan 
distribuidos de man era con tin ua en la energía más aJlá de cierto valor de ésta. 

Correspondiendo a cada eigenva lor hay una eigenfunci6n 

"Pi (x), 1P2(x) , v1s(x), .. . , 1/Jn(x), ... 

que es una solución a la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para el potencial 
V(x). 

Para cada eigenvalor también ex iste una f unción de onda correspondiente 

De (5-44) se sabe que estas funciones son 

Cada función de onda es una solución a la ecuación de Schrodinger para el potencial V(x). 
El índ ice n, que toma valores en teros sucesivos y que se utiliza para design ar a un eigenvalor 

pa rt icu lar , su eigenf u nción cor respondiente y la función de onda, se denomina número cuántico. 
Si el sistema está descri to por la fun ción de onda o/ n(x,t),se dice que está en el estado cuántico n. 

Cada una de las fu nciones de onda 'l\(x,r) es una soluc ión parti cu lar a la ecuación de 
Schrodinger para e l potencia l V(x). Ya que esta ecuación es lineal en la fu nción de onda, se 
espera que cualqu ier combinación lineal de es tas fun ciones también sea solución. Esto se 
verificó en el ejemplo 5-2 pa ra e l caso de una combinación linea l de dos funciones de onda, pero 
la prueba se puede ex tender para mostrar que una combinac ión lineal ar bit ra ria de todas las 
funciones de onda que son soluc iones a la ecuación de Schrodinger para un potencial part icular 
V{x), es decir, 

(5-46) 

también es solución a la ecuación de Schrodinger. De hecho esta expresión da la forma más 
general de la solución a la ecuación de Schrodinger para un poten cial V(x) . Esto generalmente 
se puede aprecia r observando que ex iste una fu nción compues ta de un número muy grande de 
funcio nes dife rentes combinadas en proporciones gobernadas por las constantes ajustables ( rr 

Debe observa rse q ue la ecuación de Schrodinger independient e del tiempo tam bién es una ecuación 
lineal, pero en co ntraste co n la ecuación de Schrodinger, conti ene la en ergía to tal E en fo rma explícita. 
Por lo I a111 o, u na <·om bina<'ión I i nt:a l arbi1 raria de so luciones dif eren I es sal isfoccrá la ecuación :.olnmente s1 
w cl as corresponden al mismo valor de E. En el capít u lo s igu iente se verá que existen dos soluciones 
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diferentes a la ecuación de Schrodinger independiente de l tiempo que corresponden al mismo valor de E 
)él que la ecuación con tiene una segunda derivada. También se verá que ambas so luciones no siempre son 
aceplables, aun para un valor permitido de E. 

Ejemplo 5 -13. Cuando una partícula se encuentra en un estado tal que una medida de su energía 
rotal sólo puede conducir a un resultado, el eigenvalor E, está descrita por la función de onda 

o/ = tp(x)e-iEt/11 

Un ejemplo (cuya tridimensionalidad no es importante aquí) sería un electrón en el estado base de un 
átomo de hidrógeno. En este caso, la función densidad de probabilidad 

'l'*'f' = tp* (x )e+iEtllltp(x )e-iEt/ !, = tp*(x)VJ(X) 

no depende del tiempo. Considérese a una partícula en un estado tal que una medida de su energía total 
pudiera conduci r a alguno de los dos resultados, el eigenvalor E1 o el eigenvalor E2• Entonces la función de 
onda qu e describe a la partícula es 

Un ejemplo podría ser el de un electrón que está en el proceso de efectuar una transición desde un estado 
exci tado al estado base del átomo. Demostrar que en este caso la fun ción dens idad de probabilidad es una 
función oscilatoria en el tiempo y calcular la frecuencia de las oscilaciones. 

Para la densidad de probabilidad se tiene 

Multipli cando los dos términos entre paréntesis, se obtienen cuatro términos 

'! '*'!' = c:c1ip~(.1:)rp1(x) + c;c2 ip;(x)ip2(x) 

+ c;c1v,;(x)rp1(:i:)ei<Ei-E1ll/h 

+ c:c2v•:(x)v•2(x)e-i<Ei-E1ltlll 

(5-47) 

En los primeros dos se cancela la dependencia temporal, pero no así en los dos últimos. Estos dos términos 
cunt il"nen exponenciales complejas qu e osci lan en el tiempo con frecuencia v; vo lviendo a escri bir las 
<·x ponenria les cornpl t-jas como e11 (5-4 la) y (5-4lb), se ve inmediatamente q ue 

,. = (5-48) 

~ 

Acerca de los resu ltados de l ejemplo 5-13 se pueden hacer comentarios mu y interesantes. 
Considérese un electrón en e l es tado base de un átomo de hidrógeno; pues to que es posible 
localizar al electrón en cualquier parte donde la densidad de probabilidad te nga un valor 
apreciable, la ca rga portada no estará confinada a una región particula r . Entonces, cuando se 
habla de las propiedades promedio del elec trón en el átomo, resulta apropiado hablar de su 
Ji s tribución de carga , la cual es proporcional a su densidad de probabilidad. Puesto que la 
der1s1dad de probabilidad e n el estado base es indepe ndien te del ti empo, la distribución de carga 
1an1hién lo cs. Pero aún en el elec tromagnetismo clásico una dis tribuc ión de carga estática no 
rn11te raJiación. Se ve que la mecán ica cuántica proporciona una forma para resolver una 
paradoja de la teo ría cuánti ca an tigua respecto a la estabi lidad, contra la emisió n de radiac ión , 
<l<· los álomos en sus estados base. 

Los átomos que están exc itados no emiten rad iac ión y eventua lmente regresan a su es tado 
l,a.,<' Crn1s1dc>rf'se un elec trón en e l proceso de realizar una transición desde un estado exc itado 
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al es tado base de un átomo de hidrógeno. Su densidad de probabilidad y por lo lanto la 
dis tribución de carga asociada oscila en el tiempo con una frecuencia dada por (5-48) 

donde E2 es la energía del estado excitado y E1 es la energía del estado hase. Segt'111 t>I 
e lec tromagnetismo clás ico debería esperarse que esta di s tribució n de carga emiliera radiación 
con la misma frecuencia pero ésta es también precisamente la frecuencia del fotón que B0 l1r y 
Einstein afirman debería emit irse, ya que la energía transportada por el fotón es E2 - E 1• Por 
supuesto que esto no puede ocurrir para un electrón en el estado base del átomo ya que no ha ~, 
estado de menor energía para el estado base que se mezcle y produzca una densidad dt> probabi­
lidad osci latoria o distribución de carga. 

Además de predecir correctamente las frecu encias de los fotones emitidos en trans1cionf':; 
a tó micas, la m ecánica cuántica también predice correc tamente las probabilidades por segundo 
de que la transición ocurra. En el capítulo 8 se obtendrán estas prediccionf's median tP una 
exlensión s imple de los cálcu los del ejemplo 5- 13. Ahí se verá que las so.-prendentes rt>gla!'> dt-> 
selecc ión de la teoría cuántica a ntigua se s iguen como una consecuencia inmediata df' t>sla.; 
predicciones. 

Schrodinger destacaba el hecho de que su teoría proporcionaba una descripción fí ,,ica dP.I 
proceso de emis ión de radiación por átomos excitados que era mucho más rica que la 
proporcionada por la reoría de Bohr . Al analizar las ventajas de su teoría él es<'ribió: "E~ 
s11mamen1e necesario apuntar lo grato que sería concebi r una transi<'ión c uánti ca ,'orno u11 

cambio de energía entre un modo vibracional y otro, en vez de consioera rl a como un salto flP 

e leer rones". 

PREGUNTAS 
J. ¿_Por qué hay dificultades para aplicar el postulado de df' Broglie ). = h/p, a una partkula cuyo 

impulso lineal cambia en magnitud ? 

2. ;,Cómo encaja e l pos t u lado de de Broglie en la teoría de Schrodinger? 

3. ¿.La evidencia experimen tal acerra de la aplicación de la relación ,, = E/!,, de de Brogl ie-Eins l t>in a las 
funciones de onda para partículas materiales es tan firme e-orno la evidencia el<' ()lle tósla SI' aplaC'a a las 
ondas electromagnéti cas y a los fotones? ¿,La eviden cia de que esta relación se aplic-a a las funriones de: 
onda es tan firmt> como la evidencia de que ). = h/p se aplic-a a las func-iones de onda? 

4,. ¿Cuál sería el efecto sobre la teoría de Schréidinger si se cambiara la definición de energía total en la 
relación ,. = E//J añadi éndole la constant e de energía por masa en reposo de la partírula? 

5. ¿Por qué la ecuación de Schrodinger no es válida para partículas relativistas? 

6. ¿,Newton derivó sus leyt'-s de movimiento? ¿O las obtuvo de argumt>ntos de plaus ibilidad? 

7. Dar una razón por la cual la ecuación de Schrodinger se escribe en términos de la energía potenc-ial y 
no en términos de la fuerza. 

8. ;,Por qué es tan importante en la ecuación de Schrodinger e l que la función de onda sea lineal? 

9. La masa m de una partícula aparece explícitamente en la ecuación de Schréídinger pero n o así su 
carga e a pesar de qu e ambas ti enen efecto sobre su mov imient o, ¿Por qué? 

10. Las funciones de onda dt> la física c lásica con tierh~ n una segunda derivada espacial y un::i seg11ndA 
derivada temporal ; la ecuación de Schrodinger con tiene una segunda derivada espacial y una 
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primera deri va<la temporal. Ut ilu:r e>slos hechos para explicar por q11é las solu ciones a las ecuaciones 
Je onda clásica pueden ser fu n ciones reales, mientras que las soluciones a la ecuación de 
S,·h rodinger deben ser funcio nes complejas. 

11. ¿Por qué la ecuación de ScliroJinger contien e una primera derivaJa temporal? 

12. Explique por qué no es posible medi :-- el valor de una cantidad compleja. 

13. tn elec tromagn el ismo se cal cu la la int ens iJaJ e.le u11a onda tomanJo el cuadrado de su amplitud. ¿Por 
c¡u é no se hace exactamente lo mismo con las o ndas mecánico-cuánti cas? 

14. C.011sid érese una onda de agua que viaja por la superficie del océano, ¿Si 11adie observa la onda ni 
nadie piensa en ella , podría usted afirmar que la onda exis te? ¿Daría us ted automáticamente la misma 
respuesta para una o nda mecánico-cuántica? s i su respues ta es no explique por qué. 

15. ¿Cuál es la conc,xión básica entre las propi edades de una función de onda y e l comportamie nto de la 
partícula asociada? 

16. ¿Por qué la f um·1ó11 densidad Je probabilidad tiene que ser real, no negat iva y de valor finit o y 
definido en toda!> partes? 

17. Explicar en palabras, qué !>e enti enJe por normalización de una función de o nda. 

18. Si 110 se aplica la co ndición de normalización ¿Cómo puede una fun ción de onda multiplicarse por un 
factor cons tant e y con1i11uar s ie ndo solución a la ecuación de Schrodinger? 

19. ¡,Por qué la mecáni ca cuánl1 ca de Schrodinger proporciona solamente información estadísti ca? En 
su opin ión, ¿esl o refl ej a u na falla Je la teoría o un a propi edad de la n al u ral eza? 

20. Ya t¡UP la func ión de o nda qu e descri be e l co mporta111iento de una partícula satis face una ecuación 
d1forenc1al, su evolu ción en e l tiempo es perfectamen te preJecible. ¿C ómo concuerda este hecho 
con el principi o tic in certiduml.,rc? 

21. l'.:!>talJleccr en palabras e l significado del va lor <le ex pectac ión de .~. 

22. ;,Por qué es necesario utilizar un operador diferencial para calcular el valor de expectación de p? 

23. ¿Ex is ten o t ros ejemplos en ingeniería o matemá1icas en los cuales los operadores diferenciales estén 
rt'la<:ionac.los con cantidaJes fís icas? 

2 ,L ¿Piensc.1 usted qu,• es legítimo Jecir que se ha resucito una ec uación dife reri cial s i se adi vina la forma de 
la solución y posteriormente se verifica esta adivinanza por subs titu ción ? 

25. [xpli<'ar brevemente el significado J e una e igenf unción bien <.:ompoirrada con el contexto de la 
me<·án1ca-cuánt1ca de Schrodinger. 

26. ;,Por qué una l'Íge11fu11ció11 debe ser bien comportada para qu e sea al'cptablc en la teoría de 
Scbrodinger? 

27. Explicar en dos o tres frases por qu é la en ergía de cua nlización está rela cionada con el carácler de 
buc.-11 com portamient o de las eigení unciones aceptables. 

:lH. ,;, Por c¡ué i¡, es 11ece!>ariamc ntc una función oscilatoria s i V(.r) < E? 

29. ¡,l'ur q11í- 1p tiende a irse a infinito s i V(x ) > E? 

:{O. ;,Si<·111 pr1· ,.~ pos ible para 1111 valor p<'rmitido de la teoría total E d<' un s is te ma ser me11or que el valor 
111í111 111 u de· s u l'lll'q~ía potencial V(x)? Dar un argumento cualitativo a lo largo de las líneas dC' lo"' 
arg11rnc11los dC' la ~<'crión 5-7 para justifirar su respuesta. 

:{ 1. ~P han vis to \·arios t>j<' rn¡.,los <'O n e l resultado dt' t(U l' el valor ¡.wri11irulo más hajo para la en ergía to tal/:' 
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de una partícula ligada de un potencial V(x), está por debajo del valor m ínimo de V(x) . Utiln:at el 
principio de incertidumbre en un argumento cualita ti vo para explicar por qué es to debe ser así. 

32. S i una partícu la no está ligada en un po tencial su energía total no está cuantizada. ¿Esto s igni fica q ue 
el potencial no tien e efecto en el comportamiento de la part ícula? ¿Qué efectos espnar ía U!-ltt>:d q ue 
tuviera? 

PROBLEMAS 
,,.--

( 1.) Si las funciones de onda \Y1(x ,r), o/2(x,r), y '1"3(x,r) son tres soluciones a la ecuación de Schro· 
'- dinger para un potencial partic ular V(x, t), demostrar que la combinación lineal arbitraria \l"(x,t) -

c 1't\(x,t) + c 2'Y2(x,t) + c3'Y3(x ,t) también es solución de esta ecuación . 

2. \ La dependencia de una función de onda con la posición para cierto ins tante se muestra en la figu ra 5-
20. (a) Si en tal ins tante se hiciera una medición que pudiera localizar a la partícula asociada en un 
elemento dx del eje x, ¿dónde sería más probable encontrarla? (b) ¿Dónde sería menos probabl ... 
e ncontrarla? (c) ¿Son mayores las probabilidades de encontrarla en cualquier.valor positivo del eje 
x, o en cualquier valor negati vo? 

l. 3. (a) Determinar la frecuencia v de la parte dependiente del tiempo de la función de onda mencionada 
en e l ejemplo 5-3, para el estado de energía más bajo de un oscilador armónico s imple. (b) Utilice estf> 
valor de v y la re lación de Broglie-Einstein E= /,v,para evaluar la energía total E del oscilador. (e) 
Utilice este valor de E para demostrar que los límites del movimiento clásico del oscila<lor, 
encontrados en el ejemplo 5-6, se pueden escribir como x = ±ftl/2/(Cm)l/4. 

4 . Evaluando la integral clásica de normalización del ejemplo 5-6, determinar el valor de la constan te B? 
que satisface el requ isito de que la probabilidad total de encontrar a la partícula en alguna parte 
dentro de los límites del movimiento para el oscilador clásico debe ser igual a uno. 

5 . Utilizar los resu ltados del ejemplo 5-5, 5-6, y 5-7 para evaluar la probabilidad de encontrar a una 

partícula en el estado de energía más bajo de un oscilador armónico simple m ecánico cuántico. 
d entro de los límites del movimiento cl ásico. (Sugerencia: (i) los límites clásicos del movimiento se 
expresan en una forma convenient e en el e nunciado del problema 3c. (ii) La integral definida qu e se 
obte ndrá se puecl.t expresar como una integral de probabilidad o una func ión de error . Es posible 
evaluarla de inmediato consultando manuales matemáticos que tabu len estas cantidades. Alternati­
vamente, se puede evalua r la integral definida graficándola en papel para gráficas y contando los 
cuadrados para encontrar el área encerrada entre el integrando, el eje y los límites). 

6. A temperaturas suficientemente bajas, un átomo de una molécula diatómica vibrante es un oscilador 
armónico s imple en su estado de energía más bajo, ya que está ligado a otro átomo por una fuerza 
restauradora lim:al. (La fuerza res tauradora es lineal, al menos aproximadamente, ya que las 

FIGURA 5-20 
Dep,mdencia espacial de una función de onda 
considerada en el problema 2, evaluada para 
cierto ins tante. 

'l'(x, t) 

5 t -fijo 
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vibraciones moleculares son muy pequeí'las). La constante de fuerza C para una molécula típica tiene 
un valor de aproximadamente C ,..._, I 03nt/m. La masa del átomo es aproximadament .! m('""" J o-26 kg. 
(a) Utilice estos números para evaluar los límites del movimiento clásico a partir de la fórmula que 
aparece en el problema 3c. (b) Compare la distancia entre estos límites con las dimensiones de una 
molécula dia tómica típica y comente lo que esta comparación implica en relación con el comporta­
miento de la molécula a temperaturas muy bajas. 

7. Utilice la función de onda para la partícula en una caja verificada en el ejemplo 5-9, con el valor de A 
determinado en el ejemplo 5-10, para calcular la probabilidad de que la partícula asociada con la 
función de onda pueda ser encontrada en una medida dentro de una distancia de a/ 3 desde el extremo 
derecho de la caja de longitud a. La partícula está en su estado de energía más bajo. (b) Compare esto 
con la probabilidad que sería predicha por cálculos muy simples relacionados con lo hecho en el 
ejemplo 5-6. 

8. Utilice los resuh11rJ"" del ejemplo 5-9 para estimar la energía total de un neutrón de masa 
aproximadamente 10 27 kg que se supone moviéndose libremente a través de un núcleo de 
dimensiones lineales de aproximadamente 10- 14 m, pero que está estrictamente confinada al núcleo. 
Expresar la estimación en Me V. Esto estará muy próximo a la energía real de un neutrón en el estado 
de energía más bajo de un núcleo típico. 

9. (a) Siguie ndo el procedimiento del ejemplo 5-9, verificar que la función de onda 

2rrx 
A sen -- e- iEt /JI 

\f(x ,t) = a 
o 

-a/2 < x < +a/2 

x < -a/2 o x > +a/2 

es una solución a la ecuación de Schrodinger en la región -a/2 < x < +a/2 para una partícula que 
se m ueve libremente a través de la región pero que se encuentra estrictamente confinada a ella. (b) 
Determine también el valor de la energía total E de la partícula en el primer estado excitado del 
sistema y compárela con la energía total del estado base que se encontró en el ejemplo 5-9.( c) Craficar la 
dependencia espacial de esta función de onda. Compararla con la función de onda para el estado base 
de la figura 5-7 y dar un argumento cualitativo que relac ione la diferencia en las dos funciones de 
onda con la diferencia en las energías to tales de los dos estados. 

10. (a) No rmalizar la función de onda del problema 9 ajustando el valor de la constante multiplicativa A 
de modo que la probabilidad total de encontrar a la partícula asociada en alguna parte de la región de 
longi tud a sea igual a uno. (b) Comparar con el valor de A que se obtuvo en el ejemplo 5-7 
normalizando la función de o nda del estado base. Discuta la comparación. 

I 1. Caku la r e l valor de ex pectación de x y el valor de expec tación de x 2 para ia partícula asociada con la 
función de o nda del pro blema 10. 

12. Cakular el valor de expectación de p y e l valor de expectación de p2 para la partícula asociada con la 
función de onda del problema I O. 

13. (a) 1 t i!izar las canti dades calculadas e n los dos problemas anteriores para calcular el producto de las 
incert iJum bres en posició11 e impulso de la partícula en el primer estado excitado del sis tema en con­
s1derac1ón. (b) Comparar con la incert idum bre del producto cuando la par tícula está en el estado de 
energía 111ás bajo del sis tema, obten ido e n el ejem plo 5-IO. Explicar por qué difieren las incertidum ­
bre-:- de lo!', produc tos. 

14. (a) Calcu lar los va lores J e expectación de la energía cinética y de la energía potencial para una 
parl inda en el estado de energía más bajo de un oscilado r armónico simple, utilizando la fun ción de 
0 11 Ja del ejemplo 5-7. (b) Compara r con los promedios temporales de las energías cinética y potencial 
para un O!'.cilador arm óni t·o si mpl <> clásico de la misma energía to tal. 

15 . Al calcular los valo res de expec tación del producto de la posición por el impulso, surge una 
ambigüedad debido a r¡ ue 110 es tri via l cuál de las dos ex presiones 

< 
4 
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00 

xp = J \J'*x ( -ifi :x)'P' dx 

-oo 

00 

p x = f 'P'* ( -iñ .
0
:)x'P' dx 

-oo 

se debe utilizar. (En la primera expresión o/ox opera sobre 'P';en la segunda opera sobre x"l'.)(a) 
demostrar que ninguna es aceptable porque ambas violan el requisito,obvio de que xp debe ser re111 ya 
que es mensurable. (b) entonces, demuestre que la expresión 

xp 

-oo 

es aceptable ya que satisface este requisito. (Sugerencia: (i) una cantidad es real si es igual a su propio 
complejo conjugado. (ii) Intente int egrar por partes. (iii) En un caso real la función de onda se anulará 
siempre en x = ± co.) 

16. Demostrar por substitución directa en la ecuación de Schrodinger que la función de onda 

'P'(x,t) = tp(x)e-iEt/11 

satisface la ecuación si la eigenfunción tp(x) satisface la ecuación de Schrod:inger independiente del 
tiempo para un potencial V(x) . 

17. (a) Escribir la ecuación de onda clásica para una cuerda cuya densidad por unidad de longitu<l varía 
con x. (b) Separarla en dos ecuaciones diferen ciales ordinarias y demostrar que la ecuación en x es 
muy similar a la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo. 

18. Ut ilizar una ex tensión del procedimient o que condujo a (5·31) y obtener la ecuación de Schrodinger 
para una partícula de masa m que se mueve en tres dimensiones (descritas por coordenada:=: 
rectangulares x, y, z). 

19. (a) Separar la ecuación de Schrodinger del problema 18 para un potencial independiente del tiempo 
en una ecuación de Schrodinger independien te del tiempo y una ecuación para la dependencia 
temporal de la función de onda. (b) Comparar las ecuaciones unidimensionales correspondientes (5· 
37) y (5-38) y explicar las similaridades y las diferencias. 

20. (a) Separar la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo del problema 19 en tres ecuaciones 
de Schrodinger independientes del t iempo, una en cada una de las coordenadas. (b) Compararlas con 
(5-37) (c) Explicar clarament e qu é se debe suponer acerca de la forma de la energía potencial para 
hacer posible la separación y cuál es el significado físico de esta suposición. (d) Dar un ejemplo de un 
sistema qu e pueda tener tal potencial. 

21. Considere una partícula que se mueve bajo la influencia del potencial V(x)=C lxl, donde Ces una 
constant e, el potenciai se ilustra en la figu ra 5-21. (a) Utilice argumentos cua litativos, muy similares 
a los del ejemplo 5- 12, para hacer un esquema de las primeras eigenfu nciones y de los diez 
e igenvalores para el sistema. (b) Hacer un esquema de las funciones de densidad de probabilidad 
correspondien tes. (c) Util izar la mecánica clásica para calcular, a la manera del ejemplo 5-6, las 
fun ciones dens idad de probabilidad predichas por esa teoría. (d) Graficar las funciones densidad de 
probabilidad clásicas con las fun cio nes densidad de probabilidad mecánico-cuánticas y dis<'utir 
brevemente su comparación. 

• 
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FIGURA 5-21 
Función potencial considerada en el problema 
21. 

Cap. 5 

V(x) 

o 

22. Considere una partícula que se mueve en el potencial V(x) representado en la figura 5-22. Para los 
siguientes intervalos de la energfa total E, establecer s i existen algunos valores permitidos para Ey, de 
haberlos, decir si ellos están separados discretamente o distribuidos de manera continua.(a) E < 
V0 , (b) V0 < E < V1 , (e) V1 < E < V2, (d) V2 < E < V3 , (e) V3 < E. 

V(x) 

V3 -- --- ------,-------~~oo 

-00 ... -1-----i---- V2 

Vi>----..-----"' 

Yo f 

FIGURA 5-22 
Función potencial considerada en el problema 22. 

23. Considere una partícula que se mueve en el potencial V(x) ilustrado en la figura 5-23, que tiene una 
región rectangular de profundidad V0 y ancho a, en el cual se encuentra ligada la partícula. Estos 
parámetros están relacionados con la masa m de la partícula de tal manera que la energía permitida 

f 
p 
d 

2 ! 

2t 

más baja E 1 se encuentra a una energía cercana a V0 / 4 por encima del "fondo". Utilice argumentos 2~ 
1,;uali1ati vos para grafi car la forma aproximada de la eigenfu nción correspondiente 

FIGURA 5-23 
Función potencial considerada en el problema 
23. -a/2 

V(x) 

Yo >-

E1 

o +a/2 
X 

FI 
La 
me 



PROBLEMAS 211 

24-. Supóngase que el fondo de la función potencial del problema 23 se cambia añadiendo una 
protuberancia en el centro de altura aproximada V0 /10 y ancho a/4. Esto es, suponga que ahora el 
potencial luce como la ilustración de la figura 5-24. Considere cualitativamente qué sucederá a la 
curvatura de la eigenfunción en la región de la protuberancia y cómo afectará ésta el problema de 
obtener un comportamiento aceptable de la eigenfunción en la región externa a la región ligan le. A 
partir de estas consideraciones prediga cualitativamente qué le hará la protuberancia al valor de la 
energía más baja permitida E1• 

FIGURA 5-24 
Protuberancia rectangular ai'iadida al fondo 
del potencial de la figura 5-23. 

25. Ya que la protuberancia en el problema 24 es pequeña, una buena aproximación a la energía más 
baja permitida de la partícula en presencia de la protuberancia se puede obtener tomándola como la 
suma de la energía en ausencia de la protuberancia más el valor de expectación de la energía potencial 
extra representada por la protuberancia , tomando la o/ correspondiente al potencial sin protuberan­
cia para calcular el valor de expectación. Utilizando este punto de vista, prediga si una proluberant:ia 
del mi smo " tamaño" pero localizada en un ex tremo del fondo como en la figura 5-25 tendría un efecto 
mayor, menor o igual sobre la menor energía permitida para la partícula, comparado con el efecto de 
la protuberancia centrada. (Sugerencia : haga un bosquejo de l producto de o/*\f'y la función energía 
po tencial que describe a la protuberancia centrada. A continuación considere cualitati vamente c-1 
efecto sobre la integral de este producto. de mover al ex tremo la protuberancia. 

26. Demuestre por substitución en la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para el 
potencial ilustrado en la figura 5-23, que en la región a la derecha de la región de enlace la 
eigenf unción tiene la fo rma matemática 

:t· > +a/2 

27. Utilizando la densidad de probabilidad correspondiente a la eigenfun ción del problema 26, 
escriba una expresión para estimar la distancia D externa a la región de enlace del potencial 

FIGURA 5-25 
La misma protuberancia de la figura 5-24 pero 
mov ida al ex tremo del potencial. 

• 
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dentro de la cual existe una gran probabi lidad de encontrar a la partícula. (Sugerencia: considere que 
D se extiende hasta el punto en el cual 'f"*':P'es menor que su valor en el extremo de la región de enlace 
por un fac tor de e- 1. Este criterio de e-1 es similar al que se utiliza en el estudio de los circuitos 
eléctricos). 

28. El potencial ilustrado en la figura 5.23 da una buena descripción de las fuerzas que actúan sobre un 
electrón que se mueve a través de un bloque de metal. La diferencia de energía V0 • E, para la energía 
del electrón más alta, es la función trabajo para el metal. Típicamente, V0-E ~ 5 eV- (a) Utilice este 
valor para estimar la distancia D del problema 27. (b) Comente los resultados de la estimación. 

29. Considere la eigenfunción mostrada en la parte superior de la figura 5.26. (a) ¿Cuál de los tres 
potenciales ilust rados en la parte inferior de la figura podría conducir a tal eigenfunción? Propor· 
cione argumentos cualitativos para justificar su respuesta. (b) La eigenfunción mostrada no es la que 
corresponde al estado de energía más bajo permitido para el potencial. H.aga un esquema de la forma 
de la eigenfu nción que corresponde a la menor ene rgía permitida. (c) En otro esquema indique el 
rango de energía en el que esperaría que los estados de energía estuvieran s eparados discretamente y el 
rango de energías en los que esperaría que las energías permitidas se encuentren distribuidas de 
manera continua. 

30. (a} Ut ilice el procedimiento de integración numérica desarrollado en el apéndice F para encontrar el 
valor de la energía más baja permitida E1 y la forma de la eigenfunción correspondiente 'Pi (x), para 
una partícula de masa m que se mueve en el potencial 

V(x) -

;/, (x) 

V(:c) 

o 
x < -a/2 o x > +a/2 

-a/2 < x < +a/2 

_ _ l __ x 

o 
V(x) 

______ ~I ~x 
o 

FIGURA 5-26 
lJna eigenf unción (curva superior} y t res posibles formas (curvas inferio res) para la 
función energía potencial considerada en el problema 29. 
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Como se demostr6 en el capítulo 6, puesto que V(x) aumenta sin límite cuando x está fuera de la 
región de longitud a, la partícula está impedida de encontrarse fuera de esta regi6n. Por lo tanto 
tp1 (x) se va a cero para x = ±a/2. Argumentos de simetría muestran que para la función más baja 
dip1(x)/dx es cero para x = 0.(Sugerencia: en este problema no es posible definir al parámetro oc pero 
es posible definir al parámetro C directamente en términos de E 1) (b) Comparar el valor de E1 que se 
obtuvo, con la soluci6n exacta para este problema que se obtuvo analíticamente en el ejemplo 5-9. 

31. Hacer el mismo cálculo indicado en el problema 30, excepto por un potencial que contiene una 
protuberancia rectangular de altura v0 y ancho a/ 2 centrada en el fondo de la región de enlace. Esto 
es 

00 

V(x) = O 

Tome v0 con el valor 

x < -a/2 o .t· > +a/2 

-a/2 < x < -a/4 o +a/4 < x < +a/2 

-a/4 < :t: < +a/4 

En el problema 17 del capítulo siguiente se pregunta la solución analítica a la eruación de 
Schrodinger independiente del tiempo para este potencial. (Sugerencia: a partir de consideraciones 
cualitativas del problema 24 se puede obtener una guía sobre la elección ini cial apropiada p11ra E 1) . 

32. Repetir la integración numérica del apéndice F para los valores supuestos de E de mayor enP.rgía y 

encontrar el primer estado excitado del potencial tratado ahí. (Sugerencia : (i) Para este estado v, = O 
en u = O. (ii) Tome di¡,/du = + 1 en este punto, ya que la linealidad permite tener cual'l uier valor . 
(iii) La eigenfunción luce como una onda senoidal que llena la región del pozo) . 

33. Utilizando las primeras dos funciones de onda normalizadas \Y1(x,t} y \Y2(x, t) para una partícula 
que se mueve libremente en una región de longitud a, pero confinada estrictamente a esta región , 
construya la combinación lineal 

Derive una relación que incluya las constantes ajustables c1 y c2 las cuales aseguran que qr(x, t ) 
también está normalizada . En el ejemplo 5-10 y en el problema 10 se han obtenido 'f\ (x,t ) y 
qr2(x,t) normalizadas. 

34. (a) Utilizando las funciones de onda " mezcladas" normalizadas del problema 33, calcu lar el valor de 
expectación de la energía rotal E de la partícula en términos de las energías E1 y E2 de los dos estados y 
de los valores c1 y c2 de los paráme tros de mezcla. (b) Int erpretar cuidadosamente el significado de su 
resultado . 

35. Si la partícula descrita por la func ión de onda del problema 33 es un protón que se mueve en un 
núcleo, dará lugar a una distribu ción de carga qu e oscila en el tiempo con la misma frecuencia que las 
oscilaciones de su densidad de probabilidad. (a) Evaluar esta frecuencia para los valores de E 1 y E~ 
correspondient es a una masa de protón de 10-27 kg y una dimensión nuclear de 10 14 m. (b) Evaluar 
también la frecuencia y la energía de l fot ón que emitiría esta distríbu ción de carga oscilant e cua ndo el 
protón ca yera de su estado excitado a su estado base . (c) ;.En qu é región del espectro electromagn/>­
ti co está este fo tón ? 
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de SchrOdinger 
independientes del tiempo 

6.1 

6.2 

6.3 

6.4 

6.5 

In lrod ucción 

Papeles que desempeñan los potenciales ligados y no ligados. 

El potencial cero 

Movimiento clásico en el potencial; soluci6n general de la ecuaci6n; interpre· 
taci6n de las eigenfunciones y de las funciones de onda de ondas viajeras 
senoidales; normalizaci6n en una caja; grupo de ondas viajeras; ley de Newton 
a partir de la ecuación de Schrodinger. 

El potencial escalón (energía menor que la altura del escalón). 

Movimiento clásico; eigenfunción general para la regi6n bajo el escalón; 
finitud ; condiciones de continuidad en el escalón; coeficiente de reflexión; 
penetración bajo e l escalón; límite clásico; distancias de penetración para 
partículas materiales y e lectrones de conducción. 

El potencial escalón (energía mayor que la altura del escalón). 

Movimiento clásico; ausencia de onda reflejada en la región sobre e l escalón; 
condiciones de continuidad; coeficientes de reflexión y de transmisión; límite 
clásico; reflexión de un neutrón que penetra al núcleo. 

Barrera de potencial 

Movimientos clásicos; procedimientos para la solución; densidad de probabi­
lidad de penetración de la barrera y coeficiente de transmisión; tunelaje y 
coeficiente de transmisión al pasar sobre la barrera; dispersión electrón-átomo, 
efecto Ramsauer y tamaños de las resonancias ; comparación entre la barrera y 
el escalón; reflexión total interna frustrada y penetración de la barrera. 
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Ejemplos de penetración de barrera por partículas 

Potencial partícula et -núcleo; emisión a ; teoría Gamow-Condon-Gurney del 
decaimiento a ; inversión de la molécula de amonio y relojes atómicos; 
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cuadrado infinito como límite. 
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punto cero y su relación con el principio de incertidumbre; eigenfunciones; 
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El potencial de oscilador armónico simple 

Vibraciones pequeñas; movimiento clásico; procedimiento para la solución; 
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6 
Soluciones a las ecuaciones de 

Schrodinger independientes 
del tiempo 

6.1 Introducción 

En este capítulo se analizarán muchas predicciones interesantes acerca de los fenómenos de la 
mecánica cuántica. También se estudiarán a lgunos de los experimentos que confirmaron estas 
predicciones y algunas de las aplicaciones prácticas e importantes de los fenómenos. Las 
predicciones se obtendrán de: resolver la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo 
para diferentes formas de la función de energía potencial V(x), determinar las eigenfunciones, 
los eigenvalores, las func iones de onda y a continuación utilizar los procedimientos desa rrolla­
dos en los capítulos anteriores para interpre tar el significado físico de estas can tidades. 

El enfoque será sistemático. Se empezará por tratar la forma más simple para el potencial, 
V(x) = O. A cont inuación y en forma gradual se añadirá complejidad al potencial. Con cada 
nuevo potencial que se trate, el estudian te obtendrá una nueva visión de la mecánica cuántica y 
del comportamiento de los sistemas microscópicos. En este proceso el estudiante empezará a 
desarrollar una intuición para la mecánica cuántica, de la misma manera que desarrolló una 
intu ición para la mecánica clásica mediante el uso repetido de la teoría. 

Los potenciales considerados en las primeras secciones de este capítulo no tienen capacidad 
de ligar a una partícula, ya que no ex iste una región en la que tengan una depresión. A pesar de 
que en estos potenciales no se obtendrá una cuantización de la energía, se obtendrán otros 
fenómenos fundamentales. Además del hecho de que estos potenciales llenan de manera natural 
el inicio del enfoque sistemát ico existe otra razón para tratar primero a los potenciales rto 
enlazan tes y es que probablemente la mitad del trabajo frecuente que se realiza en la mecánica 
c, ántica tiene que ver con partículas no ligadas. 

Sin embargo, es c ierto que la mayoría de las aplicacion es iniciales de la mecánica cuántica 
fueron sobre partículas ligadas. Muchos de los aspectos de la estructura de los átomos, 
moléculas y sólidos son ejemplos de problemas de partículas ligadas, lo mismo que muchos 
aspectos de la estructura nuclear . Ya que estos son los tópicos en los que nos concentraremos f'n 
los siguientes capítu los de este libro , algunos estudiantes (o instructores) preferirán ir 
directamente a la sección 6-7 que es el primer tratamiento de los potenciales enbzantes, o a la 
sección 6-8 que trata de un caso especial importante. Estas secciones son lo suficientemente 
autoconsistentes como para hacer los cortes mencionados sin mucha dificultad. 

A través de este capítulo so lamente se tratará con potenciales independientes del tiempo, ya 
que sólo para esos potenciales la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo tiene 
significado. El análi sis se res tringirá a una so la dimensión ya que esto simplifica las matf'má­
ti cas, permitiendo demostrar más de los interesantes fenómenos cuánticos. Excepciones obvias 
son los fenómenos que incluyen el impulso angu lar ya que éste no tiene significado en una 
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tlimens1ón. Pues to que el impulso angular juega un papel preponderante en la estructura 
atómica, el capítulo siguiente comienza por extender este desarrollo de la mecánica cuántica a 
Lres dimen sio nes. 

6.2 El potencial cero 

La ecuación de Schrodinger independiente del tiempo más simple es aquella en la cual V(x)= 
constante. Una partícula que se mueve bajo la acción de tal potencial es unapartículalibreyaquela 
fuerza que actúa sobre ella es F= -dV(x)dx =O.Como esto es cierto sin importar el valor de la 
constante, no se pierde generalidad al escoger arbitrariamente la constante aditiva que aparece 
siempre en la definición de una energía potencial, de tal forma que se obtenga 

V(x) = O (6-1) 

se sabe que en mecánica clásica una particula libre debe estar o en reposo o en movimiento con 
impulso constante p . En cualquier caso su energía total E es una constante. 

Para encontrar el comportamiento predicho por la mecánica cuántica para una partícula libre, 
se resue lve la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo (5-43), haciendo V(x) = O. 
Con es ta expresión para el potencial la ecuación es 

h2 d·v,(x) 
- - = Ev,(x) 

2m dx2 
(6-2) 

Las soluciones son las eigenf unciones v,(x),y las funciones de onda 'Y(x,t) son, de acuerdo a (5-

-t.4) 

'Y(x,t) = v,(x)e- iEt/11 (6-3) 

Los e igenvalores E son iguales a la energía total de la partícula. Se sabe del análisis cualitativo de 
la sección 5-7 que para este potenc ial no enlazan te y para cualquier valor de E¿ O exist irá una 
so lución aceptable de la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo. 

Por supuesto que de los argumentos de plausibilidad que condujeron a la ecuación de 
Schrodinger ya se sabe una forma para la fu nción de onda de una partícula libre. Esa función 
de onda (5-23) es 

'o/(x,t) = cos (kx - wf) + i sen (kx - wt) 

Volviendo a escribirl a como una exponencial compleja se ti ene 

'o/(x,t) = ei(ka:- wt) (6-4a) 

El n (Jmero de onda k y la frecuencia angular w son 

p J 2mE 
k= - =---

ñ ñ 
y 

E 
w=-

ñ 
(6-4b) 

Escril1i<·11<lo la exponPncial como el produ cto de dos factores 

Y ('Ompará11do la con la íorrna general de la fun ción de onda (6-3) 

'Y(x,t) = VJ( X)e-iEt/TI 
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Se obt iene 

J2mE 
donde k = (6-5) 

ñ 

Es decir , la exponencial compleja de (6-5) da la forma de una eigenfunción de una partícula libre 
que corresponde al eigenvalor E. 

En forma más específica, ésta es una onda viajera eigenfunción de partícula libre, ya que la 
función de onda correspondiente "o/(x, t) = eí<kx-wt>, representa una onda viajera. Esto se 
puede ver, por ejemplo, del hecho de que los nodos de la parte real de la función de onda 
oscilatoria están loca lizados en posiciones en las que kx - wt = (n + 1 /2)1r, con n =O,± l, ± 
2, ... La razón es que la parte real de 'Y(x,t), que es cos (kx - wt) , tiene el valor cero siempre 
que kx - wt = (n + 1/2}rr .Yporlotanto losnodosocurrensiempreque:t: = (n + 1/2)11/k+ 
<ut/k y puesto que los va lores de x crecen al crecer t, los nodos viajan en la dirección e n la que 
crece x. Esta conclusión se muestra en la parte superior de la figura 6- 1 la cual muestra la gráfica 
de la parte real de 'I'(x, t) para tiempos posterio res suces ivos . Para esta función de onda la 
de ns idad de probabilidad \}"*(x,r)\t(x,t), que se ilustra en la parte inferior de la figura 6-1 no 
ti ene significado en cuanto a l movimiento. 

La intuición sugiere que para e l mismo va lor de E también deberá existi r una función de onda 
que represente a una onda que viaja en la dirección en la que decrece x. El argumento anterior 
indica que esta función de onda deberá esc ribirse con el signo de kx in vertido, es clf'cir 

FIGURA 6-l 
Arriba: Parl e real ,cos(k.r - wt),deunaexpo­
ncncia I rnmpleja como fun ció n rle onda viajera, 
1..¡ • = ei(b-cot>, para una par! ícuia libre. Al 

aumentar e l tiem po los nodos se mueven en la 
direcc ión en la que rrece x. Abajo: Para-esla 
función de o nda no se ha conven ido ningún 
sen1ido para el mov1mien10 al rPpresP nlar la 
densidad d<' probabi lid ad '1"*'1' = e-1 (k.c - col) 

eí(k:r ,,,n= 1 va fJU<" es co 11 s1ante para toda I (y 

para 1oda x). Por supues ro que no es posiblP 
represen lar 11' ya c¡uE- t'S ,·ont plt'ja. 

t 
:::-
-< 
'-
7 ., .,, 
o 
! ., 
t 
o a. 

t 

(6-6) 

o 

I = 111 + Q/ 

o 

t = 'º + 2~t 

Poro todo f 

0-'------ ------- --X 
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La e igenfunción correspondiente será 

J 2mE 
donde k = (6-7) 

ñ 

Es fácil ver que esta eigenfunción también es solución de la ecuación de Schrodinger 
independiente de l tiempo para V(x) = O. En efecto, c ualquie r combinación lineal arbitraria de 
las dos eigenf unciones (6-5) y (6-7) , para el mismo valor de la energía tota l E, también es 
solución a la ecuación . Para probar esta afirmación se tomará la combinación lineal , 

J2 mE 
donde k = ( 6-8) 

li 

en la cual A y B son con stantes arbitrarias y substituyéndola en la ecuación de Schroedinger 
independiente del tiempo (6-2). Puesto que 

la substitución en la ecuación conduce a 

ñ
2 

( 2mE) - - - - VJ(X) = EVJ(X) 
2m ñ 2 

y pues to que obviamente esta se satisface, la combinación lineal es una solución válida de la 
ecuación de Schrodinger independie nte del tiempo. 

La forma más general de la solución de una ecuación diferencial ordinaria (es decir, no parcial) que 
co 11t 0 nga una segunda derivada, tiene dos constantes arbitrarias. La razón es que para obtener la solución 
de esa ecuación hay que desarrollar dos integraciones sucesivas y en cada paso aparece una constante de 
integración. Los ejemplos más familiares al estudian te se encuentran en las so luciones generales de la 
ecuación de Newton del movimiento, las cuales tienen dos constantes arbit rarias tales como la posición y 
velocidad inicial. Puesto que la combinación lineal de (6-8) es una solución a (6-2) que contiene dos 
constant es arbitrarias es una solución general. La solución general es útil porque permite describir 
cualqwer e1genfunción posible asociada con el eigenvalor E. Por ejemplo, s i se hace B =Ose obtiene una 
eig<'nÍ unción para una onda qu e viaja en la dirección en la que crece x. Si se hace A= O la onda viaja e n la 
d1reccion en la que x decrece. Si se hace IAI = IBl,existen dos ondas que viajan en direcciones opuestas 
y que se combinan para formar una onda estacionaria. En la sección 6-3 se utilizarán eigenf unciones que son 
ondas estacionarias. 

Co rt !>idéresc ah o ra la cuesti ón de da r inte rpretación fís ica a las e igenf unciones y funciones de 
onda de l.i partícula libre. Tómese primero e l caso de una onda que viaja e n la dirección en la que 
c rece c La eigenf unción y la función de onda para este caso son 

tp(.c) = A/h y 'Y( x, t) = Ae1(ka:-wtl (6-9) 

l; na ,·onJ<'tura obvia es que la partícula cuyo movimiento está descrito por estas funciones 
larnbifn \ iaja C'n la d irecc ión en la que x crece. Para veri fi ca rlo, se calcu lará e l valor de 
1·x¡wr·1a,·1í,r1 del impulso p de la par t ícu la. De acuerdo con la fórmula gen era l para e l valor de 
t'XJW<'[,1C'iÓ11 (5-14) 

ji= f \Y*Po11'Y dx 
-<O 
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donde e l operador para el impulso es 

.ñ a 
P = -11-

op ax 

Ahora, para la función de onda en cuestió n , se tiene 

así 

Popo/= -in.E_ Ai<k:1:- wt>= -ili(ik)Ae'<kz-°'"= +lik'JI' = +J2mE'JI' ax 

co co 

p = + f 'JI'* J2mE 'Y dx = + J2mE f 'Y*'I" dx 
-co -co 
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La integral del segundo miembro es la densidad de probabilidad integrada sobre todo el e je x y es 
justamente la probabilidad de que la partícula se encuentre en algunaparte,lo cual deberá ser 
igual a uno. Por lo tanto, se obtiene 

p = +J2mE 

Que es exactamente el impulso que debería esperarse para una partícula que se mueve en la 
dirección en la que crece x con una energía total E en una región de energía potencial cero. 

Para el caso de una onda que viaja en la dirección en la que decrece x, la eigenfunción y la 
función de onda son 

v,(x) = Be-ikz y 'Y(x,t) = B/C-kz-o,tl (6-10) 

Cuando se opera sobre \J'' con Por• se invierte el signo del término kx de la expresión anterior lo 
cual produce un s igno cambiado en el resultado. Por lo tanto, se tiene el siguiente va lor de 
expectación para e l impulso. 

p = -.J2mE 

De esta mane ra, la función de onda y la eigenfunción se interpretan como descripción del 
movimiento de una partícula que se mueve en la dirección en la que decrece x con un impulso 
negativo y cuya magnitud es la que se esperaría en consideración a su en ergía. 

Las eigenf unciones y las funciones de onda que se han considerado representan las 
s ituaciones idealizadas de una partícula en movimien to, en una dirección o e n la otra , en un haz 
de longitud infinita. Su coordenada x es completamente desconocida debido a que las 
amplitudes de las ondas son las mismas en todas las regiones del eje x. Esto es, las densidades de 
probabilidad, por ejemplo 

son constantes independientes de x. En consecuencia, la partícula se encontrará igualmente en 
cualquier punto y la incertidumbre en su posición es 6x = oo. El principio de incertidumbre 
establPce que en esta situación es posible conocer con completa precisión el valor del impulso p 
de la part ícula, por lo tanto 

6p 6x > ñ/2 

se puedP satisfacer para una incertidumbre en su impulso de 6p = O,s i 6x = oo. Los valores de 
p pf'rÍPclamE'nte prf'cisos también están indicados por la relación de de Broglie, p = ñk, ya que 
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es tas funciones de onda solamente contienen un solo valor del número de onda k. Puesto que 
ex iste una cantidad infinita de tiempo disponible para medir la energía de una partícula que 
viaja a través de un haz de longitud inifinita, el principio de incertidumbre energía-tiempo 
ilE ó.t ¿ ñ/2 permite que su energía se conozca con completa precisión. Esto concuerda con la 
presencia de un solo valor de la frecuencia angular w en estas funciones de onda, ya que la 
relación de Einstein-de Broglie E = ñw muestra que esto significa un solo valor de la energía E. 

Un ejemplo físico que se aproxima a la situación idealizada que representan estas funciones 
de onda sería el de un protón que se m111eve en un haz altamente monoenergético que emerge de 
un ciclotrón. Estos haces se utilizan para estudiar la dispersión de protones por blancos de 
núcleos insertados en el haz. Desde el punto de vista del núcleo blanco y en términos de las 
distancias del orden de su radio nuclear r ' ,la posición x de un protón en e l haz será para todos 
los fines prácticos completamente desconocida, es decir Ax )) r'. Entonces las funciones de 
onda de partícula libre (6-9) y (6-10) pueden dar una buena aproximac ión a la descripción del 
haz de protones en la región cercana a l núcleo que nos interesa, en la que tiene lugar la 
dispersión. En otras palabras, en las proximidades del núcleo la funciión de onda (6-9) 

se pueJe usar para describir a un protón en un haz de un ciclotrón dirigido hacia donde crece x, 
tomando en cuenta que el haz es extremadamente largo comparado con las dimensiones del 
núcleo (condición que siempre se satisface en la práctica ya que los n úcleos son extremada­
mente pequeños). La fun ción de onda describe una partícula que se mueve con un impulso 
p = ñk (preciso) y su energía total E = ñw, (precisa), donde estas cantidades están relaciona­
das por la ecuación p = J 2mEque es la de una partícula de masa m que se mueve en una región 
de energía po tencial cero. 

Existe una dificult ad en cuant o a la normalización de las funciones de o nda (6-9) y (6-10). P ara tener , 
por eJcrnplo 

co CX) CX) 

f-q,º*'i' dx = f A*A dx = A*A f dx= 1 
-(X) -co -oo 

la amplitud A deberá ser cero ya que J~"° dx tiene un valor infinito . La dificultad proviene de la 
aseveración irreal hecha por la fun ción de onda acerca de que la partícula se puede en contrar con igual 
p1 obabilidad en cualquier parte de un haz de longitud infinita. Lo cual nunca es cie rto ya que los haces 
reales sie mpre tien en longitud finita. El haz de protones está limit ado en un ex tre mo por e l ciclot rón y e n e l 
otro por una pared del laboratorio. No obstante que la incertidumbre .1x en la localización de un protón es 
mucho mayor que un radio nuclear r' no es mayor que la distancia l del ciclotrón a la pared. Esto es, s i 
bien es cierto que .1x » r ' también lo es óx < L.Lo cual sugiere que la norma lización se puede obtener 
haciendo\(' = O fuera del intervalo- L/2 < x < +L/2o bien restringiend o x a este intervalo. En 
cualquier forma se obtiene una descripción más realista de la verdadera si tuación fís ica y también es 
posible normalizar la fu nción de onda con una amplitud A diferente de cero. Al procedimiento se le 
df'nc>mina normalización en una caja. Ignorando el hecho de que el valor de A qu e se ob tien e depende de la 
longitud L de la caja, s iempre resulta que los cálculos de una cantidad mensural,Je so n independientes del 
valor utilizado para L. Además, se verá que por lo general no es necesario realizar la normalización en una 
ca1a debido a que las cantidades con int erés Íísico se pueden expresar como re laciones en las cuales se 
can cela e l valor de A. 

La si tuación es completamente análoga a las que se e ncuentran comú nme nt e en la físi ca cl ásica. Por 
ejem¡.,lo, al resolver un problema de elN·trof'stática se utiliza u n alambre cargado de longitud infinita como 
aprox1mac1ó11 de uno de longi tud finita 1·11 el c ual los "efoctos de or illa" no son importantes. Esta 
idf'alizac1ó11 simplifi<'a mucho la gcom<'lría dt'I problema, pero implica la Jiíi cultad de que se requiere una 
{'8111 idad d<' f'rtergía infinita para <'argar al al.imbrt' iníinitamente largo a me nos que su densidad dt' carga 
sea ci>ro. Sin <m1hargo. u:,ualmen t1· t-!> po!>i hl1· <· limi 11 ar esta JiíicultaJ expresando las can tidades que 
int cr<·san <·n lt~rm1nos de n•la<'iom•s. 
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Es posible obtener un sen tido mucho más realista del movimiento que el presentado en la 
figura 6-1 si se utiliza un número grande de fun ciones de onda de la forma de (6-9) como para 
generar un grupo de ondas viajeras. La figura 6-2 muestra la densidad de probabilidad 'Y*'Y 
para un grupo particularmente simple, su movimiento es en la dirección en la que crece x , que es 
la dirección en la que crece e l ancho del grupo. Para cualquier instante la localización del grupo 
se puede caracterizar por el valor de expectación x calculado de la densidad de probabilidad. La 
velocidad constante del grupo dx/dt, es igual a la velocidad constante de la partícula libre 
v = p/m = J 2mE/m = J 2E/m,de acuerdo con las conclusiones del capítulo 3. El desvane­
c imien to del grupo es una propiedad característica de las ondas que está íntimamente 
relacionada con e l principio de incertidumbre tal como se estudió en ese capítulo. Por supuesto 
que e l comportamiento del grupo de funciones de onda es más fácil de interpretar que el 
comportamiento de una función de onda senoidal, tal como (6-9), ya que la densidad de 
probabilidad correspondiente es más aproximada a la descripción del movimiento de una 
partícula con el cual estamos familiarizados por la mecánica clásica. Sin embargo, las 
matemát icas necesarias para describir al grupo y tratar su comportamiento analíticamente son 
mucho más complicadas. La razón es que un grupo involucra necesariamente una distribución 
de números de onda k y por lo tanto una distribución de energías E = ñ2k 2/2m. Aún para 
componer un grupo simple como e l mostrado en la figura, es necesario s umar de la manera 
descrita en el capítulo 3 un gran número de ondas senoidales con diferencias muy pequeñas en 
los números de onda o en las energías. Estas complicaciones matemáticas se ven contrapesadas 
por las ven tajas de facilidad en la interpretación . Consecuentemente, rara vez se utilizan estos 
grupos para realizar cálculos prácticos en la mecánica cuántica y la mayoría de ellos se realizan 
con funsiones de onda que contienen un solo número de onda y una sola energía. 

Las consideraciones del movimiento del grupo de la figura 6-2 nos llevan a estudiar 
brevemente un caso relacionado que es de gran interés. Si en vez de tener un valor constante 
igual a cero la fun ción potencial V(x) cambia tan lentamente que su valor es casi cons tante 
sobre una distanc ia del orden de la longitud de onda de de Broglie de la par tícula, la fun ción de 
onda del grupo se propagará en una manera similar a la ilustrada en la figura pero ahora la 
velocidad del grupo también cambiará lentamente. Comenzando con la ecuación de Schro-

1 t = 'º 
0'----"-~ ----x 

X 

tl'------~~--__._l ___ ~---'-=- /o_+_ll_t_~) X 

X 

J 
~t=to+2tlt 

/ 1 "- >x 
X 

FIGURA 6-2 
La densidad de probabilidad 11"*1V para una función de o nda viajera de una partícula 
libre. Cuando el ti empo aumen ta el grupo se mueve en la direcció n en la que crece x y 
tambi én se desvanece. 
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diuger los cálculos conducen a una expresión que relaciona e l cambio en la velocidad del grupo, 
dS'jdr, con el cambio en el potencial V(x). La expresión es 

!!..(dx) = .!}__(- V(x)) 
dt dt dx m 

o 

---
dV(x) 

d 2x ----
dx F(x) --= 

dt2 =--
m m 

donde las barras denotan los valores de expectación y F(x ) es la fue rza que corresponde al 
potencial V(x). Es una desgracia que los cálculos sean tan complicados como para reproducirlos 
aquí. Son muy s ignificativos ya que muestran que la aceleración promedio de la partícula 
asociada con la func ión de onda del grupo que es igual a la fuerza promedio que act úa sobre la 
partícula J ividida entre su masa. Esto es, la ecuación de Schrodinger conduce al resultado de 
que una part ícu la de un s is tema microscópico obedece, en promedio, la ley de Newton del 
movimiento. Las fluctuaciones de su comportamiento promedio reflejan e l principio de 
incertidumbre y son muy importan tes en el límite microscópico. Pero estas fluctuaciones 
resultan despreciables en el límite macroscópico donde el principio de incertidumbre no trae 
consecuencias consigo y no es necesario el seguir hablando de promedios alrededor de la 
localización. Igualmente, en el límite macroscópico cualquier potencial realis ta cambia sola­
mente una cantidad pequeña en una distancia tan corta como una longitud deondadedeBroglie. 
Por lo ta nto, e n este límite, tampoco es necesario hablar de pro medios cuando se estudian los 
pott>nciales. En tonces, en e l límite macroscópico se puede n ignorar las barras que representan 
los valores de expectación o promedios en las ecuaciones anteriores. Entonces se concluye que 
las leyes de Newton del movimiento se pueden derivar de la ecuación de Schrodinger en el límite 
clásico de sistemas macroscópicos. La ley de Newton del movimiento es un ca.so especial de la ecuación 
de Schrodinger . 

6.3 El potencial escalón (energía menor que el aho del escalón) 

En las secciones sigu ientes se estudiarán las soluciones a la ecuación de Schrodinger 
independient e del tiempo para una partícula cuya energ ía potencial se puede representar por 
una función V(x) que tiene va lo res distintos en cada uno de los diferentes intervalos del eje x. 
Los valores de estos po tenciales cambian abruptamente al pasar de un intervalo al s iguiente. 
Claro que es te tipo de potenciales que cambian abrupta me nte (es decir, son funcio nes 
di sco ntinuas de x) no e xisten e n la naturaleza. S in embargo, estos potenciales idealizados se 
U!>an freluentemente e n la mecánica cuán tica para aprox imar situaciones reales ya que, a l ser 
constan t<·s en cada intt>rvalo, son fáciles de tratar matemáticamente. Los resultados que se 
ob1,·nJrá11 de estos pc ten t.iales nos ser virán para ilus trar un número de fenómenos caracterís ti ­
co~ de la mecánica cuán I ica. 

Una ana logía , que seguramente resultará familiar al estudia nte se encuentra en el proce­
<limic ,11 0 utilizado e n el estudio del e lectro magneti smo el cual involucra el tratamiento de 
mu c· li os sic, te mas idealizados como e l alambre infinit o, el capac itor sin o rillas etc. Estos sistemas 
se 1·studian po rque son r~lat i vamc>nt e fáciles de tratar , porque son excelen tes aproximaciones a 
lo.., r<·al<'s , porque lus s is temas reales usualmen te son complicados para tratarlos matemáti­
came n l e ya q ue tienen geomel rías complicadas. Los potenciales idealiza,dos que se tratan en este 
capítulo M' rn,an en la misma forma y con la misma jus tificación. 

é 

d 
1, 
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El caso más simple es el potencial escal6n que se ilust ra en la figura 6-3. Si se escoge el o rigPn 
del eje x en el escalón y a la constante arbitraria aditiva que siempre aparece en la definición del 
potencial de Lal manera que la energía pote ncial de la par tícu la sea cero cuando ésta se 
encuentre a la izquierda del escalón; V(x) se puede escribir 

x>O 
V(x) = (6- 11) 

o x<O 

donde V0 es una con stante. Se puede pensar en V(x) como una representación aproximada dP la 
[unción energía po te ncial para una partícula cargada que se mueve a lo largo del eje de un 
sistema de dos electrodos, separados por una brecha muy pequeña, y que se mantienen a 
vol tajes diferentes. La mitad superior de la figura 6-4 ilustra este sis tema y la mitad inferior 
ilustra la fun ción energía potencial correspondie nte. Conforme decrece la brecha, la fun ción 
potencial se aproxima a la idealización que se ilustra en la figura 6-3. En el ejemplo 6-2 ~P verá 
que la e ne rgía potencial para un e lecLrón que se mueve cerca de la superficie de un metal es muy 
parecida a un potencial esca lón ya que crece muy rápidamente en la superficie desde un valor 
interior esencialmente constante hasta un valor ex terior constante much o mayor . 

Supóngase que una partícula de masa m y ene rgía LoLal E se encuenlra en la región x < O, y 
que se mueve hacia el punto x = O e n el c ual el potencial escalón V(x) cambia su valor en fonna 
brusca. Según la mecánica clásica la partícu la se mover á libremente en es ta región ha-sta que 
alcance x = O, donde es tará sujeta a una fuerza impulsiva F = - dV(x) / dx que actúa en la 
dirección en la que x decrece. El polencial idealizado (6-11) implica una fuerza impulsiva de 
magnitud infinita y que act úa sola mente en el punt o x =O.Sin emba rgo, como esta fu erza a('I úa 
sobre la partícula solamente por un ti empo infinilesimal , la can tidad f F dt (la impulsión) que 
determina e l cambio en su impulso, es finita. De hecho, e l cambio en e l impulso no se ve 
afectado por la idea li zación. 

En la mecánica clásica, el movimien to que sigue a la acción de la fuerza en x = O, depende de 
la relación ent re E y J/0 • Lo cual también es r ierto en la mecánica cuán ti ca. En es la sección ~" 
1rata e l caso en el que E< V0 , es decir , cuando la energía tota l es menor que Ja a ltu ra del escalón 

FIGURA 6 -:l 
Un po te n cial esca ló n . 

FlGlJRA 6-4· 
Ilu strac ión ele un s is tema físico Pn el que la , 
función e nNgía-po tf'nc ial se puede aprox imar 

por un po tencia l escalón . Una partícula car· 
gada se mu!'ve a lo lar~o de l eje de dos <> lrct ro­
clos 1'ilínclricos C')Ue se mantii>rwn a vo ltajes 

tlife re nl es. En e l in te rior de cual esquie ra de 
los t- lt><' t rodos su 1•nc• rg ía po le rwial l'S rons­
tante , pe r o cambia mu y rápidame nt e c uando se 

p.i<.a ,¡,. 11110 a o l ro. 

V(x) 

V(x) = Vn 

V(x) = O 
~~~-1-~~~~~~--'--~~~~~~~-x 

, 
I I 

/ 1 

o 

__ ,..._ - - - - - M-
'' \ \ 

\ \ 

V(x) 

1 I 

X 

V(x) 
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potencial, tal y como se ilustra en la figura 6-5. (El caso en el que E > V0 se tratará en la 
siguiente sección). Ya que la energía total E es una constante, la mecánica clásica predice que la 
partícula no puede entrar en la región x > O. La razón es que en esta región 

o 

p2 
E = - + V(x) < V(x) 

2m 

2 

L<o 
2m 

Entonces la energía cinética p2/2m sería negativa en la región x > O, lo que conduciría a un 
valor imaginario para el impulso lineal p en esta región. Lo cual no está permitido ni tiene 
sentido físico en la mecánica clásica, según la cual, la fuerza impulsiva cambiará el impulso de la 
partícu la en tal forma, que ésta invierta su movimiento y viaje en la ~irecci6n en la que x 
decrece con el impulso en la dirección opuesta a su impulso inicial. La magnitud del impulso p 
será la misma antes y después de la inversión puesto que la energía total E= p 2/ 2m es constante. 

Según la mecánica cuántica, para determinar el movimiento de la partícula habrá de 
determinarse la función de onda que es solución a la ecuación de Schrodinger para el potencial 
escalón de la ecuación (6-11) con la energía total E < V0 • Puesto que este potencial es 
independiente del tiempo, el problema real por resolver es la ecuación de Schrodinger 
independien te del ti empo. Del análisis cualitativo del capítulo anterior se sabe que existirá una 
solución aceptable para cualquier valor de E ¿ O, ya que el potencial no puede ligar a la 
partícula a un intervalo limitado del eje x. 

Para el potencia l escalón, el eje x se divide en dos regiones, en la región en la que x < O (a la 
izquierda del escalón), se tiene V(x) = O, de manera que la eigenf unción que dará información 
sobre el comportamien to de la partícula es una solución a la ecuación de Schrodinger 
independien te del tiempo 

ñ2 d 2VJ(x) 
- - = EVJ(X) 

2m dx2 
X< Ü (6-12) 

En la región en laquex > O (a la derechadelescalón),setiene V(x) = V0 , ylaeigenfunciónesuna 
<,oluc1ó 11 a la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo la cual es casi tan simple como 
la anterior 

X> Ü (6-13) 

n 

e 
s 
s 

Estas dos ecuaciones se resuelven por separado y, por lo tanto, se habrá de construir una e 
c1g<'nfu11c1ón válida para e l intervalo completo de x uniendo las dos so luciones en x = O, de tal 

fl(; l R.-\ 6-5 

B< l.1, ·1ú11 1•11trP la-. ,•1wrgías putenc inl , to ta l 

¡1.1ra u11;1 p.irtkula que i11ndt• ~obre un poll'rt­
,·,. tl ,·:-,·,tl,i11 ,·0 11 1·111·r~ía totu l 111cnur que la 
.1l111ra d,·1 ,·,1·:1 lú11. 

V(x) 

V(x) = Vo 

E 

V(xJ = O 
~~~~~~~~...J_~~~~~~~~x 

o 

e 

e 

t¿ 

tr 

S I 
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manera que sa tisfagan los requisi tos mencionados en la sección 5-6, es deci r, que la eigenf un­
ción y su primera derivada sean finitas en todas partes, monovaluadas y cont inuas. 

Considérese la ecuación diferencial (6-12) que es válida para la región en la cual V(x) = O. Ya 
que esta es precisamente la ecuación de Schrodinge r independiente del tiempo para una 
partícula libre, se toma como su solución general la eigenfunción (6-8), que es una onda viajna 
que se escribe como 

J2mE 
donde k1 = ,, X < Ü (6-14) 

Considérese enseguida la ecuación diferencial (6-13) que es válida para la región en la cual 
V(x)=V0• De las consideraciones cuali tativas de la sección 5-7 no es de esperarse que una 
fu nción oscilatoria como la (6-14) sea solución, ya que en la región de inte rés la energía total E 
es menor que la energía potencial V0• De hecho, aquellas consideraciones afirmaban que la 
so lución era una función que se aproxima "gradualmente al eje x". La función más simple con 
esta propiedad es la exponencial real decreciente, que se puede escribir 

X> Ü (6-15) 

Veamos si esta es una solución y de serlo se determinará el valor requerido de k2; para estos~ 
substituirá en (6-13), que debe satisfacer s upuestamente. Primero se evalúa 

Y substituyendo, resulta 

Que satisface la ecuación y por lo tanto verifi ca la solución , proporcionando: 

J2 m(V0 - E) 
k .. =------
- ñ E < V0 (6-16) 

La so lución que se ha verifi cado no es una so lución general a la ecuación de Schrodinger 
indepe ndiente de l tiempo (6-13). La razón es que la ecuación conti ene una segunda derivada, de 
modo que la so lución genera l deberá contener dos consta ntes arbitrarias. Sin embargo, si se 
e nc uentra una solución a la ecuación para e l mismo valor de E y resulta diferente de la 
so lución encont rada anteriormente es posible hacer una combinación lineal arbitraria de Pstai­

soluciones particulares. La combinación linea l tambié n será so lución y puesto que contiene do::; 
constantes arbitrarias será una solu ción general. 

Es posible encontrar la forma de o tra solución particula r observando que k2 interviene en la 
ecuación (6- 16) como un cuadrado. Por lo tanto, el s igno resulta intrascende nte y la 
exponencia l crecien te 

( """ ) e+ k1x lp .• = 
J2m( V0 - E) 

donde k2 = -----­
h 

X > Ü (6-17) 

también será so lución de la ecuación de Schrodinger indepe ndien te de l tiempo que se ha 
tratado. Lo cual es igua lme nte fácil de verifi ca r por substitución e n la ecu ación. En vez de- esto. 
se verifica que la combinac ión lineal arbitraria de las dos soluc iones particulares 

J 2m( V0 - E) 
donde k 2 = -----­

f, 
X> Ü (6-J8) 
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es una solución de (6-13), con C y D las dos constantes arbitrarias. Calculando 

y substituyendo el resultado en la ecuación, obteniendo 

ñ2 2m 
- - -

2 
(V0 - E)'1p(x) + V0 '!f'(x) = E'!f'(X) 

2m ñ 

Ya que obviamente esto se satisface, se verifica que (6-18) es una solución. Puesto que contiene 
dos constantes arbit rarias, es la solución general a la ecuación de Schrodinger independiente 
del tiempo para la región del potencial escalón en la que V(x) = V0, con E < V0• Aunque la parte 
de la exponencial creciente no se usará en esta sección , sí se usará en las siguientes. 

Las constantes arbitrarias A, B, C y D de (6-14) y (6-18) se deben escoger de modo que las 
eigenfunciones satisfagan los requisitos siguientes: ser finitas, monovaluadas y continuas; 
req uisi tos de '!f'(x) y d'tp(x)/dx. Primero considérese e l comportamiento de 1P(x) cuando 
.t:-. + co. En esta región del eje x la forma general de '!f'(X) está dada por (6-18). Mediante 
inspección es posible ver que tp(x) generalmente aumenta sin límite conforme x - + oo, 
debido a la presencia del primer término Cek2'J:. Para prevenir esto y mantenerla finita. se deberá 
tomar el coeficiente arbitrario C del primer término igual a cero. 

C=O (6- 19) 

Estas funciones sa tisfacen de manera automática la condición de ser monovaluadas. Para 
estudiar su continuidad considérese e l punto x =O.En este punto las dos formas de tp(x), dadas 
por (6- 14) y (6-18), se deben unir de modo tal que tp(x) y dtp(x)/dx sean continuas. La 
continu idad rle 111(x) se obtiene satisfaciendo la relación 

D( - kz'J;) = A(e'k1'J;) + B(e-ik1%) e 'J;~o =- o =- o 

que pro viene de igualar las dos formas en x = O; relación que conduce a 

D=A+B 

La con tinuidad de la derivada de las dos formas 

y 

d111(x) . ,. A ik1= 'k B - ik1 'J; 
'"• e - 1 1 e dx 

se obtiene igualando es tas derivadas en x = O. 

que conduce a 

k D( - kz'J;) 'k A( ik1x) .k B( - ik1=) - z e =- o = , i e 'J;- o - , i e =- o 

ik2 
-D=A-8 
k1 

(6-20) 

x>O 

x<O 

(6-21) 

e 
o 
n 

q 
e 
51 

p 
a. 
e, 
d 
e1 

y 
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Sumando (6-20) y (6-21) se riene 

A=-1+-D( ik2) 
2 k1 

(6-22) 

Y restándolas 

D( ik2) B=-1- -
2 k1 

(6-23) 

Con lo que se ha de terminado A, By C en términos de D y por lo tanto la eigenfunción para el 
potencial escalón y para la energía E < V0 , es 

i (1 + ik2/k 1)e'kix + ~ ( 1 - ik2/k1) e-ikJ!% 

v,,(x) = D e - k 2x 

:i: ~ o 

:r > o 
(6-24) 

La constante arbitraria que resta, D, determina la amplitud de la e igenfunción pero no 
interviene en ninguna de sus característ icas más importantes . La presencia de esta constante 
refl eja e l hecho de que la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo es lineal en v,,(x), 
y por lo ta nto están permitidas so luciones de cualqu ier amplitud. Posteriormente se verá quP 
usualmente es posible pbtener resultados útiles sin moles tarse en efectuar e l procedimiento d,-.. 
normalización que especi fi caría a D. La razón es que las cantidades mensurables que se 
obtendrán como predicciones de la teoría contienen a D tanto en e l numerador como en e l 
denominador de una relación, de modo que se cancela. 

La función de onda correspondiente a la eigenf unción es 

A ik 1z if.,'t/h + B -1k1x -1Et/ h = A/lk1x- Et/11) + 8 /< - k , :r- Et/h) :i· < O 
\Y(.l: t) = e e e e ( 6-25) 

' De- kv·e - ,r:1" :i· > O 

Considérese la región x < O. Para esta región el primer término en la fun ción de onda es una 
onda viajera que se propaga en la dirección e n la que crece x y que describe una part ícula <y11e se 
mueve en la misma dirección. El segundo término en la fun ción de onda par a x <0 es una onda 
<¡u e se propaga en la dirección en la que decrece x y describe a una partícu la que se muPvf' ("O 

es ta dirección. Esta información sumada a las predicciones clásicas descritas con anterioridad 
sugie ren que se podría asociar e l primer término con la incide ncia de la par tícula sohre el 
potenc ial esca lón y a l segundo con la re fl exión de la partícula por és te. Utili zando f'Sta 
asociación para calc ular la probabilidad de que la partícula incide nte sea refl ejada y llamémosla 
coeficiPnte de reflexí6n R. Obviamen te, R depende de la relación 8 / A que especifica la ampli tud 
de la parl e refl ejada de la fun ción de onda con relación a la amplitud de la parte incidente. Pero 
en mecánica cuántica las probabilidades dependen de las intensidades, tales como 8 • 8 y A• A, 
y no de las amplitudes. Por lo tanto R se deberá eva luar a partir de la fórmula 

B*B 
R= ­

A*A 
(6-26) 

Esto es, <'I rneficien te de rf' fl exión f'S igua l a la re lación de la intensidad de la parte de la onda que 
dP.srribf' a la parl íc-ula refl ejada a la inte nsidad qu e describe a la partícula in cide nte. Se obtienf' 

B*B ( 1 - ik~/k,)*(I 
R - -- - -----------
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o 

E< V0 (6-27) 

El hecho de que esta razón sea igual a uno significa que una partíc ula que incide sobre el 
potencial escalón, con energía total mE?nor que la altura del escalón , tiene una probabilidad de 
ser reflejada igual a uno, es decir, siempre se refleja. Lo cual conc uerda con las predicciones de 
la mecánica clásica. 

Considérense ahora las eigenf unciones de (6-24). Utilizando la re lación 

ik1x k + · k e = cos 1x I sen 1 x 

es fácil demostrar que la eigenfunción se puede expresar como 

x~O 

x'¿O 

(6-28) 

(6-29) 

Si se genera la función de onda multiplicando -ip(x)por e-iEt/lj,es muy fácil ver que lo que se tiene 
es una onda estacionaria ya que la localización de los nodos no cambia con el tiempo. En este 
probl"'ma las ondas viajeras incidente y reflejada se combinan para formar una onda estaciona· 
ria para x < O ya que son de igual intensidad. En la figura 6-6 se muestra esto de manera 
esquemática. 

En la parte superior de la figura 6-7 se muestra la función de onda mediante la gráfica de la 
eigenfunción (6-29) que es una función real de x si se toma a D real. Se puede pensar que la 
función de onda es una función oscilante en el ti empo según e-iEt/lt y con una amplitud cuya 
dependencia espacial está dada por 1p(x). Aquí se encuentra un detalle que constituye un 

.\" 

o 

+ 

= 

+, 

FIGUHA 6-6 
llu s1ració11 c·sq11c111álica de la co111b,nació 11 de una onda inciden te y una reflejada de 
intc11~1<lad<'~ iguales para fo rmar una onda es tarionaria. La función de onda se ve 
rt:rll'J3tfo 1·11 r = O por un potencial escalón. Observe que los nodos de las ondas viajeras 
se mueven a derecha e izq uie rda pero los de la onda esLacionaria esLán estacionarios. 
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ip(x) 

'l'•(x, t) 'l'(x, t) Poro todo 

~ 11 f 
, fl ' 11 11 fl 11 fl 

iJ u j \J \j \j \j u y V \J 

\_ 
o 

FIGURA 6-7 
Arriba: Eigenf unción 1p(:r)para una partícula que incide en x= O sobre un potencial 
escalón con energía total menor que la altura del escalón. Observe la penetración de la 
eigenfunción en la región clásicamente excluida x > O.Abajo: Densidad de probabi­
lidad 1-F*'I. = tp*V' = tp2 correspondiente a esta eigenf unción. Los espacios en tre los 
picos de 'P2 son dos veces menores que los que existen entre los picos de ,p. 
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contraste profundo con las predicciones clásicas. Si bien en la región x > O la densidad de 
probabilidad 

(6-30) 

que se ilustra en la parte inferior de la figura 6-7, decrece rápidamente conforme crece x , existe 
una probabi lidad finita de que la partícula se encuentre en la región x > O. En la mecánica 
clás ica ser ía absolutamente imposible encontrar la partícula en esta región ya que la i:,ne rgía 
total es menor que la energía po tencial de modo que la energía cinética p 2/2m es negativa y el 
impulso pes imaginario. Este fenómeno, llamado penetración de la región clásicamente excluida, 
es una de las predicciones más impresionantes de la mecánica c uántica. 

Posteriormente se discutirán ciertos experimentos que confirman esta predicción pero aquí 
se harán algunas observaciones al respecto. Una es que la penetración no significa que la 
partícu la quede almacenada en la región clásicamente excluida ya que, como se ha vis to , la 
pa rtícula inc idente es, en definitiva, reflejada por e l escalón. 

Otro punto es que la penetración de la región excluida, la cual obedece (6-30), no está en 
confli c to con los experimentos de la mecánica clásica. De la misma ecuación se ve que la 
probabilidad de encon trar a la partícula con una coordenada x > O solamente es apreciable e n 
una región que principia e n x = O y se ex tie nde e n una distancia de penetración óx que es igual 
a 1 ! k2 . La razón es que e- 2

A-2z se va mu y rápidamente a cero cuando x es mucho más grande que 
l / k2• Puesto que k 2 = J2m(V0 - E)/t,,se tie ne 

li 
6.x = ---:====== 

J2 m( V0 - E) 
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En e l límite clásico el producto de m y (V0 -E) es tan grande, comparado con ñ2 que Llx es 
inconmensurablemente pequeña. 

Ejemplo 6-1. Estimar la distancia de penetración 6.x para una partícula de polvo muy pequeña, de 
radio r = 10-6 m y densidad p= 104 kg/ m3 que se mueve a la velocidad (muy pequeña) v = 10- 2 m/seg, si la 
partícula golpea en la región de la izquierda de un potencial escalón de altura igual al doble de la energía 
cinét ica Je la partícula. 

La masa de la partícula es 

4 3 m = - TTr p :::::: 4 x 10- 18 m3 x 104 kg/m3 = 4 x 10- 111 kg 
3 

Su energía cinéti ca antes de pegar sobre el escalón es 

1 1 
- mv2 :::::: - x 4 x 10- 14 kg x 10- 4 m2/seg- = 2 x 10- 18 joule 
2 2 

que también es el valor de (V0 -E). La distancia de penetración es 

f¡ 1 o-34 joule-seg 
1'.ix = -;::==== ,.._, -::===========:;;:;::::::== 

V 2m(V0 - E) v 2 x 4 x 10- 14 kg x 2 x 10- 18 joule 

:::::: 2 X I0- 19 m 

Por ~upuesto que esto es menor que lo q ue es posible detectar en cualquier experimento en muchos 
órdenes de magnitud. Para las partíc ulas con más masa y energías mayores como las utilizadas en la 
mecá nica clásica , l'.i.t: es aún menor. ~ 

Además, nos gustaría apuntar que el principio de incertidumbre demuestra que las propie­
dadP.s ondulatorias exhibidas por un en te a l penetrar a la región excluida clásicamente no están 
en conflic to con sus propiedades de partícu la. Considérese un experimento capaz de demostrar 
qu~ la partícula está localizada en alguna parte de la región x > O. Puesto que la densidad de 
probabilidad para x > O so lamente es apreciable en un intervalo de longitud Llx ,el experi­
mento tratará de localizar la partícula dentro de este intervalo; al hacerlo necesariamente se 
llega a una incertidumbre !ip e n el impulso, la cual deberá ser al menos tan grande como 

ñ 
Llp ~ - ~ J2m(V0 - E) 

Llx 

Consec ut•ntemen te, la energía de la partícula es incier ta por una cantidad 

(Llp)2 
6.E ~ -- ~ V0 - E 

2m 

y ya no e~ posible decir que la energía to tal E de la partícula es definitivamente menor que la 
energ ía po te ncial V0 . Esto hace desaparecer el conflicto mencionado. 

La penetración de la región clásicamente exclu ida puede conducir a consecue ncias men su· 
rahles. Esto se verá pos teriormente para un potencial que primero se eleva a una altura V0 > E 
pero que pt:rmanece e n es te va lor sólo por una dis tancia no mucho mayor que la distancia de 
¡wrwtnwr(rn ~.t para J espués descender. De hecho, el fenó me no tiene consecuencias prácticas 
importantes . Un ejemplo.al c ual nos referiremos muy pronto, esel diodo túnel que se utiliza en la 
Pl<·<·t rón ica moderna. 
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Ejemplo 6 -2 . Dentro de un bloq ue de Cu se mueve un e lectrón de conducción con una energía lotal 
E bajo la iníluencia de un potencial que, con una buena aproximación, tiene un valor constantf' igual a 
cero dentro del bloque y cambia bruscament e al valor constan le J/0 > E fuera del bloque. El valor del 
potencial e n el interior es esencialmente cons tan te y se puede co nsiderar como cero ya que un electrón de 
conducción en el interior del metal experimenta una fuerza de Coulomb neta sumament e pequeña, ya quf' 
la distribución de carga que le rodea es aproximadamente uniforme. El potencial aumeuta mu y 
rápidamente en la superficie del metal hasta alcanzar el valor exterior V0 debido a que el electrón 
experimenta una fue rza intensa ejercida por la distribución de carga no uniforme presente en esta región . 
Esta fue rza tiende a regresar el electrón al metal y por lo tanto es la que causa que el electrón de 
condu cción esté ligada este mismo. Pues to que el electrón es tá ligado,110 deberá ser mayor que su energía 
total E. El valor del potencial exterior es constant e si el me tal no 1iene carga total, ya qu e fuera dP éste el 
electrón no sentirá ninguna fuerza. La masa del electrón es m = 9 X 10- 31 kg. Las medidas de la energía 
necesaria para quitar de manera permanente al e lectrón del bloque, es deci r, las m edidas de la función de 
trabajo, demuestran que J/0-E = 4 eV. De es tos datos se puede estimar la di stan cia t.:1· que e l Plectrón 
puede penetrar en la región clásicament e excluida en el ex teri or del bloque. 

En el s istema mks, 

1.6 x 10- 10 joule -· 
6 V0 - E= 4eY x · - x 10- 10 joule 

l eY 

Así que 

t, 
t.x 

10- 34 joule-seg ~ 
10

_10 m 

\ ·2 X 9 X 10- 31 kg X 6 X 10- 10 joule 

La distancia de penetración es del orden de las dimen siones atómicas. Por lo tan to el efecto puede tener 
consecuencias en los s is temas átómi cos. Como se verá e n breve, ciertament e el efecto es mu y importan te 
en ci rcunstan cias determinadas. ~ 

Por último, se apunta rá que la penetración de la región clásicamente exclu ida no es clásica e n 
el sentido de que un e nte que es clásico no se comport a como tal. Si no que se comporta como 
una onda clásica ya que, como se verá pos teriormente, e l fenóme no es b ien conocido con la ,; 
ondas luminosas desde el ti empo de Newton. La pene tració n por par t ículas mate ria les de la 
región clásicamente excluida es o tra manifestación de la naturaleza ondula tori a df' las 
pa rtícu las. 

La figura 6-8 muestra la densidad de probabilidad para una fun ción de onda f'n la forma de un 
grupo para e l proble ma de una partícula que inc ide en la dirección en la que crece :x sobre un 
potencial esca lón co n un valo r promedio de la ene rgía total me nor que la a lt ura del escalón. La 
fun ción de onda se puede o btener sumando un número muy grande de funciones de onda de la 
forma (6-25) sobre la energía to tal E. También se puede obtener por una solución numé ri ca 
di recta de la ecuación de Schrodinger. Como se puede suponer de las complicaciones indicadas 
en la figura, cualesquiera de es tos procedimientos involucran una gran cantidad de trabajo con 
computadoras de alta velocidad. Los resu ltados de estos cálculos ciertamen te contienen un 
sentido real is ta del movimient o de la pa rtícula, pero o bsérvese que estos result ados mues tran 
q ue la partícula asoc iada con la fun ción de onda reflejada por e l esca lón tiene probabilidad uno y 

ex is te a lgo de penet rac ión de la región clásicamente excluida. El hecho que se puede aprender de 
es tos res u hados básicos prove nient es de cá lculos s impl es que involucran solamente a la fun ción 
de onda (6-25) que cont it> n<· un so lo valo r de E es que por lo general en la mecánica cuántica no 
es necesario utilizar fun ciones de onda en la forma de grupos. Por supuesto que se deberá 
intf'ntar el aprender la man na dt> interpre tar las fun cio nes de onda s imples. 
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FIGURA 6-8 

Un poten cial escalón y la Jens idad c.Je probabilidad 'Y*':Y para un grupo de funciones 
de ontla que Jcscriben a una partícula que in cide sobre e l esca lón con energía to tal 
menor que la altura de éste. En cuanto al tiempo, el grupo se mueve hacia el escalón, 
penetra ligera mente en la región c lásicament e excluida y a continuación se ve 
completamente reflejaJo por el escalón. Las complicaciones de l tratamiento mate­
mático que se presentan al tratar un grupo están indicadas por las complicaciones de su 
estructura durante la refl exión. 

Cap.6 

6.4 El potencial escalón (energía mayor que la altura del escalón) 

En e&ta secció 11 se considerará el movimiento de una partícula bajo la influencia de un escalón 
tle potencial (6- 1 L) cuando s u energía total E es mayor que la altura V0 del escalón. Esto es, se 
tomará E > V0 tal como se ilustra f'n la figura 6-9. 

En la mecánica clásica una parl ícula de energía total E que viaja en la región x < O en la 
di rección en la que crece x. sufrirá una fuerza impulsiva retardado ra F = -dV(x)/dx en el 

FIGlJHA 6-9 
Relación cntrf la!> energ ías potencial y total 
para una parlíndn que in r ide sobre un poten ­
c ia l PC\ca lón co n en ergía tota l mayor que la 
a l tu rn .J,•I es cal ó11. 

V(x) 

E 

V(x) = Vo 

V(x) = O ~----------------''----------------~x o 
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punl o x = O. Pero el impulso sólo frpnará la partícula y ésta entrará a la región '\. > O 
continuando su movimiento en la dirección e n la que crece x. Su energía total E permanece 
cons tante; su impulso en la región x < O es p 1, dondep;/2m = E; su impulso en la región, > O 

:! es p2 donde p 2/2m = E-V0 • 

Se verá que las predicciones de la mecánica cuántica no son tan simples. Si E no es mucho 
mayor que V0 la teoría predice que la partícu la tiene una posibi lidad apreciable de vt-rse 
refl ejada por el escalón hacia la región x < O, a un cuando te nga la energía suficiente para pasar 
sobre el escalón hacia la región x > O. 

Un ejemplo de esto se encuentra en el caso de un electrón en el cátodo de una celda 
fotoelfctrica, donde recibe energía med iante la absorción de un fotón y trata de escapar de la 
superfi cie del cátodo metáli co. Si su energía no es mucho mayor que la a ltura del escalón en el 
potencial que éste s iente en la superficie del metal, se verá reflejado hacia atrás y no logrará 
escapar. Esto conduce a una reducción s ignificante en la eficiencia de las fotoceldas para luz de 
frecuencia no mu y alejadas de la frecuencia de cort e. 

Un ejemplo más importante de la refl exión que ocurre cuando una partícu la intenta pasar 
sobre un potencia l esca lón se encuentra en e l movimiento de un neutró n en un núcleo. En 
buena aproxi mac ión el pote nc ial que actúa sobre el neutrón en las cercanías de la supPrficie 
nuclear es un potencial escalón. El potencial crece muy rápida mente en la superfi cie nuclear ya 
que el núcleo trata de en laza r al neutrón. S i en una forma o en o tra el ne utrón recibe energía y 
trata de escapar del n úcleo, probablemente sea reflejado hacia éste s i su e nergía sólo es un poco 
mayor que la altura del escalón . Esto tiene el efecto de in hibir la emis ió n de neutrones con la 
energía más baja y por lo ta nto aumen tar de mane ra considerable la estabi lidad de los núcleos en 
los estados excitados más bajos . El efecto es una manifes tación de las propiedades ondulatorias 
de los neut ro nes que es mu y importante en los procesos que tientu lugar en las reacciones 
nuc lea res, 1a l y como se verá haría el fin al de este libro. 

En la mecán ica cuántica, e l movimien to de la partícula bajo la influencia del potencial 
f'sra lón es tá descri ta por la fun ción df' o nda 

':F(x,t) = 1p(x)e-iEt/ll 

donde la e igenf unción tp(:r) satisface la ecuación de Schrodinger indepPndiente del tiempo para 
e l potencial en cuestión . Esta ecuación ti e ne diferentes formas en las regiones izquierda y 
dererha del potencial escalón, a saber 

h2 d 2tp(x) 
Ev,(l-) :r < o (6-31) -

2111 dx2 

y 

t,2 d211,(x) 
= (E - V0)v,(x) x>O (6-32) 

2m d.'l.:'!. 

La eigrnf unción 1¡,(x) también sat isface las condi cio nes de ser finita, mono valuada y continua 
tan to ella romo su primera derivada, parti cularme nte en el punto de unión x = O. 

La ,·rtiarión (6-Jl) desrribe el mo vimie nto de una partícula libre de impulso p 1• Su solurión 

genera l <'S 

X < 0 (6-33) 

donJf' 

J2mE 
k¡ -

¡¡ 
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La ecuación (6-32) describe el movimiento de una partícula libre de impulso p 2 • Su solución 
general es 

X> 0 (6-34) 

donde 

J2m(E - V0) p 2 
k2 = =-

ñ ñ 
E> V0 

La función de onda especificada por estas dos formas consisten de ondas estacionarias de 
longitud de onda de de Broglie A.1 = h/ p1 = 2TT/k1 en la región x < O y de la longitud de onda de 
de Broglie más larga A. 2 = h/p2 = 2TT/k2 en la región x >O. Obsérvese que las funciones con las 
que aquí se ha tratado, sa tisfacen ya los requisitos de ser finitas y monovaluadas pero se deberá 
considerar explícitamente su continuidad y esto se hará en breve. 

Una partícula inicialmente en la región x < O y moviéndose hacia x = O debería, en la 
mecánica clásica, tener una probabilidad igual a uno de pasar por el punto x = O y penetrar en 
la región x > O, lo cual no es cierto en la mecánica cuántica. Debido a las propiedades 
ondulatorias de la partícula ex iste cierta probabilidad de que la partícula sea reflejada en el 
punto x = O donde existe un cambio discontinuo en la longitud de onda de de Broglie. Por lo 
tanto será necesario tomar ambos términos en la solución general de (6-33) para describir las 
ondas viajeras incidente y re flejada en la región x < O. Sin embargo, no es necesario tomar el 
segundo término de la solución general de (6-34) ya que este término describe una onda que 
viaja en la dirección en la que decrece x en la región x > O. Puesto que la partícula está 
incidiendo en la dirección en la que crece x, sólo podría provenir de una reflexión en algún 
punto con una coordenada x positiva mayor (más allá de la discontinuidad en x = 0). Como no 
hay nada fu era de aquí que cause una reflexión, se sabe que solamente existe una onda viajera 
transm itida en la región x > O y por lo tanto la constante se hace 

D =0 (6-35) 

en forma arbitraria. 
La~ constan tes arbi trarias A, B y C deberán escogerse para que VJ(x) y dVJ(x)/dx sean 

continuas en x = O. El primer requisito, que los valo res 111(x) expresados por (6-33) y (6-34) 
sean los mismos en x = O, se satisfacen si 

A( ,k1x) + B( -ik 1x) = C( ik2x) e x- o e x- o e x- o 

e) 

A+B=C (6-36) 

El segunJo requisito, que los va lores de las derivadas de las dos expresiones para VJ(x) sean los 
mismos en x = O, se satisfacen si 

ºk A( 1k1:%:) ºk B( -ik¡:r:) _ ºk C( ik2x) 
1 l e x = O - 1 l e x - 0 - I 2 e x = O 

o 

(6-37) 

l><' las dos últ imas ecuaciones numeradas se encuentra 

y (6-38) 
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Por lo tanto, la eigenfunción c!S 

X :$; Ü 

v,(x) = 2k 
A--1-e'k2x 

k1 + k2 

(6-39) 
X¿O 

Como a ntes, no será necesario evaluar la cons tante arbitraria A que determina la amplitud de 
la eigenfunción. 

Es claro que una e igenfunción que satisfaga las dos ecuaciones de continuidad no podía 
habe rse en contrado si desde el inicio se hace igual a cero el coeficiente B de la onda reflejada. 
E nton ces solamente se tendrían dos constantes arbitrarias para satisfacer las dos condiciones de 
continuidad y no se te ndría nada para efectuar la función , demandada por la lineal idad de la 
ecuación de Schrodinger independiente del tiempo de una constante arbi traria que determina la 
amplitud de la eige nf unción. 

Por la analogía con la inte rpretación de la e igenfun ción de (6-24) se r econoce que t>l primer 
término en la expresión de (6-39) que es válido para x < O (a la izquierda de la di scontinu idad) 
rep resen ta a la onda viajera incidente; e l segundo término en la expres ión válida para x < O 
representa la onda viajera refl ejada y la expresión válida para x > O (a la derecha de la 
di scontinuidad) represen ta la onda viajera transmitida. 

La figura 6-10 ilustra la densidad de probabilidad 'Y*(x,t)'Y(x,t) = v,*(x)v,(:r) para la 
fun ción de onda 'Y(x,t) que corresponde a la e igenf unción v,(x) de (6-39) (en el caso 
representativo k1 = 2k2) . No se han represen tado ni la eigenfunción ni la función de onda ya que 
a mbas son complejas. En la región x > O la función de onda es una onda viajera pura (en t>ste 
caso de a mplit ud 4A /3) que viaja hacia la derecha.y por lo tanto la densidad de probabi lidad es 
constante como se muestra e n la parte inferior de la figura (6-1). En la re~jón x <O la función de 
onda es una combinación de la onda viajera incidente (de amplitud A) que !,e mueve hacia la 
derecha y una onda viajera reflejada (de amplitud A /3) que se mueve hacia la izquierda. Como 
la amplitud de la onda reflejada es necesariamen te menor que la dt: la onda inc idente, no es 
posible que ésta se combine para dar una onda estacionaria pura. Por el co ntrario , en esta región 
su suma \F(x,t) es a lgo entre una onda estacionaria y una onda viajera; lo cual se ve en el 
comportamiento de \f *(.x,t lV(x,t) para x < O que lu ce como algo en tre la densidad dP 
probabilidad de la onda es tacionaria de la figura 6-7 y la densidad de probabilidad de la onda 
viajera pura de la figura 6-1 qu e osci la pero ti ene valores mínimos mayores que cero. 

La re lación de la in tensidad de la onda reflejada a la intensidad d«- la onda incidente 
proporc iona la probabilidad de que la partícula sea re fl ejada por el escalón de potencial hacia la 
región x < O. Esta probabilidad es e l coeficiente de reflexión R. Esto es 

F IG l lRA 6-1 O 

D1•11-.idad de probabi lidad 'l"*'f" para la e igt>ll· 
f11 1w1ó11 de .( 6-:39), <·ua 11do k 1 = '2.k, . 

E> 1'0 ( 6-40) 

'l'"(x, /)'11 (.1., ti Poro todo ( 

'- (16/9) A"A 

~ (4/9) A*A 
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De estos resultados se ve que R < 1 cuando E > V0, es decir, cuando la energía total de la 
partícula es mayor que la altura del potencial escalón. Esto está en contraste con el valor R = 1 
cuando E < V0 , que se obtuvo del resultado de la sección (6-3). Por supuesto que lo 
sorp1 endente de este resultado no es queR < l,sino que R > O.Ya que una partícula clásica no 
debería ser reflejada si cuenta con energía suficiente como para pasar la discontinuidad del 
potencial. Por otra parte, y como se verá en breve, una onda clásica debería ser reflejada en una 
discontinuidad correspondiente. 

Igualmen te interesante resulta el coeficiente de transmisi6n Tque especifica la probabilidad de 
que la partícula sea transmitida a través del potencial escalón desde la región x < O a la región x 
> O. La evaluación de T es ligeramente más complicada que la evaluación de R ya que ]a 
velocidad de la partícula es distinta en cada región. De acuerdo con la norma aceptada, los 
coeficientes de transmisión y reflexión están definidos realmente en términos de las relaciones 
de los flujos de probabilidad. Un flujo de probabilidad es la probabilidad por segundo de 
encontrar una partícula cruzando algún punto de referencia en una dirección particular. El 
f1 ujo de probabilidad incidente es la probabilidad por segundo de encontrar a una partícula 
cruzando un punto en x < O en la dirección en la que crece x; el flujo de probabilidad reflejado 
es la proLabilidad por segundo de encontrar a una partícula cruzando un punto en x < O en la 
dirección en la que x decrece; y el flujo de probabilidad transmitido es la probabilidad por 
segundo de e11contra1 a una partícula cruzando un punto en x > O en la dirección en la que x 
crece. Puesto que la probabi lidad por segundo de que una partícula cruce un punto dado es 
proporcional a la distanc ia que viaja por segundo, e l flujo de probabilidad es proporcional , no 
sólo a la in tensidad de la onda apropiada sino también a la velocidad de la partícula. Entonces, de 
acuerdo con la definición estricta, el coeficiente de reflexión R es 

V1B*B B*B 
R= =-

v1A*A A*A 
(6-41) 

donde u1 es la velocidad de la partícula en la región x < O. Ya que las velocidades se cancelan, 
lo que queda es idéntico a la fórmula que previamente se utilizó para R. Para Tlas velocidades no 
se cancelan y se tiene 

JonJe l'2 es la velocidad de la partícula en la región x > O. Ahora 

Pt lika 
V¡= - = -

m m 

Así que la expres ión ant erior resulta 

y P2 lík2 "2 = - = -
m m 

E > V0 (6-42) 

Es Íál'il Jemos trar mediante la evaluac ión de R y T de (6-40) y (6-42) qu e 

R + T= l (6-43) 

Esta útil relación es la motivación para definir los coeficientes de refl exión y de trans misión en 
t i>rn11riu!-t de los flujos Je probabiliJad. 

El flujo de probabilidad que incide sobre el potenc ial escalón se parle en un flujo transmitido y 

un ll uJo re fl ejado pero (6-4.3) afirma que su suma es igual al flujo in cidente; es dec ir, la 
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probabilidad de que la partícula no desaparece ni se parte. En cualquier inten to particular la 
pa rtícula seguirá uno u otro camino. Para un gran número de intentos, la probabiliJad 
promedio de seguir en la dirección en la que crece x está medida por T. 
promedio de segui r en la dirección en que crece x está medida por T. 

Obsérvese que si en (6-40) y (6-42)se intercambian los valores de k1 y k 2 ni R ni Tcambian su 
valor . Una breve consideración convencerá al est udiante de que esto significa que si la partícula 
inc idiera sobre e l potencial escalón en la dirección de decremento de x proveniente de la región 
x > O se obtendrían los mismos valores para R y para T. La fun ción de onda que describe al 
movimiento de la partícula, y consecuentemente el flujo de probabilidad, es parcialmente 
reflejado, simplemente porque existe un cambio discontinuo en V(x) y no porque V(x) se haga 
más grande en la dirección en la que incide la partícula. El comportamiento de R y T al 
intercambiar k 1 y k2 contiene una propiedad característica de todas las ondas y que en la óptica 
se le denomina en ocasiones propiedad de reciprocidad. Cuando la luz pasa perpendicularmente a 
través de una interfase entre medios con índices de refracción diferentes, una fracción de )a lu1. 
es reflejada debido al cambio brusco en su longitud de onda y la misma fracción es reflejada inde­
pendientemente de si ésta incide por un lado de la interfase o por el otro.Sucede exactamente )o 
mismo cuando una partícula microscópica experimenta un cambio brusco en su longitud dr. 
onda de de Broglie. De hecho las ecuaciones que gobiernan a los dos fenómenos son idénticas en 
forma. Una vez más se ve que una partícula microscópica se mueve de una manera ondulatoria. 

En la figura 6-1 1 se grafican los coefici entes de reflexión y de transmisión como fun ción de )a 
relación El V0• Evaluando k1 y k2 en (6-40) y (6-42) se encuentra que estas expresiones para los 
coefici entes de reflexión y de transmisión se pueden escribir en términos de la relación como 

( 
1 - J l - V0 / E)

2 

R=I -T= 
1 + J I - V0 /E 

E - > l (6-44) 
Vo 

La figura también representa los resultados 

R=I -T= I 

que se obtienen en (6-27) de la sección anterior para un potencial escalón cuando EIVº < l. 
Veamos un ejemplo, para EI V0 = 1.33 el coefi cient e de transmisión tiene el valor T= 0.88. 

Es ta relación El V0 corresponde al caso k2 = k ¡/2 cuyo pat rón de densidad de probabilidad está 
ilu strado en la figu ra 6- 10 de la que st> puede observar qu<" la probabilidad dt> encontrar a la 
partícula f'n una longitud dada del eje x, lo sufi<'ient ernente larga como para promediar la 
densidad de probabilidad sobre las flu ctuac iones mecánico-cuánticas, es aproximadamf'n tf' f'I 
doble a la derecha del potencial escalón respecto de la izquierda. Desde un punto de vista clásico, 
que es apropiado para estudiar un promedio sobre las fluctuaciones meráni co-cuánticas, sE­
puede decir que las razones para es to son: (a) la probabilidad de que la partícula pase al f'Scalón y 

FIGURA 6- 1 1 
Coefic ientes de reflex ión y tra n smi s ión R y T 
para una partícula que inr11l<' sohrf' 1111 po tc n ­
r·ia l t'sc·alón . La ahsc·isa 1~·11 ·0 es la rt-lac·ió11 cl f' 
la 1•nf'rg ía to tal rif' la pa rtír 11la al inc·rf'm1•1110 
t--n su 1·nt·rgía polt·nnal, 1•n f'I 1-'s<·aló n . El ,·a!-o 

k 1 = 2k'!. , q11" SI' ilu s1r6 t·n la figura 6-10 

1·orr,·spond1· a /~'/ I ·,. = 1.33. 
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pene! re en la región de la derecha es casi igual a uno y (b) la velocidad de la partícula se parte por 
mitad cuando esta entra en la región a la derecha del escalón ya que k =p/ñ - mv/ /i y k2=k1/2, de 
manera que en esta región se utiliza dos veces más tiempo para cualquier longitud dada del eje. 

De la figura 6-11 se ve que la energía de la partícula deberá ser apreciablemente mayor que la 
altura del potencial escalón para que la probabilidad de reflexión resulte insignificante. Sin 
embargo, el caso en el que E se hace muy grande no es necesariamente el caso del límite clásico 
para el cual se sabe que no hay reflexión. El punto es que (6-44) afirma que R sólo depende de la 
relación El V0 ,de modo que se mantendría el mismo valor si V0 aumenta al ritmo que lo hace E. 
Esto parece paradójico hasta que se comprenda que, en el límite de energías grandes, la 
suposición básica de que el cambio en el valor del potencial escalón V(x) es perfectamente 
definido, no puede continuar siendo una aproximación a una situación física real. 
Si la función potencial sólo cambia en forma muy gradual con x, entonces la longitud de onda de 
de Broglie cambiará en forma muy gradual. En este caso, la reflexión será despreciable ya que 
el cambio en la longitud de onda es gradual y la reflexión proviene de un cambio brusco en la 
longitud de onda. Específicamente, si el cambio fracciona) en V(x) es muy pequeño cuando x 
cambia por una longitud de onda de de Broglie, entonces e l coeficiente de reflexión será muy 
pequeño. Esto da lugar al límite clásico ya que en éste la longitud de onda de de Broglie es tan 
pequeña que cualquier potencial V(.x) físicamente realista sólo cambia por una fracción 
despreciable en una longitud de onda. 

Para partículas en sistemas atómicos o nucleares la longitud de onda de de Broglie puede ser 
larga comparada con la distancia en la cual el ¡::::,tencial que experimentan las partículas cambia 
de valor de manera significa tiva. Entonces, el potencial escalón es una muy buena aproxima­
ción. Para estas partículas microscópicas la probabilidad de reflexión puede ser grande. 

Ejemplo 6-3 Cuando un neutrón entra a un núcleo experimenta una energía potencial que decae 
muy rápidame nte en la superficie del núcleo desde un valor constante externo V= Oa un valor constante 
interno de aproximadamente V= -50MeV. El decremento en el potencial es lo que hace posible el que 
un 11eu trón esté ligado al núcleo. Considérese un neutrón que incide sobre un núcleo con una energía 
cinét ica externa K = 5 Me V. que es típica para un neutrón emitido mediante una fisión nuclear. Estimar la 
probabi lidad de que el neutrón sea reflejado en la superficie nuclear, o bien de que penetre y tenga 
oportunidad de inducir otra fi sión nuclear. 

Para hacer una estimación se deberá tomar el potencial neutrón-núcleo por un potencial unidimen­
sional como el que se ilustra en la figura 6-12. Debido a la propiedad de reciprocidad del coeficiente de 
reílexión que se puede evaluar mediante (6-44). utilizando V0 = 50 Me V y E= 55 Me V por razones que se 
pueden ver observando la figura. Se tiene 

(
1 - J i - 50/55)

2 

R = '.:::,:: 0.29 
l + J i - 50/55 

l::sta <'Sllmación da una im presión correcta de la gran importancia del fenómeno de la reflexión cuando 
t:hocao neu trones de baja energía con los núcleos. Pero el valor numérico que se ha obtenido para el 
coeficiente- de refle xión no es muy preciso ya que el potencial real, ne utrón -núcleo, no ca~ tan 
ráp1Janwnte en la superficie del núcleo (e n comparación co n la longitud de onda de de Broglie) como un 
potP1H:1al escalón. ~ 

6 . 5 La barrera de potencial 

E11 esta secc ió n se considerará la barrera de potencial mostrada en la figura 6-13. El potencial se 
p1n·Jt> e:.;n ibir t:o mo sigue 

Vo 
V(x) = 

o 
O<x<a 

x<Oox>a 
(6-45) 
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FIGURA 6-12 
Un neu trón de energía cinética externa K in­
cide sobre un pote ncial escalón decreciente de 
profundidad V0 , el cual se aproxima al poten­
cial que siente al entrar al núcleo. Su energía 
total medida desde el fondo del potencial es­
calón es E. 
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Según la mecánica clásica una partícula de energía total E en la región x <Oque incide sobre 
una barrera en la dirección en la que crece x tendrá una probabilidad de ser reflejada igual a uno, 
si E< V0; y una probabilidad uno de ser transmitida a la región x > a si E > V0 . 

Ninguna de estas afirmaciones describe de manera adecuada los resultados de la mecánica 
cuántica. Si E es mucho mayor que V0, la teo ría predice que habrá algo de reflexión excepto 
pa ra ciertos valores de E. Si E es mucho menor que V0 la mecánica cuántica predice que existe 
cierta probabilidad de que la partícula sea transmitida a través de la barrera a la región x > a. 

En "el tunelamiento" a través de una barrera cuya altura excede su energía total, una 
partícula se comporta como una onda. Pero en la región lejana a la barrera se puede detectar 
como una partícula localizada sin introducir una incertidumbre significativa en el conocimien­
to de su energía. Entonces, se puede observar la penetración por una partícu la de una región 
clásicamente excluida de ancho limitado. "observar" en el sentido de que es posible observar a 
la part ícula como tal con energía total menor que la energía potencial en la región excluida, 
tan to antes como después de que penetra en la región . En esta sección se discutirán algunas 
consecuencias de este efecto fascinante, así como algu nas consecuencias de la reflexión de las 
partículas que intentan pasar sobre la barrera. La siguiente sección está dedicada por completo a 
ejemplos de tunelamiento a través de barreras y se considera rán tres de importan cia particu lar: 
(1) la emisión de partículas <X por núcleos radiactivos a través de la barrera de potencial que 
experimentan en la vecindad de éstos, (2) la inversión de la molécula de amonio que 
proporciona un patrón de frecuencia para los relojes atómicos y (3) el diodo túnel que se utiliza 
como unidad de conmutación en los circuitos electrónicos rápidos. 

De los argumentos cualitativos del último capítulo se sabe que para la barrera de potencial de 
(6-45) deberán existir soluciones aceptables a la ecuación de Schrodinger independiente del 
tiempo para todos los valores de la energía total E> O. También se sabe que la ecuación se partP. 
en tres ecuaciones separadas para las tres regiones: x < O (a la izquierda de la barrera), O < x < 
a (en el interior de la barrera y x > a (a la derecha de la barrera). En las regiones a la izquierda y 
a la derecha de la barrera las ecuaciones son las de una partícula libre de energía total E. Sus 
soluciones generales son 

donde 

FIGURA 6-13 

Uarn·ra di· porenc:ial. 

,p(x) = Aei~·1:i: + Be- ik1:i: 

,p(x) = Ce'ki:i: + De- ik1:i: 

J2mE 
k1 =---

ñ 

\/(x) 

Vu i------. 

x<O 
x>a 

(6-46) 
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En la región interior de la barrera, la forma de la ecuación y su soludón general depende de si 
E < V0 o E > V0 . Ambos casos se han tratado en las secciones anteriores. En el primero , 
E < V0 . la solución general es 

Ü < X < a ( 6-47) 

donde 

.J2m(V0 - E) ku = _;_ ____ _ 
ñ 

E< Vo 

En el segundo caso, E > Vo , es 

0 < X < a ( 6-48) 

donde 

J2m(E - V0) 
kn1 = -=------

ñ 
E>V 

Obsérvese que (7-47) contiene exponenciales reales mientras que en (6-46) y (6-48) son 
exponenciales complejas. 

Puesto que se está considerando el caso de una partícula que incide desde la izquierda sobre la 
barrera, e n la región de la derecha sólo puede haber una onda transmitida ya que no existe nada 
en es ta región para que se produzca la reflexión. Entonces se puede poner 

D =0 

~in embargo. en esta situación no se puede poner G = O en (6-47) ya que el valor de x está 
limitado en la región de la barrera, O < x < a , así que v,(x) para E < V0 no se puede hacer 
infinitamente grande aun estando presente la expone ncial creciente. Tampoco se puede poner 
G = O en (6-48) ya que VJ(x ) para E> V0 tendrá una componente en la región de la barrera 
reflejada que proviene de la di scontinuidad del potencial en x = a. 

Considé rese primero el caso en el cual la energía de la partícula es menor que la altura de la 
barrera, es decir, e l caso: 

Al acoplar 1Jl(x) y d,p(x )/dxen los puntos x = O y x = a , se obtienen cuatro ecuaciones en las 
constantes arbitrarias A, B, C, F , y G. Estas ecuaciones se pueden utilizarparaevaluar B, C, F, y G 
en tér minos de A. El valor de A determina la amplitud de la eigenfunción y se puede dejar 
arbit raria. La forma de la de nsidad de probabilidad correspondiente a la eigenfunción se indica 
en la figu ra 6-14 para una situación típi ca. En la región x > a la fun c ión de onda es una onda 
viaJcra pura y por lo tanto la densidad de probabilidad es constante, de la misma manera que 
para x > O en la figura 6- 1 O. En la región x < O la fun ción de onda es fu ndamentalmente una 
unJa estacionaria pero tiene una componente pequeña de onda viajera debido a que la onda 
viajera reílcJada ti ene una amplitud menor que la de la onda incidente. Por lo tanto, la densidad 
de prol>ab ilida<l en esta región oscila pero tiene valores mínimos algo mayores que cero , como 
para x < O en la figura 6- 10. En la región O< x <a la fun ción de onda tiene componentes de 
los Jo~ t ipos pero princ ipalment e es una onda estacionaria de amplitud exponencialmente 
Jecr(•c·ien le y su com portamient o se puede ver en e l comportamiento de la densidad de 
pr0hal,il1<laJ en la r<>gi ón . 

El n·~11l 1ado má~ intt'resant e de los cálculos es la razón T, del flujo de probabilidad transmitido 
a Ira,{• .. de· la k1rr1•ra a la rf'gió n x > a , al flujo de probabilidad incidente sobre la barrera . 
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'-l' * (x, t) 'V (x, t) Poro todo t 

FIGURA 6-1 4 

Función densidad de probabilidad 'l'*o/ para una si tuación típica de penetración de 
barrera. 

Este coefi c ie nte d e transmisión es 

donde 

Si los exponentes son muy grandes esta fórmula se reduce a 
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(6-49) 

E< V0 

kna » 1 (6-50) 

lo cual es fácilmente verificable. Cuando (6-50) es una buena aproximación, Tes extrema­
damente pequeña. 

Es tas e<'uaciones hacen una predicción que, desde el punto de vista de la mecánica clásica.es 
muy importante. Dicen que una partícula de masa m y energía to tal E que incide sobre una 
barrera de potencial de altu ra V0 > E y ancho finito a, tiene cierta probabilidad Tde penetrar la 
barrera y aparecer del otro lado. A este fenómeno se le llama penetración de barrera y se di ce que 
la partícula hizo un túnel a través de la barrera. Por supuesto que Tes extremadamente pequeña 
t>ll t·l I ím i t f' dási<'o, ya qu f' f'n tal I ím i lf' la cantidad 2m V0a2/ ñ2 , que es u na medida de la opacidad 
de la barrera, es ex tr<>madamente grande. 

En brevf' se estudiará en detalle la penetración de barrera, pero primero se terminarán de 
describir los cálcu los, cons iderando e l caso en el cual la energía de la partícula es mayor que la 
altura de la barrera, es decir, e l caso: 

En es te <:aso la eigenf unción f'S osci latoria e n las tres regiones, pero de longitud de onda mayor 
c·n la región de la harrnra, O < x < a. La evaluación de las constantes B, C, F y C mediante la 
apliC"a,·ión de las rondic-ionf's de con tinuidad en x = O y x = a,conducen a la formula 
sigu i<·ntf' para el <:oeficicn te de transmisión 

T = v1 C*C = [ I _ 
111 A* A 

(6-51) 
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uonue 

k a= J2mV0a2(E _ 1) 
111 tz2 Vo 

E> V0 

Ejemplo 6-4. Un electrón incide sobre una barrera de potencial rectangular de altura V0= 10 eY y 
ancho a= 1.8 x 1 o-10m. Esta barrera rectangular es una idealización de la barrera que encuentra un electrón. 
al ser dispersado por un átom" de gas io nizado negativame nte en el "plasma" de un gas de un tubo de 
descarga. La barrera real no es rectangular pero es aproximadamente de la altura y ancho mencionados. 
Evaluar el coeficiente de transmisión Ty el coeficiente de reflexión R como una funci ón de la energía total 
E del elect rón. 

Del ejemplo 6-2 se puede ver que s i E es una función razonable de V0 la longitud de penetración Áx 

será comparable al ancho de la barrera a. Entonces se puede esperar una transmisión apreciable a través de 
la barrera. Para determinar exactamente qué tanto se transmite, se utilizan los números dados para evaluar 
la combinación de parámetros 

que intervienen en (6-49). Con lo cual es posible graficar T y también R = 1 - T, contra E/ V0,en el 
in tervalo O ~ E/ V0 $; 1. La gráfica se muestra en la figura 6- 15. Se ve que Tes muy pequeña cuando 
E/ V0 « 1. Pero cuando E/ V0 sólo es algo menor que uno, de modo que E es casi tan grande como V0 , 

Tno es nada despreciable. Por ejemplo, cuando E es la mitad de V0 así que E/ V0 = 0.5,el coeficien te de 
transmisión tiene el valor T-=:::: O.OS que es apreciable y que muestra que los e lectro nes pueden penetrar 
esta ban era con relativa facilidad. 

Para E/ V0 > 1 y de la ecuación (6-51) se evalua T y R = I · T utilizando la misma combinación de 
parámct1os que se usó con anterioridad . Los resultados también se muestran en la figura 6-15. 
Para E/ V0 > 1 el coeficiente de transm isión T es en general algo menor que uno, permitiendo la 
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Coeficientes de transmisión y reflexión T y R para una partícula que incide sobre una 
harr<'ra dt> polt>ncial de altura V0 y espesor a, tal que 2m V0a 2/ti2 = 9. La abscisa 
¡.;¡ I",, t'!-t la rt>lación dt> la energía tot al de la partícula a la altura de la barrera de 
potc rwial. 
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reflexión en las discontinuidades del potencial. Sin embargo, de (6-51) se ve que T = 1 siempre que 
k 111a = 1T, 21T, 31T • . • • lo cual es simplemente la condición de que la longitud de la región de la barrera, 
a, sea igual a un número entero o semientero de longitudes de onda de de Broglie An¡ = 21Tf ku 1.Para 
esta barrera en particular, ios electrones de energía E~ 21 eV, 53 eV, etc.,satisfacen la condición 
k 111a = 1T, 21T,etc., y, por lo tanto, pasan a la región x > a sin ninguna reflexión. El efecto es un 
resultado de interferencia constructiva entre las reflexiones en x = O y x = a y están íntimamente 
relacionadas con el efecto Ramsauer observado en la dispersión de electrones de baja energía por átomos 
de gases nobles, en los cuales los electrones de ciertas energías, en el rango de unos pocos electronvolt s, 
pasan a través de estos átomos como si estos estuvieran y por lo tanto tienen coeficientes de transmisión 
igual a uno. Esencialmente en la dispersión de neutrones se ve el mismo efecto, siendo éste entre los 
núcleos y los neutrones con energías de unos cuantos Me V. El efecto nuclear, denominado resonancin por 
tamaño, se analizará posteriormente en este libro. -11111 

Se pueden unir los resultados de las tres últimas secciones para comparar la gráfica de la 
dependencia del coefi ciente de reflexión R con la energía, para e l caso de una barrera de 
potencial, en la figura 6-15, con la gráfica de lo mismo para el caso de un potencial escalón,en la 
figura 6-11. La comparación muestra que para ambos potenciales R--+l conforme E/ V0 -+ O, y 
R--+ Oconforme E/ V0 --+ 00, ocurriendo un decremento de R alrededor de E/ V0 = l. Pero para la 
barrera de potencial el coeficiente de reflexión se aproxima gradualmen te a uno para energías 
pequef'las, ya que el espesor finito de la región clásicamente excluida permite alguna transmi­
sión. También el coeficiente de reflexión en la barrera de potencial oscila para energías grandes, 
debido a las interferencias en estas reflexiones provenientes de sus dos discontinuidades. Como 
el potencial escalón se puede considerar como caso límite de una barrera sumamente ancha, es 
posible verlo de la comparación que se hizo del comportamiento del coeficiente de reflexión en 
la barrera de potencial en este límite. 

A co ntinuación se discutirán en algún detall e los orígenes de es tos resultados. Tod0s ellos 
incluyen fenómenos que provienen del comportamiento ondulatorio del movimiento rl f> 
purtícu las microscópicas y cada uno de los fenómenos también se observa en otrós tipos de 
movimiento ondulatorio. Como se comentó en el capítulo 5, la ecuación diferencial indepen­
diente del tiempo que gobierna el movimiento ondulatorio clásico es de la misma forma que la 
ecuación de Schrodinger independiente del t iempo. Por ejemplo, la radiación electromagnética 
de frecuencia v que se propaga a través de un medio con índice de refracción µ obedece la 
ecuación 

d
2
VJ(X) (27TV )2 

--
2
-+ -µ VJ(X) = Ü 

dx e 
(6-52) 

donde la función VJ(x)especifica la magnitud del campo eléct ri co o magnético. Cuando sP 

compara ésta con la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo escrita en la forma 

d 2VJ(X) 2m 
dx2 + ñ2 [E - V(x)]VJ(X) = O 

se ve que éstas son idénticas si el índice de refracción en la primera, está conectado con la 
fun ción energía potencial en la segunda mediant e la relac ión 

e J2m µ(x) = - - (E - V(x)] 
2m, ñ2 

(6-53) 

Enton ces el comportamiento de un sistema óptico con índice de refracción µ(x) debería de sn 
idéntico al romportamienlo de un sistema mecánico con energía potenc ial V(x), siempre que las 
dos funciones estén re lacionadas mediante (6-53). En efec to, ex is ten fenómenos ópt icos q11t> 

( \ ' . 
' '"' 1 
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son análogos exactameute a alguno de la mecánica cuántica que aparece al considerar el 
movimiento de una partícula no ligada. Un fenómeno óptico completamente análogo a la 
transmisión total de partículas sobre barreras de longitud igual a un número entero o 
semien tero de longi tudes de onda, se utiliza en el recubrimiento de lentes con objeto de obtener 
transmisiones muy luminosa::; y en películas delgadas como filtros ópticos. 

Un análogo óptico de la penetración de barreras por partículas son los índices de refracción 
imaginarios que aparecen en la reflexión total interna. Considérese un rayo de luz que incide 
sobre una interfase vidrio-aire a un ángulo mayor que el ángulo crítico (Je· Al comportamiento 
resultante del rayo de luz se le llama reflexión total interna y se ilustra en la parte inferior de la 
figura 6-16. Un tratamiento detallado del proceso en términos de la teoría electromagnética 
muestra que el índice de refracción, medido a lo largo de la línea ABC, es real en la región AB 
pero imaginario en la región BC. Obsérvese que (6-53) sugiere una µ(x)imaginaria para una 
región análoga a una en la cual E < V(x). Además, la teoría electromagnética muestra que 
ex isten vibraciones electromagnéticas en la región BC con exactamente la misma forma que la 
onda estacionaria con exponencial decreciente de (6-29) para la región en la que E < V(x). El 
flujo de energía (el vector de Poynting) es igual a cero en esta onda estacionaria electromag­
nética, de la misma manera como el flujo de probabilidad es cero en la onda estacionaria 
mecánico-cuántica, de modo que el rayo de luz es totalmente reflejado. Sin embargo, si se coloca 
un segundo bloque de vidrio suficientemente cerca del primer bloque como para que 
esté en la región en la cual las vibraciones electromagnéticas permanezcan apreciables, 
es tas vibraciones serán recogidas y se propagarán a través del segundo bloque. Además 
las vibraciones electromagnéticas en la brecha de aire llevan ahora un flujo de energía 
hasta el segundo bloque. Este fenómeno, llamado reflexión total interna frustrada, se 
ilustra en la parte inferior de la figura 6-16. En la mecánica cuántica sucede esencialmente lo 
mismo cuando la región en la cual E < V(:t) se reduce de un ancho infinito (potencial escalón) a 
un ancho finito (barrera de potencial). La transmisión de la luz a través de una brecha de airea un 
á11gulo de incidencia mayor que el ángulo crítico fue observado por primera vez por Newton 
hacia 1700.La ecuación que relaciona la intensidad del haz transmitido con el espesor de la 

FIGURA 6-16 

Arriba: Ilustración J e rcflex1ó11 total interna 
df' 1111 ravo de 1111. El á11gulu df' 11wid1·r11·1a t·-. 
m.,~or yu<' t:I á11~u lo níti1·cJ. · fl1a¡o: ll11,- tra ­
c16n de la reflexión total interna frustra<la.Al­
go del rayo de luz se 1ransrni1c· a tra vés ,Je la 
brecha d(· a1r{' '.il la l,r1·1·lia 1·-. l<r :-ul i1·i1,11 !1·· 
1111·1ile l111a . 
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brecha de aire y otros parámetros, es idéntica en forma a la ecuación (6-49) y ha sido vnifirada 
ex peri mentalmente. 

Es particularmente fácil observar la reflexión total interna frustrada en las ondas electro­
magnéticas, utilizando la región de microondas del espectro y dos bloques de parafina separados 
por una brecha de aire. Es más, una inspección cuidadosa de las fotografías del "tanque de 
ondas" de las figuras 6-17 y 6-18 mostrará que el fenómeno se puede observar con ondas de 
agua. La reflexión total interna frustrada o su equivalente mecánico -cuántico que es la 
penetración de la barrera, proviene de las propiedades comunes a todas las formas de 
movimiento ondulatorio ya sean clásicas o mecánico-cuánticas. 

6.6 Ejemplos de penetración de barrera por partículas 

Existen un número de ejemplos importantes e interesantes de la penetración de barreras por partículas 
microscópicas. Un ejemplo muy difundido pero poco conocido se encuentra en e l alambrado de una casa. 

, ,,,, .. 
. ' 1 : . 

• ) t , 

í l .: \ 
.i t 

H<'íl<'xión ro tal int erna de ondas de agua. Un vibrador largo s ituado a la izquierda 
proJ1we un ro njunt o de ondas f' n una región de poca profu ndidad, se han iluminado 
las o ndas para harer sus n estas fáci lment e visibl es. Las ondas so n r eílejadas to tal­
me nt f' en la fron tera d iagona l df' una región dondf' la capa de agu a se hace bruscamente 
profunrla, esta reílexión O<"u rre df'b ido a que la velocidad de las ondas de agua 
d1·p1·ndPn d «> la fJíOÍundidarl de ésta. Obsf' rve que la intensidad de las ondas decrece 
rápidamente cuando tratan de penetrar en una regió n de mayor profundidad, pero 
1·xis1t· al~o d <": pt'nf'trarión f'n e!i ta región. (Corte!>ía de Film Studio, Education 
D1· vt'lopmt·n1 C,·n ter) . 

.), 
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FIGURA 6 - 18 

Heílcx aón total in terna frus trada de ondas de agua. Cuando la reg1on de más 
profundidad produce u na brecha lo su ficie ntement e fina , las o ndas que han penetrado 
,•n la región má~ profunda se levantan y tran smiten a una segunda región de poca 
pr0fund1dad. (Cor tesía de- Fi lm Studio, l::ducation Developmen t Ccnt er). 

Cop. 6 

La forma usual en la q ue un elect ric is ta junta dos alambres es torciéndolos junios. Invariablemente existe 
una <'apa de óx ido de cobre en t re los dos a lambres y este mater ia l es un ais lante efec ti vo. Afortu­
nada111e111e. la capa es tan delgada qu e los e lectrones que flu yen por e l a lambre son capaces de hacer un 
túnl.'I a través de la capa mediant e penet ración de barrera. 

A travé~ de la Historia, la pr imera aplicación de la teoría de la mecáni ca cuá nt ica de la penetración de 
harrera por partícu las fue expli car un a vieja paradoja con cerniente con la em is ión de partícu las ex en e l 
dt>ca11111en10 de n úcleos radiact ivos. Como un ejemplo típi co cons idérese el núcleo de U 238.La energía 
po lcn,·ial V(r) de un a part ícula -x a una dis tan ciar desde e l centro del n úcleo había sido in vest igada 
mc·dianle <'X pt>riment os de dispersión rea lizados por 1910 por Rutherford y ot ros. Utilizando como prueba 
las parl ículas -x de 8.8 Me V emit idas po r e l n úcleo radiactivo de Po 212, se obser vó que la probabilidad de 
di~per, ión a d,s t in tos ángulos por e l núcleo de U 238estaba de acuerdo con las prediccion es de la fórmula de 
d1 .,prr.,1ón d<, Huc herford (vis ta e11 el capít u lo 4). El lector recorda rá que la fó rmula está basada e n la 
s1q,m,1nó11 de· que la int eracción en tre la part íc ula cx y e l n úcleo sig ue estri c tamente la ley de Coulo mb 
n·¡J11b1va ,¡u<· debería e:,perarsc operara en tre dos objetos esféricos cargados positi vament e. Ento nces 
Hudwrford fue capaz de concl ui r qu e, para e l núcleo de U 238, la funció n potencial V(r ) que experimenta ba 
1111a parlín1la -x vc1·ina segu ía la ley Je Coulomb V (r) = 2Ze2/4 -rr€0r , donde 2e es la carga de la par­
líntla ~ v Ze , . ., la carga nuclf'ar. Al menos ésta es la energía para dista n cias mayores que r" = 
3 x 10 ·11 m cfond<· V(r") = 8.8 Me V, para la part ícula cx de pru eba. Ta mbién se sabía por la 
d1-.p..r-.1011 rl1• parlíc:ulas 'X por 11 ('ac-lC'os de á tomos ligeros q ue Jl(r} eventua lme n te se aparta de la ley J/ r 
ruando r < r', PI radio del n úclPn, a pt>sar de q ue en aquel tiempo .10 se co nocía e l valor exacto de r ' para 
lu, 1111111·11-. "" ácomus p1·sado-.. Ad<'rnás put>~lo quf' ocasionalmen te las partku las cx son emitidas por e l 
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núcleo de U 238 se supuso que éstas existían en el interior de este núcleo al cual normalmente están ligarlas 
por el potencial V(r}. De estos argumentos se concluyó que la fo rma de V{r} en la región r < r" rlehería 
ser cualitativamente como se indica en la figura 6-19. Estas conclusiones han podido verificarse mediantf' 
experimentos modernos que utlizan la dispersión de partículas oc producidas e n ciclotrones con una 
energía lo suficientemente grande como para permitir la investigación del potencial sobre todo el intPrvalo 
de r completo. 

La paradoja estaba conectada con el hecho de que también se conocía que la energía cinética cie las 
partículas oc emitidas en el decaimiento radiactivo del u2se era 4.2 MeV.Por supuesto que la i>uergía 
cinética era medida a una distancia muy grande desde el núcleo donde V(r) = O y la energía cinética total 
es igual a la energía total E. Este valor de la constante de la energía total de la partícula oc emit ida en t> l 
decaimiento del U 238 se muestra también en la figura 6-19. Desde el punto de vista de la mecánica rlásica 
la situación fue ciertamente paradójica. Una partícula <X de energía total E está inicialmente en la 
región r < r', esta región está separada del resto del espacio por una barrera de potencial cuya altura se 
sabía que al menos era el doble de Ey se observó que, ocasionalmente, la partícula oc penetraba la barrera y 
se movía hacia valores grandes de r . 

Puesto de otra manera, de acuerdo con la mecánica clásica una partícula oc emitida desde una región en 
la que la función energía potencial tiene la forma mostrada en la figura 6-19, debería necesariamente tent>r 
una energía cinética mucho mayor de la que en realidad se le observa cuando se encuentra lejos de la 
región. La razón es simplemente que en la mecánica clásica la energía total debería ser mayor que .~t valor 
máximo de la e nergía pote ncial , para que la partícula escape de la barrera. Considérese la analogía 
siguiente. Usted pasea por debajo de un puente alto sin ver hacia arriba, repentinamente le pe~a en la 
cabeza un ladrillo con un golpe suave. 
No existe lugar de donde provenga el ladrillo excepto del puente, pero un ladrillo cayendo de tal altura 
debería desarrollar energía cinéti ca suficiente como para matarlo. 

En 1928 Gamow, Condon y Gu rney trataron la emisión de partículas oc como un problema mf'cánico 
cuán ti co de penetración de barrera. Supusieron que V(r)=2Ze2/41H0r para r > r'dondf' 2e es la carga 
de la partíc ula o: yZe es la carga del núcleo remanente después de haber sido emi tida la partícula ex , 
también s upusieron que V(r) < E para r < r' tal como se muestra en la figura 6-19. Para evaluar el 
coeficien te de transmisión Tse utilizó la ecuación (6-50) ya que el exponente k 11a,que determi na a T, 
ti ene un valor grande comparado con uno. De hecho, el exponente es tan grande que la exponencial 
domina co mpletamente el comportamien to de T y es suficiente tomar 

FIGURA 6-19 
La energía potencial V que actúa sobre una 
partícu la ex a una distanciar del centro de un 
nú cleo de { '238 y la energía to tal E de una 
partícula -:xemi tida por un núcleo radiactivo. 
La parte sól ida de la cu rva de potencial se 
co noció a partir de medidas de dispersión qu e 
siguen una ley de Coulomb hasta la distancia 
de máximo acercamiento r·de una partícula ex 

,de 8.8 MeV. La parle punteada de la curva 
muestra que el potencial se supuso continuo 
para seguir una ley de Coulomb hasta el radio 
nuclear r' donde debería !'aer muy rápidamen· 
te para formar una región de en lace. Una 
partícula ex df' 4.2 Me V f'mitida por un núcleo 
rad iart i vo debería penetrar la barrera de po· 
ten cial tlPsde PI radio nuclear r' al punto a 
distan,·ia r'" desde. t>I ren tro donde la energía 
polPn <· ial 1' resu lta mf'n or q1u• su f'nergía total 
,~·. . 

~, 
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Esta expresión fue derivada para una barrera rectangular de altura V0 y ancho a, pero cuando la 
expresión es válida se puede aplicar a la barrera V(r) considerándola como un conjunto de barreras 
rectangulares adyacentes de altura V(ri) y ancho sumamente pequeño 6.r1. En el límite. este razona­
miento conduce a la expresión 

(6-55) 

donde la integración se toma desde e l radio nuclear r' donde V{r) es superior a E, al radio r "' donde V{r) 
está por debajo de E. Esta justificado u tilizar (6-54), que fue derivada para el caso unidimensional, en (6-
55) que es una expresión para un problema tridimensional, debido a que las partículas oc casi siempre se 
emiten con impulso angular cero. Esto es, esencialmente se mueve a lo largo de trayectorias rectilíneas que 
e mergen del centro del núcleo y, por lo tanto, obedecen ecuaciones que esencialmente son unidimen 
sionales . 

La cantidad T da la probabilidad de que una partícula oc penetre la barrera en un intento. Se puede 
estimar que el número de intentos por segundo sería 

V 
N ,-.J -

- 2r' 
(6-56) 

si se supusiera que una partícula oc es rebotada con una velocidad v en el interior del núcleo de 
diámetro 2r'. Entonces la probabilidad por segundo de que un núcleo decaiga por la emisión de una 
partícula ex ,llamada la razón de decaimiento R, sería 

(6-57) 

Actualment e se sabe que (6-56) no es una est imación precisa, pero esta función o su forma más correcta, 
varía tan lentamente en comparación con la rápida variación en la exponencial que el resultado expresado 
por (6-57) es una estimación precisa. 

Al aplicar (6-57) a un núcleo radiactivo particular, Gamow, Condon y Gurney tomaron como conocidas 
todas las cantidades en la expresión, a excepción de v y r' (r"' se puede evaluar a partir de Z y EJ 
Supon iendo a v comparable con la velocidad de la partícula oc después de la emisión es decir 
nw2/ 2 = E), la razón de decaimiento R es en tonces solamente una función del radio nuclear 
r Util izando r ' = 9 X 10- 15 m, que ciertamente estaba dentro de los valores obtenidos por 
Rutherford los análisis de la dispersión de partículas a por núcleos ligeros, obtuvieron valores de R que 
Pstaban en concordancia con aquellos medidos experimentalmente, a pe,sar de que la razón de decaimiento 
varía sobre un intervalo tremendamente grande. Como un ejemplo, la razón de decaimiento para U 238, es R 
= 5 x 10- 18 seg-1 . Un ejemplo en el otro extremo es Po212 para el cual R = 2x 106 seg- 1• Esta variación 
en !? se debe principalme nt e a la variación de un núcleo radiactivo al siguiente, de la energía E de las 
partícu las (1. e mitidas. La altura de la barrera y el radio nuclear no cambian de manera significativa para 
los n úcleos e11 el intervalo limitado de la tabla periódica en el cual se encuentran los núcleos emisores 
de (1. . En la figura 6-20 se muestra una comparación entre el experimento y la·teoría. La exitosa aplic~ción 
de la mecánica cuántica de Schrodinger a la emisión paradójica de partículas constituye una de sus 
primeras y más convincentes verificaciones . 

La pe11e lración de barrera de átomos tiene lugar en la inversión periódica de la molécula de amo­
nio, NH3 . La figura 6-21 muestra esquemáticamente la estru ctura de esta molécula que consiste de tres 
átomos de H arreglados en un plano y equ id istantes del átomo de N; existen dos posiciones de equilibrio 
<'ompletamenle equivalentes para el áto mo de N, una a cada lado del plano que contiene a los átomos deH. 
La figura 6-22 inJica la energía potencial que actúa sobre el átomo de N como u na función de su distancia x 

d<"sde el plano. La funri ón potencial V{x) tiene dos mínimos, que corresponden a las dos posiciones 
1'11· equilibrio y qu e e:.tán d1spurslos simétricamente alrededor de un máximo relativo localizado en­
.r = O. Este máximo , qu e constituye una barrera que separa las dos regiones de enlace, proviene de las 
fuerzas dt- Co ulomb repulsivas que actúan sobre el átomo de N cuando éste penetra al plano de los átomos 
de f/. Las fuerzas son lo sufic ientemente intensas como para que en la mecánica clásica el átomo deN 
no sea capaz de c ruzar la barrera si la molécula se encuentra en uno de sus estados de baja energía; es 
decir, las energías más bajas permitidas de este potencial de en lace están por debajo de la cima de la 
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FIGURA 6-20 
Probabilidad por segundo R de que un núcleo 
radiacti vo emita una partícula <J. de energía E. 
Los puntos son mediciones experimentales y 
la curva sóli da es la predicción de (6-57) como 
resultado de la teoría de la penetración de 
barrera. 
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barrera, tal y como se indica en la figura. Pero la penetración de la región clásicamente excluida permite 
que el átomo de N pase a través de la barrera. Si inicialmente se encontraba en un lado, hará un túnel y 
eventualmente aparecerá en el otro y después lo repetirá en la dirección opuesta. En realidad el átomo de N 
oscila yendo y viniendo a través del plano de los átomos de H. La frecuencia de oscilación es 
v = 2.3786 x 101º Hz,cuando la molécula está en su estado base. Esta frecuencia es mucho menor que 
la encontrada en vibraciones moleculares que no presentan penetración de barrera o en otros fenómenos 
atómicos moleculares. Debido a las simplificaciones técnicas que resultaron , la frecuencia se utilizó como 
un patrón en los primeros relojes atómicos que miden el tiempo con precisión máxima. 

Un ejemplo reciente y muy útil de la penetración de barrera por e lectrones se presenta en e l diodo túnel, 
que un dispositivo semiconductor, como un transistor, y que se utiliza en los circuitos electrónicos 
rápidos ya que su respuesta a alta frecuencia e& mucho mejor que la de cualquier transistor. La operación de 
un diodo túnel se explicará en el capitulo 13 dentro del contexto de un análisis sobre semicondu clores. De 
modo que aquí sólo se dirá que el dispositivo uti liza penetración de barrera controlable para interrumpir 
corrientes tan rápidamente, que se puede utilizar para hacer un oscilador que pueda operar a frecuencias 
superiores a 1011 Hz. 

6. 7 Potencial de pozo cuadrado 

En las secciones an teriores se ha tratado e l movimiento de partículas en potenciales que son 
incapaces de ligar la partícula a regiones limitadas del espacio. También se han presentado un 

FIGURA 6-21 
rlu stración esquemática de la molécula de 
NH3 . Las esferas claras represt>ntan los tres 
átomos de H arreglados en un plano. Las 
esferas obscu ras representan dos posiciones 
de equi li brio equivalen tes del átomo de N solo. 
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V(x) 

FIGURA 6-22 

La energía potencial del átomo de N en la molécula de NH3 como una función de su 
distancia al plano que contiene los tres átomos de H y que está en .i:=0. En su estado de 
energía más baJo, la energía tot al de la molécula está por debajo de la cima de la barrera 
que separa los dos mínimos, como se indica por los eigenvalores del potencial 
mostrados en la figura . 

Cop.6 

número de fenómenos cuánticos interesantes en los que no ocurre la cuantización de la energía. 
Por supuesto que del an álisis cualitativo del último capítulo se desprende que sólo se puede 
esperar la cuantización de la energía para potenciales que son capaces de ligar a una partícula. 
En esta sección se estudiará uno de los pote nciales más simples que tienen esta propiedad, e l 
potencial de pozo cuadrado. 

El potenci~l se puede escribir 

Vo 
V(x) = 

o 
x < -a/2 o x > +a/2 

-a/2 < x < +a/2 
(6-58) 

La ilustración de la figura 6-23 indica el origen de su nombre. Si la partícula tiene una energía 
total E < V0 , entonces según la mecánica clásica sólo puede estar en la región-a/2 < x < 

V(x) 

;< 

FIG l fRA 6-2:l 
l º11 ¡,ow d1· pot1·11l'ial. 
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+ a/2 (dentro del pozo). La parl íclda f's tá l igada a esta región y \ a v vif'rH' entre lo l:> 
ex lremos de ell a con impulso de magni tud con s tant e pero direcció n a lterna. Además. c11nlq11it>r 
va lor E> O de la e ne rgía lo ta"! es pos ible. Pl"ro en la mecánica cuántica so lamN1te son pn1,1hlf's 
ciertos valores de la ener gía to ta l sf'parados clis<' r t" la m f' nt e. 

Con frecuencia se utiliza en la mecánica cuántica e l potencial de pozo cuadrado l'ara 
r e prest"ntar una s ituación e n la c ual una pa rtíc ul a se mueve en una región res tringida d f'I <·spal'io 
bajo la influencia de las fuerzas c¡ue lo ma nl ienen en la región. A pesar de q11<> f'SII· pot1'11<·inl 
s implificado pierd e a lguno de los detalle!o dl"I movim ien to, mantiene e l rasgo esencial di· ligar l:i 
partícu ln po r fuerzas de cie rta inte n gidad a un a regió n de ciert o tamaño. Del <'studio del ejt"111plo 
6-2 resulta q11e e l representar a l pott>ncial que ac títa sohr t> un e lec trón de cond 11<·1•ió11 t>n un 
bloque de metal por un pozo cuadrado es una buena aproximación. La profundidad del pozo t'"­

aprox imada m cn te ]O e V y s u ancho es igual a l a ncho de l bloque. La figu ra 6-24 indica, dc-sJ<' 1111 

punto de vi1:,La diferen te a l utilizado en e l ejem plo 6-2, la manera el<' ob1e 11 N algo ,·orno un pozo 
c u adrado mediante la s upe rpos ición de los po tencia les producidos por los ione:-; positivos que -;e 
e n c ue ntra n su mamen t i" próximos e n l" I me tal. En e l ejempl o 6-3 se indica que f'I movimi1•n1 0 de> 
un n eutrón f'n un n(1cleo se puede aproximar s uponiendo que la partícula se encuenlrt1 e11 11n 
pozo de po te nc ial cuad rado con una profundidad ele a prox imada m en te 50 Me V. Las dim t .. nsinnt·s 
lineales del potencial son igu a les a l di áme tro nuclear que es aproximadam<'nlt• de 10 1 ~ m . 

El tratamien to principia por con siderar cualitati vam ente la forma de las eigenfuncinnc·s q11,· 
son so luc iones a la ecuac ión de Schrodinger independiente del I iempo para e l pozo de pok11cial 
r uad rad o de (6-58). Como en las seccion es anteriores PI problema se rlcscomporH' en trC's 
regiones: .t: < -a/2 (a la izquierda de l pozo), - a/2 < :i: < +a/2 (interior dPI pozo) y 
x > +a/2( a la derecha del pozo). La ll amada solución {(enero/ a la e<'uación gt>11Pral para la 
n-'g ión inl Prio r del pozo PS 

t l! ¡ .r donde k 1 - -a/?. < .i- < +a/"2 (6-5()) 

El primer tfrm ino describe ondas que v1aJ3n en la dire<·,·ión en la que l: crece y r l sf'gund() 
describe ondas viaj e ras e n la direcc ión en la que x decrece. (Esta solución fue derivada en la 
sección 6-2. Si el lector no ha v is to esa sf'cción , puede demostrar ron íaci lidad que (6-59) es una 
soluc ió n a la ecuación d i" Sc hrodinger independie nt e df' l tiem po para cualesquiera valor e-s de la~ 

con s tantes arbitrarias A y B. substitu yéndola en (6-2). 

FIGURA 6-2,1 

indicación runnl ita l iva dP 1·omo una apro­
ximación a u II pozo d,· poi t'1W1al r11ad rndo 

resulta de In surnro~iri6n dc> polertc-ial<-s ([ll P 

actúan sobr <> 11n r lcr t r(rn d1· condu rd6n en un 
m e ta l. Los polt'nciales '>•' dl'bt'11 a los iont's 

positivos esrrcc-hamt'nle <'~pac· iado5 t' 11 el 
meta l. {\(\ (\ (\(\ (\ (\{\ (\ (\(\ {\{\ (\ (\f\ 

Un ion 

Tres iones olineodos 

Muchos iones olineodos 
compodomente espociodos 
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Ahora, la descripción clásica de la partícula rebotando hacia adelante y hacia atrás dentro del 
pozo, sugiere que la eigenf unción en esta región debería cor responder a una mezcla igual de 
ondas que viajan en ambas direcciones. Las ondas viajeras dirigidas en oposición y de igual 
ampliLud se combinarán para for mar una onda estacionaria, lo cual se puede obtener haciendo 
iguales las constantes arbitrarias, es decir A = B; lo cual produce 

que se puede escribir 

donde B' es una nueva constante arbitrari a definida por la relación B' = 2B. Pero esta 
combinación de exponenciales complejas simplemente da 

1.p(x) = B
1 

cos k 1x 
J2mE 

donde k 1 = ( C-60) 
ñ 

Esta eigenf unción des•·ribe una onda estacionaria ya que una inspección de la función de onda 
asociada \J?(x,r) = v,(x)e-iEt/fl demuestra que tiene nodos en las posiciones fij as en las que cos 
k 1.t = O. 

También es posible obtener una onda eslacionari a haciendo -A = B, lo cual produce 

que se puede escribir 

dondt A' es u11a nueva constante arbitraria definida por A' = 2iA. Pero es to es justamente 

J2mE 
donde k1 = (6-61) 

li 

Puesto que tanto (6-60) como (6-61) son soluciones a la ecuación de Schrodinger 
i 11depen<lien le <lel tiempo para el mismo valor de E y puesto que la ecuación diferencial es linea l 
eu ?p(x),su suma también es solución; como se puede veri fi car por substitución directa. 

l{'(.r) = A' sen k 1x + B' cos k1 x 
J2mE 

donde k r = --­
ñ 

-a/2 < x < +a/2 (6-62) 

En efecto , esta es uru1 solución general a la ecuación diferencial para la región interna al pozo, y 
puesto quP contiene do!) constantes arbitrarias, es una solución tan general como lo es la ( 6-59). 
Matemáticamente las dos son completamente equi valentes. Sin embargo, es más convenien te 
utilizar (6-62) en los problemas que involucran el movimien to de partículas ligadas. Físi­
camente. se puede pensar en (6-62) como la descripción de una si tuación en la c ual una 
partícula se mueve de tal manera que se con oce con precisión que la magnitud de su impulso 
es p = lik1 = J2mE, pero cuya dirección puede ser la dirección de crecimiento o de 
disminución de x. 

Considérense ahora las so luciones a la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo en 
las Jos regiones externas al pozo potencial: x < -a/2 y x > +a/2. En es tas regiones las 
soluciones generales tienen las formas 
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y 

d d k 
.J2m(V0 - E) 

on e 11 = 
li 

J2m(V0 - E) 
donde ku = -----­

ñ 

X < -a/2 (6-6J) 

X > +a/2 (6-64) 

Las dos formas de tp(x) describen las ondas estacionarias en la región externa al pozo, ya que en 
la función de onda asociada o/(x,t) = 1JJ(x)e-iKt/h las dependencias con x y con t ocurren 
como fac tores separados. Estas ondas estacionarias no tienen nodos, pero se juntan con las 
ondas estacionarias del interior del pozo que sí tienen nodos. (En la sección 6-3 se derivaron las 
soluciones generales. Su validez para cualesquiera valores de las constantes arbitrarias C, D, F, 
y G puede verificarse fácilmente por substitución en (6-13)). 

En cada una de las tres regiones de x se pueden construir las eigenfunciones válidas para toda 
x uniendo las formas supuestas para las soluciones generales a la ecuación de Schrodinger 
independien te del tiempo. Estas tres formas contienen seis constantes arbitrarias: A', B', C, D. 
F, y C. Ahora, puesto que una eigenfunción aceptable debería permanecer finita en cualquin 
parte, es posible ver que deberán hacerse D = O y F = O. Si esto no se hiciera la segunda 
exponencial en (6-63) haría 1JJ(x) -+ co cuando x-+ - co, y la primera exponencial en 
(6-64) debería ser 1P(x) -. co conforme x -+- + co. Es posible obtener cuatro ecuaciones 
más que contengan a las constan tes arbitrarias restantes demandando que 1P(x) y d'lp(x)/dx 
sean continuas en las dos fronteras entre las regiones x = -a/2 y x = +a/2, como se 
requiere para eigenfunciones aceptables (las cuales ya son monovaluadas) . Pero no se fJUede 
permitir que las cuatro constantes arbitrarias restantes sean especificadas por estas cuatro 
ecuaciones. Una de ellas deberá permanecer sin especificar, de modo que la amplitud de la 
eigenfunción pueda ser arbitraria, lo cual se requiere ya que la ecuación diferencial es lineal e:n 
la eigen función 1P(x). Entonces parece haber una discrepancia ent re al número de ecuaciones 
por satisfacer y el número de constantes que se pueden ajustar, pero esto se resuelve tomando a 
la energía total como una constante ad icional susceptible de ajustar. Posteriormente se verá que 
este procedimiento funciona sólo para ciertos valo res de E. Esto es, surgirá cier to conjunto de 
valores posibles de la energía total E y así la energía estará cuantizad.a a un conjunto de 
eigenvalores.La ecuación de Schrodinger tiene soluciones aceptables solamente para estos 
valores de la energía total. 

Como se verá en breve al tratar un caso especial, no es difíci l llevar a cabo este procedimiento. 
Pero el caso general conduce a una so lución que contiene una ecuación trascendental 
complicada (una ecuación en la cual la incógnita está contenida en el argumento de una función 
tal como una senoide), lo cual impide expresar la solución en una forma matemática concisa. 
Por lo tanto, se dejarán los detalles de la solución general para el apéndice G y aquí se 
continuará por el momento con el análisis cualitativo. 

Las figuras 6-25 y 6-26 muestran, respectivamente, los eigenvalores y las eigenfunciones 
para los tres estados ligados de una partícula en un pozo de potencial cuadrado particular. Nos~ 

FIGURA 6-25 
Pozo cuadrado de potencial y sus tres eigen· 
valores. No se muestra el continuo de eigen­
valores de energía E > Vo. 
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FIGURA 6-26 

Las tres eigenfuncioues ligadas para el pozo de potencial de la figura 6-25. 

muestra un continuo de eigenvalores que se extiende desde la cima del pozo hacia arriba ya que 
está permitido cualquier valor de la energía total E que sea mayor que la altura de las paredes del 
potencial V0 , tampoco se muestra el continuo de eigenf unciones. Enfocando primero la 
a lención sobre la región de x dentro del pozo se observa que la curvatura de la parte senoidal de 
la e igenfunción aumenta conforme aumenta la energía de los eigenvalores correspondientes. En 
consecuencia a mayor energía de los eigenvalores es mayor el número de oscilaciones de las 
eigenfunciones correspondientes y mayor su número de onda. Estos resultados reflejan el 
hecho de que el número de onda k1, en la solución de (6-62) para la región interior al pozo, es 
proporcional a E 112• El pozo cuadrado de potencial descrito en la figura no tiene un cuarto 
e igeuvalor ligado debido a que el valor asociado de k¡y por lo tanto el de E 112 ,debería ser muy 
grande como para satisfacer la condición de ligadura E< V0 • 

Considérense ahora las partes de las e igenfunciones que se extienden a las regiones 
exteriores al pozo. En la mecánica clásica nunca sería posible encontrar a una partícula en estas 
regiones ya que su energía cinética es p2/2m = E - V(x), que es negativa donde E< V(x). 

Obsérvese que las eigenfunciones en estas regiones dásicamente exduidas se van a cero 
más rápidamente conforme menor es la energía de los eigenvalores correspondientes. Esto 
está de acuerdo con el hecho de que el parámetro exponencial kII,en las soluciones de (6-63) y 
(6-64) para la región exterior al pozo, es proporcional a ( V0 - E)1/2. También está de acuerdo 
con la idea que constituye la violación más seria de las restricciones clásicas de que la energía 
lütal E deberá ser, al menos, tan grande como la energía potencial V(x) ,las eigenfunciones son 
más renuentes a penetrar a las regiones clásicamente excluidas. 

Resulta instructivo el considerar el efecto que tiene sobre las eigenfunciones el permitir que 
las paredes del pozo cuadrado se hagan muy altas, es decir, hacer V0 -- oo.En la figura 6-27 se 

1/11(x) 

CX: COS j ( ,/2111 ¡.; ¡//,)X j 

- u/2 o +a/2 

FIGURA 6-27 

Las primeras eigenfunciones para un pozo cuadrado con paredes de altura moderada. 
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FIGURA 6-28 
La pr imera e i~enf unción de un pozo cuadrado co n pan~des de a ltu ra in fin ita 

muestra la primera e igenf unción para un pozo de poten c ial c uadrado . Con form e V0 _ .,.. oo . 
E1 aumenta , pe ro lo hará mu y lentamente comparado con e l increme nto d e V0 .Es to es c ierto 
debido a que E1 es tá determinada esencialmente po r e l requis ito de que aproximadam ente la 
mitad de una oscilac ión d e la e igenf unción deberá llenar la lo ngitud del pozo. Po r lo tan to e l 
parámetro exponencial k 11 = , :2m(V0 - E )/n ,que determina e l comporta miento d e la e ige n ­
f un ción en las reg ion es ex t ernas a l pozo se h ará mu y grande con fo rm e V0 se hace mu y grande y 
qu e la e ige nfunció n se irá a cero mu y rápidamente en e l f> Xteri or de l pozo. En e l lím it e "Pi (:r) 
deberá ser cero para toda x < -a/2 y para toda x > + a/2. Para un p ozo cuadrado con 
paredes infinitamente altas, 1/1¡ (:r) ti en e la forma mos trada en la fig ura 6-28. Es eviden ti> <JUc: 

estos argumentos son válidos para todas las eigenf unciones de este pote n cia l, es dec ir, pa ra 
todos los valo res de n en un pozo de pol en cial c uadrado infinito 

111,,(.r ) = O :r < -n/2 o x > +a/2 (6-65) 

t s ta condició n para las e igenf uncio nes de l pozo cuadrado infinito sola m ente se pueden 
sa ti s facer s i se v io lan en x = + a/ 2 los requi s itos d e que la deri vada d1Pn(1._·)/dx d i> una 
eigenf un ción sea co ntinua e n cualquier part e, pe ro si e l es tudiante rev isa los a rgum en tos que se 
pr rsent aron para jus tifi car e l r equis ito, econt rará qu e la de ri vada sólo será continua cuando t>I 
pote n cial sea finit o. 

6.8 El potencial de pozo cuadrado infinito 

El potencial de pozo cuadrado infinito se escribe como 

00 
V(.1·) = 

o 
.r < -a/2 o x > +a/2 

- n/2 < .1.' < +a/2 
(6-66) 

y se muestra e n la figura 6-29 . Tiene la carac t erís ti ca de liga r una part iicula con cualquie r 

r ne rgía to tal finit a E > O. En La mecánica clásica cualesquiera de es tas en e rg ías so n pos ib les, 
pero e n la mecánica cuántica só lo son permitidos ciertos eigen val ores discretos E,, . 

Se verá que es mu y fácil en contrar expres io n es simples y con cisas para los e igen valores y 

eigenfunc io n es d e es te po ten cial, de bido a que la ecuació n trascendente que aparece en la 
so lu ció n de s u ecuació n de Schrodinger indepe ndiente del ti empo tie ne so luciones s imples. 

Para valores de l número cuántico n que no sean mu y gra ndes , es posible ul i li zar estos 
eige n valores y e igenf unciones como eigenvalo res y e igenfuncio nes aprox imadas de u n nnw de 

po te nc ial cuadrado con V0 grande, pero finita. Por ejemplo , con ante ri o ridad se me n cio n ó que 
es una mu y buena aproximación tomar un pozo c uadrado finit o com o e l po te n cia l para 1111 

elt>c trón de conducción en un bloque de me tal. En el ejemplo 6-2 se mo"'t ró q u e pa ra 1·1 C11 
mt- tá li co las e igenfunciones pe netran una di s tanc ia de ap rox imadamente 10- 10 m en las 
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V(x) 

FIGURA 6-29 

Pozo de polencial cuadrado infin ito. 
______ ...._ ______ __...._ ______ ......_ ____ ~x 

-a/2 o +u/2 

regiones clásicamente excluidas externas a l pozo. Esta dis tancia es muy pequeña comparada con 
el ancho del pozo cuadrado, que es e l ancho de l bloque de Cu, que para muchos propósitos es una 
aproximación igualmente buena utilizar las eigenfunciones y eigen valores correspondien tes 
para un pozo cuadrado infinito. También se utilizarán pozos cuadrados de potencial infini to 
para estudiar las propiedades mecánico-cuánticas de un sistema de moléculas en un gas y ot ras 
partículas que se encuentran est rictamente confinadas en una caja de ciertas dimensiones . A 
una partícula que se mueve bajo la influencia de un potencial de pozo cuadrado infin ito se le 
denomina con frecuencia partícula en una caja. 

La solución general a la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para la región 
interna de un pozo cuadrado infinito se puede escr ibir como la onda estacionaria (6-62) , la cual 
!>e puede simplificar , eliminando las primas, a 

VJ(.r) =Asen/u;+ B (.;OS k.r 
.J 2m E 

donde k = --­
t, 

-a/2 ~ x < +a/2 (6-67) 

(Los estudian tes que se hayan saltaJo las secc iones a nteriores podrán ver que esta tp(x) repre­
senta una onda es tacionar ia, s i observan que la fun ción de onda asociada \!"(x,t) = tp(x) e- iEt/li 

t icnc nodos fijos y podrán verificar que la tp(.t:) es realmente una solución a la ecuación de 
Schród inger independien te del tiempo substituyéndola en (6-2). De acuerdo con la condición de 
(6-65). v{r) tiene el valor cero e n las regiones exteriores al pozo. Por supuesto que esto deberá 
ser cier to de modo que la densidad de probabilidad sea cero en es tas regiones, ya que la partícula 
S<" e11u1<>,.lra es trictamente confinada dentro del pozo por sus paredes de potencial infinita­
mente altas. I::11 part icular, en las fronteras del pozo 

tp(x) = O X = ±a/2 (6-68) 

E :-.to t>s. la onda estacionar ia tiene nodos en las paredes de la caja . 
. \ hora se desarro ll arán las relaciones a satisfacer por las constantes a rbitrarias A y By por e l 

fMrámC'lro k. Apli rando las co11diciones en la frontera (6-68) para x = +a/2 se obtiene 

ka ka 
A sen- + B cos -- = O 

2 2 
(6-69) 

1·11 x = -a/2, (6-68) produce 

( ka) A sen - 2 ( 
ka) + B cos - 2 = O 

u 

ka ka 
-A sen - + 8 <.:os - = O 

2 2 
(6-70) 
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Sumando las dos últimas ecuaciones numeradas se tiene 

Y restándolas 

ka 2Bcos- = O 
2 

ka 
2A sen- = O 

2 

(6-71) 

(6-72) 

Tanto (6-71) como (6-72) deberán satisfacerse. Cuando esto se hace, tp(x) y dtp(x)/d:r serán 
finitas en cualquier parte y monovaluadas y tp(x) será continua en cualquier parte. Como se 
di scu tió al final de sección anterior, dtp(x)/dxserá discontinua en x = ±a/2. 

No existe valor del parámetro k para el cual.tanto cos (ka/2)como sen (ka/2) sean cero 
simultáneamente y ciertamente no es deseable satisfacer estas dos ecuaciones haciendo A y B 
iguales a cero ya que entonces tp(x) = O en todas partes y la eigenfunción no tendría interés 
porque la partícula asociada ¡no estaría en la caja! Sin embargo,estas ecuaciones se pueden 
satisfacer ya sea escogiendo k de modo que cos (ka/2) sea cero y ponien lJ A igual a cero. 
o escogiendo k de modo que sen(ka/2) sea cero y haciendo B igual a cero. Esto es, tomando 
c ualesquiera 

A=O 

o 

B=O 

Entonces existen dos clases de soluciones. 
Para la primera clase 

y 

y 

ka 
cos- = o 

2 

ka 
sen -= O 

2 

(6-73) 

(6-74) 

1¡,(x) = B cos kx donde 
ka 

cos - = O (6-75) 
2 

Para la segunda clase 

1p(x) = A sen kx 
ka 

donde sen - = O (6-76) 
2 

Las condiciones sobre e l núme ro de onda k expresadas en (6-75) y (6-76), están en la forma dt> 

ecuaciones trascendent es ya que la incógnita k aparece e n los argumentos de las senoides;pero 
ocurre que estas ecuaciones trascen dentes son tan simples que sus so luciones se pueden 
esc ribir de inmediato en for ma concisa. Los va lores de k permi tidos para la primera clasf', (6-75), 

son 

ka 7T' 3n 5n -=-,-,-, .. . 
2 2 2 2 

ya que cos (7T/2) = cos (31r/2) = cos (57T/2) = · · · = O. Es con veniente expresar esto como 

k = 117T 
" 

n=l,3,5, .. . (6-77) 
(l 

Los va lores permil idos de k para la segunda clase, (6-76), son 

ka 
- = 7T, 21r. 37T, ... 
2 
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ya que sen 7T = sen 27T = sen 371" = · · · = O. Lo cual también se puede 

k = /l'TT 
n n = 2, 4, 6,. . . (6-78) 

a 

Conociendo los valores permitidos de k se pueden obtener las soluciones a la ecuación de 
Schrodinger independiente del tiempo para el pozo cuadrado infinito a partir de (6-75) y (6-
76). Encont rándose 

V'uCx) = B ,. cos k,.x 

y 

"!f',.(:r) = A,. senk,.x 

nTT 
donde k,. = -

a 

rl7T 
donde k 11 = -

a 

n - 1, 3, 5, . . . (6-79) 

n = 2, 4, 6, . . . (6-80) 

La so lución correspondiente a n = O es V'o(x) = A sen O = O; la cual se excluye ya que no 
describe a una partícula en una caja. Se ha utilizado al número cuántico n para denotar las 
Jiferentes so luciones de las ecuaciones trascendentes y las eigenf unciones correspondientes.Si 
l"uera necesario aplicar la condición de normalización, se podrían determinar las constan­
Ir>:,; A,. y B,, que especifi can las ampl itudes de las eigenfunciones (véase ejemplo 5-10), pero 
U!-Ualmente no es necesario el hacerlo. 

El número cuántico n también se utiliza para denotar los eigenvalores correspondientes. 
l't ili zando la relación k = '-,

1
2mE/ñ de (6-67) y la expresión k,. = n7r/a en (6-79) y (6-80) para 

los valores permitidos de k , se encuentra 

tz2k "l. 71"2;,2,,2 
E = __ ,1 - ~~-

,. 2m 2ma 2 
n - 1, 2, 3, 4, 5,. . . (6-81) 

Df' lo cual se concluye que sólo son permitidos ciertos valores de la energía total E. La energía 
tota l de la partícu la en la caja está cuantizada. 

El trat amiento cuantitativo del pozo cuadrado finito estudiado en la sección anterior y 
úesarro ll ado en el apéndice Ges esencialmen te el mismo que se ha seguido. Pero la penetración 
de 1a e1genf unción en las regiones ex teriores al pozo, que varían con la energía del eigenvalor 
asuciado, conducen a ecuaciones trascendentes para k más complicadas que las que se pueden 
r f"SO I ver gráfi ca o numéricamente. 

La figura 6-.30 ilustra el pozo cuadrado de potencial infinito y sus primeros eigenvalores 
1·:-.pt>cif1cados por (6-8 l). Por supuesto que todos los eigen valores están separados dis-

FIGl 1RA 6-30 
Lo!-> pri mNo!-> t·i~t'.n valores de un pozo dt· po-
11:nt:ial ,·uadrado infinito. 

V /x) 

1-- . 
-a/2 

Es 

E.¡, 

E:1 

Et 

E1 1 

o +a/2 
X 
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cretamen te para un pozo de potencial infinito ya que la partícula está ligada para cualquier 
e igenvalor finit o. Obsérvese que e l patrón formado por los primeros tres e igenvalores del pozo 
c uadrado infinito es mu y s imilar al formado por los tres e igenvalores ligad os del pozo cuadrado 
finit o mos trado e n la figura 6-25. A este respecto, los resultados del pozo cu adrado infinito 
con st itu yen una aproximación a los resultados del pozo cuadrado finito. Sin embargo, en detalle 
cada fun c ión energ ía-po te n cial V(x)tiene su propio conjunto característi co dP- eigenvalores 
ligados En. 

La energía del primer e igenvalor es particularmente inte resan te. Para el pozo cuadrado 
infinito es 

(6-82) 

Que se llama la energía del punto cero y es la en e rgía total más baja posible que puede tener la 

partícula s i es tá ligada a la región -a/2 < x < +a/2 por e l po t en c ia l del pozo cuadrado infinito. 
la partícula no puede tener energía total cero. El fenómeno es básicamente un resultado del 

prin c ipio de in ce rtidumbre. Para ver esto considérese e l h echo de que si la partícula Pstá ligada 
por e l potencial, e nto n ces se con oce su coord enada x dentro de una incertidumbre dt> 
aproximadamente C::.x ,..._,a.En consecuencia, la incer tidumbre en su impulso cleberá ser al 
m enos ~p-:::::::. ñ/2~x-:::::::. ñ/2a. El prin c ipio de incertidumbre no puede pe rmit ir que la partícula 
esté li gada por el po ten cial con en ergía to ra l cero ya que es to significaría que la incertidumbre 
en <·1 impulso debería ser igual a cero. 

Pa ra e l raso particular del <>igenvalo r E1 • la magnitud de l impulso es ¡>1 -:::::::. , 2111E1 = 
r.ñ/a. Pues to que la partícula está en un estado de movimiento descrito por una eigen f un 

c ió n de o nda estacionaria, se puede m over e n cualquier dire<'ción y e l valor real del impulso 

es inc if'rt o por una cantidad qu e es ap rox imadamen te ~P -:::::::. 2pt ~ 21rñ/a. La incer­
tidumhre producto ~x ~P -:::::::. a21rñ/a -::::= 21rh se ajus ta muy bie n con e l límite infennr 

f'stablecido por e l principio de incert idumbre. (Compárese con el cá lcul o cuidadoso del ej<>mplo 

S- 10). 
St> ,·ond u ye que df'hr ex i51 ir II na en «"rgía df'I p11 n to cero ya que debe ex is l ir un mou, miento drl 

punto cero. Es to está f'll fran"o con rrasl<' con la irlca dt> la fí s ica l'lásica, de que todo mo vimit>nto 
(' t>sa c·uando un :-.i:-.IPnia t if·n,• '- 11 t'nngía mínima a la t<'mrwra111ra <lt>I C'Prn absoluto. La t>neq!ia 
del p111110 ('ero f'S rt>'>po11sah l1• dt• m11chos f1•n(mw110-. 1·11ánti1·0-. 111 l t'rPsantt's 4u<' "e obsr>rvnn ron 
1·1 r·o mpor rami(•nto dt· la mat,·ria a lf'm¡wrat IITtb 11111\ li:ija-,. l ' 111•jcmplo 11111 ~ notorio t's f'I h1•c·lto 
d,· ,¡iw l'l lwlio no .,olidifi1·a a1111 a la lt'lllf >t'ral11r:111¡¡Í.., haj,1 alnrnz:11>1(· (-0.00l º K) a nw110"'1'1t' 

s~· apliq11e 1111a prt",ic'in alta. 
En la fig11ra 6-:~ 1 s,· mw· ... trnn las prinwra.., 1·ig1•11f11111·ín111·-. dc•I pnzo fH1l:·111·ial 1·11adradn 

i11fi 11 i10. Ohsrn·1·..,,· q111· 1·1 11(1nwro de· n11tacf, . .., el,· lo11~1t11d,·-. ,lt- 111111.i dP 1·,111.1 t'l¡!t'lll1111,·i,·,11 , . .., 

igual a :,,11 1111mt•ro c11ánt ini 11 :• por lo tanto 1·11111111,·ro di· nodo-,, .... 11 + 1. \I ,·11111¡,;irar 1•-,1a:-

FIGl !RA 6 -:·0 

Primeras e igt>n Í11n c- io nes para un pozo de po­
l t>ncial cuarlrad o iníinit o. -u /.: o +n/2 

\. 
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cigenfunciones con las correspondien tes del pozo cuadrado finito mostradas en la figura 6-26, el 
estudiante puede ver nuevamente cómo los resultados que se obtienen para el potencial s imple 
se pueden utilizar para aproximar a aquellos de potenciales más complicados (en forma más 
precisa, para eigenfuncio nes de 1t más baja}. 

El lector famil iarizado con ins trumentos musicales de cuerda podrá observar que las 
eige11funcio11es para una partícula confinada estri ctamente entre dos puntos en los extremos de 
la caja, se parecen a las funciones que describen las formas posibles que asumen las cuerdas 
vibrantes cuando tienen sus dos ex tremos fijos. La razón es que ambos sistemas están sujetos de 
forma análoga a ecuaciones diferenciales independientes del tiempo y que satisfacen con· 
<liciones análogas en los dos puntos . Aquí está otro ejemplo de la relación entre la mecánica 
cuántica y el movimiento ondulatorio clásico. Los estudiantes con inclinaciones musicales 
taml,ié11 podrán observar que las frecuencias vn =E11/h del factor independiente del tiempo en 
las funcio 11es ele onda para la partícula confinada, sa tis facen la r elación vn oc n2 (ya que 
E 11 = 7r2h2n2/2ma2), mien tras que las frecuencias de la cuerda vibrante sa tis face la "progres ión 
armónica" J',. oc 11. Esta diferencia proviene de que los dos sistemas obedecen ecuaciones 
<lif erenciales <lepeu<lientes del tie mpo que no son del todo análogas. 

Ejemplo 6-5. Derivar la ley de cuantización de la energía para el pozo cuad rado infinito, (6-81) , 
.Jirectanien te de la re lación de de Broglie p = h/ J.. meti e11<lo un número en tero de mitades de longitudes de 
unda Je de Broglie J../2 en el anc ho a del pozo. 

De la figura 6-31 es evidente qu e las eigenfunciones de l pozo cuadrado infinito satisfacen la relación 
s iguie11tt· e11tre las longitudes de onda de de Broglie y la longitud del pozo 

A. 
11 - = a 

2 
11- 1,2,3, ... 

Esto es, en el pozo eutran un número entero <le mitades de longitud de onda, lo cual s ignificr 

2a 
J..=-

11 

,'\-;í '(Ue seg(111 <le Broglie, los valores correspo11dientes a l impul so de la partícula son 

/¡ /111 
p 

2a 

11 = 1' 2, 3 •... 

11 = 1, 2, 3, ... 

Co1110 la energía pot1.;11cial Je la partícula es cero dentro Jcl pozo, su energía total es igual a s u en ergía 

L t11t•ti• a. tntorwes 

p2 
E=-

2111 

1,2,,2 7T2r,2112 

= 2m4u2 = 2ma2 11 = l, ~. 3, ... 

q11,• rn11 ·ut>rdu eo11 (6-8 1). Es te cálcu lo trivial solamente se puede usar para el caso más simp le Je una 
f',11 rwulu li~ada , es Ut'c ir el caso d<' 1111 pozo de potencia l cuadrado infinito, y no se puPLle aplicar para 
,•11,'urrtrnr lm, C:'Í~c11valurcs o cigcnfu n cioncs de un potenc ial más compli ca<lo tal como el de un pozo 
1·11ad1.1.J11 linito. lVéase tarnLién e l análisis. eu conexión c011 (·~-25), de la aplicación <le la r<'gla de 
t 11~u1tiu1,·io11 Je ~'ibon-~on11nerfcld para el pozo cuaJraJo infinito' ~ 

Ej•·mplo 6-6. Antes d<'I dt"scuLrimiento del neutrón se pensaba que un núcleo de número atúmico Z 
, ¡w.,t• att11111ro ·I l'staba I nmpues tu de .J protones y (.·1-Z) electrones, pero e xistía un problema serio con la 
111a¡.{111tud de la enen!Ía ·:lcl punto cero para una par tícula tan ligera como u11 electrón confinada a una 
n-'l!rt,11 1.1n p1'qlleñ;i cumo un núcleo. Estimar la energía <le! punto cero E. 
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Po niendo la masa de l e lectrón m igual a 10- 3o kg y el ancho del pozo igual a l0- 14m (dimi>nsiones 
nucleares típicas), se obtien e de (6-82) 

-rr2/i2 } 0 
E=--!::::: 

2ma2 2 x 

x 10- ss joule2-seg2 10- 9 . 

10- 30 kg X 10- 28 m 2 !::::: 2 JOUie 

10- 9 joule 
!'.::::: 2 

1eV 
x ,..._, 3 x 109 eV 

1.6 x 10- 10 joule -

= 3000 MeY 

Para estim ar la energía de l punto cero está plenamente jus tificado el tratar al e lectrón como s i estu vie ra 
confinado a un pozo cuadrado infinito. También está just ifi cado ignorar el carácte r tridimensional del 
s is tema real. Pe ro no estaría justificado e l tomar el valor de E que se ha obtenido, ya qu e es 
extremadament e grande comparado con la energía de la masa en reposo del e lec trón m 0c2~0.5 Me V.En 
este problema en particular, deberá u sarse un análogo de (6-82) válido desde e l punto de vista rPlativis ta. 

La fórmula requ erida se puede obtener partiendo de la técnica utilizada en el ejemplo 6 -5. Tanto la 
ecuación l =2a/n como p = h/ A mantienen s u validez en e l ex tremo del rango relativis ta. Así, si SP 

s ubstituye E = p2/2m por E = cp (la relación E 2 = c2p 2 + m~c4 energia impulso en el lí· 

mit e E» m0c2),se ob tiene para n = 1 

chn 
=-

2a 

3 x 3 x 108 m/seg x 10- 34 joule-seg 
=--~ 10- 14 m a 

E= cp 
ch 'TTC fi 

leY 
x ,..._, 6 x 107 eV = 60 MeY 

1.6 x 10- 19 joule -

Un e lec trón podría esta r ligado con esta energía de l punto cero en un núc leo, si la magn ituci de la 
profundidad del pozo de potenc ial fue ra mayor que la magnitud de la en e rgía de l punto cero. Hay un 
po ten cial de ligadura qu e actúa sobre e l e lectrón debido a la a tracción de Coulomb de la carga positiva del 
núcleo, pero la magnitud de po te nc ial no es lo s ufic ient e mente grande. Es ta magnitud se pue c:le est imar 
tomando r = 10- 1.a m, y Q 1 = Ae, Q 2 = -e en la fórmula para e l potenc ial de Coulomb donrl c> e 
es la magnitud de la carga de l electrón . Pa ra un valo r típi co de A 100, se obtiene 

Ae2 10:i x ( 1.6 x 1Q- 19 coul )2 1 eY ___ .....,, 
X 

10 10 coul:?/nt-m2 x 1Q- 14 m 1.6 x 10- 10 joule 

,._, -1.6 x 107 eY = - 16 MeY 

La cual es diez veces mas pequeña que la energía de enlace requerida. De modo que un e lectrón no pu ede 
esta r ligado e n un nú cleo dehido a la ene rgía di>I punt o cero requerida po r el principio de in rt-rt1dumbri>. 

En 19:~2 Chadwick mo tivado por un a s ugt>ren c ia de Rutherford descrubrió el neu t rón. Ahora "" saht> 
quP 1111 núc·lt>o está compuesto por 1. pro tones)' ( A-7,) neutron es. Debido a c¡ur los neut ro nt>s, como los 
pro to nt-'>, so n part ícu las pesadas,s u energía del punto cero en un núcleo es relat ivamentP baja co mo pa1 a 
q1w p1wdan ligarse s in difi cultad . En efec to, ro mo :.e verá en t>I ca pítulo 15, al~unas de las propít>dadt's más 
1mportantc·s d<' los núc:l1·os s1· pueden t-xplil'ar en té rm inos de los e:. tados cuánticos de los ne11 trorws y 
proto nPs q11 P se mueven Pn un pozo cuadrado de potencial (fini to). ~ 

La figura 6-3 1 po n e de re lievf' la cl if erencia f' <,C ncia l e ntre la:, d os c lases de e igenfun r ion~:-- dt-

0 11da t'S tacio n a ria espec ificadas po r (6-79) y (6-80) . Las e ige nfunciones de la primPra cla­

..,,. V-' i (.r), V':lx), tp5(x), .. son /uncion<'.~ pare.~ de x; esto es 

111(-:r) = +'tp(x) (6-83) 

En la nwcáni <:a cuántica Sf' di 1·1• qui-' t''>las fun ciones t it>nen pandad par. Las eigenfun rionf':-- .J p 
s q~1111da ,·lasP V'zCx), v•.a(.r), V'r.(.r) .... so n f un rÍOfl<'., impnr<'s ,Ir .i: ; esto es 

v,(-.r) = -v1(:r) C 6-84) 
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y se dice que tienen paridad impar. 
Las eigenf unciones tienen una paridad definida, ya sea par o impar , ya que el origen de l eje x 

se ha escogido de modo que el potenc ial de pozo cuadrado simétrico V(x} sea una función par de 
x. Obsérvese que si se vuelve a definir el origen del eje x, en la figura 6-31 por ejemplo 
situándolo en el punto x = -a/2, las eigenfunciones ya no tendrán una paridad definida. 

Estos resu ltados se obtienen para el potencial de pozo cuadrado y para cualesquie ra otros 
potenciales simétricos, ya que las cantidades mensurables que describen e l movimiento de una 
partícula en es tados Ligados de estos potenciales también deberán ser s imétricos alrededor del 
punto de simetría del potencial. Si se escoge el origen del eje x en el punto de simetría , entonces 
la fun ción que describe la cantidad mensurable deberá ser una fun ción par. Por ejemplo, esto 
es cierto para la función densidad de probabilidad P(x,t),tanto para las eigenfunciones con 
paridad par como para las de paridad impar , ya que 

P(-x,t) = tp*(-x)tp(-x) = ( ± tp*(x)](±tp(x)] = tp*(x)tp(x) = P(x,t ) (6-85) 

Es to no es cie rto para la función de onda misma en el caso de una eigenf unción con paridad 
impar ; esa función de onda es una funci ón impar de x , pero esto no es Lllna contradicción ya que 
la fun ción de onda misma no es men surable. Las eigenfunciones para estados no ligados de 
fJOlcn ciales que son funciones pares de x no tienen necesar iamente paridades definidas ya que 
ellas no describen necesariamente movimientos simétricos de las partículas. 

En una dimensión, e l hecho de que e igenfunciones de onda estac ionaria tengan paridades 
Jefini<las, s i V(-x) = V(x), es de gran importanc ia ya que esto simplifica ciertos cálculos. En 
tres dimensiones, la propiedad t iene un sign ificado más profundo como se verá en el capítulo 8 
en conexión con la emisión de radiación por un átomo que realiza una transición de un estado 
,•xcitado a su estado base. 

Las fun ciones de densidad de probabilidad correspondientes a las primeras eigenfunciones del 
pozo cuadrado infin ito están esquematizadas en la figura 6-32, en la cual también se ilustra la 
densidad de probabi lidad que predeciría la mecánica clásica para una partícula que rebota hacia 
adelante y hacia a trás ent re -a/2 y +a/2. Puesto que la partícula clásica invertiría una 
!',rnti<lad de tiempo igual en cualquier elemento del ej e x en esta región, sería igualmente 
probable encontrarla en cualesquiera de estos elementos. La densidad de probabilidad en la 
mecánica cuánticaosc ila más y más conforme ncrece. En e l límite en el que n ti ende a infinito, es to 
t·s para eigenvalores de muy a lta energía, las oscilaciones están tan comprimidas que no hay 
t'xperimento que pueda tener la resolución para observar otra cosa que el comportamiento 
promeJio de la dens idad de probabi lidad predicha por la mecánica cuántica. 
A<lemás, la separación fraccionaria de los e igen va lores se aproxima a cero conforme n se 
aproxima a infini to, de modo que en el límite no es pos ible resolver su discre ti cidad. Por lo tan to 
•,t> ve que las prediccionc·s de la mecánica cuán tica se aproximan a las predicciones de la 
mecárnca clásica en el límite de números cuánticos grandes o alta energía; lo cua l era de 
t>'>pe ra rse del principio de correspondencia de la teo ría cuántica antigua. 

F I G l . R ,\ 6 -:12 

Las primeras funciones de densidad de proba­

bilidad para un pozo de po tencial cuadrado 

i11fi111to. Las rurvas punteadas son las predíc-
1·1o rws d1· la nwcánira r lás11 a. 

¡/;3 • ip3 

-~.__-_- -~- ~-~--/?\_--~-,-· -x 

1/12 • i/12 

- -¡-"'---- _- ----- --_-_--__3,- ... ...._. - y 

" 

-a/2 O +a/2 
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6. 9 El potencial de oscilador armónico simple 

Se han estudiado varios potenciales que son fun ciones discontinuas de la posición con valores 
constan tes en las regiones adyacentes. Ahora se regresará al caso más reali sta de poten ciales que 
son fun ciones continuas de la posición. Resulta que sólo existen un número limitado de estos 
potenc iales para los cuales es posible obtener soluciones a la ecuación de Schrodinger por 
técnicas analíticas. Pero, afort unadamen te, estos potenciales incluyen a lgunos de los casos más 
importantes, tales como el potenc ia l de Coulomb, V(r) oc , - 1

, que se analizará en el capítulo 
siguiente y e l potencia l de osci lador armónico simple V(x)oc x2que se analizará en esta sección . 
(A este respecto le recordamos al lector que las soluciones a las ecuaciones de Sch rodinger para 
potencia les de cualquier forma siempre se pueden obtener mediante las técnicas numéricas 
desarrolladas en el apéndice F). 

Debido a que el osci lador armónico simple es e l prototipo para cualquier sistema oscilatorio, 
es de tremenda importancia en la física y en todos los campos basados en la física. Por ejemplo, 
se le utili za en e l estud io de vibraciones de átomos en moléculas diat6micas, las propiedaJes 
acústi cas y té rmicas de sólidos que provienen de vibraciones atómicas, propiedades magnét icas 
de sólidos, lo cual incluye vibraciones en la orien tación de l núcleo y la electrodinámica dt• 
sistemas cuánticos en los cuales las ondas electromagnéti cas están vibrando. Dicho en general. 
el oscilador armónico simple se puede utilizar para describir casi cualquier sistema en e l cual 
una entidad ejecute vibraciones pequeñas a lrededor de un punto de equilibn"o estable. 

En una posición de equi li brio estable la func ión potencial V(:r) deberá tener un mínimo. 
Pues to que cualquier función potencial realista es continua, la función en la región cercana al 
mínimo casi siempre se puede aproximar por una parábola tal como se ilustra en la figura 6-33. 
Pero para vibraciones pequeñas lo único que cuenta es que V(.x)es tá próxima a su mínimo.Si se 
escogen los orígenes de l eje x y del eje de la energía en el mínimo la ecuación para esta función 
potencial parabólica se puede escribi r como 

e ., 
V(x) = - x-

2 
(6-86) 

donde Ces una constante. En la figura 6-34 se muest ra este potencial. Una partícula que SP 

mueve bajo su influencia experimenta una fuerza restauradora lineal (o ley de Hooke) 
F(x) = -d V(x)/dx = -C.r, donde C es la constante de fue rza. 

La mecánica clá.sica predice que una partícu la bajo la influencia de la funza restauradora 
linea l ejercida por el potencial (6-86) y desplazada una cantidad x0 de la posición de equi librio, 
osci lará en un movimien to armón ico si mple al rededor de la posic ión de equilibrio con 
frecuencia 

FIGURA 6-33 
llu s lra<"ión del hech o d e que c ualqui e r po· 

l t'n <: ia l c:ontinuo con un mínimo (curva con · 
1 inua) S f' pu,:dt> aproximar f'n las <:Pr canías d,,I 

mí11imo por un potc·rwial parahúli,·o (n1n a 

pu1111·ada ). 

l ' =-' Je 
2-rr m 

(6-87) 
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00 00 

FIGURA 6-34 

Potencial de oscilador armó nico simple. 

donJ e m es su masa. Según esta teoría, la energía total E de la partícula es proporcional a x~, y 
puede tener cualquier va lor ya que x0 es arbitraria. 

La mecánica cuántica predice que la energía total E puede tomar solamente un conjunto 
discre to de valo res ya que la partícula está ligada por el potencial a una región de extensión 
finita, resultado que era conocido aún en la teoría cuántica antigua. El lector recordará que el 
post u lado de Planck predice que la energía de una partícula que ejecuta oscilaciones armónicas 
simples so lame nte puede tomar uno de los valores 

n = O, 1, 2 , 3, . . . (6-88) 

¿Cuáles son los valores de la energía permitidos que predice la mecánica cuántica de 
Schrodi nger para este potencial tan importante? Para responderlo, se deberá resolver la 
ecuación de Schrodi ng"r independiente del tiempo para el potencial de oscilador armónico 
simple. 

Las mate máti cas utilizadas en la so lución analítica de la ecuación no son difíciles y si muy 
in te resantes; pero ya que la so lución es muy larga se han reservado para el apéndice H. En vez de 
veri ficar por substit ución una eigenfunción típi ca y obtener un e igenvalor de la so lución, nos 
coucent ra rcmos en describi r los resultados de la solución y analiza r su significado físico. 

Se encuentra que los eigen valores para el potencial de oscilador armónico simple es tán dados 
por la fór mula 

E n = (11 + 1 /2)hv n = O, 1, 2 , 3, . . . (6-89) 

Jo11d,, 1· es la frecuencia de oscilación clásica de la partícula en el potencial. Todos los 
eigen, a lo res son discretos ya que para cualquiera de ellos la partícula e stá ligada. En la figura 6-
3S se muestran el po te ncial y los e igenvalores . 

Si :-e comparan los result ados de Schrodinger con el postulado de Planck se ve que e n la 
meránica cuá11tica todos los eigen valo res es tán corridos por una cantidad hv/2. Como una 
1·on<,ecui>nc1a la e ne rgía to tal mínima posible para una partícula ligada al potenc ial es 
1:.0 = h1•/2 que es la energía del punto cero para el potencial y cuya exis tencia es requerida por 

el pr111cip10 de in cer tidu m bre. Por lo tanto , la cuantización de la energía del oscilador armónico 
-,imple según Pla nck está equi vocada por la constante ad itiva hv/2. Esta constante se cancela 
en In mayor ía de las aplicaciones del pos tulado de Planck ya q ue e n ellas sólo se u tilizan 
d1f t>n nnas cnt r1• do::; valo res de la e nerg ía. Como eje mplo cons idere la radiac ión elec­
trnmagnétH·a emit ida po r la vibrac ión de la di s tribución de carga de una moléc ula diatómica 
n1 vu t'!-.pacio in teratómico ejecut a osc ilaciones armónicas s imples. Com o las frecuencias de los 
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FIGURA 6-35 
Primeros eigenvalores del potencial de osci­
lador armónico simple. Observa que las regio­
nes clásicamente permitidas (ent re las inter­
secciones de V(x) y En) se expanden conforme 
crecen los valores de En. 
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V(x) 

fotones emitidos sólo dependen de las diferencias en las energías permitidas de la molécula, la 
constante aditiva no tiene efecto sobre las frecuencias de los fotones. 

Sin embargo, existen cantidades observables que muestran que el postulado de Planck está 
equivocado ya que no co~tiene la energía del punto cero. El ejemplo más importante también 
está conectado con la emisión de radiación por una molécula o átomo vibrante. Cuando se 
estudie este material en un capítulo posterior, se verá que la rapidez deem.isi6n de los fotones no 
concuerda con los experimentos a menos que los osciladores armónicos simples tengan energ ía 
del punto cero. De hecho, se e ncontrará que la única razón por la que la molécula emite 
cualquier radiación es que sus vibraciones han sido est imuladas por un campo electromagnético 
circundante cuya intensidad de campo realiza oscilaciones armónicas simples debido a la energía 
del punto cero del campo. 

Además de proporcionar eigenvalores totalmente correctos, la mecánica cuántica también 
proporciona las eigenfunciones para el oscilador armónico simple. Las eigenfunciones V'n que 
corresponden a los primeros eigenvalores En,se enlistan en la tabla 6-1 y se grafican en la figura 
6-36. Las eigenfunciones están expresadas en términos de la variable adimensional u = 
[ (Cm)1' 4/fz1/2)x, que sólo difiere de x porunaconstantedeproporcionalidadquedependede 
las propiedades del oscilador. Para todos los valo res de x, la eigenfunción está dada por el 
producto de una exponencial, cuyo exponen te es proporcional a -x2 , por un polinomio simple 
de orden x". El polinomio es e l causante del comportamiento oscilatorio de "Pn en la región 
clás icamente permitida en la que En < V(x). El número de oscilaciones aumenta conforme 
aumenta n ya que existen n valores de x para los cuales un polinomio de orden :r" tiene el valor 
cero. Estos valores de x son la localización de los nodos de "Pn· Las regiones clási<'amente 

TABLA 6-1. Algunos eigenfunciones lJl(u) poro el potericiol de 
oscilador armónico simple donde u estó relacionado con lo coorde­

nado x por lo ecuación u = [(Cm) 1
'
4 / h 112Jx 

Número cu6ntico 

o 
1 
2 
3 
4 
5 

Eigenfunciones 

V'o = Aoe- u'/2 
lf'1 = A1ue-ui12 
'P2 = Az(I - 2u2)e- u'/2 

lp3 = A3(3u - 2u3)e- " 1
'
2 

tp4 = A4 (3 - 12112 + 4u4)e- u2 12 

V's = A5 ( l 5u - 20u3 + 4u5)e- "'212 
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FlGlJHA 6-36 
Primf'rJs eigen f uncionc:, del potencial de osci­
lador armónico simple. Las marcas verticales 
s{lbre el eje x indican los límites del movimien· 
lo clásico mostrados en la figura 6-35. 

Cap.6 

permitidas se encuentran en el interior de las marcas verticales mostradas en la figura 6-36. 
Estas regiones se hacen más anchas al crecer n debido a la forma del potencial de oscilador 
armónico simple V(x), como puede verse analizando la figura 6-35 donde también se indican las 
regiones clásicamente permitidas para cada En- Fuera de estas regiones las eigenfunciones 
decrecen muy rápidamente debido a que su comportamiento se ve dominado por la exponencial 
decreciente. Puesto que el potencial satisface la relación V(-x) = V(x)se espera que sus 
eigenfunciones tengan paridades definidas. Una inspección a la tabla 6-1 muestra que esto es 
cierto y que la paridad es par para n par e impar paran impar. Entonces, la eigenfunción para la 
energía permitida más baja es de paridad par como en el caso de un pozo de potencial cuadrado. Las 
constantes multiplicativas A 

II 
determinan las amplit udes de las etigenfunciones. Si fuera 

necesario, se p11ede utilizar el procedimiento de normalización para fijar sus valores, c;omo en el 
ejemplo (5-7) pero U<;.ualmente no es necesario. 

Las eigenfunciones de oscilador armónico simple contienen una gran cant idad de in­
formación acerca del comportamiento del sistema, parte de la cual se obtuvo en el capítulo 5. 
Por ejemplo, las figuras 5-3 y 5-18 dieron una representación cuidadosa de las funciones de 
densidad de probabilidad para los estados cuánticos del oscilador n = 1 y n = J 3. En el 
capítulo 8 se mostrará cómo se pueden utilizar las eigenf unciones para calcular las velocidades de 
ei:nisión de radiación de un oscilador armónico simple cargado y derivar la regla de selección 
ni - n1 = ± 1 que hubo de introducirse en la teoría cuántica antigua mediante argumentos ba­
sados en el casi increíble principio de correspondencia. 

s 

y 

L 

p 

ti 
E 
L 
Cl 

la 
p. 
e: 
rs 
h 

Ejemplo 6-7. Debido a que las eigenfunciones de oscilador armónico simple paran peq1,1eñas tienen q 
Formas matemáticas simples no es muy difícil verificar por substitución directa que satisfacen la ecuación s1 
de Schrodinger independiente del tiempo para el potencial (6-86) y para los eigenvalores de (6-89). Hacer rr 
~sta verificación para n = l. (Para n = O la función de onda se verificó por substitución directa en la 
ecuación de Schrodinger. 

La ecuación de Schrodinger independiente del tiempo es 

r,2 d2tp e 
- - - + - x 2tp = E'P I 

2m dx 2 2 

Para verifi car que el eigenvalor 

y la eigenfunción 

j 
E 1 = 2hv = ~ .!:._ (c)1,.e = ~ li (c)112 

2 27T m 2 m 

(Cm)t/4 
donde u = x 

fil /2 
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satisfacen la ecuación, se evalúan las derivadas 

y 

_ d1.1 ~ d.1p1 _ (Cm)
1

'
4 {!!_ (Cm)

114 
- u~/ 2 _ 2 } 

- dx du dx - ¡¡112 du tz112 A1e [1 u ] 

(Cm)112 
- --- A (-ue- "

2
' 2 [1 - u2] + e- "212

[ -2u]} ñ 1 

(Cm)112 
= A ue- 11212{ 112 - 3} ñ 1 

(Cm)l/2 ., (Cm)l/2 {(Cm)l/2 } 
= {u~ - 3},p = x 2 - 3 11' /¡ 1 f¡ f¡ 1 

La substitución de d 2,p1/dx2 y E1 en la ecuación que se supone que satisface, conduce a 

fi.2 (Cm)112 {(Cm)112 } C 3/i (c)1¡2 
- - x2 - 3 tp + - x 2t¡, = - - 'I' 

2m ñ ñ 1 2 1 2 m 1 

Puesto que la inspección muestra que se satisface, la verificación está completa. 

6.10 Resumen 

En la tabla 6-2 se resumen algunas de las propiedades de los sistemas estudiados en este capít 11 I, 
La tabla da un nombre abreviado a cada sistema idealizado y un ejemplo de un sistema físic 
cuyo potencial y energía total están aproximados por aquél. También proporciona esquemas d1 
las formas del potencial y energías totales y las correspondientes funciones de densidad cl t> 
probabilidad para cada sistema. Si la partícula no está ligada, inc ide desde la izquierda. Sf" ha 
escogido un rasgo significativo para enliHta r cada sistema en la tabla, pero existen muchos otros 
rasgos significativos que se han estudiado y no se han enlistado. De hecho, en este capítulo se 
han obtenido la mayoría de las predicciones importantes de la mecánica cuántica para sis temas 
que con tienen una par tícula que se mueve en un potencial unidimensional. En los capílulos 
siguientes se obtendrán predicciones a partir de la teoría para sistemas tridimensionales y de 
muchas partículas. 

PREGUNTAS 
l. ¿Puede haber soluciones a la ecuación de Schrodinger independien te del tiempo con E < O para el 

potencia l cero? 

2. ¿Por qué en la mecánica clásica nunca es posible tener E < V(x)? ¿Por qué en la mecánica cuántica si 
es posible s iempre que exista alguna región en la cual E> V(x)? 

3. Explicar por qué la solución general a una ecuación de Schrodinger independiente del tiempo unidi ­
mensio nal con tiene dos funciones distintas, mientras que la solución general a la ecuación de Schrél· 
dinger correspondi ente contiene muchas funciones disrintas. 
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TABLA 6-2. Resumen de los sistemas estudiados en el capítulo 6. 

Nombre del 

sistema 

Potencial 

cero 

Potencial 

escalón 

(energía 

bajo lo cima) 

Potencial 

escalón 

(ene,gio abajo 

de la cima) 

Barrero 

de potencial 

(ene,·g ia 

bojo lo cima 

Barrero 

potencial 

(energia debajo 

de lo cirno) 

Pozo de 

potencial 

cuadrado 
finito 

Pozo de 

potencial 

cuadrado 
infinito 

Potencial 

de oscilador 

armónico 

simple 

Ejemplo 

fisico 

Energías potencial 

y total 

Densidad de 

probabilidad 

Rasgo 

importante 

Protón en E Resultados utilizados 

haz de un V(x) X por otros 

ciclotrón sistemas 

Electrón de 
¡ 

Penetración de la región 

=J 
V(x)~ 

conducción excluida 
cerco de lo 

E _L_:_ 
X 

superficie o o 
del meta l 

1 "'º"' Neutrón __r-t(x)~ Reflexión parcial 

intentando en lo discontinuidad 

escapar 
.). 

del potencial 

del núcleo o o 

Partícula Tunelorniento 

trotando de 

L ~(x) =J escapar de ,¡, · ,1, 

lo barrero X 

de Coulomb o (l o u 

Dispersión 

~ 
No hay reflexión 

de electrón 
1:; 

poro ciertos 
por ótomo _IL 1 energías 1 

ionizado V(x) r 
X 

negativamente O <1 o (1 

Neutrón 1 j Cuantizoción F ~-(x) 
1 

1 
1 1 

ligado 

~ · 
de lo energia 

al núcleo 

o (J o (1 

Molécula V(.\) Aproximación 

estrictamente 

Ü" 
1 

1 al pozo 1 1 

confinada : 1 cuadrado finito 

a la cojo 
~ ,1, · ,1, 

• :e 
o a o a 

Atomo o c V(x) Energía del 
molécula 1 1 punto cero 
diatómica t!E 1 1 

1 1 

vibrante 
( M ··· 

X x" 

J 

l 

l 

2 



PROBLEMAS 271 

4. Considérese una partícula en un haz cuyo impulso se conoce con mucha precisión. Una función de 
onda en la forma de un grupo proporciona una descripción de la partícula, más o menos realista, que la 
de una función de onda exponencial compleja como la (6-9). 

5. ¿Bajo qu é condiciones una fun ción potencial discontinua es una aproximación razonable a un sis tema 
real? 

6. Si una función potencial tiene una discontinuidad en cierto punto, ¿sus eige nfunciones tienen dis­
continuidades en ese punto? Si la respuesta es no, ¿Por qué? 

7. Co mbinando ondas de igual amplitud y que viajan en direcciones opuestas se obtiene una onda esta­
cionaria. ¿Qué tipo de onda se obtendrá si las amplitudes no son iguales? 

8. ¿Qué es un flujo de probabilidad y por qu é es útil? 

9. ¿,Cómo es posible qu e un flujo de probabiliciad se desdoble en una discontinui<lad del po tencial no ohs­
tante que su partícula asociada no se desdobla? 

10. ¿Existe una analogía entre el desdoblamiento de un flujo de probabilidad que caracteriza el comporta­
miento de una partícula no ligada en un sis tema unidimensional y los camin os alternativos q ue puede 
seguir una partícul a no ligada qu e se mueve en dos dimensiones a través de un aparato de difracción ? 
¿Por qué? 

11. ¿Qué significa exactament e la afirmación de que el coeficiente de reflexión es igual a uno para u11 .. 
partícula qu e incide sobre un potencial escalón con energía total menor que la allura del e5calón? 
¿Qué signifi ca la afirmación de que el coeficiente de reflexión es menor que uno si la energía total es 
mayor que la altura del escalón? ¿El coeficiente de reflexión puede ser mayor qu e uno? 

J 2. Puesto que la expone ncial real es una fun ción no oscilatoria, ¿por qué una exponenc-ial compleja es 
una función oscilatoria? 

13. ¿Qué es lo que usted piensa que causan las oscilaciones rápidas en el grupo defunciones de oncia de la 
figura 6-8 cuando se ven refl ejadas por el potencial escalón? 

14,. ¿Cuál es el error en la siguiente afirmación? " Pues to que no es posible dPtectar una part ícula miPn­
tras hace un túnel a través de la barrera, no tiene sentido decir que el proceso orurre realmente". 

15. Una partícula incide sobre una barrera dt- potencial con energía to tal menor que la alt ura de la barre­
ra y se ve reílejada. ¿La reflexión sólo se debe a la discontinuidad del potencial que se enfrenta a la di ­
rección de incidencia? Si se quitara la otra discontinuidad , de manf'ra quf' la barrera cambiara a un 
escalón , ¿cambiaría el coefi cient e de reflexión? 

16. En el sol, dos núcleos dE> masa pequeña en un movimiento térmi co violen to pueden chocar pene­
trando la barrera deCoulomb que los separa. La masa del núcleo que se forma es menor que la suma cle 
las masas de los dos núcleos, de modo qu e hay energía liberada. Este proceso de fusión es t>I respon ­
sable del calor que emerge del sol. ¿Cuáles serían las consecuencias sobre la vida de la tierra si esto 
no pudiera ocurrir porque las barreras fueran impenetrabl es? 

17. ¿Ex isten algunas co nsecuencias mensurables de la penetración de una región clási<'amente ,~xcluicia 
que es de longi tud infinita? Considérese una partícula ligada en un pozo de potencial cuadrado fi­
nito. 

18. Demuestre, a partir de un argumento cualitativo, que un pozo de potencial cuadrado infinito unidi­
mensional siempre ti ene un eigenvalor ligado sin importar qu é tan poco profu nda sea la región dt> li­
gadura. ¿,Cómo se vería la eigenfunción si la región de ligadura fuera muy -.uperficial? 

19. ¿Por qué los pozos cuadrados finitos sólo tienen un número finito de eigenvalores ligados? ¿Cuále:, 
son las caracterís ticas de los eigenvalores no ligados? 

20. ¿Cómo se vería una eigenfunción de onda estacionaria para un eigenvalor no ligado de un pozo cua­
drado fini to? 
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21. ¿Pur qué los eigenvalores y las cigenfun ciones más bajas de un pozo cuadrado infinito proporcionan 
la mejor aproximación a los eigenvalores y eigenfunciones correspondientes de un pozo cuadrado 
finito? 

22. En e l estado ll = 3, la función densidad de probabilidad para una partícula en una caja es ceru en 
Jos posiciones entre las µaredes de la caja. ¿Entonces cómo puede moverse La partícula a t ravés de es· 
tas posiciones? 

23. Explicar en términos simples la relación en1re la energía del punto cero y el principio de incerti· 
dumbre. 

24. ¿Esperaría us ted que la ,..nergía del punto cero tuviera mucho efecto sobre la capacidad calorífica 
de la materia a temperaturas muy bajas? Justifique su respuesta. 

25. Si las eigenfunciones de un potencial tienen paridades definidas, la energía más baja siempre tiene 
paridad par.Explique por qué. 

26. ¿Existen analogías en la física clás ica para el concepto de paridad de la mecánica cuán tica? 

27. ¿Existe u estados no ligados para un potencial de escilador armónico simple? ¿Cuántos estados liga­
dos existen? ¿Qué tan realista es el potencial? 

28. Explicar todos los aspectos del comportamiento de todas las densidades de probabilidad de la ta­
bla 6-2; en particular explicar la densidad de probabilidad para la barrera de potencial con energía . . 
superior a su cima. 

29. ¿Cuáles son los otros rasgos significat ivos de los sistemas de la tabla 6-2? 

30. Considerando separadamente cada uno de los sistemas tratados en este capítulo, establecer cuáles de 
sus propiedades están de acuerdo y cuáles en desacuerdo con la mecánica clásica en el límite micros­
cópico. Cuáles concuerdan y cuáles no concuerdan con el movimiento ondulatorio clásico en ese Jí. 
mite. Hacer las mismas clasificaciones para las propiedades de los sistemas en el límite macroscópico. 

PROBLEMAS 
l. Demostrar que la eigenfunción del potencial escalón, para E < V0 se puede convertir de la suma 

de dos ondas viajeras, como en (6-24) , a una onda estacionaria como en (6-29). 

2. Repetir los cálculos de la sección (6-24) para el potencial escalón , pero con la partícula in icialmente 
en la región x > O donde V(x) = Vo,viajando en la dirección en la que x decrece hacia el punto 
x = O donde el po tencial escalón baja a s u valor V(x) = O en la región x < O. Demostrar que 
los coeficientes de t ransmisión y de reflexión son los mismos que los obtenidos en la sección (6-4). 

3. Probas (6-43) partiendo de que la suma de los coeficientes de re flexión y de transmisión es igual a uno 
para el caso de un potencial escalón con E > V0• 

4-. Probar (6-44) que expresa los coeficientes de reflexión y transmisión en términos de la razón E/ Vo. 

5. Considérese una partícula que pasa por efecto túnel a través de una barrera de potencial rectangu­
lar Escribir las so luciones generales presen tadas en la sección 6-5 que proporcionan la fo rma para 
tp en las dist intas regiones del potencial. (a) Encontrar cuatro relaciones entre las cinco constan ­
tes arbitrarias aco plando 'P y d1.p/dx en las fronte ra~ entre las regiones. (b) Utilice estas relaciones 
f)ara evaluar el coeficiente de t ransmisión T, verificando así (6-49). (Sugerencia: primero elimine 
F y G dejando las relaciones entre A. 8 y C; a continuación elimine B.) 

6. Demostrar que la expresión (6-49) para el coeficien te de transmisión cuando hay tunelamiento a 
través de una barrera de potencial rectangular se reduce a la fo rma mostrada en(6-SO)si los exponen· 
tes so 11 mu y grandes. 
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7. Considere una partícula que pasa sobre una barrera de potencial rectangular. Escriba la solución 
general presentada en la sección 6-5 que da la forma para ,¡, en las distintas regiont-s del poten<'ial. (a) 
Encontrar cuatro relaciones entre las cinco constantes arbitrarias acoplando IJ' y dv•/d.r en las 
fronteras entre las regiones. (b) Utilice estas relaciones para evaluar el coeficiente de transmisión T, 
verificando así (6-51). (Sugerencia: observe que las cuatro relaciones se hacen exactamente las 
mismas que las encontradas en la primera parte del problema 5 si se substitu ye k 11 por i/, 1 r 1• Haga 
esta substitución en (6-49) para obtener directamente (6-51). 

8 .1 (a) Evaluar el coeficiente de transmisión para un electrón de energía total 2 eV que incide sohn~ una 
barrera de poten<'ial rectangular de altura 4eV y espesor 10- 10 utilizando (6-49) y enst>guida 
(6-50). (h) Repetir la evaluación para una barrera de ancho 10- n m. 

9. Un protón y un cieuterón (una partícula con la misma carga que un protón pero co11 el doblt> nema­
sa) intf'ntan penetrar una barrera de potencial de altura 10 Me V y ancho 10 ¡.¡ m. Amba!> partículas 
tienen una energía total de 3 MeV. (a} Mediante argumentos cuali tativos pronostique cuál de las 
partículas tiene mayor probabilidad de éxi to. (b) Evaluar ruali tativamente la probabilidadº" éxito 
para ambas partículas. 

10. Una reacción de fusión muy importante para la producción de energía solar (ver pregunta 16) inv<r 
lucra la captura de un protón por un núcleo de carbón, el cual tiene seis veces la carga de un protón 
y un radio r' !::::::' 2 X J 0- 15 m. (a) Estimar el potencial de Coulomb V que experimenta el protón si 
está en la superficie del núcleo. (b) El protón incide sobre el núcleo debido a su movimiento térmiC'o. 
En forma realista no se puede suponer que su energía total es mucho mayor que 10 k T, don<ie k es 
la constante de Boltzmann (ver capftulo 1) y donde Tes la temperatura interna del sol de alrededor 
de 107 ºK. Estimar esta energía total y compararla con la altura de la barrera de Coulomb. (<') Cal­
cular la probabilidad de que el protón pueda penetrar una barrera de potenc ial rectangu lar de altur:i 
V que se extiende desde r' hasta 2r' punto en el cual la barrera de potencial de Coulomb cae a f ' '.J. 

(d) ¿La penetración a través de la barrera de potencial de Coulomb real es mayor o menor que P tn" f,~ 

de la barrera de potencial rectangular de la parte (c)? 

11. Verificar. por substitución, que la solución general en ondas estacionarias (6-62). satisface la erua 
ción de Schrodinger independiente del tiempo (6-2), para el caso de un pozo de potencial <'uadrado 
finito en la región interior del pozo. 

12. Verificar, por substitución, que las soluciones generales en términos deexponenciales,(6-63) y (6-64) 
satisfacen la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo(6-13) para el pozo de potencial cu~­
Jrado finito en las regiones exteriores al pozo. 

13. (a) A partir de argumentos cualitativos haga un esquema de la forma de una eigenf unción de onda esta· 
cionaria típica para un pozo de potencial cuadrado finito. (b) ¿La amplitud de la oscilación es la misma 
para todas las regiones? (c) ¿Cuál es el comportamiento de la amplitud predicha ilrededor dP las pro­
babilidades de encontrar la partícula en una longit ud unitaria del eje x en la::. <l1::.t intas regione,:;? (d) 
¿La predicción está de acuerdo con lo que se esperaría de la mecánica clásica? 

14-. Utilice los argumentos cualitativos del Problema 13 para desarrollar una condición sobre la energía 
total de la partícula en un estado no ligado de un pozo de potencial cuadrado finito, que har.e que la 
probabilidad de encontrar a la partícu la en una unidad de longitud del eje x sea la misma tanto fuera 
como dentro del pozo. (Sugerencia: Lo importante es-la relación entre la longitud de ond~ Je de 
Broglie en el interior del pozo y el ancho del mismo). 

15. (a) Haga un cálculo cuantitativo del coeficiente de transmisión para una partículll no ligada que se 
mueve sobre un pozo Je potencial cuadrado fini to. (Sugerencia: uti lice un tru co similar al indicado 
e n el problema 7). (b) Encontrar una condición sobre la energía total de la partícula que haga que 
el coeficiente de transmisión sea igual a uno. (c) Compare con la condición que se e ncontró Pn el pro­
blema 14 y explique por qué son las mismas (d) Proporcione un ejemplo de un análogo óptico de est<' 
sistema. 

16. Un átomo del gas noble criptón ejer<'e un potencial atractivo sobre un electrón no ligado que ,i,.n, 
un comienzo muy brusco. Debido a ello resulta una aproximación razonable el describir el norPn <'i:11 
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como 11n pozo cuadrado al racl i vo de radio igual al radio del átomo de 4 x 10- 10 m .Los experimentos 
demuestran que un electrón de energía cinética 0.7 eV en regiones exteriores al átomo puede viajar 
a través de él sin que existan reflexiones esenciales. Al fenómeno se le denomina efecto Ramsauer. 
Utilice esta información en las condiciones de l problema 14 o 15 para determinar la profundidad del ,,, ·~ 
¡.,ozo cuadrado. {Sugerencia: una de las longitudes de onda de de Broglie cabe justo en el ancho del 
pozo. ¿Por qué no la mitad de la longitud de onda de de Brogl ie?) 

17. 01.,tener una solució11 analítica, como en el apéndice G, para encontrar los primeros eigenvalores 
del potencial 

co 

V(x) = O 
Vo 

Jonde 

7T2ñ2 
V ---

O - f3ma2 

x < -a/2 o x > +a/2 
-a/2 < x < -a/4 o +a/4 < x < +a/2 

-a/4 < x < +a/4 

Com¡.,arar con la integración numérica del problema 31 del capítulo 5. {Sugerencia: (i) debido a la 
simetría Je V (x) la primera eigenf unción tp deberá ser de par idad par. Esto signifi ca que no puede 
haber un término senoidal en la forma supuesta para tp en la región -a/4 < x < +a/4 que cir­
cunda ax= O. (ii). Debido a esta simetría, solamente es necesario acomplar tp y dtp/dxen x = +a/4, 
y hacer 'P = O en x = +a/ 2) . 

18. Verificar, púr subst itución, que la solución general en términos de ondas estacionarias (6-67), satis­
face la ecuación de SchroJinger independiente del tiempo (6-2), para el pozo de potencial cuadrado 
infinito en la región interior del pozo. 

19. En la figura (6-37) se muestran dos posibles eigenfunciones para una partícula que se mueve libre­
mente en una región de longitud a pero que está confinada estrictamente a esta región. Cuando la 
partkula está en el estado que corresponde a la eigenf unción 'Pr, su energía total es 4e V. (a) ¿Cuál 
es la energía total correspondiente al estado lJln? ¿Cuál es la energía total más baja posible para la 
partícula en este sistema? 

FIGURA 6-37 
Dos eigcnfuncioncs consideradas en el pro­
blema 19. 

- a/2 ~/2 

~' ~ 
-a~'(___/ +a/2 

20. (a) Estimar la energía del punto cero para un neutrón en un núcleo tratándolo como si estuviera en 
un pozo cuadrado infinito de ancho igual al diámetro nuclear de 10-14 m. (b) Compare su respuesta 
co11 la energía del punto cero del electrón del ejemplo 6-6. 

21. (a) R esuel va la ecuación de onda clásica que gobierna las vibraciones de una cuerda tensa y fija por 
ambos extremos. Demues lre que la funciones que describen las formas posibles que adopta la cuerda 
son esencialmente las mismas que las eigeníunciones para un pozo potencial cuadrado. (b) También 
demueslre que las posibles frecuencias de vibración de la cuerda son esencialmente diferentes de las 
frecuencias de las fun ciones de onda para e l potencial. 

22. (a) Para una partícu la en una caja demuestre que la diferencia fraccionaria en la energía entre los 
valores adyarente~ es 

2n + 
----

112 

(b) U1ilice esta fórmula para analizar el límite clásico del sistema. 
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23. Aplicar la condición de normalización para demostrar que el valor de la constante m_!!.l_pplicat iva para 
la eigenfunción n =3 del pozo de potencial cuadrado infinito (6· 79), es B,. = J2/a. 
1 

,. ' 24. Utilice la eigenfunción del problema 23 para calrular los ~uienles valores ele expectación y romen-
lar cada uno de los resultados: (a) :r, (b) p, (e) :i·2 , (d) p 2• 

25. (a) Use el resu lt ado del problema 24 para evaluar el producto de la incertidumbre en posirión por la 
incertidumbre en el impulso para una partícula en el estado n = 3 de un pozo de potencial ruadraclo 
infinito. (b) Compare con el resultado del ejemplo 5-J O y el problema 13 del capítulo 5 y comentf' 
sobre el tamaño relativo de los productos de incertidumbre para los estados n = l ,n = 2. y n = .'3. 

26. Forme el producto de las eigenfunciones para el estado n = 1 di" un potenrial de pozo cuadrado infi­
nito con la eigenfunción para el estado n = 3 del mismo potencial, integre sobre toda x y demuestre 
~ue el resultado es igual a cero. En otras palabras, demuestre que 

27. 

28. 

29. 

30. 

~ 31. 

32. 

co 

J "'1 (:i)v•i:t·) d.l'. = º 
-co 

(Sugerencia: use la relación cos u cos u = [cos (u + t') + cos (u - u) ]/2 ). Los estudiantes qu .. 
hayan resuelto el problema 33 del capítulo S ya han demostrado que la integralsobre todaslasxde laei 
gen función n = l por la eigenfunción n = 2 también es igual a cero. Se puede demostrar que la integral 
sobre todas lasxdedoseigenf unciones diferentes es igual acero. Además, es to es cierto para cualesquie· 
ra dos eigenfunciones diferentes de cualquier otro potencial. (Si laseigenfunciones son complejas en el 
integrando se toma el complejo conjugado de una). A esta propiedad se le llama ortogonalidad. 

Aplicar P.I resultado del problema 20 del capítulo 5 al caso d e una partícula en una caja tridimensio­
nal. Esto es, resolver la ecuación de Schréidi nger independiente del tiempo para una partírula qu e 
se mueve en un potencial tridimensio nal que es cero en el interior de un a región rúbica del lado a y 
que se hace infinitamente grande fuera de esta región. Determinar los eigenvalores y las eigenfuncio· 
nes para el s istema . 

Los pasajeros de un avión observan con frecuencia que las alas de sus aeroplanos oscilan hacia arriba 
y hacia abajo con períodos del orden de 1 seg y amplitudes de aproximadamen te O. l. m. (a) DemO$· 
trar que esto en definitiva no se debe al movimien to del punto cero de las alas, romparando la ent>r· 
gía del punto cero con la energía que se obtiene de los valores citados más una masa estimada para las 
alas. (b) Calcular el orden de magnitud del número cuántico n de las oscilaciones observadas. 

La constan te C de la fuerza de rest itución para las vibraciones del espaciamiento interatómico de 
una mol écu la diat ómica típica es aproximadamente I03j o ules/m2.Utili ce es te valor para estimar la 
energía del punto cero de las vibraciones moleculares. 

(a) Estimar la diíf'rencia en Pnergía Pnlre el estado base y el primer estado f'Xt'Ítado de la mole>c11la 
vibranlf' que se consideró en el problema 29. (h) A partir rle esta est ima,·i6n di>termini> la f'ni>rgía di>I 
fotón emitido por las vibraciones en la distribución de carga cuando el sis tema realiza una transición 
en tre el primer estado Pxri tado y PI t'Stado basi>. (e) Deterrninf- también la Írt>c11Pncia del fotón y com­
párela con la fn::c uencia de oscilac ión r lásica del sistema. (d) ¿,En qué región del espectro elcctroma~­
nPtiro se enruenlra? 

Un péndulo que consiste de un peso de 1 kg en el extremo de una barra ligera del m, oscila con una 
amplitud de 0.1 m. Evaluar las cantidades siguientes: (a) frecuencia de osci lación, (b) energía <le osci· 
!ación, (c) valor aproximado del núm ero cuá ntico por oscilación, (d) separación de energía entre 
energías permitidas adyacen tes, (e) separación en distancia entre dos protuberancias adyarente!> en 
las cercanías del punto de equilibrio de la función densidad de probabi l idad. 

Esboce un argumenlo s imple para verificar que el exponente en la exponencial decreciente 'lUe go­
bierna el co mporta,niento de las eigeníunciones del osci lador armónico simple en la región rlásica­
mente excluida es proporcional a x 2 .(Sugerencia : tom e las ei~enfunciones del pozo cuadra.Jo finito 
de (6-63) y (6-64) y trate la cantidad ( V0 - E) romo si creciera al crecer x proporcionalmente a .r2). 
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3.'3. Verificar la eigenfunción y el eigenvalor para el estado n =2 de un oscilador armónico simple por 
suosti tu ción directa en la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo, como en el ejemplo 
6-7. 

34. Determinar las formas de las cinco primeras eigenfunciones del oscilador armónico simple evaluan 
do los coeficientes de los polinomios a partir de las relaciones de recurrencia desarrolladas en el apén­
dire H. 

35. Desarrolle, tanto como sea posible, un intento de hacer una solución directa por series para (H-7) del 
apénJi,·e H. Explicar claramente por qué fallan los intentos. 



7.1 

7.2 

7.3 

7.4 

7.5 

7.6 

7.7 

7 
Atomos con un electrón 

Introducción 

La importancia del átomo con un electrón; masa reducida 

Desarrollo de la ecuación de Schrodinger 

Ecuación de Schrodinger tridimensional; ecuación independiente del tiempo 

Separación de la ecuación independiente del tiempo 

Coordenadas polares esféricas; ecuaciones en r, O, y <p 

Solución de las ecuaciones 

Solución de la ecuación en <p ; unicidad y número cuántico m 1; procedimiento 
para la solución de la ecuación en O y el número cuántico l; procedimiento 
para la solución de la ecuación en r y el número cuántico n. 

Eigenvalores, números cuánticos y degeneración 

Eigenvalores; comparación con otros potenciales ligantes; condiciones que 
satisfacen los números cuánticos; degeneración de las eigenfunciones; compa­
ración con la degeneración clásica. 

Eigen funciones 

Comparación entre los tratamientos de Bohr y de Schrodinger; verificación 
para una eigenfunción y un eigenvalor típicos. 

Densidades de probabilidad 

Densidad de probabilidad radial; capas; comparación con el átomo de Bohr; 
argumento del principio de incertidumbre para el radio del estado base; depen­
dencia con l de la densidad de probabilidad cerca del núcleo; dependencia angu­
lar de la densidad de probabilidad; superficies nodales; significado del eje z; 
interpretación de la dependencia angular en términos del impulso angular 
orbital. 

277 

279 

280 

282 

284 

286 

289 

292 



278 

7.8 

7.9 

A TOMOS CON UN ELECTRON 

Impulso angular orbital 

Su papel en física cuántica; definición clásica; operadores asociados; valores 
de expec tación y magnitud de la componente z; descripción geométrica de su 
comportamiento. 

Ecuaciones de eigenvalores 

Valores de expectación de una cantidad fluctuante; ausencia de fluctuaciones 
en la magnitud y componente z del impulso angular orbital; ecuación general de 
eigenvalores; operador hamiltoniano 

Preguntas 

Problemas 

Cap.7 

303 

308 

311 

312 



7 
Atonios con un electrón 

7.1 Introducción 
En este capítulo se empieza el estudio mecánico-cuánt ico de los átomos, tratando e l caso más 
simple: el <Ítomo con un solo electrón. Además, este es el caso más importante; en virtud de que 
por ejemplo, el átomo de hidrógeno, con un solo electrón, desde el pun to de vista histórico por 
haber sido el primer sistema aJ que Schrijdinger aplicó su teoría de la mecánica cuántica. Se verá 
que los e igenvalores que esta teoría predice para el átomo de hidréígeno concuerdan con los 
predichos por el modelo de Bohr y con los observados experimentalmente. Esto const ituyó la 
primera verificación de la teoría de Schrodinger. 

La teoría de Schrodinger sobre e l átomo con un electrón es algo más que la predicción de los 
eigenvalores ya que también predice las eigenf unciones. A parti r de estas eigenfunciones se 
es tudiarán las siguientes propiedades atómicas: (1) las funciones de den sidad de probabilidad, 
que proporcionan una descripción deta llada de la estructura del átomo sin violar el principio de 
incer tidumbre,como lo hacían las bien definidas órbitas del modelo de Bohr; (2) los impulsos 
angu lares orbitales del átomo, que no fu eron predichos con exactitud por el modelo de Bohr; (3) 
el spin e lect rónico y otros efectos relativistas que no fueron predichos correctamente por el 
modelo de Bohr , (4) la rapidez con la que el átomo pasa de sus estados excitados a su estado base, 
cant idades mensurables que no es posible predecir con el modelo de Bohr. 

Además, y por en cima de su importancia intrínseca e históri ca, la teoría de Schrodinger de l 
átomo con un e lect rón es de gran importan cia prácti ca ya que constituye la base del tratamiento 
mecánico-C'uántico de todos los átomos mu lt ie lect rónicos, así como también de molPculas y 
núcleos. En los capítulos siguientes, esto se hará más evidente. 

El átomo con un elect rón es el sis tema ligado más simple que hay en la naturaleza. Si n 
embargo, es más complicado qu e los sis temas t ratados en los capítulos anteriores porque 
con tien e dos partículas y porque es tridimensional. El sistema se compone de un núcleo cargado 
pos itivamen te y un electrón cargado nega t ivamente que se mueve bajo la influencia de su 
mutua at racc ión de Cou lomb qu e, a la vez, los man tiene un idos. El carácter tridimensional del 
sis tema le permite tener un impulso angu lar. Como consecuencia de lo anterior, se verá que 
aparecen fen ómenos mecánico-cuánticos nuevos e interesan tes. Dichos fenómenos, que 
implican el impulso angu lar, no podían estudiarse antes puesto que sólo se trataron sistemas 
unidimens ionales. 

El carácter tr idimensional del átomo crea dificu ltades, ya que compJjca los procedimientos 
mat emáticos que deben usarse en s u tratamien to. Sin embargo, se siguen los mismos pro­
cedimientos a los ut ilizados para t ratar sistemas unidimensionales, pero ampl iados, de modo 
que no deberán surgir problemas conceptuales. Se ev ita rán los problemas prácticos omitiendo 
so luciones detalladas a las ecuaciones más di fíci les; otros deta lles de inte rés para algunos, pero 

2 79 
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---/ " 
I "' / \ 
\ 
\ / "' / '-.... / ----Sistema real Sistema-modelo 

FIGURA 7-1 
Izquierda: En un átomo con un electrón real, un electrón de masa m y el núcleo de masa 
M se mueven en torno a su centro de masas fijo. Derecha: En el átomo modelo 
equivalente, una partícula con masa reducida ¡t se mueve en torno a un núcleo 
estacionario de masa infinita . 

Cop.7 

110 todos los estudiantes, se reservarán para los apéndices. Se presentarán los cálculo~ 
matemáticos suficientes para mostrar la fo rma en que es te capítulo se relaciona con los 
anteriores, sin embargo, se hará énfasis en la importancia de las consideraciones fís icas que 
es tán implícitas en las fórmulas, los resultados que se obtienen y la interpretación de los 
mismos. 

El hecho de que el átomo con un electrón contiene dos partículas, de ninguna manera crea 
dificultades si se ut il iza la técnica de la masa reducida. Esta técnica est udiada en la sección 4-7, 
consiste en representar el átomo real con un modelo en que el núcleo tiene masa infinita y el 
clectró11 tiene una masaµ reducida dada por: 

µ= ( 
M )m 

m+M 
(7-1) 

úontle mes la masa verdadera del e lectrón y Mes la masa verdadera del núcleo de masa infinita a 
la misma distancia del núcleo, que en el átomo real. En este átomo-modelo, el núcleo tiene una 
masa infinita y deberá estar completamente estacionario , de modo que será necesario tratar 
úrU:camente el movimiento del elect rón con masa reducida; por lo tanto, el problema se simplifica 
puesto que, en vez de considerar dos partículas en movimiento, solo una se toma en cuenta. 

Al aplicar la mecánica clásica se encontrará que el movimiento del electrón con masa 
reducida en torno al núcleo estacionario en este átomo-modelo, describe exactamente el 
movimien to del electrón respecto al núcleo en el átomo real. Adem ás, se observará que la 
energía total del átomo-modelo será únicamente la que tenga el electrón de masa reducida y será 
igual a la e nergía total del átomo real, considerando un sistema de referencia en que el cen tro de 
masas esté en reposo. Posiblemente, el estudiante ya conoce la prueba de estos resultados de 
mecánica clásica, en relación con e l movimiento de un planeta respecto al Sol, o cualquier o tro 
sistema que impl ique el movimiento de dos partículas. No es difícil demostrar que se pueden 
obtener los mismos resultados utilizando mecánica cuántica, pero no se hará aquí. La figura 7-1, 
muestra el comportamiento del electrón y del núcleo e n el átomo real y en el átomo-modelo. En 

ambos c·asos, el cent ro de masas está en reposo. 

7.2 Desarrollo de la ecuación de Schrodinger 

Por tanto, considérese un electrón de masa reducida µ que se mueve bajo la influencia del 
potencial de Coulomb: 
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-Ze2 

V = V(x,y,z) = -----:==== 
47TEoJ x2 + y2 + z2 

(7-2) 

donde x, y, z, son las coordenadas rectangulares del electrón de carga -e respecto al núcleo que 
está fijo en el origen. La raíz cuadrada en el denominador es justamente la distancia ele separa­
ción ren tre el núcleo y el electrón. La carga nuclear es +Ze (Z = 1 para hidrógeno neutro, Z=2 
para hel io ionizado, etc.). 

Como primer paso se desarrollará la ecuación de Schrodinger para este sistema t ridi­
mensional. Se procederá de acuerdo con el método indicado en la sección 5-4. Primero se escribf' 
la expresión clásica para la energía total E del sistema. 

1 ( 2 2 2 - P0 + P11 + p,,,) + V(x,y,z) = E 
2µ 

(7-3) 

Las cant idades Px,Pv• Pz,son las componentes x, y, z, del impulso lineal del electrón. Por lo 
tanto, el primer término de la izquierda corresponde a la energía cinética del sistema, mientras 
que el segundo término es la energía potencial. Enseguida se sustituye las cantidades dinámicas 
p':ZJ, p

11
, Pz• y E por sus operadores diferenciales asociados, haciendo una extensión obvia a tres 

dimensiones del caso presentado en (5-32). Se obtiene entonces la ecuaci6n de operad.ores: 

tz
2 

( a2 a2 a2 
) a - - --., + - + - + V(x,y,z) = iñ -

2µ ax~ oy2 oz2 ot (7-4) 

Operando con cada término sobre la funci6n de onda 

'Y = 'Y(x,y,z,t) (7-5) 

Se obt iene la ecuaci6n de Schrodinger para el sistema: 

ñ2 [ª2'Y(x,y,z,t) o2'I''(x,y,z,t) o2'Y(x,y,z,t)J - - + + + V(x,y,z)'Y(a·,y,z,t) 
2µ ox2 oy2 oz2 

- in o'.Y(x,y,z, t) (7-6) 
ot 

Frecuentemente resulta más conveniente escribir lo anterior en la forma: 

- ;,_'1 v72\y + V'Y = ¡r, o'Y 
2µ a1 

(7-7) 

donde se uti liza el símbolo 

(7-8) 

ll amado Operador Laplaciano o "del elevado al cuadrado" en coordenadas rectangulares. 
Muchas de las propiedades de la ecuación de Schrodinger tridimensional y de las funciones de 

onda que son sus soluciones, se obtienen de extensiones inmediatas de las propiedades estudiadas 
en capítulos anterio res. Así por ejemplo, por la técnica de separación de variables, uti lizada en la 
sección 5-5, es fácil demostrar que como el potencial V(x,y,z) no depende del tiempo,existen 
soluciones a la ecuación de Schrodinger que t ienen la forma: 

\J'(x,y,z,t) = 1P(x,y,z)e-iEt!!t (7-9) 
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donde la eigenfunción 1p(x,y,z) es una solución de la ecuación de Schrodinger independiente del 
tiempo: 

1z2 2 
- - V tp(x,y,z) + V(x,y,z )-1p(x,y,z) = Etp(x,y,z) 

2µ 
(7-10) 

Nótese que en tres dimensiones, ésta es una ecuación diferencial parcial ya que contiene tres 
variables independientes, las coordenadas espaciales x, y, z. 

7.3 Separación de la ecuación indepe ndiente del tiempo 

La ecuación de Schrodinger independiente de l tiempo para el poten cial de Coulomb se puede 
resolver haciendo aplicaciones sucesivas de la técnica de separac ión de variables que permitan 
divid ir la ecuación diferencial parcial en un conjunto de tres ecuaciones diferenciales 
ordinarias, cada una de ellas fun ción de una sola coordenada, y después estas ecuaciones 
pueden resolverse utilizando los procedimientos ordinarios. Sin embargo, el método de 
separación de variables, nose puede utilizar cuando se emplean coordenadas cartesianas ya que la 
energía potencial de Coulomb es una func ión V(x,y ,z)=-Ze2/47T€0 Jx2 + y2 + z2 de estas tres 
coordenadas. La separación de variables no podrá ser utilizada cuando se trabaje con coor­
denadas rectangulares porque el potencial mismo no puede dividirse en términos tales que cada 
uno de ellos sea fun ción de una sola de las coordenadas. 

Esta dificultad se puede evitar si se emplean coordenadas polares esféricas. Estas son las 
coordenadas r , (), (f), que se mues tran en la fig. 7-2. La r corresponde a la longitud de la línea que 
une el electrón con el origen (el núcleo) mien tras que f) y (f) corresponden a los ángulos polar y 
azimuí.al que especifican la orientación de dicha línea. Ahora bien, como la distancia entre el 
t!lectrón y e l núcleo está dada sólo por r, en coordenadas polares esféricas el potencial de 
Coulomb se puede expresar como función de una coordenada r = ~ x 2 + y2 + z2, en la forma 
siguiente: 

-Ze2 

V= V(r) = --
47T€0r 

(7-11) 

Debido a esta gran simplificación en la forma de l potencial , la separación de variables es 
realizable en la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo, como se verá enseguida. 

FIGURA 7-2 

Las coordenadas esféricas r, O, <p de un 
punto P y sus coordenadas cartesianas 
(rectangulares) x . y, z. .'I: 

z 

p 

l 
1 
1 
1 
1 
lz 
1 
1 
1 
l 

h-~~~~~'~-.-~~~~y 
...... 1 / 

cp ...... l / 
....._ / X 

------~.J., 
y 
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Las derivadas espaciales en la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo, también 
cambian de forma cuando se hace la transformación de coordenadas cartesianas a esféricas. Una 
aplicación directa pero tediosa de las reglas del cálculo diferencial demues tra que la ecuación de 
Schrodinger independiente del tiempo se puede escribir como: 

donde: 

ñ2 
- - 'v 2v,(r,8,cp) + V(r)'1p(r,O,<p) = Ev,(r,8,cp) 

2µ 

v = -- r - + - + - sen 8-n2 1 a (· 2 a ) 1 a2 
1 a ( a ) 

r2 a,. 01' r 2 sen2 o ocp2 r 2 sen{)ªº 08 

(7-12) 

(7-13) 

;s el operador Laplaciano en coordenadas polares esféricas r , (), <¡>. Para ver los detalles de la 
transformación de coordenadas que conducen a (7-12) y (7-13), el estudiante deberá consultar el 
apéndice l. Comparando las formas del operador Laplaciano en coordenadas rectangulares y esf é­
ricas (7-8) y (7-13), se observa que se ha simplificado la expresión para la energía potencial a 
expensas de complicar considerablemente la expresión para e l J perador Laplaciano en la ecua­
ción de Schrodinger independiente del tiempo que se debe resolver. 

De cualquier forma, el cambio de coordenadas vale la pena porque permitirá encont rar 
soluciones a la ecuación de Schrodinger indepen<liente del tiempo de la forma: 

v,(r,O,cp) = R(r)G(O)<l>(cp) (7-14) 

Es decir, se demostrará que existen soluciones v,(r,0,cp) de (7-12) que se dividen en productos 
de tres funciones, R(r) , 0(0), y <l>(cp), cada una de las cuales sólo depende de una de las 
coordenadas. La ven taja se encuentra en el hecho de que estas tres funciones se pueden 
obtener resolviendo ecuaciones diferenciales ordinarias. Esto se demuestra sustituyendo el 
producto v,(r,(),<p) = R(r)0(0)<l>(<p)en la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo 
que se obtiene evaluando e l operador Laplaciano en (7-12) a partir de (7-13). Se obtiene: 

- - - - ,.- + + - sen() ---ri
2 

[1 a ( ., aRe<I>) 1 a
2
R0<1> 1 a ( aR0<I>)J 

2µ r2 or or r2 sen2 O ocp2 r2 sen O ae ao 
+ V(r)R0 <l> = ER0<l> 

Realizando las derivadas parciales, se tendrá: 

+ -- + - sen(}-R 0 d
2

<l> R<l> d ( d0)] 
r2 sen2 f) d <p2 r

2 sen f) dO dO 

+ V(r)R0<I> = ER0<I> 

En esta ecuación la derivada parcial oR/or se escr ibió como la derivada total dR/drya que 
ambas son equivalen tes debido a que R sólo es función der. El mismo comentario puede aplicarse 
a las otras derivadas. Si ahora se multiplica toda la ecuación -2µr 2 sen 2 O/ R0<f>li2 y vuelve a 
arreglar los términos se obtendrá: 

1 d
2

<l> sen
2 

O d ( 2 d R) sen () d ( d 0) 2µ 2 2 - - = - -- - r - - -- - sen O - - - r sen O[E - V(r)] 
<t> d cp2 R dr dr 0 dO d(J Ji,. 

Como el primer miembro de esta ecuación no depende ni de r ni de O, mientras que el segundo 
miembro no depende de <p, su valor común no podrá depender de ninguna de estas variables. 
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Por lo tanto, el valor comúIJ deberá ser una constante, que por conveniencia se designara 
por -mr Así pues, igualando ambos miembros de la ecuación anterior a esta constante, se 
obtienen dos ecuaciones: 

(7-15) 

y 

1 d ( 2 dR) 1 d ( d0) 2µ 2 - -- r - - - sen O- - - r [E - V(r)] = 
R dr dr 0sen f) dO d() li2 

m~ ---
sen2 O 

Rearreglando términos, la segunda ecuación se puede escribir como: 

1 d ( 2 dR) 2µr
2 

m~ l d ( d0) -- r - +-[E- V(r)]=--- - senO-
R dr dr li2 sen2 O 0sen0 d(J dO 

Como aquí se obtiene una ecuación cuyo primer miembro no depende de una de las variables y 
cuyo segundo miembro no depende de la otra, una vez má's se puede concluir que ambos 
miembros son iguales a una constante. Por conveniencia se denota esta constante por 
/(! + 1) . De esta manera, igualando ambos miembros de la ecuación a /(/ + 1) se obtienen 
dos ecuaciones más: 

y 

1 d ( d0) m
2
0 - -- - senO- + _i_ = l(l + 1)<", 

sen O dO d(J serf f) 

l d ( 2 dR) 2µ R 
- - r - + - [E - V(r)]R = l(l + 1) -
r2 dr dr li2 r 2 

(7-16) 

(7-17) 

De esta maJJera, la supuesta solución en forma de producto '1/J(r ,0,<p) = R(r)0(0)<l>(<p), es 
vál ida porque fu nciona. También se observa que e l problema se !ha reducido a resolver las 
ecuaciones diferenciales ordinarias (7-15), (7-16), y (7-17), para <l> (<p),0(8), yR{r}. 

Al resolver estas ecuaciones se encontrará que la ecuación tiene soluciones aceptables sólo 
para ciertos valores de m¿. Usando estos valores de mi en la ecuación para 0(0), resulta que 
esta ecuación tiene soluciones aceptables para ciertos valores de 1. Con estos valores de 1 en la 
ecuación para R{r}, se encuentra que ésta sólo tiene soluciones aceptables para ciertos valores de 
la energía total E; es decir, la energía del átomo está cuantizada. 

7.4 Solución de las ecuaciones 

Considérese (7-15) para <l>(<p). El estudiante podrá verificar, por diferenciación y sustitución , 
que esa ecuación tiene la solución particular: 

<I>( <p) = eim¡<p 

(La razón para usar esta solución particular se explica a continuación del ejemplo 7-5). En este 
caso, por primera vez, se t iene que considerar explícitamente el requisito, expuesto en la 
sección 5-6, de que toda función de onda debe ser monovaluada. La condición de que <I>( <p) sea 
monovaluada se debe considerar explícitamente debido a que los ángulos azimutales <p = Üy 
q, = 27T en realidad son el mismo ángulo, es decir, 

<I>(O) = <1>(27T) 
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Evalua ndo la expo nencial Pn la solución particular <I> ( qi) se obtiene : 

o 

Es ta condición se sati s face sólo s i el valor a bsoluto de 111¿ toma uno de los valores 

lm1I = O, 1, 2, 3, . . . (7-18) 

En o tras palabras, n, Lsólo pu ede ser un núme-ro entero, positi vo o negati vo. Po r lo tan to, el 
conjunto rle ecuaciones que so n soluciones aceptables de (7 -15) son : 

<1> (r) = et'm¡tp 
111¡ 

(7-19) 

donde 111 1 loma uno de los valores enteros espec ifi cados por (7- 18) . La fo rr11a específi ca rtc las 
so lu ciones aceptables, se identifica con el n,ímero cucúttico 1111 , usado rom o su bínd i,·e. 

En cuanto a las fun ciones 8(0), que son so lución de (7 -16) ,el pro cedimie nto para o btenerl as 
es mu y parecido a l qu e se utiliza para reso lver la ecuación de Schrodinger independien te dE'I 
tiempo. Con un po tencial de oscilador armónico s imple , los estudiant~s interesados en esto, 
puede n ver la explicación de es te procedimiento un tanto largo , e-n el apéndice H . Aqu í sólo se 
citarán los resultados. Se encuentra que las soluc iones aceptables (que permanecen finit as) dF 
(7-l 6 ) c;ólo se obtie nen s i la cons tant e / es igual a uno de los enteros: 

/ = lm,1, lm,1 + 1, lm,I + 2, lm,I + 3, . . . (7-20) 

Las so lucio nes aceptables se pued en escribir como : 

(7-2 1) 

Las F 11 ,,,ii(cos O)son polinomios en cos O, cu ya forma depende de l va lor d el núm ero cudntico 
I y dPl valor absoluto del número cuántico m 1. As í, es necesario usar ambos n úmeros 
cuánticos para identifi car las func iones (~) 1111 ,(0)qu e resu elven sati s factoriame nt e la ecua1· ión . 
En la sección 7-6 se presentarán ejemplos de estas fun c ion es. 

El procedimiento utilizado para obtener las func io nes R( r ) que son so luciones de (7- 17) , e-s 
también mu y s imila r a l utilizado en el caso de l pote nc ia l de osc ilado r a rmó ni C'o s imple. ~" 
enc uentra que las so lucion es correspondientes a es tados ligados sólo son act>ptables (p~rma­
necen finitas) s i la cons tant e E (la e-nergía to tal ) ti ene uno de los valo res E,. , donde 

E,, - (7-22) 

En esta expres ión , el número cuántico n es uno de los enteros : 

11 = I + 1, I + 2, I + 3, .. . (7-23) 

Las solu ciones aceptables se pued en escribir en forma m ás conven iente como : 

(7-2-t) 
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donde el parámetro a 0 es: 

(7-25) 

Los términos G,, 1 (Zr/a0) son polinomios en Zr / a 0 , que toman diferentes formas para 
diferentes valores de n y l. Por lo tanto, ambos números cuánticos son necesarios para 
identificar las diferentes funciones Rn1(r) que son so luciones aceptables de la ecuación. Sin 
embargo, los valores permitidos de E,, la energía total, son caracterizados sólo por el número 
cuántico n, ya que sólo dependen del valor que lome es te número cuántico. En la sección 7-6,se 
presentarán ejemplos de las funciones R 111 (r). 

7.5 Eigenvalores, números cuánticos y degeneración 

Uno de los resultados más importantes de la teoría de Schrodinger del átomo con un electrón, es 
la predicción de los valores permitidos de la energía total correspondiente a es tados ligados del 
átomo, dados por (7-22). Comparando los eigenvalores predichos, 

E,.= 
µZ2

e 1 

-------
(47T€of2h2112 

13.6 eV 

con las predicciones del modelo de Bohr (ver 4-18), se puede comprobar que ambos métodos 
conducen a valores idénticos de las energías permitidas. Además, la concordancia de ambas 
predicc iones con la experimentación es excelente. La derivación de la ecuación (7-22) por 
Schrodinger co11stituyó la primera veri fi carión convincente de su teoría de la mecánica 
cuántica. En la figura 7-3 se ilustra el potencial de Cou lomb V(r) para el átomo con un electrón y 
SU5 eigenval.ores E,,. 

0111!!"~~~:::c';".l~:;-r~~--~~;:;;;;;;;;~~~r:;r 
-0.85 ----· - - -e= E ,1 
- 1.51 E:i 
-3.39 

t 
~ 
·º CJ> 

v -13.6 e 
w 

V(r) 

FIGURA 7-3 

El ¡.,01e111·1a l tle Cuulornb l '(r) y sus eige11valores E. Para valores grandes den, los 
f-'tgPn valores t ie11en espaciamien tos pequeños en energía , ya que E tiende a cero a 
meditla que II tiende a infinito. Obsérvese que la intersección de V{r) con E, que 
define la pos i<'ión de u11 extremo tle la rrgión clásicamente permitida, se desplaza hacia 
fuera a medida q11P n a11men 1a. En la figura no se muestran e l continuo de eigenvalores 
de energías posi tivas corres¡.,0ndien1es a eslados no ligados. 
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;,<:11 .í l t•-. la relación entre' e l potencial d e Coulomb y sus f' igenvalores con los potPnciales 
e-studi nd o:- t•n e l capítulo 6 y sus e igenvalores? U na diferencia o bvia f'n t re estos dos C'asos , f'~ qu t> 

PI dl<'u lo me<'ánico-cu án tico que conduce a los e igenvalores d el potenrial c:le Coulomb es 
n ol ablC'nwnt <' más romplicado. Sin emba rgo, el potencial de Coulomb es una descripciém <'xacta 
de un s is tema tridimens ional real. Los po ten ciales previament e es tudiados son descripciones 
ap roximadas de s is temas ideales unidimensionales, cons truidos para si mplificar los cál<-ulns. 
Para d caso del po ten cial de Cou lomb, las complicaciones se or iginan, en parte, de bido a c;u 
s ime tría esféri ca, que obliga a usar coordenadas polares es féri cas en lugar de <'oordenada:s 
,·ar t es ia nas. 

Las semejanzas son mucho más fundamentales que las diferencias. P ara el potPncial df' 
Coulomb, com o para cualquier otro po tencial ligante, las energías to talf's permitidas c:lt> una 
partícula ligada al potencial, est án discretamente cuantizadas. En la figura 7-...J. se hace una 
comparación entre las e nerg ías pe rmitidas d e l potencia l de Cou lomb y las correspondientes a 
va rios potenciales ligan tes unidimensionales. En esta figura, el potencial de Coulomb e;.tá 
represf'ntado po r un co rt e tra nsversa l a lo largo del diámetro de un átomo con un electrón. 
Nótese qu e todos los potenciales ligan tes poseen una energía de punto cero; es decir. el nivel más 
hajo pt-rmit ido de la eneq ~ía to tal , s iempre se e ncuentra por encima del mínimo corre.;;ponc.l il"nlí• 
a la energía potencial. Asoc iado a esta energía de punto cero, el átomo con un electrón posee un 
movimient o de pun to cero, d e modo s imilar al de o tros s is temas descritos por potf'ncialt·~ 
ligan les. En la s iguiente secc ión se verá cómo estos fenómenos pueden pro porcionar unn 
explicación bás ica de la estabilidad del es tado base del á tomo. 

A pesar de que los e igenvalores del á to mo con un e lec-t rón sólo df'pendf'n d el número ruántico 
n, las <'igen f11 ne 1one:-. dependen el e los I res números cuánti cos n ,/, v m I va que res u I t nn d~I produr­
to de las tres furwiorws R,Jr ), (-)1111 1(0), y cl>,,,1(1'¡1). El hecho de que aparezcan tres números curín­
ticos es una consecuencia de que la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo contiene 
tres variables independientes, una por cad~ coordenada espacial. Resumiendo las condi ,·ionPs 
que deben cumplir los números c uán t icos, se ti ene que: 

1111 11 = O, 1, 2, 3, .. . 

I = lm11, lmtl + 1, lm,I + 2, lm,I + 3, .. . 

11 = I + 1, I + 2, I + 3, ... 

Estas condiciones se pueden expresar en fo rma más con veniente como: 

11 = 1, 2, 3, .. . 
I = O, 1, 2, ... , 11 - 1 

111¡= - /,-! + 1, ... ,0, . . .. +/- l ,/ 

Pozo 
cuodrodo fini to 

FIGl lRA 7 -•1 

Oscilador armónico 

simple 

- oo - oo 
de Coulomb 

Comparnr·ión e ntre· la~ 1·1wrgías pe rmitidas dr varios po tenc-ia les liganl es. El pote11 ,·ial 
de <:0 11 lomh t rid im1·rn,io na l se· lll ll t-'S l ra c•n II n corl <' t ra ns versa l a lo la r~o dt>I diáme l ro: 

lo-. o tro-. pnt1·1wial1·!'> M lll 11nidimen!-, in11alPs. 

(7-26) 

(7-27) 
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Ejemplo 7-1. Demuéstrese que las condiciones (7-27) son equ1vH1entes a las de (7-26). 
De acuerdo con (7-26), el valor mínimo de I es igual a Jmil, y el valor mmimo de Jm,J es cero. Por lo 

tanto, el valor mínimo que es igual a l+ l, será O+l = l. Como n crece indefinidamente por múltiplos 
enteros, sus valores posibles son : n = 1,2,3, .... Dada unan, el valor máximo de I es el que satisface la 
relación n = l + J, es decir I = n - 1. Consecuentemente, los valores posibles del son I = O, 1, 2, ... , n-1 
Finalmente, dada una /, el valor máximo de lmil es+/ y el mínimo es-/ y sólo puede tomar los valores m,= 
-/, -/ + 1, . .. , O, ... , +/ - 1, +l. ~ 

Algunas veces a n se le llama número cuántico principal, por el papel que juega en la 
determinación de la energía total del átomo. Como el impulso angular orbital o azimutal del 
átomo,depende del número /, como pronto se verá, a I con frecuencia se le llama número 
cuántico azimutal. También se verá que si se coloca un átomo en un campo magnético externo, 
su energía dependerá de m,. Consecuentemente, am,se le llama en ocasiones, número cuántico 
magnético. 

Las condiciones (7-27) hacen evidente que para una n dada existen generalmente varios 
posibles valores diferentes para l y m,. Como la forma de las eigenfunciones depende de los tres 
números cuánticos, eviden temente habrá situaciones en las que dos o más eigenfunciones 
diferentes correspondan exactamente al mismo eigenvalor En. Como las eigenfunciones 
tlescriben el comportamiento del átomo, éste tendrá estados con un comporta.miento completa­
mente diferente pero que, a pesar de todo, tienen la misma energf.a total. En física, e l término que 
se usa para carac terizar este fenómeno es degeneración y las eigenfunc iones correspondientes al 
mismo eigenvalor se dice que son degeneradas. Existe una ligera relación con el uso común de 
esta palabra: " las eigenfunciones degeneradas no son por ello reprendibles". 

La degeneración también ocurre en mecánica clásica y en la llamada mecánica cuántica 
antigua. En el análisis de las órbitas elípticas del átomo de Bohr-Sommerfeld, en la sección 4-10, 
se indicó que la energía total del átomo era independiente del tamaño del semi-eje menor de la 
elipse. De esta manera, el átomo tiene estados con comportamientos muy diferen tes, es decir , 
con los electrones moviéndose en órbitas muy diferentes que de todas maneras tienen la misma 
energía total. En el movimiento planetario ocurre exactamente el mismo fenómeno. Esta 
degeneración clásica es comparable con la degeneración en I que ocurre en el tratamiento 
cuántico del átomo con un electrón. En el caso del átomo de Bohr-Sommerfeld o del 
movimiento planetario, la energía también resulta independiente de la orientación en el espacio 
del plano de la órbita. Esto es comparable con la degeneración del átomo cuántico en m,. 

Tanto en mecánica clásica como en la cuántica, la degeneración resulta de ciertas propiedades 
de la función de la energía potencial que describe el sistema. En el tratamiento cuántico del 

TABLA 7-1 Valores posibles de l yml paran= 1,2,3 

11 1 2 3 
--

I o o 1 o 1 2 
-- --

IJI l o o - 1, 0 , + 1 o - 1, O, + 1 -2, -1,0, + 1, +2 
----

Número de 
eigenfunciones 
degeneradas 
paro cada l 1 1 3 1 3 5 

-- --
Número de 

eigenfunciones 
degeneradas 
poro coda 11 1 4 9 
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átomo con un electrón, la degeneración respecto de m 1 resulta de que la energía potencial es 
esféricamente simétrica y la energía total del átomo es independ iente de su orientación en el 
espacio. La degeneración respecto a l es una consecuencia de la forma particular en la que el 
potencial de Coulomb depende de r. 

Se aplica al átomo un campo magn ético ex te rno, entonces su energía total dependerá de su 
orientación en e l espacio, debido a la interacción ent re la corriente en e l átomo y el campo 
aplicado. Más adelante se estudiará este efecto y se encontrará que la orientación en el espacio 
queda determinada por el número cuán tico m 1• Así, en un campo magnético externo, la 
degeneración respecto a 71l¿Se elimina y el átomo tendrá diferentes niveles de enf'rgía,<'orrt-s­
pondientes a diferentes valo res de 111 1 

Si e l campo magnético externo se reduce en intensidad gradualmente, la dependf'ncia de la 
energía total del átomo con m l • se reduce a cero, los niveles de energía correspondientPs a 
diferentes valores de m I se degeneran en un solo nivel y las eigenfunciones correspondienl es 
se vuelven degeneradas. 

Muchas propiedades atómicas de los átomos a lcalinos se pueden analizar en términos del 
movimiento de un solo electrón "de valencia" en un potencial esféricamente simétrico, pero 
que no ti ene la dependencia l/r del potencia l de Coulomb. La energía d€' estf' e lectrón si 
depen de de l. Por lo tanto, la degeneración respecto a /, se elimina si se altera la forma 
conforme el potencial df'pende der. Más adelan te f'n f'Sle libro, se estudjará este ft-nómt'no e11 
varias ocasiones, y en ese proceso se obtendrá una visión más clara del origen de la degeneraci6n 
respecto a I del potenc ial de Coulomb. 

Para un átomo monoelectrónico aislado resulta fácil encontrar mt'diante (7-27) ,'uánt;.1 c; 
eigenfunciones degeneradas ex isten correspondientes a un eigenvalo r particula,· E"' Los 
valores posibles de los números cuánticos para n= 1, 2 y 3, se muestran en la tabla 7-1. Por 
inspección de la tabla es eviden te que: 

l. Para cada valor de n, hay n va lores posibles de l. 
2. Para cada valor de/, hay (2/ + 1) valores pos ibles de m 1• 

3. Para cada valor de n hay un total de 112 eigenfun ciones degeneradas. 

7.6 Eigenfunciones 

Las técnicas matemáticas empleadas en mecánica cuántica para obtener (7-22) para los t-igen­
valores del átomo con un electrón, son, desde luego, mucho más compl icadas si se las 
compara con las usadas en el modelo de Bohr para obtener la misma ecuación. Haciendo a un 
lado cuestiones como la consistencia lógica de los postulados del modelo de Bohr, aún t>s 
razonable preguntarse s i todo e l trabajo ex tra que invo lucra el tratamien to ruánti<'o df' l átomo 
con un electrón, se justifi ca por los resultados obtenidos. La respues ta es, contundent~mente; 
sí. Ahora se puede saber mucho más acerca de l átomo con un e lectrón de lo que es po::;iblP 
obtener del modelo de Bohr, ya que se ti enen las eigenf unciones además nP los eigenvalorPs. 
Las eigenf unciones poseen una gran can tidad de información adi<'ional acerca de !as propiNla­
des del átomo. Lo que res ta de es te capítulo y el s iguiente, serán dedi~ados en gran parte. ni 
estudio de las eigenfunciones y a obtener de ellas esta información. 

Se sabe que las eigenf unciones se forman tomando el producto, 

También se sabe de (7-19), (7-21) y (7-23) que para cualquier estado ligado, 

<I> ( ) = eim¡tp m, <p 

e (0) = senlmtlO( pol inomios en cos O) tm 1 
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R11L(r ) = e- kun.tantc) r/ n ,.i (po linomios en r) 

To<las las e igenfunciones tien en básicam ente la mis m a es tructura ma tem ática, excepto qu e con 
valores crecie ntes den y I los polinomios en r y cos () se vuelven cada vez más complicados. En 
lu tal,la 7-2 se muestra u n a lis ta de las e igenfuncion es de l áto mo con un e lectrón para los 
primeros t res valores den. Es tán expresadas en t érminos de l paráme tro: 

4m,oli'2 -10 A 
ªo = 2 = 0.529 X 10 m = 0. 529 

µe 

que el estudian te podrá recon ocer como e l radi o de la órbita más peque ña de un áto m o de 
hidrógeno de Bohr. La cons tante m u ltiplicati va en cada e igen fu nción ha s ido ajus tada de 
n1a11cra que esté nor malizada. En o tras palabras, la integra l sobre todo e l espacio de la dens idad 
Je probabilidad cor rC'spondiente es igu a l a u no. de m an era q ue en cada estado cuánti co ex is te 
probabi lidad igua l a u no de en contrar a l e lectrón a tómi co en a lgún lugar . 

E j•·mplo 7 -2. \ ,·11f'i, ·ar qu<' las e1ge1du11c io n t>h 'l'.iii, y los eigenvalo res asociadoh E 2 , satisfacen la 
c-cua,·ión d<, ~rh.-orlinger indepen diente del t iempo, (7· 12), para e l á to mo con un e lectrón co n Z = l. 

TABLA 7-2 Algunas e igenfunciones para el átomo con un electró n 

N úmeros cuánticos 

11 111 t Eigenfunciones 

o o = --= _ e - Zr/ao 1 (z):i12 
) 7T ªº 

2 o o 'Jlioo 
1 (z )312 ( z,.) = 

4
J

2
TT 

00 
2 _-¡, e-Zr/ 2a0 

o 1 (z):112 z,. 
'l':.!10 = 4J2TT ªo ªo e Zr l :!oo COS 0 

1 (Z)312 
Zr 'I'·• = ---= _ _ e Zr / 2a0 M'll Oe± 1'1' 

_LJ.:1 8 / a a 
' 7T o o 

±1 

3 o o '1'300 
= __ I = (z\112 ( :.7 - 18 Lr + 2 z2::2) e- z,.¡3"" 

8 1J 3TT ªo / ª11 a¡; 

3 'l':110 = J2_(z)·112(6 - Zr) Zr e-Zr¡3110 cos O 
8 1 '\ 7T ª" ª11 ªu 

o 

3 ±1 '1'31.:.. 1 = __ 1 -- (z ):1 ':! (6 - Zr) Zr (! Zr/ 3110 !){'11 Oe !..l<P 

8 1 J TT "u ªu ªu 
3 o 1 (z ):112 z 2r'!. 

1/':izu = - ~ e Zrl 3"o(J cos:! O - 1) 
8 [ /6TT Clo {111 

3 2 ± 1 = --- - -.,- e - Zr l 3no 'i('ll O cos Oe±,<P 
1 (z }:112 z2,:1 

8 1) 7T ªº ªº 
3 ±2 1 (z )ª ::! z2

,.
2 

'l'a'!. L '!. = - -.-, e - Zr/ 3uo:-,1•112 OeJ.2i<P 
162) 7T ªu ªo 
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Como la ecuación diferencial es lineal en tp,en lo que Loca a esla verificación se puede ignorarla constante 
multiplicativa l /87T112a&'2.1 escribir la eigenfunc1on como : 

Este es el caso más simple con dependencia no trivial en las tres coordenadas. De cualquier manera, la 
verifi cación de este caso deberá dar al estudiante confianza en la validez de todas las eigenfunciones citadas 
en la tabla 7-2. 

Antes de empezar, se introduce por con veniencia la notación 

tJJ = f(r,<p) seno = /seno 

y 

V-' = g(O,<p) re- rf2ao = gre- rf2ao 

Esta notación será útil en la evaluación de las derivadas qu e aparecen en (7-12, que es; 

ñ2 [ 1 a ( ., ºTP) 
- 2¡.t ~ or r·-¡; 

Primero se calcula: 

ºV' o ao = ao (fsenO) = Jcos O 

º'P sen O ao = f sen O cos O 

- sen o-a ( ª"') 
ªº ªº 

= f(cos2 O - sen2 O) 

1 a { º'") = ~ (cos
2 

O -sen
2 º) 

r 2 sen 0 ao\senOTo r"-" seno 

Ens~uida se calcula: 

-/sen O 

r 2sen2 O ocp2 = r 2 sen0 

Sumando estos dos resultados, se obtiene: 

----- + - St>n0-1 a
2

"' 1 a ( ª'") 
r2sen2 O a<p2 r 2 sen O ao ao 

= f (cos2 O -sen2 O - 1) 
r 2 seno 

2/serf' O 

r 2 sene 
2/sen e 

= ,.2 

Después se calcula: 

( 
,.a ) = g r2e- r/2a0 __ e-r/2a0 

2a0 

a ( º"') ( ,.2 3,.2 ,.a ) _ ,.2 _ = g 2re- r f2ao __ e-r/2ao _ _ e-r/2ao + -., e- r / 2a0 
or ar 2a0 2a0 4a0 

( 
r r2) ( r ,.2) = 2gre-rfzao 1 - - + -., = 2 l - - + - tp 

ªº 8ao ªº 8aa 

-- ,.2_ = 2 - - - + - ,¡1 1 a ( av,) (1 1 1 ) 
r 2 ar ar r 2 rao 8a~ 
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~usl1tu,1•1Hlo t·s t<· tfrrnino: p) que• provien e de las deri vadas respec to O y <p, e n la ecuació n difere ncial 
qur sP supone Jebe satisfacer, se obt1e 11e: 

1) 

,\hora h1en. 

\ ,.,1m1srno. 

- 1,-:. [.., ( ~ - -
1
- + - 1 

.• ) - ~ .] 1¡, + Vi¡, = E111 
'2,11 - r:! ra0 8a¡_¡ r-

!,'!. ( 1 1 ) ----+ V =E 
·"ªo ,. Bao 

E=E'!. 

.. e-
V= 

41r(ofi:! 
ªº = --.,­¡,e-

l .1111111 l'"r 111,pe•Tiú11 :,,e• puedt· dPmos trar que esla ecuación se sa tis lace idé111icamen te, se comple t a la 
11·r1f1, ,1111J11. "4 

7. 7 Den~idad de probabilidad 

El 1•..,1 ud1u de la información que se puede obtener de las eigen f unc io nes del átomo con un 
,•l,..-1 r,-.,, ..... ,. 11111'1.1 J11al1za11d11 la lorrna de· las /ilflcw111•., <Í<' rlcnsidad de probabilidad correspon­
<lwn l t'"': 

\l ''"l' - ,* ih'.,1,, ' - ,h',.t//, - * ' - R* 8* <I>* R 0 <I> 
- 1/ ,,t,,,,f 1/ ,.,,,,,e - 1P11t111 1V-111t11 1 - 11l 11111 m 1 11 t tm1 111 1 

Tuda:-. e::.tas ~0 11 íunciones Je trC's coordenadas y no se pueden graficar directamente e n dos 
dint<'lt'-iu rws. S in t>mbargo, -;e puede es tu diar h ll <'Omport amie11t o tridimensio nal considerando 
-.t·paradamt'nte su d('pendencia con cada coordenada. Pri mero S<> cons iderará la dependencia en 
r •'n t érmi1105 e.le la densidad <Íe probabilidad radial P(r), definida J e modo que P(r)dr es la 
1•rol,al11l1dad JC' <' ncontrar a l elf>c lrón f-' 11 cualquier posición eon coo rdenada raJial en tre r y 
r+dr l11tq~rando la d t>nsidad de prob~b il iJad ' l '*\I '. la cua l es una probabi lidad por un idad de 
",l,1111t'11. t·11 t'I volumen limitado por c..los esfe ras de rad ios r y r+dr, se demuestra Íácilment e 
q 111': 

P (r) dr = R* (r) R (r) r 2 clr ni ni 111 (7-28) 

En 1•1 prn111·r mi1·111hru apar<'ct> r 2 porqu e <'I vo lum C'n <." ntre las esferas es proporcional a ese 
fol'lor. ( >IJ\ ianH'lll<'. n•su lta apropiado especificar las íunciones de de nsidad de probabilidad 
radial 1•11 1,··rmi110.., di• los n í1111 <>ros c·uánt it·os n y /, pero la fo rma dt• es tas funci ones no depend <> 
dc·I 11111111·10 c-11ú11 1i1·0 111 1• En la figura 7-S ~e grafi can variab P,,,(r), e mpleando cantidad<'s 
ad:1111·11-.1,,11.d1·:-. ¡,ara 1·ad.1 t·j1·. 
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FIGURA 7-5 

Se muestra la densidad de probabilidad rad ial para e l e lectrón en un á tomo con un 
electr6n , paran = 1,2,3, y los valores de I que se muestran. Los triángu los en cada 
abscisa indican los valores de rni dados por (? -3 1) . Para 11=2 las gráficas se vol vieron a 
dibujar co n las escalas de la abscisa y ordenada aumentadas en un fac tor de diez para 
mostrar el comportamiento de ~ if r)cerca del origen .Nótese que en los casos para los 
cuales I = /mnx = n-1, el máximo de Pni(r) ocurre para 'nohr = 112a0/Z, lo cual 
se indica por la posición de la línea punteada. 

293 

Un análisis de la figura nos muestra que las densidades de probabilidad radial , para cada 
conjunto pertinente de números cuánticos, ti enen valores apreciables en intervalos razonable­
mente restringidos de la coordenada radial. Por lo tanto, cuando el átomo se encuentra en uno 
de sus estados cuánticos, especificado por un conjunto particular de números cuánticos, existe 
una a lta probabilidad de que la coordenada radial del electrón se encuentre dentro de un 
intervalo razonablemente restringido. Probablemen te, el e lectrón se en cu entre dentro de cierto 
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cascarón comprendido en tre dos esferas con céntricas con el núcleo. Un es tudio de la figura 
demostrará que los radios carac terísticos de estos cascarones están determinados, en primer 
lugar, por el número cuántico n, aunque también se tiene una pequeña dependencia en L. 

Esta propiedad puede verse en forma más cuantitativa haciendo uso del valor de expectación 
de la coordenada radial del electrón para caracterizar el rad io del cascarón. Haciendo una 
ex tensión obvia a tres dimensiones de los argumentos de la sección 5-4, se demuestra que el 
valor de expectación estará dado por la expresión: 

Evaluando la integral , se obtiene 

CJ() 

1\, i = J rP,1,(r) dr 
o 

r = 
11 2ªº{1 + ![1 - l(l + 1)]} 

nl Z 2 ,¡2 
(7-29) 

En la figura 7-5, los valores de ~ se ind ican con pequeños triángulos. Evidentemente r,lt 
depende esencialmente de n, ya que la dependencia en l se suprime por los factores 1/'2 y 
l/112 en (7-29). 

Se puede hacer una comparación interesante entre (7-29) y (4-16) 

11 2ªº 
ruohr = --

Z 

lo cual proporciona las órbitas circulares del átomo de Bohr. La mecán ica cuántica demuestra 
que los radios de es tas capas son aproximadamente del mismo tamaño que los radios de las 
órbitas circulares de Bohr. Estos radios aumentan rápidamente con n. La razón básica es qu e la 
energía total del átomo, E,. se vuelve más posit iva conforme n aumenta, de manera que aquella 
región de la coordenada r, para la cual E,. es mayor que V(r}, se expande a medida que n crece, 
com<., se puede ver la figura 7-3. Esto es, las capas se expanden a medida que n crece, porque las 
regiunes clásicamente permitidas se expanden. 

Ejemplo 7-:3. (a) Calcular la posición en la cua l la densidad de probabilidad r adial es un máximo para el 
estado base del hidrógeno. (b) A continuación, calcular el valor de ex pectación para la coordenada radial 
correspond ie nte a este estado . (e) Int erprete es tos resultados en términos de los que se obtienen de 
medidas de la posición del electrón en el átomo. 

(a) La densidad de probabilidad radial para el es tado base, n=l, L =O es 

R, 11 (r} ~t' lrHna JC'l prinw r ía1·tor depcndienl~ de r df' la prt mt>ra eigenfunción que figura en la tabla 7-2 
rnn Z = 1, y se obtiene 

Se ha 1gn"rado la norma lización (es decir por s impli cidad, la constant e multiplica ti va se toma igual a uno) 
ya que 110 tiene ningún efecto en lo qu e se hará aquí. Esto es, ~ncon trar el máximo enP10(r),evaluando su 
derivada re!>pccto a r e igualando el resultado a cern. Es decir 

dP10(r) 2 
1 - - - e '!.r/110 ,.2 + e 2r <lo 2r 

dr a0 

= (1 - ~Je-2r/C10 2r = O 

t 

h 
p 
t. 
a 

E 
d 
11 

r, 

e 



Sec. 7-7 DENSIDAD DE PROBABILIDAD 295 

La solución de la ecuación que se ha obtenido es 

r 
= O 

o 

Esta es la posición del máximo en la densidad de probabilidad radial. 
(b) Para calcular el valor esperado de la coordenada radial r, se t>valúa (7-29) con n=l, / =O y Z=l. Se 

obtiene, 

(c) El valor de expectación de r encontrado, es algo mayor que el de r para e l cual la densidad de 
probabi lidad radial es máximo. La razón es que la densidad de probabilidad rad ial es asi mét rica respecto a su 
máximo, de modo que existe una probabilidad pequeña, pero no despreciable, de encontrar valores grandes 
de r en medidas de la posición del electrón en el átomo. De esta manera, aunque la posición más probable 
del electrón es en r = ao (es decir, en el radio de la órbita de Bohr correspondiente al estado base), el valc1r 
promedio que se obtiene en medidas de la posición es P l .5a0.Todas estas carac terísticas se pueden 
apreciar examinando la curva superior en la figura 7-5. ~ 

Ejemplo 7-4 . El tamaño del átomo de hidrógeno , en su estado base, se puede tomar como el radio de la 
capa correspondiente a n=l para Z=l , el cual es esencialmente a0 = 4 TTE0n2/pe2 = 0.5 A. Demostrar 
que estas unidades atómicas fundamentales se pueden obtener del principio de incertidum bre. 

La forma de la función potencial 

-e2 
V(r) = --

47TE0r 

tiende a ocasionar un colapso del átomo , ya que a medida que la distancia en tre el e lectrón y el núdeo se 
hace más pequeña, la energía po tencial se hace más negativa. Esta tendencia es contrarrestada por el 
principio de incertidumbre de la manera siguient e; si el electrón se mantiene dentro de una región Je 
tamaño R, entonces, cualquier componente de su impulso lineal deberá tener una incertidumbre d1>. 
aproximadamen te 

f¡ 
ó.p = -

R 

Esra incertidumbre refleja el hecho de que t>I impulso lineal di> magnitud p puede estar en cualquier 
nirf>cc ión, de manera que sus componentes pued<'n tener valores entre -p v + p. Por lo tanto, la 
incertidumbre en cualquier componente del impulso lineal, también satisface aproxi madamente la 
relación 

t::.p = p 

Por lo tant o, el electrón deberá lf>ner una energía cinética aproximadamente igual a 

p2 
K=-

2¡, 

(t::.p)2 
=--

2p 

Aqu í puede verse que la energía ci nética se vuelve más positiva conforme disminuye R, lo cua l se opone al 
efecto de colapso que produce la energía potencial. 

Si el tamaño del átomo es R, su ene rgía potencial es aprox imadamen te 

• 
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Energia 

FIGURA 7-6 .E=K+ V 

Co mportarn, cntl' n 1alita livo de la e nergía ci ­

n éti ca K , ene rgía potencia l Vy energía total E or~~::±==~~~~~~~;;;;;;;;;;;;;;;:==::-~R 
J e l á tomo de hidr6gf'no, como función del 
ta maño R del átomo. Para R pequeña, K 
aumenta más rápidamente de lo que V decrece 
ya que K oc I /R2 mientras que V oc - 1/R. 
Para valures grandes de R, la K se vuelve 
dC'sprcc1able corn parada l'On 1 ·. En consecu e11 · 
,·ia, t: ti ene un m í111mo a ciert o valor de R (in -
di n.1thl por la man-a so brl' f' I ejf' de las W s). y 
para lªS t e 1ama ñu l0 l á to mo i>s más es1able. 

La energía to tal del átomo es , aproximadamente: 

¡¡2 
E= K +V= 2µR2 

e2 

El átomo a1us tará su tamaño de manera tal qu e mi nim ice su energía total, sujetándose a la tendencia 
gen eral de todos los s is temas fís icos de ser lo más estables pos ible. Examinando cualitativamente la figura 
7-6, en donde se grafit·an K, I' y E como fun ciones de R, se puede ver la existencia de un tamaño óptimo. 
{ f\ ,í1 t' Sl' q 1w H 110 es la courJc naJa ratl ial; es el tamaiio Jel átomo que aquí se trata corno variable, con el fin 
dP determinar su valor óptimo) . El tamaño más energéticamente favorable, se puede encontrar cuanti-
1at ivame11te diferenciando E respecto de R e igualando la derivada a cero. Esto es: 

dE 2/i2 e2 

= - + =0 
dR 21-tR3 4 1rE0 R2 

Resolviendo la ecuación para R, se encuentra 

la cual proporci0na el tamaño con mm1ma energía total, y por lo tanto, el átomo más estable. 
El principio de incertiJumbre determina el tamaño mínimo del átomo porque determina su en ergía 

mínima. Es ta es la energía del punto cero del estado base, cuya magnitud proviene de su movimiento del 
punto cero. Es tas ideas s imples proporcionan una respues ta muy sa tisfactoria respecto a la cuestión de la 
e$ tabil idaJ Jel es tado base del átomo. Es to es particularmen te cierto s i se considera el análisis que s igue a l 
ejemplo 5- 13, en el qu e se demues t ra que el átomo. en su estado base, no emite radiaciones. ~ 

En la f ig ura 7-5 se muestra que los detalles de la es tructura de las funciones de densidad de 
probabilidad radial , dependen del valor del número cuántico/. Para unan dada, la función ti ene 
un so lu máx imo intenso, cuando I loma su va lor más grande posible; sin embargo, se 
desa rro ll an máximos más débiles , dentro del más intenso, cuando l toma valores más pequeños. 
Por lo general, es tos máximos débi les, no son tan impf)rtantes. De cualquier forma, ex iste una 
propiedad, relacionada con ésto , que puede ser muy importante.Examinando la· figura, 
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especialme nte las gráfi cas ampl ifi cadas correspondientes a n=2. l =O y n=2 l=l, se demuestra 
· que las funciones de densidad de probabilidad radial ti enen valo res apreciables cerca del origen, 
en r=O. y só lo cuando l=O. Esto quiere decir que sólo para l=O, existe una probabilidad 
apreciable de encontrar al electrón cerca del núcleo. 

Otra forma de ver esta misma propiedad, es considerando la dens idad de probabilidad , 
'Y*'Y = 1P*1JJ. Examinando las e igenfunciones que se muestran en la tabla 7-2, se encuentra 
que para valores peque ños de r comparados con a0/Z, cuando el térmii no exponencial varía 
lentamente, la dependencia radial de todas las e igenf unciones se comporta como 

1JJ ex: ,. i r-+ O (7-30) 

Este comportamie nto puede verifi carse fácilmente por s ustitución directa en (7-17), ecuación 
que determina la dependencia radial de 1JJ. E n consecuen c ia, la dependencia radial de la 
densidad de probabilidad, para r pequeña, es 

r -+ O (7-J l) 

D e lo anterior se obtiene que el valor 1JJ*1JJ en un volumen pequeño cercano a r=O es 
relativamente grande sólo pa ra /=O, d isminuyendo muy rápida mente al aumentar /. La razón e:; 
que r0 )) r2 )) r 4 )) .. • , para r - >- O. 

Se puede ver que exis te cierta probabilidad de que el elect rón se e ncuentre cerca del núcleo s i 
/=O, pero la p robabi lidad de que esto suceda será mucho menor s i /=l, y aún menor si /=2, et<' . 
Bajo ciertas circuns tancias, lo anterior puede dar lugar a efectos importan tes, ya que la energía 
po te ncia l del átomo puede llegar a ser mu y grande en magnitud s i e l elec trón está cerca del 
núcleo. Más adelante se verá que ésto es particu larmente cierto en el caso de á tomos con 
muchos e lec trones, que esencialmente tienen la misma propiedad. De hecho, el comporta­
miento r1 de las eigenfuncion es, parar peque ña, es de capital importancia en la est ructura de 
átomos multielectrónicos. Se ver á tambi én que e l comportamie nto r 1 se debe físicamente al 
impulso angular del átomo, que depende de /. 

Ahora, se procederá al estudio de la dependen cia angular de las funciones de densidad de 
probabilidad 

* - R* R e* e <I>* <I> "l'ntm,V'ntm¡ - ni nl lm¡ lm 1 ,n¡ m¡ 

Se tien e de (7-19) que 

Po r lo tanto , la densidad de probabilidad no depende de la coordenada cp. De esta manera. el 
comportamiento triuimensional de 1JJ!,m, V'nim, c¡ueda romple tamen te especificado por rl pro-

FIGURA 7-7 

Diagrama polar del factor que determina la 
dependen cia direccional de la densidad de 
probabilidad del átomo con un electrón. 

z 
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z 

z z z 

l = 3, 111¡ = :!: 3 
l = 3,m¡ =:!:2 

l = 3, m¡ = :t 1 

l = 3, 111/ = o 

FIGURA 7-8 

Diagramas polares de la dependencia direccional de las densidades de probabilidad 
para el átomo con un electrón para / = 3; m¿ = O, ± l, ±2, ± 3. 

Cop.7 

durto de la cantidad Ri1(r)R 11 i(r) = P111 (r)/r 2 y la can tidad 8¿'1111 (0)0 11111 (0), quejuega e l papel 
Je un fac to r de modularión dependiente <le la dirección 

La forma del factor 8~11/e)E>,m
1
(8) se pueJe presentar conven ie ntemente usando diagramas 

polares , uno de los cuales se mues tra en la figura 7. 7. El origen del di agrama corresponde al 
punto r=O (el núcleuJ, y el eje z se to ma a lo largo de la direcció n a partir de la cual se mide e l 
angulo (), es igual al valor <le 0~11,(0)811111 (0) para ese áng ulo. Esos diagramas también se 
put><lcn unaginar como rep resentati vos de la dependencia direccional total de 1P!im,1P111 ,,,

1 
, 

vic.uali.::ando la su perficie tridimensional que se o btiene ro tando e l diagrama 360º respecto al eje 
:, qu <> rs todo el i111 er \'alo a ngular de q,. La dis tan cia del or ige n a un punto el e la superfi cie, 
,m,Jida en una JirCCt'lÓ ll espec ificada por los ángulos o y q,, es igual a er,,., (O)E> lm¡ (O)<D!,, 
(r¡ )<l>

1111
(r¡i) para eso.:; \'alorcs de O v <p. 

En la figu ra 7·8 se muestra un ejemplo de la dependencia de la forma 8¿'
1111

(0)0 11111 (0) con el 
número cuán ti co 111 1, por un conjunto de diagramas polares para L=3 y los siete valores 
po.:;1bles de 111 1 , para este valo r de/, es decir , para m 1 = -3, -2, - ] , 0,1,2,3. Nótese que a 
n1ediJa que el valor de m 1 aumenta, la región donde se co ncentra 0¡'1111 (8)8 ,m,(O) , y por lo 
tan to 1¡;~1,,111p 1111111 , cambia del eje z, al plano perpendicu lar al eje z. Algunas de las características 
Je la c.Jepcndencia de 0:'1111 {0)8 11111 {0)con el número cuántico l, se indican en la figura 7.9 a 
través de un conjunto de diagramas polares para m 1 = + J y l = 0,1,2,3,4. En el caso 
11 = l, I = 111¿ = O, que es e l estado base del átomo, v1:1,,.

1
,p,, 11111 no depende ni de () ni de <p y 

la densidad de probabilidad es esfén camente simétr ica. Para otros estados, la concentración de 
dem,idaJ de probabilidad en e l plano perpendicular a z, c uando m 1 = ± /, se v:.ie lve más 
prvnu11eiada, a medida que aumenta /. En la figura 7·10 se ha inten tado eliminar la limitació n 
de la página impre~a bidimensional. representando mediante sombreo, la apariencia Lrid i­
mcn:-.ional de la función densidad de probabilidad para varios estados del átomo con un electrón. 

Las fun ciones de densidad de probabilidad que se muestran en eslas figuras generalmente 
t i,, neu un conjunto ele supe rfi cies esféri cas y cónicas, definidas por ciertos valores de r y 8,sobre 
las cuales son iguales a cero. Estas superficies nodales , son anúlo,gas a los puntos nodales e n los 
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z z z 

l=O.m¡=O 
l= l,m¡ = ±1 Z=2,m¡=!2 

z z 

l=3 ,m¡=:t3 l = 4. m¡ = ±4 

FIGURA 7-9 

Diagramas polares de la dependencia direccional de las densidades de probahilidad 
para el átomo con un electrón para l = O, l, 2, 3, 4; mi = ±l. 
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cuales la densidad de probabilidad para una partícula ligada a un poten cial unidimensional es 
igual a cero (véase, por ejemplo, la figura 6-32). Lo anterior es consecuencia del hecho de que las 
funciones de onda para una partícula ligada, deben ser ondas estacionarias con nodos fijos. 

Sin embargo, si una colección de átomos de hidrógeno ha sido completamente aislada de sus 
alrededores, no es posible medir la posición de los electrones en cada átomo, sabiendo que están 
todos en un estado cuántico con un conjunto particular de números cuánticos n, !, mi y por lo 
tanto, localizar la superficie nodal para ese estado. Si pudiera hacerse, ciertamente sería 
extraordinario ya que permitiría la determinación del eje z y ésto es equivalente a encontrar, para 
cada átomo, una dirección preferente en el espacio que debe ser esféricamente simétrica, 
porque el potencial de Coulomb del átomo V= -Ze2/47T€0r es esféricamente simétrico. De 
hecho, lo anterior no puede hacerse porque, en general, no es posible observar ninguno de los 
patrones de densidad de probabilidad de la figura 7-10 en medidas reales sobre átomos libres (es 
decir, átomos en ausencia completa de campos magnéticos o eléctricos externos). La única 
excepción es el estado esféricamente simétrico paran= 1, 1 = m 1 = O. La razón es que, con la 
excepción que se acaba de mencionar, cada estado es degenerado con varios estados que tienen 
el mismo valor den. Como las energías de los átomos en estados degenerados son idénticas, no 
es posible separar experimentalmente unas de otras con técnicas que dejen la densidad de pro­
babilidad invariante. Por lo tanto, lo único que puede medirse es la densidad de probabilidad 
promedio para todo e l conjunto de estados degenerados entre sí. Cuando las funciones de densi­
dad de probabilidad se promedian en esta manera, siempre resulta una función esféricamente 
simétrica. 

Ejemplo 7-5. Calcular el promedio de las funciones de densidad de probabilidad, para el conjunto de 
estados degenerados correspondientes a la energía E2• 

Se tiene 

= -- - e - Zrlno 2 - - + - -sen2 O + -sen2 O + cos2 O 1 (z)3 [( Zr)2 (Zr)2(J t )J 
1287T ªº ªº ªº 2 2 

= -- - e- Zr!ao 2 - - + -1 (z)s [( Zr)2 (z,)2] 
J 287T ªº ªº ªº 

(7-32) 
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n=l,l =ml=O 

n = 2, l = 1, m 1 = :!. l 

n = 2, l = m 1 = O 

n = 3. l = 2, ml = :!. 2 

n = 3, L = m 1 = O 

• 
11=3,l=l,m1=0 

FIGURA 7-10 

n = 3, l = 2, ml = : 1 

1 

' n = 3, l = 2, ml = O 

Concepción artística de la apariencia tridimensional de varias funciones de densidad 
Je probabilidad para el átomo con un electrón. Para cada uno de los dibujos la línea 
representa el eje z. Si se combinan las densidades de probabilidad paran y l dadas, el 
resultado es esféricamente s imétrico. 
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Esta distribución esféri camente s imétrica sería el resultado de una secuencia de medidas de la posición de 
los electrones en átomos monoelectrónicos de energía total E 2. Desde luego, no puede usarse para 
determinar la dirección del eje z y, por lo tanto, no hay contradi cción con el he<'ho de que esta direrción 
inicialmente se escogió de una forma completamente arbitraria. 

Obsérvese que aún para cada subconjunto de estados incluyendo todos los valores posibles de m 1 para 
una n y l dadas (una subcapa), la suma de las densidades de probabilidad es esféricamente simétrica. Es 
d . * * + * + "' fé ' . é. E · ec1r, V'irno V.1200 y 1P21 _ 1 '1'21 _ 1 V12101P210 v1211 t¡,211 son es ricamente s1m tncas. sta importante pro-
piedad se muestra en la figura 7-10. Más adelante se utilizará en los argumentos relacionados con átomos 
multielectrónicos y núcleos. ~ 

Por otra parte, considere una situación en la cual la orientación del eje z no es arbitraria, 
porque existe una dirección preferente definida, por ejemplo, por la dirección en que se aplica a 
la colección de átomos de hidrógeno, un campo eléctrico o magnético. En un campo, como ese, 
como se verá después, los estados cuánticos no son degenerados y se pueden realizar medidas de 
la densidad de probabilidad de átomos en un estado particular. De hecho, estas medidas se 
utilizan para determinar la dirección del campo ex terno. 

Para ayudar al estudiante a entender las ideas que se acaban de est udiar, se reafirmarán como sigue· 
l. Si el comportamiento del átomo está gobernado por un potencial con simetría esférica, como el 

potencial de Coulomb, que sólo depende de la dist(lJ'l,cia del electrón al núcleo, ninguna de las propiedades 
del átomo deberá marcar una dirección parti cular en el espacio, ya que todas las direcciones son 
equivalent es. 

2. Si el átomo se coloca en un campo eléctrico externo, la s imetría esférica se destruye y la 
dirección definida por el campo externo se vuelve única. 

3. Cuando una dirección es única, se escoge un eje del s istema de coordenadas para que esté en esa 
dirección preferente ya que simplifica la descripción de la situación física. Se pueden escoger otras 
direcciones, pero esto complica innecesariamente la descripción matemática. (Por ejemplo, en electro­
magnetismo, cuando se trata el alambre cil índrico, es muy ventajoso tomar un eje del s istnria de 
coordenadas a lo largo del eje del cilindro). 

4. Por convencionalismo, al eje preferent e se le llama eje z. (Esto viene probablemente de las 
coordenadas cilíndricas, en las que el eje en torno al cual varían las coordenadas angulares, se le llama eJe 
z). Sin embargo, de la misma forma se le podría haber llamado eje x o y . 

S. Aun cuando no hay una dirección preferente, porque no hay un campo externo aplicado al átomo, se 
debe escoger alguna dirección arbitraria en el espacio para el eje z del sistema de coordenadas. Pero en este 
<'aso el eje z no es físicamente úni co; es simplemente una construcción matemática. Po r lo tan to, t>l 
haberse escogido así no debe tener' grandes consecuencias. 

Debe notarse que un campo aplicado uniforme puede servir para definir sólo una dirección preferente. 
Como ya se indicó, un campo como ese podrá, generalmente, quitar parte de la degenerarión de las 
eigenfunciones, y las densidades de probabilidad que dependen del ángulo () se podrán medir. Sin 
embargo, las densidades de probabilidad permanece n independientes del ángu lo <p, ya qu e v1* ,¡, ce 
<I>;i, (q,) <l> m (q,) = e - ím¡<Peim,'P = 1 paracadaeigenfunción. Es decir,las dens idades de probabilidad 

t 1 

mantienen su simetría axil de rotación en torno a la dirección del campo aplicado, como en realidad debe 
ser el caso. 

Un campo aplicado no uniforme puede utilizarse para definir direcciones preferen tes adicionales y no ei:, 
so rprendente qu e dichos campos destruyan la s imetría de rotación axil de la densidad de probabilidad de los 
átomos bajo su influencia. Aunque esta posibilidad no ha sido incluida en este desarrollo puesto que no 
será necesario, es fáci l, s i se requiere, tomarse en cuenta por medio de soluciones particulares de (7· J S) de 
la forma<D,

11 1
l<p) =cos m 1q,o <l> ,,,

1
( <p)=senm1q,,en lugar de las que se tomaron anteriormente . Si no hay 

campo aplicado, o con un campo aplicado uniforme, la eigenf'unción conocida con ,cos m 1<p es degenerada 
con las eigenfun ciones asociadas con sen m 1<p , de manera que las medidas de la de nsidad de probabilidad 
siempre resultarán en una combinación independiente J e <¡tCC cos2 m 1 IJ?+sen 2 m = 1, igual qu e con las 
eigenf uncion es que se usaron antes. Sin embargo, en el caso del campo aplicado no uniforme la 
degeneración puede desaparecer y se podrán observar las densidades de probabilidad que no tengan 
simetría de rotación axil. En química , frecuentemente se usan las soluciones del tipo <I>m,('P) = 
cos m 1<p y <1>m

1
(<p) = sen m1<p, ya que un átomo en una moifcula e:; actuado por un campo 

altament e no uniforme producido por los otros átomos. 
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En la siguiente sección se demostrará que los números cuánticos 1 y mi están relacionados 
con la magnitud L del impulso angular del electrón y a su componente Lz, por medio de: 

L = J J(I + l) li 
TJz = mifi 

Esto se menciona ahora, porque representa una clave importante para la interpretación de la 
dependenciade 1P!im,1Pnt1n,.Considéreseelcaso mz.=l;entonces Lz - lñ, queescasiigual 
a L = ,.J /(/ + 1) li. En este caso, el vector impulso angular debe tener una dirección muy 
aproximada a la del eje z. Esto quiere decir que en un átomo de Bohr, la órbita del electrón estará en 
un plano casi perpendicular al eje z, como se muestra en la figura 7 -11. Para valores crecientes 
de 1, el valor de /li se aproxima al valor ..J l(l + 1) k de manera que Lz se aproxima a L. Esto 
significa que disminuye el ángulo entre el vector impulso angular y el eje z. En términos de la 
descripción de Bohr, lo anterior requiere que la órbita esté en un plano aún más cerca de la 
perpendicular al eje z. Examinando los diagramas polares de la figura 7-9, se encuentra que la 
correspondencia entre estas características de lJ'!zm,1Pnzm

1 
y la imagen de una órbita de Bohr. 

Para ni z = O se tiene que Lz=O y el vector impulso angular debe ser perpendicular al eje z. En el 
átomo de Bohr esto significará que el plano de la órbita contiene el eje z. En el diagrama polar 
para / = 3, m, = O de la figura 7-8, a lgo se indica respecto a este comportamiento. 

Aunque existen muchos puntos en los que la correspondenia entre la teoría cuántica del 
átomo con un electrón y el modelo de Bohr es muy cercana, también existen ciertas diferencias 
sorprendentes. En ambos tratamientos, el estado base corresponde al número cuántico n = 1 y 
el valor de la energía total es el mismo. Sin embargo, para el modelo de Bohr el impulso angular 
orbi tal para este estado es L = nñ = li, mientras que en mecánica cuántica es .J /(/ + 1) 
ñ = O. ya que L = O cuando n = l. Existen una gran cantidad de evidencias, de medidas de 
espectros atómicos y otras, demostrando que es correcta la predicción de la mecánica cuántica 
para impulso angular orbital cero en el estado base. Esta predicción también concuerda con la 
que se obtiene ut ili zando las técnicas que se vieron anteriormente, para calcular los valores de 
expectación de la energía cinét ica total del electrón en el estado base y de la energía c inética 
asociada únicamente al movimiento radial. Se encuentra que los dos valores son iguales, lo que 
implica que el movimiento es totalmente radial en ese estado. Si el modelo de Bohr se modificara 
de manera tal que permitiera estados de impulso angular nulo , la órbita para uno de dichos 
estados sería una oscilación radial en la que el electrón pasaría directamente a través del núcleo, 
y la oscilación se llevaría a cabo en cualquier dirección del espacio. Esto correspondería, en 
cierto modo, a una densidad de probabilidad o distribución de carga esféricamente simétrica, 
similar a la que predice la mecánica cuántica y se observa experimentalmente. De cualquier 
manera, resulta difícil visualizar el movimiento de un electrón en el estado base del átomo 
mecánico cuántico. Es decir, resulta difícil hacer una analogía con una imagen clásica, como la 

FIGURA 7-1 l 

Orbita de Bohr contenida en un plano casi 
perpendicular al eje z. 

z 
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de Bohr. Sin embargo, esta situación, no es única, ya que es igualmente difícil visualizar el 
movimiento de un electrón que viaja por un aparato de difracción de doble rendija. 

7.8 Impulso angular orbital 

Ahora se procederá a justificar las relaciones: 

L, = J J(I + l) ñ 

(7-33) 

(7-34) 

entre los números cuánticos m 1 y l, y la componente z, L z , y magnitud L del impµl so angular 
del electrón en su movimiento "orbital" en torno al centro de un átomo. La justificación 
requiere un poco de esfuerzo que bien vale la pena. Se ha visto que estas relaciones son muy 
útiles en la interpretación de la dependencia angular de las funciones de densidad de 
probabilidad para un átomo con un electrón. A medida que se continúe el estudio de la físicn 
cuántica, se verá que las relaciones del impulso angular son extremadamente importantes en el 
estudio de todos los átomos (y núcleos). La razón principal es que en la mayoría de las 
circunstancias la componente z y la magnitud de los impulsos angulares de las partículas en 
sistemas microscópicos, permanece constante. Desde un punto de vista clásico, ésto sucede 
debido a que en la mayoría de los sistemas las partículas se mueven en potenciales esféricamente 
simétricos incapaces de ejercer impulsos rotativos sobre ellas. Se encontrará que de todas las 
cantidades que se pueden utilizar para describir átomos (y núcleos), el impulso angular y la 
energía total son casi las únicas que permanecen constantes. Una consecuencia de lo anterior E-S 

que la mayoría de los experimentos sobre tales sistemas impliquen medidas del impulso angular 
y la energía total. En consecuencia, la mecánica cuántica debe ser cal?az de hacer predicciones 
tanto del impulso angu lar como de la energía total. Otro paralelismoentrees lasdos propiedades es 
que ambas están cuantizadas. En otras palabras, las relaciones (7-33) y (7-34) donde se afirma 
que L z y L tienen precisamente los valores m /1 y J /(/ + 1) /¡ , son relaciones de cuantización 
de la misma forma como la ecuación cuántica en que se afirma que la energía total E, del átomo 
con un electrón , tiene precisamente los valores -¡,tZ2e'1/(47TE0) 22/i2n2 • Efectivamente , la 
cuantización del impulso angular es tan importante como la cuantización de la energía. La única 
razón por la que no apareció antes en el tratamiento de la mecánica cuántica de Schrodinger, es 
que dicho tratamiento se restringió a sistemas unidimensionales. Desde luego, el impulso 
angular es la cantidad dinámica que establece la diferencia entre los sistemas tridimensionales 
reales, y las idealizaciones unidimensionales donde no tiene significado. 

El impulso angular de una partícula, respecto al origen de cierto sistema de coordenadas, es la 
cantidad vectorial L definida por la ecuación. 

L = r x p (7-35a) 

donde res el vector de posición de la partícula respecto del origen y pes el vector impulso lineal 
de la misma. Si se evalúan las componentes en coordenadas cartesianas del vector producto, es 
fáci l demostrar que las componentes de L son: 

L:J; = YPz - zpv 
LV= zp~ - xpz 

Lz = xpv - YPx 

donde x,y,z son las componentes de r y Px, Pv • Pz son las componentes de p. 

(7-35b) 

Para poder estudiar en mecánica cuántica, la cantidad dinámica impulso angular , se 
construyen los operadores asociados. Lo anterior se realiza sustituyendo Px , Pv, Pz por sus 
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equivalentes cuánticos: -in 8/ox, -ili 8/oy, -iñ o/oz, de acuerdo con la extensión obvia 
de (5-32). Por lo tanto, los operadores para las tres componentes del impulso angular son 

L aiop = -iñ(y l - z }_) az oy 

(7-36) 

Dado que se deben usar coordenadas polares esféricas, estas expresiones deben transformarse a 
dichas coordenadas. El apéndice I muestra cómo hacerlo. Los resultados son: 

L:i:o" = in(sen<p }_ + cot 8 cos <p ~) 
o8 ocp 

Lv
0

,
1 
= in(-cos cp }_ + cot () sen <p ~) 

08 o<p 
(7-37) 

L -iñ.l_ 
Zop = oq, 

También se tendrá interés en el cuadrado de la magnitud del vector impulso angular L, que es 

L2 = L z + L z + L z 
:i:; 11 % 

Como se indica en el apéndice I, el operador asociado en coordenadas polares esféricas es: 

2 2 [ 1 a ( a ) 1 a2 J L 01 = -tr --- sen()- + ----
' sen O oO oO sen2 (J o</ (7-38) 

El primer paso para derivar las ecuaciones de cuantización del impulso angular, implican e l 
uso de los operadores para calcular los valores de expectac ión de la componente z de L, y del 
1 uadraJo cfo ~u magn itud , para un elec trón e n el es rado cuántico 11 , / , ni , del átomo con un 
dectrón. De acuerdo con la extensión tridimensional de la ecuación (5-34), e l valor de 
e l>.pectació n de L 2 es: 

00 11 211 

L:: = I J J'P·* Lzop'lrr2 sen() dr d() d cp 
o o o 

La cant1daJ r 2 ~en O clr dO d<¡ es el elemento de volumen en coordenadas polares esféricas y las 
111t<'gral·iones se realizan sobre el intervalo completo de las tres coordenadas. Con el fin de 
simplificar la notación, s in ocasionar confusión , se escribirá la expresión anterio r como. 

L =I\f-,.*L \JJ' dr 
% Zo¡l 

Ahora, dr es tá en lugar del elemento de volumen r2 sen O dr dO d<p, y J está en lugar de las 
tres integrales definidas Jo'J~Jgir. El mismo tipo de notación abreviada se usará en el resto de 
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este <'apít ulo y en los s iguien tes. Continuando con el cálculo Lz, expresando la funrión de onda 

romo el producto de la eigenfunción y el factor exponencial en el tiempo. se obtiene: 

ó 

(7-39) 

Similarmente, el valor de expectación de L
2 

es: 

(7-40) 

Para evaluar las integrales que aparecen en las últimas dos ecuaciones numeradas, es necesario 

Primero evaluar L z 111111111 y L~1.v•,,,," · 01) 1 1 

EJ·~mplo 7-6. Evaluar L. v•,, 1111
1

, donclt> L. - -i!,ofo,p, y clondt' 11•n1111, es una ei,..enfu1w1/111 
up -011 r, 

para un átomo con un electrón. 

Se I ient> 

ya <JUC 

se ob1 it>ne 

01• ac-uerclo c·on (7 · 19) 

de man era que, 

Por lo 1an10, 

v !.e obt ,ene la respuesta 

a,,, 
L '"' '011' ll ni¡ 

- - il, ~' 
º'T' 

'l' 111111
1 

= R ,,,(r)<-) 1 m,( O)<I> m,( 9") 

º'" ·¡ ,,, ,,,, -,,--
º'!' 

[ 
d<t> 111 ( q,)J 

/~ ,, 1(r)l-l, ,,11 ( 0) - ih ti~ 

<I> ( en) = e' 111
1'1' 

111, 1 

º'I' il, -'-'1"' 1 = R ,, 1(r)<-1,
111

,(0)[-il,i111 1<l>m,(<r)l 

º"' = m/1 R ,,,(r}<->1111,(0)<l>m,( <r) 

L . ,r,,1,,, = 111¡!11¡,111111 
"01) f I 

(7-41) 

~ 

A pesar Je que no se tiene una expresión concisa para las funciones 0 1,,,1 (O), lasrualt>sdeben 
dift>rt>nriarse para ca lcular¡}· 1¡1,,,,,

1 
.se sabf' que es las ecuaciones satisfacen la ecuación 

op t 
dt"f erencial (7-16). Usando este herho, no es difícil df'most rar que: 

( 7-42) 
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Susti t uyendo (7-41) del ejer11p lo 7-6 en (7-39), que es 

resulta trivial evaluar L 2 • Se tiene 

Sin embargo, se sabe que el valor de esta integral es uno, ya que es igual a la densidad de 
probabilidad integrada sobre todo el espacio , es decir, la probabilidad de encontrar al electrón en 
algún lugar. Por lo tanto, se obtiene 

(7-43) 

En una forma similar, se sust ituye (7-42) en (7-40) que es 

Para obtener 

L2 = /(/ + l )li2 (7-44) 

-\ hora comparando los resultados del cálculo de valores de expectación, (7-43) y (7-44), con las 
ecuaciones de cuantización que se trata de ver ificar y que se pueden escribir como: 

(7-45) 

L 2 = /(/ + l)n 2 (7-46) 

Evidente.men te las primeras concuerdan con las últimas, pero no son pruebas de estas. Las 
relaciones de cuantización hacen afirmaciones más fuertes respecto a los valores de L

2
y L~Estas 

relaciones dicen que cualquier medición del impulso angular de un electrón en el estado atómico 
n,l,1111.siempre dará L == m¡li y L2 = /(/ + 1 )h2 ya que, en ese estado, estas cantidades poseen 
precisamente los valores citados. Sin embargo, los valores de expectación , sólo establecen que los 
valores citados se obtendrán en promedio, es decir, cuando los resultados de un número grande 
J e medidas de Lz y L2 sean promediados. 

Para comple tar la prueba de las relaciones de cuantización, es cuestión de cont inuar con la 
línea que se ha venido seguiendo. Por ejemplo, al calcular e l valor de expectación de alguna 
potencia de L". por ejemplo L;,se encuentra que [; = (111/2)2 .Inmediatamente, est~ nos 
lleva a la conclusión de que no solamente L,. es igual a mñ en promedio, es decir, L,. = 
111¡1'1, sino que Lz debe ser igual a mñ siempre, es decir Lz = m ,ñ. El punto es que 
si Lz flu ctuará en torno a su valor promedio m/2 no sería posible obtener .L; = (m¿!i)2

, ya 
que, cuando se promedia una potencia de L z mayor que la primera, se le da más peso a las 
flu ctuacioues por encima del promedio que a las flu ctuaciones por abajo de él. Con el fin de 
continuar la inlerpretación del impulso angu lar de álomos con un electrón, se dejarán los 
c.le ta ll es de esta demostración a la s iguiente sección. Allá se obtendrá la interesante conclusión 
de qu e L.,. y Lv, las componentPs x e y del impulso angular orbital, no están sujetas a las 
relaciones de cuantización. 
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El que V',i1m, no describa un estado con componentes x e y del impulso angular orbital bien 
definidas, ya que es tas cantidades no están cuantizadas, es un hecho mis terioso desde el pu nto 
de vista de la mecánica clásica. De acuerdo con la ley de conservación del impulso angular de la 
mecánica clásica, el vector impulso angular orbital de un electrón moviéndose bajo la influ encia 
de un potencial esféricamente simétrico V(r ), de un átomo con un electrón en el espacio libre, 
debería estar completamente fijo en magnitud y dirección y sus tres compon entes deberían 
tener valores bien definidos. La razón es triba en qu e no habría impulsos rotati vos act ua ndo 
sobre el electrón. El hecho de que este resultado no se obtenga en la teor ía cu ántica e-s una 
consecuencia de que existe un prin cipio de incertidumbre que afirma que n o se pueden conorer, 
simultáneamente y con toda precisión , dos componentes del impulso angular. Como la 
componente z del impulso angular o rbital tiene precisamente el valor 111 ¡!1, la relación de 
in certidumbre requiere que los valores de las componentes x y y estén indefinidos . Calculando 
los valores promedio de es tas componentes, Lx y L11 , se encuentra que ambos son iguales a cero. 
Por lo tanto, se puede pensar que la orientación , de l vector impulso a ngular or bital de un 
electrón mov iéndose en un poten cia l esféricamente simétrico, se puede imagi nar como que está 
cambiando <'onstantemente , de manera que sus compon entes x y y flu ctúan respecto a un valor 
promedio que es cero, mientras que su componente z y su magnitud , permanecen constantes. A 
es te resultado se le puede llamar la ley de conservación del impu lso angular orbital mecánirn. 
cuántico. 

Muchas de las propiedades del impulso angula r orbital se pueden representar ronvenien le­
mente por medio de un modelo vectorial. Considérese el conjunt o de estados quP ti enen valores 
romunes del número cuántico / .Para cada uno de estos estados, la longitud del ve-ctor impu lso 
angular orbital es L/h = , l(I + 1) , en unidades de li . La compone nt e z de este vector 
será, Lzf!, = 1111 en las mismas unidades. Dependiendo del valor de m 1 , la componente z puede 
tomar cualquier valor ente ro entre L zfli =-/has ta L:fh = + I. En la figura 7- 12 se- mucc;!rd 
el caso para 1 = 2. La figura describe los vec tores impulso angular para cada uno de los <' Ínco 
estados correspondientes a los cinco valores pos ibles de 111 1 para es te valor de / . Si pa ra rada 
uno de estos estados, Lx y L 11 flu ctúan en torno a s us valores promedio que son igua l~s a 
cero, los vectores que describen el estado se preceden aleatoriamente en la superficie cónica 
alrededor del eje z, de manera que se satisface la ley de conservación del impulso angular en 
mecánica cuántica. La orientación espacial del vector impulso angula r puede determinarse 
con la mayor precisión para aquellos estados con m 1 =±l. Sin embargo, aún para es tos esta­
dos, existe una indeterminación ya que el vector puede estar en cualquier parte sobre la super­
ficie cónica de semiángulo cos- 1 [!¡JI(!+ !)]. En el límite clásico, cuando I -. e.o. este án­
gulo se hace despreciablemente pequeño y de manera que, en el límite clásico el vector impulso 
angular para los estados m 1 = ± I está restringido a permanecer s iempre casi a lo largo 
de l eje z y, por lo tanto , esencialmente está fijo en el espacio. Lo ante rior concuerda con el com­
portamiento predicho por la teoría clásica, es decir , con la ley de conservación del impulso 
angular clásica. 

FIGURA 7-12 

Representación de los vectores de impulso 
angular (medidos en unidades de/,) para todos 
los estados posibles co n I = 2. Para cada es­
tado cada vector se precede aleatoriamente en 
to rn o al eje z co nserva11do una magni tud y 
co mpon ent e z constan tes. 

z 
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E l número cuántico 111 1 determina la orientación espacial del vector impulso angular orbital 
pa ra el áto mo con un elect rón y, en cierta manera, determina la orientación en e l espacio del 
átornv mismo. Ahora bien, como el potencial de Coulomb esféricamente s imétrico impl ica que 
110 ex is te una dirección preferente en el espacio en e l que se encuentra al átomo, se puede 
explicar ¡.,or qué la teoría predice que la energía total del átomo no depende del número m ,, el 
c ual J e termi na la orientación. Asimismo, se puede entender por qué las eigenfunc iones son 
degeneradas respecto al n úmero cuántico m,. Simplemente, la energía del átomo no depende de 
su o rientación en el espacio vac ío . 

7. 9 Ecuaciones de eigenvalores 

A continuación se completará la derivación de las condiciones de cuantización del impulso angular orbital, 
que se empezó en la sección anterior. 

Para estudiar la cuantización del impulso angular orbital, primero se puso atención a su componente 
z, Lz· Ahora bien, si la condición de cuan tización para la component e z dada por (7-45) es válida, entonces 
cualquier medida de L: siempre dará el mismo preciso valor especificado por la condición de cuantiza­
c ión, a saber , 

Lz = m/i (7-47) 

Además las medidas de cualquier potencia de L:, digamos L;, siempre dará el mismo valor L! = 
(111/1)2. Con i.ec uenlernent e, el valor de expectación de L : al cuadrado, será justamente V= (m/i)2. 

- z 
Obsérvese que co rno lambién se tiene L z = m/1,esto quiere decir que 

(7-48) 

l::s decir, "i la condición de cuantización (7-47) es válida, el valor de expectación de Lz al cuadrado es igual 
al cuadrado del valor de expectación de L

2
• _ 

Por otra parte, como en (7-43) se probó que L 2 =m/i,en cualquier caso; ento nces si (7-47) no es válido, 
medidas de L : darían diversos valores, pero sujetos a la condición de que sui promedio sea m/i. Si los 
val ores <le L z fluctúan en torno a su valor promedio m/ientonces el valor de expectación del cuadrado 
de L ~ ya no será igual al cuadrado de m/i. La razón es que cuando ~ oromedian potencias mayores 
j e L.,, corno L; ,se le da rnás peso a los casos en que Lz es mayor que Lz ,y menos peso a los no menos 

" numerosos casos en que L : es menor que L 2 .En esta situación L;~(m¿li)2, de manera que L; ~ L z-· 
En la tabla 7-3 se muestra un ejemplo en el que se aplican las ideas que se acaban de estudiar, respecto al 

,·álculo de promedios al cuadrado y promedios de cuadrados, a un grupo de niños cuyas edades individuales 
son de l, 2. y 3 años. Examinando la tabla se puede ver que cuando primero se elevan al cuadrado las edades 

TABLA 7-3 Cuadrado del promedio y promedio de los 

cuadrados de un conjunto de números fluctuantes 

A = 1, 2, 3 

A = 
., 

A- = 4 

+2+3 
3 

6 
=- =2 

3 

1, 4, 9 

+ 4 + 9 14 
3 = 3 = 4.67 

I 2 J J-
~rf = ' A 2 

- A = 4.67 - 4 = 0.67 = 0.82 
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TABLA 7-4 Cuadrado del promedio y promedio de los 
cuadrados de un conjunto de números no fluctuantes 

A = 2, 2, 2 

_ 2+2+2 6 
A= 3 =3=2 
_2 

A = 4 

A 2 = 4 , 4 , 4 

A 2 = 4 + 4 + 4 
3 

12 
=- =4 

3 

J - _2 J-
~A E A 2 - A = 4 - 4 = o 

y luego se promedian, se obtiene un resultado mayor que cuando las edades se promedian primero y luego 
el promedio se eleva al cuadrado. Se encuentra que ésto s iempre se cu mple, s i se elevan las edades a una 
potencia mayor que uno, y qu e esté entre las fluctuaciones de las edades. Sin embargo, si todos los niños 
de l grupo tienen precisamente la misma edad, y por lo tanto la edad promedio, ento nces resulta indiferente 
el orden en que se realicen las operaciones ya que el pro medi o de los cuadrados, es igual al cuadrado de lo !: 
promedios. U n ejemplo de esa s ituación se muestra en la tabla 7-4. 

Para otra ejemplificación de estas ideas, considérese la cant idad ~ :r= Jx2, - i 1. Es ta cantidad se 
utiliza para medi r las flu ctuaciones que se observan cuando se mide la coordenada x de un a part ícula. como 
se mencionó en el ejemplo 5- 10. Si no hubiese flu ctuaciones entonces :t2 = X

2
• Sin embargo, el principio ele 

incertidumbre requiere que haya fl uctuaciones en x (que serán mayores cuanto más peq ueñas sean las 
flu<'tuaciones en el impu lso lineal p) y como resultado x2' > :f2, de man era que la rliferencia tntre .,:2 , 

.i':? au menta a medida qu e au mentan las flu ctu aciones en .~. conse<'uentemen te,.J~- x2 es una mi>did~ 
cie estas flu ctuaciones. ., 

7-:'I --
Ahora bien , es fác il demostrar la validez de la relación ex presada, por (7-48),L; = L :; ,y, por lo tan te,, la 

validez de la condi ción de cuantizaci ón L ::= m,'i de (7-47). Para demostrarlo, se utiiiza dos vecPs (7-
4]) L- v1n 11111 =,n1/it¡, 111111 ,para calcular TY. Sigu iendo la ex lensión tridimensional de la fórmula par:i 

• •op I z 
calcular valores de expectación, se tie ne: 

Lo que resu lta inmediatament e 

¿2 = [.,,* L2 'I' {/T z • Y 111111¡ Zc,p 11/111¡ 

La ca ntidad dinámica L ; es el producto de dos factores de la forma L = 

., L L; = L z · : 

De acuerdo con la fórmula para obtener valores de expectación, el operador . L: que se obt iene ne> di cha . ~,,p 
can1 idad dinám ica, es el producto de dos o peradores de la forma L z .Por lo tanto, 

º" 
L 2 

,,, - L · L 'I' zn ,,Tnlm1 - =or, z,.,, nlm1 

En 01 ras ¡)a labras. L 2 ,,, 1 s iPni fi ca t¡ue L. or1era dos ver e::. ::.ubre t¡i 11 1111 • Pt-r<> de a<·11t>rtlo con (7 -..J.1) Zor> > 11 m I t> -11 p I 
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Por lo tanto, cada operación deLzop sobre 'Pni,111 resulta la misma función tp 11i,n,· multiplicada por un factor 
constante m/i. De esta manera, el resultado de dos operaciones es multiplicar 'Pnlm, por dos factores 
m/1. Es decir: 

Si lo anterior se conoce, inmediatamente se obtiene 

L; = J tp!zm1(m/i)2
tp,1zm1 d -r 

= (m/i)2J 'P!im1'Pntm, d-r 

= (m¡fz)2 

-2 
= Lz 

en donde se utiliza el !techo de que la integral de tp-::im,'l' 11im1 
sobre todo el espacio, es igual a uno , por la 

condición de normalización. Como (7·48) ya se verificó, se comple ta entonces, la verificación de la 
condición de cuantización Lz = mLñ. La demostración de la validez a la condición de cuant ización 
L2 =I(/ + l)li2 se lleva a cabo de un modo completamente paralelo. 

Obsérvese que estas demostraciones dependen de (7·41) y (7·42), Lzop 'Pntm1 = m/l'Pntm1 y Li¡. 
V'ntm, = /(/ + l)li2 tp 71 ¡ 1111 • Estas ecuacio nes afirman el hecho sorprendente de que i resultado cte operar 
sobre las eigenfunciones del átomo con un electrón , 'Pntm

1
,con el operador diferencial L~

00 
, eb 

equivalente a mult iplicar dichas eigenfunciones por la constante m 11i, mie ntras que el resultado de 
operar con el operador diferencial Lgpes simplemente multiplicar por/(/+ J )/i2• Desde luego, estos 
rel>ultados no son típicos de lo que s ucede cuando un operador diferencial opera sobre una función. Así por 
f'jemplo, operando sobre la función f(x)=x 2,con el operador diferencial d/dxse obtiene una fun ción 
t·ompletamentc diferente, a saber, ('(x) = 2x. Como un ejemplo más, no es difícil demostrar que el 
resu ltado de operar sobre tp 111 m, con los operadores Lx

0 
o Lv

00 
es producir funciones nuevas de r , e, <p en 

las cuales estas variables intervienen de modo muy diferente de como intervienen e n la función 'Pntm1. 

E:s decir, 

(7-49) 

(7-50) 

Las idea!5 que se han desarrollado en el proceso de verificar las condiciones de cuantización del impulso 
angular, pueden extenderse para darnos una visión más profunda de la teoría de Schrodinger de la 
111e,:án1ca t·uántica. También pueden usarse como guía en las teorías más sofisticadas, tales como la 
meeti11ico matricial de lleisenberg, pero estos temas se dejarán a libros más avanzados. Aquí solo se afirmará 
11ue las propiedades asociadas con (7-41) y (7-42) son perfectamente generales. Es decir, siempre que la 
cantidad dwámica tenga preasamente el valor F en el estado cuántico descrito por la función 'P,entonces dicha 
funnón sa11.iface la relación 

fop'P = Ftp (7-51) 

,/ond,• /~ 1, e\ el operador correspondiente a f. 
Se clrmustrará tambié11 yue la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo se puede escribir en la 

n11sma forma que (7-51). Para és to , considere la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo en 
1·ot1rd<'11adas cartesia nas, 

~f' \'uelve a f'scnlJir como 

[ tz2 ( a2, + :,\, + :~2) + v] V-' = E"' 
21, a.,... u., u ... 
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Co mparando (7-3) con (7-4), se encuentra que el paréntesis cuadrado corresponde justamrnte al 
operador e0 P para la energía total. Por lo tanto, se tiene, 

En esta relación, E es uno de los valores permitidos de modo preciso de la energía total, descrito por el 
potencial V. El sistema también queda descrito por el operador de energía total eop· 

La relación (7-51) en forma general, es llamada, ecuación de eigenvalores, donde se dice que 'I' es una 
eigenfunción del operador fop,Y Fsu eigenvalor correspondiente. Esta terminología es exactamente igual a 
la usada para el caso particular de la ecuación de eigenvalores del operador de energía total, es decir. en el 
caso de la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo. Al operador de energía total e 0 P algunas 
veces se le llama el Hamiltoniano. 

Estas consideraciones llevan a la important e conclusión de que, como (7-49) y (7-50) demuestran 
que v, 1111111 no es una eigenf unción de los operadores L:r

0 
o L 110 ,.. ,las cantidades dinámicas correspondien­

tes lx y L 11 no tienen valores precisos en el átomo cori un electrón. Esto es,LxY Lvno obedecen las 
condiciones de cuantizac ión. 

PREGUNTAS 
l. Si un átomo de hidrógeno no estu viera en rt>poso. s ino moviéndose libremente por el espacio, ¿_cómo 

tendría que modificarse la descripción cuán ti ca del átomo?. 

2. ¿Por qu e, s i es hit"n conocido que el potencial de Coulomb tiene una forma muy simpl t" en 
coordenadas polares esféricas, se ini ció el 1ra1amiento rlel átomo con un electrón en coordenada~ 
cartesianas? 

:l. ;.Cuáles so n las ecuaciones importantes df' la física clás ica en las que interviene el operador 
Laplaciano? 

·•·· Si se toman formas diferentes de las co nstantes de separación que resultan al reducir la ecuación df' 
Schrodinger independiente del tiempo, para el átomo con un ell"ctrón, a trPs ecuaciones diferencialf':­
ordinarias, ;,se af<>ctarían los resultado!-? 

5. ¿Por qué la fun<'ión <I'>(cp)dehe ser mo novaluarla? ;,Cómo es que lo anterior concl11cf' a q11e m 1estf 
res tringido a ser un número entero? 

6. ¿Qué pasaría s i se tomara e ,m,(J)como la solución parti cular dP la ecuación para <l>(q)'? ;.Qué 
sucedería con cos m,r¡ o sen m¡rr? 

,. 
7. ¿,Por qué aparecen tres números cuánti cos en el tratamiento del átomo con un elPctrón (sin ~pin)? 

8. ;,Podría describir la forma de (:)( 0) y <11( q>) si V fu era una función de r dif eren IP de 1 I r"? (Este PS el caso 
para el electrón de valencia en un átomo alcalino). 

9. Simplemente, ¿qué es degeneración? 

10. ;,Qué relarión exis te entre el tamaño dt- un átomo de Boh r y el tamaño de un átomo de Schrodinger'r 

11. ¿Cuál es la razón fundamental para que el tamaño del átomo de hidrógeno, en PI estado base, tenga el 
valor que tiene? 

12. Para el átomo con un e lectrón en el t>spacio libre, ¿Cuál sería la consecuencia matemática de escoger 

la dirección del eje z de otro modo? ¿Qué consecuencias fís icas? 

1 :l. ;,Por qué un campo elfrtrico o mngn ético u11if unne define sólo una dirección única en el 1·spa­
cio? 
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1 l. l.i1s 1ra1a1111r111u~ dt· l·k,ltr ;• Sdirodingcr para e l álOmo de hidrógeno (sin lo mar en cuenta e l spin y 
01 rn:,; eft·t·I o:; r1:la1 i \ i)',1 a:-).¿,('ómo !><' rorn.,aran sus respecti vas predicciones respecto a la posición del 
1·l1·c·11 ó11. s u energía lolal, y su impulso angular orbi tal '? 

l.'i. E11n1C'11lre 1111a ex¡,licac1ó11 para la obvia relación en tre los dos úllimos términos del o perador 
l.J11l~11·ia110. en courJc11aJas polart"s es féricas, _v e l operaJor para e l cuadrado de la magnitud del 
impulso angular orbital. 

16. t ' s,111dv la n•l,H·11í111·111n· /, ~l. c•xpl1qu1' lísic·a11H·11tt· por qur ,p*,p es muy pequeña cerca der=O,a me-
11,,.., q111· / = o. 

17. Di¡!a cxactame111e por qué st' tlice que e l átomo de hitlrógcno e n e l espacio libre posee un vector de 
impulso angular orbital que precede arbi1 rariamente e n torno al eje :(sin tomar en cuen ta el spin). 

18. ;,Cuál es la l ey Je consenación del impul so angular orbital en mecánica c uánti ca? 

J 9. ¿~nn las <'1gt>nfun\'1ones de magnitud igual a la del impulso angular n ecesariament e eigenfunciones 
J e la energía total'! ;,Es correcta la afirmación recíproca? 

20. ¿,Se pueden cneonlrar eJcmplos de N' lla<'iones Je eigenvalores en la física clásica? Si así es, ¿cuáles 
son? 

PROBLEMAS 

l. l lsanJo la técnica Je separación de variables,demuestre que existen so lucion es a la ecuación de 
Schr0Ji 11ger triuimensional para un po1encial independiente del t iempo. que se pueden escr ibir, 

11'(:r ,y,.:, t) = ,p(.r,!J,z)e- il::t/h 

J onde 1p(x,,11,z) e:. una solu ción de la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo. 

2. Ve rificar que <I>(qi) = e;"',"' es la so lución a la ecuación para <I>(q.,).(7-15). 

:l. H1drf>geno.Jeutt>rio,, helio ionizado son ejemplos de átomos con un electrón. El núcleo de deuterio 
t1cnr la misma carga c1ue el núcleo de hidrógeno y casi exactamente e l doble de la masa.El núcleo de 
helio tiene el doble de la carga del núc leo de hidrógeno y casi exactamente cuatro veces su masa. 
Pn,de<'ir con precis ión las razones de las enC'rgías de los estados base de estos átomos. Sugerencia: 
re(·uerde la variación en la masa reducida). 

t. (a) Evaluar.en elect rón vol is. las energías de los tres ni veles del átomo de hidrógeno en los estados 
c' orrPs pond1cnles a n = l.2.3. (h) Calcu lar las frecuencias e n Hertz y las longitudes de onda en 
u11gstroms ,dt> los fotones que pueden ser e mitidos por el átomo en transiciones entre estos niveles. 
(e') ;.En qur inlt>rval1J del es1wrtro elect romagnético eslán es tos fotones? 

.). \ enf,que por su!il i1 ució11 que la e1genfu n c1ón del estado base v• 100 ,y e l eigenvalor del estado base E, 
Sdt 1sla<·cn la e<'uación de Schrodinger independiente del tiempo para el átomo de hidrógeno. 

ó. (a) ~.xt,, 11der f'I ejemplo 7- i para obtener del principio <le incertidumbre una predicción de la energía 
d,•I 1·,.¡tado liase· df."I átomo clf." liidr ógeno.(b)Com pare el resultado anterior con la energía predicha por 
la 1•,·11a,·ió11 (7-2~). 

7. ~•> ' :alt·1dar la po:-.it·1ón a la L'Ual la Jrnsidnd Jr probalnlida<l radial es n1áxin1a para e) estado n=2, I = l, 
cl,·1 .:11 11111<1 d1· h1drúgc-110. (h) D1•s pu~-.. ,·akular PI va!ur de <'X IH'<' lación de la coordenada radial <'11 

dll'l111 t•,- tado . (<') E.>.pli<·ar e l sig11ifi1·ado fbi<'o Je la difrrc11cia enlre lai. respuestas a (a) y (b). 
("'11µ,·1 •·c11·1a: \ ,·r la t1g11r,1 7-'.}J . 

H. u) 1:.:111ila1 ,.¡ , ,dor d1· npt·• 1anc'111 ti,· r para la 1•nt·rgía del 1•:,;tado base J<'I átom o de hidrógeno.(b) 
l lc·1111 , 11 ól l 'JI lt ' • ' 11 ,.¡ ('"' ado 1, ...... E = r ¡ 2 _,l,,11, I, · /:' , .... la t'll(' r¡.:ía I Pl,il . (d l li'<ar la n•lat·i Ó II E= K + V 
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para calcular el valor de expectación K de la energía cinética en el estado base y demc,:;trar 
que R = - V/2. Estas relaciones se obtienen para cualquier estado de movimiento de cualquier 
sistema mecánico-cuántico (o clásico) con un potencial de la forma V(r) oc - 1/r. Algunas veces a 
estas relaciones se les llama teorema virial. 

9. (a) Calcular el valor de expectación ji de la energía potencial en el estado n = 2, l = 1, del átomo <le 
hidrógeno. (b) Hacer lo mismo para el estado n = 2, L = O. (c) Analizar los resul tados de (a) y (b), en 
relación con el teorema virial del problema 8 y explicar qué papel t iene en el o rigen de la degeneración 
I. 

1 O. Sustitu yendo R(r)oc ,.i ,en la ecuación (7-17) para R(r), demostrar que es una solución para r • O. 
Sugerencia: Ignore los términos que se vuelven muy pequeños respecto a los demás cuando ,. - • O.} 

\..~ l. Demostrar que la suma de las densidades de probabilidad para los estados cuánticos n = 3 del átomo de 
hidrógeno, es esféricamente simétri ca, análoga a la suma en e l ejemplo 7-5. 

12, Demuestre que (1)( cp) = cos m,<P,Y <1>( cp) = sen m 1cp,son soluciones particulares a la ecuación (7-15) 
para (l)(cp). 

13. Usando las técnicas del apéndice I demostrar que La: tiene la forma que se afirma en (7-37). 
op 

14. Probar que LipV1nzm
1 
= I(/ + 1)/i2v,nlm,-(Sugerencia: utilice la ecuación diferencial que satisface 

0im 1 (O), (7-16). 

15. Se sabe que 'P = eik:i: es una eigenfunción del operador de energía total e 0 P para el problema 
unidimensional de potencial cero. (a) Demuestre que tambi én es una eigenfunción del operador 
impulso lineal Por, y determine el eigenvalor asociado. (b) Repita lo anterior para 1p = e - ikx (r,) 

Interprete los result ados de (a) y (b) en relación a medida del impulso lineal. (d) También se s:1he 
que ,¡i = cos kx y 'P =sen kx son eigenfunciones del potencial cero e 0 n.¿Son también eigenfun­
ciones de Pop? (e) Interprete los resultados de (d). 

16. Las cuatro funciones eim1'P, e-tm,'1',co s m 1rp,y sen m1cp,son soluciones particulares de(7-15), para 
<I>( cp), (ver el problema 12). (a) Encontrar también cuáles son eigenfunciones del operador Lzor, Je 
la componente z del impulso angular. (b) Interprete los resultados. 

17., Una partícula de masa Jt se encuentra fija en un ex tremo de una barra rígida de masa despreciable y 
longi tud R. El otro ex tremo de la barra gira en el ¡.,lano x-y, en torno a una bola de acero que se 
encuentra en el origen, y cuyo eje está en la dirección z. Este " rotor rígido" tridimensional se ilus tra 
en la figura 7-13. (a) Encuen tre una expresión para la energía total del sistema en términos del 
impulso angular L. (Sugerencia:harer la energía polencial ronstante igual a cero y expresar la energía 
rinét ira en términos de /,). (b) I ntroduriendo los operaJ ore!:> apropiados en la ecuación de la «>nergía, 
conviértala en la ecuación de Sch rodingea, 

FIGURA 7- 13 
El ro lor rígirlo moviéndose en el plano X·Y. 

rnn,;adnado en el problema 17. 

z 

X 



314 ATOMOS CON UN ELECTRON Cop.7 

/i2 o2o/(q,, r) . o'I"(q,, t) 
- 21 oq,2 = ,/i ot 

do11de l = 1,R2 es la inercia rotacional, o momento de inercia, y 'Y( <p, t)es la función de onda escrita 
en términos de la coordenada angu lar y el tiempo t. (Sugerencia: como el impulso angular está 
completamente en la dirección z, L = L:: y el operador correspondiente es Lz = -ili o/ oq,). op 

18. Aplicando la técnica de separación de variables divida la ecuación de Schrodinger para el rotor rígido 
del problema 17, para obtener: (a) la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo 

f¡2 d2<I>( q,) 
- - = E<J>(<p) 

21 dq,2 

y (b) la ecuación para la dependencia con el tiempo de la función de onda 

En estas ecuaciones E 
onda. 

dT(t) 

dt 

iE 
= - - T(t) t, 

la constante de separación, y (l>( q,) T(t) = 'Y( <p, t ), es la función de 

19. (a) Resuelva la ecuación para la dependencia con respecto al t iempo de la función de onda obtenida en 
l'I problema 18. (b) Demostrar que la constan te de separació n E es la energía to tal. 

20. Dernost rar que la solución particular para la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para 
et roto r rígido del problema 18 es <l>(q,) = eim,¡, donde m = .j2IE/li. 

2 l. la) Aplicar la co ndición de unicidad a la so luc ión parti cular del problema 20. Demost rar después 
lJUC los valores permitidos de la energía total E para el rotor rígido bidimensional mecánico-cuántico 
sc,n 

22. 

·>·• .;.,). 

fi2m2 
E=-

2! 
1ml = O, J , 2, 3, ... 

(e) Comparar los resultados de la mecánica cuántica con los de la mecánica cuán tica antigua 
ol,te11idos en e t problema 34 del capítulo 4. (d) Explicar por qué el roto r rígido mecánico-cuántico 
bidimensio11al no posee energ ía de punto cero . Explicar también por qué no es del todo , un modelo 
realista para u11 s istema microscópico. 

Normali1.ar las funciones <D(q,) = e'"1
"' en contraJas en el problema 21. 

{a) Cakular el valor <le expe<·tación del impulso angular, L,para un ro tor rígido bidimensiona l en u n 
t'~lado cuán ti co típico, usando las eigenf unciones encontradas en e l problema 22. (b) Después 
n1kular L 2 y L

2
.e interpretar la relación enr re estos resultados y los valores de L que fe obtendrían 

C'll una sen<' de medidas sobrC' el sistema. 
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8 
Monientos magnéticos dipolares, 

spin y razones de transición 

8 . 1 Introducción 

En este capítulo se prosigue el estudio del átomo con un electrón. Primero se estudiarán los 
experimentos que miden el impulso angular orbita L de un electrón en un átomo. En estos 
experimentos no se mide realmente L sino una cantidad relacionada, a saber, el momento 
magnético di polar orbital P.i, La manera de medirlo es mediante su interacción con u n campo 
magn éti co aplicado al átomo. Además de desarrollar la relación ent re P.i y L que es el 
fundamento teórico para estas mediciones también se recordarán algunas de las propiedades de 
la interacción entre un dipolo magnético y un campo magnético que se utilizan tanto en estas 
mediciones como en otras de física atómica, física nuclear y estado sólido. 

Al considerar los resultados de las mediciones de los momentos magnéticos dipolares 
atómicos se descubrirá el hecho muy importante de que los e lectrones poseen un impulso 
angular intrínseco llamado spin y un momento magnético dipolar asociado a éste . Entonces se 
verá el efecto que el spin del electrón tiene sobre los niveles de energía de un átomo 
monoelectrónico. Por último, se desarrollar á un procedimiento para calcula r la razón a la cual 
los átomos monoelectrónicos excitados realizan transicion es a estados más bajos y emiten los 
fotones que forman sus espectros. 

En los desarrollos presentados en este capítulo se utilizará una combinación de teoría 
e lectromagné ti ca simple , algunos modelos de la física clásica como el de Bohr y mecánica 
cuántica. No se presentarán tratamientos totalmente mecán ico-cuánticos debido a que requie­
ren un conocimiento más avanzado de la teoría e lectromagn ética del que se h a supuesto para 
es te libro. Este procedimiento se justifica por el hecho de que los resultados concuerdan con los 
que se obtien en mediante tratamientos formales. Desde luego, se dispone de esta just ificación 
gracias a que alguien se tomó la molestia de desarrollar todo esto formalmente. 

8.2 Momentos magnéticos dipolares orbitales 

Considérese un electrón de masa m y carga -e que se mueve en una órbita de Bohr circu lar de 
radio r y con velocidad de magnitud v, tal y como se muestra en la figura 8-1. (Puesto que 
con vencionalmente se usa µ para el momento magnético dipolar aquí n o se usará esta letra 
pa ra la masa reducida del electrón. No puede haber confusión ya que por lo general la precisión 
en los experimentos y en los cálculos no obligan a establecer diferencias entre la masa reducida 
del electrón y la masa m del mismo) . La carga que circula en una espira constituye una corriente 
de magnitud: 

i = !.. = ev (8-1) 
T 2nT 
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donde T es el período orbital del electrón cuya carga tiene magnitud e. En la teoría 
electromagnética elemental se demuest ra que una espira de corriente como ésta produce un 
campo magnético que para distancias grandes es el mismo que el de un dipolo magnético 
localizado en el centro de la espira y orientado p-erpendicularmente al plano de ella. Para una 
corriente i en una espira de área A la magnitud del momento magnético dipolar orbital E'- t del 
dipolo equivalente es 

(8-2) 

y la dirección del momento magnético dipolar es perpendicular al plano de la órbita y con el 
sentido que se indica en la figura 8-1 que muestra el campo magnético producido por la espira de 
corriente, as í como dos polos ficticios de un dipolo que produciría un campo magnético que 
sería idéntico al campo real para puntos lejanos a la espira. La cantidad µ, especifica la 
intensidad de este dipolo magnético que es igual al producto de la intensidad de los polos por la 
separación entre ellos. Debido a que el electrón tiene carga negativa, su momento magnético 
dipolar µ. , es ant iparalelo a su momento angular orbital L cuya magnitud está dada por 

L =mvr 

y cuya dirección se indica en la figura 8-1 
Tomando i de (8-1) y A para una órbita de Bohr c ircular, (8-2) conduce a 

. eu 2 evr 
µ, = iA = -- 'TT'r = -

27Tr 2 

Dividiendo entre (8-3) se obtiene 

FIGURA 8-1 
El impulso angular orbital L y el momento 
magnét ico dipolar orbital µ 1 de un electrón 
-e que se mueve en una órbita de Bohr. Las 
líneas curvadas indican e l campo magnético 8 
proJucido por la carga circulante. El dipolo 
magnético ficticio que produciría un campo 
idéntico lejos de la espira está indicado por sus 
polos N.S. 

evr e 
-=--=-
L 2mvr 2m 

(8-3) 

(8-4) 

(8-5) 
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Se observa que la relación de la magnitud ¡t 1 del mo ment o magnétiro dipolar orbital a la 
magnitud de L del mo men to angular orbital para el e lectrón es una combinación de constantes 
uni versales. Se acos tumbra escribir esta relación como 

/l¡ g¿flt, 
-=--
L ti 

(8-6) 

donde 

eli 
/l1, = - = 0.927 X 10- 23 A -m 2 

2m 
(8-7) 

y 

(8-8) 

La cantidad /lb es una unidad natural para la medida de mo mentos magnéticos dipobres 
atómicos y se la denomina magnet6n de Bohr. A la cantidad g1 se le llama factor orbitalg. Este 
factor se introduce, aunque aquí pueda parecer redundante, para preservar la s imetría de las 
ecuaciones en las que aparecen factores g dis tintos de 1 y que se tratarán posteriormente. E~ 
posible escribir la ecuación (8-5) como una ecuación vectorial en términos de estas cant idades y 

especificando tan to la magn it ud de µ t como su o rientación en relación con L. Esto Ps 

(8-9) 

La relación de p I a L no depende del tamaño de la órbita ni de la frecuencia o rbital. Se puede 
dt>mostrar mediante un cálculo s imilar a l anterior que para el caso de una órbita elíptica la 
relación µJ L es independiente de la fo rma de la órbita . El que esta relación sea completa­
mente independie nte de los detalles de la órbita sugiere que su valor no debe depender de los 
detalles de la t eoría mecánica utilizada pa ra evaluarl a y esto es rea lmente lo qut:> sucede. De una 
eva luac ión de µ 1 por medio de mecáni ca cuán ti ca (lo cual no es posible hacer aqu í debido a 
4ue la teoría electro magnéti ca requerida es mu y sofisticada) y dividiendo por la expresión 
cuántica L = J !(/ + 1) /i, se encu entra que la relación de p 1 a L ti ene el mismo valor que 
el que se obtuvo a ntes. Concedie ndo esto, el estudiante aceptará que las expresiones cuánt icas 
¡;orrertas para la magnitud y component e z del momt-nto magnético dipo lar orbital son 

(8-10) 

y 

(8-1 L) 

El s igno menos en esta última ecuación rt-fleja t-1 hecho de que el vertor fL t es antiparalelo al 
vector L. 

Aho ra st- recordará el rompor tamiento de u n dipo lo magnético de momento µ 1 cuando st> lo 
co loca e n un campo magnético apli cado B. En la teoría eleC' tromegnética t-lemental se 
demues tra quf' el dipo lo ex pf'r imenta un impulso relati vo: 

~=µ,X B (8-12) 

que ti e noe a alinearlo con e l rampo y qu e asoc iada a es te impulso relativo existe una energía 
potencial de o ri en tac ión 

6.E= -µ1 ·8 (8-13) 
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Ejt'mplo 8 - l Suponga que u11 dipolo magnético cuyo momento t iene magnitud ;i1, está alineado en 
forma paralela a un campo magnético externo de intensidad B. Tómese ,,, = 1 magnetón de Bohr (va lor 
1 íptl"O para t>I mon1cnto magnét iro c.lipolar Je un átomo) y B = 1 Tesla (valor t ípico del campo producido 
por u11 !'lf'ct roi111án e.le potencia mediana). Calcular la energía necesaria para girar el dipolo magné tico de 
111a11cra t¡ue quede alineado antiparalelo al campo. 

De an1erJo con (8-13) la energía potencial de orien tación cuando el dipolo está paralelo al campo 
t•s - ¡1,B, y euan<lo el Jipolo está a11 t iparalelo al campo es +ti,B. Entonces la energía que deberá 
sumin1s1rarse para girar el dipolo es 

211,B = 2 x 0.927 x 10 :?3 A-m2 x 1 joule/ A-m2 

= 1.85 x 10- 23 joule = 1.1 6 x 1Q- 4 cY 

No ol,sl a111 e q11<' <':-.1 a 1·11t'rgíJ e~ mu v pequ1•iia. a (tn para las normas al ómicas, 110 es pos ible girar el dipolo a 
11w11os q11c· !'t" '" !'111111nistrr erwrgía. RecíproeamC'11 lc, si el dipolo S<' cncucn lra originalmente alineado 
a1111p<1ral1•lo al c·a111¡11l. ,w podrá girar1-r para pont>rlo para lelo a él a menos <1ue el dipo lo ceda la misma 
nrn t iclad dt> c•11t·rgía. ~ 

Si para un si!- lt·nia 1·011siste11I{' ck 1111 111ome1110 rnagnét ico dipolar µ , en un campo magnético 
B no e:-.istt> 111ud u di, disipar la <'llt>rgía, ento nees la energ ía potencia l de orien tación 6.E deberá 
!Jf'rmniH·,·er cuns lanlc·. En t>slas circunstancias µ 1 no se puede a lin ea r por s i mismo con B y 
e>11 to1H·c's pn>c·t•de alr1•dc•dor el, .. B d<' tal ma,wra que C'I ángulo cn l re es tos dos vectores y sus 
1na~nitudes pc rm a1H·r·1•11 1·011:-.1a1111•s. El mo,·ímien to de preces ión es una consecuencia del 
lt1·c·lw cl1, <¡ll<'. sq~í111 la!' 1•,·11;.11·1011t•s (8-9) ~ {8-12). rl impulso rotal i\'O q11 e actúa sobre e l dipolo 
s i1·mpn· p:-, ¡wrp,·111linilar a !',lf 11npulsu a11~ular, 1·11 ,·ompl cla analo~ía ron el caso de l ti empo. La 
pn·,·<·s1c'.!11 ~- su e ,¡ilwa,·iún ,·:,;liín ilustrada:-. <'ll la figura 8-2. Es íácil demos trar (\'éase el pie de 
fi~ura) CJlH' la magnitud tf,. la l"n·1·11t•11cia angular de precesión d,· f.l t alrededor de 8 es tá dada 
por 

FIGllRA 8-2 
Al interactuar el momento magnéti co dipo lar 
µ 1 del áton10 con el 1·a111po aplicado B se 

tiene impulso rotat ivo T = IJ.i x B = -
(.i;1¡,,.,//i) Este impulso rotativo origina un 
camLio dL en el impulso angular duran te un 
tiempo di, según la ley de Newton dL/dt = ,. 
ti l"amL10 dL causa que L preceda por un án­
f(U IO c•J clt, donde w es la velocidad angu lar de 
precesión. Deldiagrama seve que dL = L sen 
0(•J clt,cí Lo,sen O= dL/dt= r =(g1111,/h)LB 
!.•'110. Asi w = giµ1,B/fí, co mo en (8-14). 
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FIGURA 8-3 
Un electrón se mu eve en una órbita de Bohr 
con velocidad v, e l campo apli cado en esta 
región es co nvergente (8) , el campo ejerce 
una fuerza F sobre e l e leclrón . Debido a qu e la 
carga del e lectrón es negati va, F oc - v X 

B. Sin importar la posición del e lectrón en 
la órbita, esta fu erza tiene una componente 
que es radialmen te hacia afuera y una compo­
n ente a lo largo de la dirección en la cual 8 se 
hace más int ensa. Promediando sobre la órbi­
ta, la componente radial se cancela y la fuerza 
promedio está en la dirección en la que crece 
8 . 
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Es ta ecuación también indi ca que e l sentido de precesión es e n la dirección de B. Al f enómf'no :;~ 
le conoce como pr<>cesión de Larmor y a w se le denomina frecuencia de Larmor. 

La ecuación (8-1'1-) se obtuvo de lratamient os clásicos, pero un tra tami ento cuán rico conduce al mismo 
resull ado en el sen1ido de que los va lores esperados de las compon en res perpendirularcs al cnmp,, 
magnéti co de un momenl o mag nt>tico dipolar r uántiro cambia en e l t iempo en fo rm a rícli ra. de la misma 
man era qtw lo hacen las componentes per pe .. diculares a l rampo magnftico d<, un momento ma~nt>lico 
di po lar r liisico. Con objelo de s implifi car t>I an álisis en las secc ion es siguienl es, se hablará frecuentemente 
dP la preres ión de un momen10 magné ti co dipolar cuán1ico en un campo magn ético, aunque para o:;n 
r·s trictamen te correctos se debería hablar del cambi o cícli co en los va lores <le expf'rtación de s11& 

componenles perpe ndicu lares. 

Si el campo magn éti co aplicado es un iforme en e l espacio, no habrá sobre el dipolo fuf'rza nt>ta 
de trasforión (aunqu e evidentemente ex is tirá un impulso ro tati vo). P ero si el campo no es 
un iform e, ex is tirá además del impulso rota ti vo una fu erza de tras lac ión. En la figura 8-3 5P 

muestra lo que s ucede rea lmente, es decir , que un Plectrón que se mueve con velocidad ven una 
órbi ta circular en una región en la cual el campo B con verge si<'nte una fuerza proporcional a-'\ 
x B qu e ti ene siempre una componente en la dirección en la cual e l campo se hace más intenso. 
También se puede ver el ef ec lo mediante la analogía f'ntre un dipo lo magnéti <'o fi el icio en t111 

campo magn éti co no uniforme y un dipolo eléc tri co en un campo eléct ri co no uniforme. Véase 
figura 8-4. Usando esta ana logía es fácil demostrar que la fuerza promedio que actúa sobrf' rl 
dipolo magnéti co es 

FIGURA 8-4 
llu s rrari 6n de las fue rzas F.v y F .s r¡ue 
acr úan sobre los polos de un dipolo magnét ico 
ficticio equi valenr e al e lecl rón circulan le de la 
figura 8-3 y qu e se loraliza en una región en la 
que el campo apli cado B conv<>rge. Puesto 
q11e F.,· f'S mayor en magni tud qu e Fs, la 
fuerza nt-La sobre e l dipolo está en la dirección 
en la c11 a l 8 se hace más inr ensa. Esta siru a­
rión rf·s11l1ará fam iliar al es1udian tf' en e l C'aso 
Pn el rua l e l rampo y e l moment o dipo lar so11 
e léclricos en vez de magnético-.. 

- an. 
F = -~ ¡t z '.=>~ l: 

v-
(8- 15\ 
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Jo11 Je .: es e l eje coo rdenado en la dirección en la que crece la intensidad del campo y oB:f oz es la 
razón a la cual aumenta. Se concluye que un dipolo magnético en un campo magnético no 
uni fo rme experimenta un impulso rotativo que causa precesión y una fuerza que origina 
desplazamiento. 

8.3 Experimento de Stern-Gerlach y spin del electrón 

E11 1922 Stern y Gerlach midieron los valores posibles del momento magnético dipolar para 
átomos de plata enviando un haz de ellos a través de un campo magnético no uniforme. En la 
figura 8-5 se presenta un diagrama del aparato que utilizaron. Mediante la evaporación de plata 
en un horno se forma un haz de átomos neutros el cual se colima con un diafragma para que de 
esta manera , pene tre al imán. La vista transversal del imán muestra que esto produce un campo 
qu e aumenta en intensidad en la dirección z definida en la figura y que, a su vez, es la dirección 
de l campo magn éti co mismo en la región del haz. Como los átomos son neutros, la única fuerza 
neta que actúa sobre e llos es la fuerza r: de (8-15) que es proporcional a µ L . Puesto que la 
fuerza que actúa sobre cada uno de los átomos del haz es proporcional a su vaÍor de µ t , cada 
á tomo al pasar por el campo magnético es deflectado por una cantidad que es propor'cional 
a µL:' Entonces, e l haz se analiza en componentes según los distintos valores de µ,, Los 
átomos deílectados golpean sobre una placa metálica sobre la cual se condensan y dejan una 
trazu visible. 

Si el vect0r de momento magnético orbital del átomo tiene magnitud µ ,, entonce5, según la 
física ci.isica, la componente z ( µ 1.) puede tener cualquier valor desde -µ 1 hasta+µ,. La razón 
es que clásicamente el átomo puede tener cualquier orientación con relación al eje z, lo cual 
también será cierto para su impulso angular orbital y su momento magnético dipolar. Las 
predicciones de la mecánica cuántica, que ::;e resumen en (8-11), son que µ, , sólo puede tener 
los ·. a lores discretos cuantizados 

(8-16a) 

donde 111 , es uno de lo:, enteros 

111 , = -/, -/ + 1, ... , O, ... , +I - 1, +I (8-l 6b) 

detectora 

FIGURA 8-5 
Aparato de Stern-Ge rlach. El campo entre las dos piezcSS polares está indicado por las líneas 
de campo dibujadas en el ext remo del imán. La intensidad del campo aumenta en la 
d irección positiva de la z (hacia arriba). 
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La predicción clásica es que el haz de ílectado debería ex tenderse en una ba!1d::i continua 
correspondiendo a una distribución con tinua de valo res de µ 1_ debida a toclos los átomos. La 
predicción de la mecánica cu ántica es que e l haz deflectado -debería desdoblarse en varias 
componen tes discretas. AdPm ás, la mecánica cuántica predice que esto debería suceder para 
todas las orientaciones del imán analizador. Esto es, funda mentalmente el imán actúa como un 
dispositivo de medición ciue sirve para investigar la cuantización de las componentPs del 
momento magnéti co dipo lar a lo largo del eje z, la cua l está definida por la dirección en la cual 
crece la intensidad del campo. Pues to que según la mecánica cuántica µ 10 debería eslar 
cuantizada para cualquier elección de la dirección z ya que Lz lo está, se deberían obtPnPr los 
mismos resul tados para todas las posiciones del imán analizador. 

S tern y Gerlach encontraron que el haz de átomos de plata c;e desdoblaba e n dos c-omponente.:; 
di scretas, una componente St! doblaha hacia la dirección positi va del eje z y la otra en la 
dirección opuesta, el tipo de patrones observados en la placa detectora se muestran en la figura 
8-6. También en contraron que se obtenían estos mismos resultados independientemente de la 
elección que se hiciera para e l eje z. El experimento se repitió utilizando otras especie-; dP 
átomos y e n cada caso investigado se encontró que el átomo deflectado se desdoblaba en dos o 
mas componentes discretas. Cuantitativa.mente estos resu ltados son una prueba c-xperimeutal 
mu y directa de la cuantización de la componente z de los momentos magnéticos dipolams de los 
áto mos y, por lo ta nto, de sus impulsos angulares. En otras palabras, los expe:rimentoc; 
demueslran que la o rientación de los átomos en el espacio está cuant izada. Al fenómeno se le 
ll ama cuantización espacial. 

Pero los resu ltados del experimen to ele Stern -Gerlach no concuerdan cuantitatit•amf>nfe con 
las ecuaciones (8-16a) y (8· ] 6b) q ue son las que resumen las predicciones de la teoría exput>sta 
en este libro. Según estas ecuacio nes, el número de valores posibles de ¡t,. es igual al número dP 
va lores pos ibles de mi,es dccir.2/ + l .Y pueslo que l es un e ntero, este número c;it'mprc· 
debería ser impar, además para cualquier va lo r de l uno de los valores posibles de m1 es cero. 
Por lo tanto. el hecho de que el haz de átomos de plata se desdoble sólo en dos componentes y 
ambas se de ílecten, indica una de dos cosas; o ciue a lgo es tá mal en la reoría de SrhroclingPr Jel 
áto mo, o que la teoría es incomple ta . 

La teoría atómica de Schrodinger no es incorrecta; pero tal como se ha presentado está 
incompleta (como se verá posteriormente los átomos ti en en impulso angular orbital y el 
momento magnético di po lar con las propiedades pred ichas). Esto se dem ostró más claramente 
por el experimento de Phipps y Taylo r (1927) quienes usaro n la t écnica de S tern-Gerlach con 
átomos de hidrógeno. Este experimento es particu larmente interesante debido a que estos 
átomos tienen un solo electrón, de tal manera que la teoría que se ha presentado aquí hare 
predicciones precisas para este caso. Como los átomos del haz están en su estado base debido a la 
t emperatu ra relativamente baja del horno , la teo ría predice que el número cuántico l tiene e l 
valor l = O. Entonces, sólo exis te un valor posible para 111 1 , a saber; m 1 = O, y es de esperar:-,e 
qu e el haz no sea de flectado por el campo magnético ya que ¡t1, es igual a cero. Sin embargo, 

FIGURA 8-6 
PAi rón de deílex ión regis trado sobrt' l:1 piara 
en un experimento Stern -Gerlach d1· la co m­
ponente z del moment o magnético dipolar de 
átomos de plata. La deílexión máxi ma se pre­
senta en el centro del haz debido a qu e en esta 
región los átomos pasan a través del máximo 
gradien te dt- campo o 8 ,/ oz. El patrón observa­
do consiste de dos componentes discretas dP­
bido a la cuanti zación espacia l. Según la pre­
rli rrión clásira ~e cspPraría una banda ron­
tinu a. 

Observado Predicho clásicamente 
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Phipps y Taylor encontraron que el haz se desdobla en dos componentes que se defl ectan 
simétrit;arnen te ; por lo tanto, efect ivamente existe algún momento magnético dipolar en el 
á tomo que no ha sido considerado hasta ahora. 

Una posibilidad es un momento magnético dipolar asociado con el movimiento de cargas en el 
núcleo y cuya magnitud debería de ser del orden de eñ/2M, donde Mes la masa del protón. Pero 
el momento magnético dipolar medido experimentalmente a partir de la magnitud del desdobla­
miento es del orden de µb = eñ/2m, donde m es la masa dP. un electrón , es decir es aproximada­
mente 2000 veces mayor. Por lo tanto, el núcleo no puede ser el causante del momento 
magn ético dipolar observado y su origen debería estar en el electrón. 

Estos conduce a algunas suposiciones razonables, las cuales también serán reforzadas por otras 
evidencias que se estudiarán en breve. Se supone que un electrón tiene un momento magnético 
dipolar µ 8 , intrínseco (in tegrante) debido a l hecho de que tiene un impulso angular intrínseco 
S llamado spin. Desde un punto de vista clásico se puede pensar , al menos a grosso modo, que el 
e lectrón produce el campo magnético externo de un dipolo magnético debido a las espiras de 
corriente asociadas con la rotación de su carga. También se supone que la magnitud (S) y la 
componen te z (Sz)del impulso a,,gular de spin están relacionadas con dos números cuán ticos, s 
y m$, mediante relaciones de cuantización que son idénticas a las del impulso angular orbital. 
Esto es 

(8-17) 

(8-18) 

(Obsér vese que Sx y S Y no están cuan tizadas, también ocurre para el caso de La; y L.11 ). 

Ademá-5, se supone que la re lación entre el momento magnético dipolar de spin y el impulso 
angular de spin es de la misma forma que la relación para el caso orbital. Esto es 

fJ-s = - gsµ b S 
t, 

A la cantidad gs se le llama el factor g de spin. 

(8-19) 

(8-20) 

De la observación experimental que el haz de átomos de h idr ógeno se desdobla en dos 
compon entes deflectadas simétricamente, resulta evidente que µ

5
_ sólo puede tomar dos 

valores, los cuales son iguales en magnitud pero opuestos en signo. Por" último, si se supone que 
los valore~ posibles de m s difieren en uno y van de -s a +s como en e l caso de los números 
cuánticos 111 1 y / para el impulso angular orbital, se concluye que los dos valores posibles 
de 1118 son 

m ,. = - 1 /2, + 1 /2 (8-21) 

y qu <-> .\ t iene el valor 

s = J/2 (8-22) 

Midiendo el desdoblamiento del haz de átomos de hidrógeno es posible evaluar la fuerza 
nt' ta Fz i¡ ue éstos si,•nten en su viaje por el campo magnético. Por analogía con (8-15) y (8-20) 
e~ ta f uena es F: = - (aB zf'o::)µ ,,g/11 5 • Puesto que µ b se conoce y aB J oz se puede medir , los 
<'x1wrim c·n1 os de terminan t' I valo r de g5 1115 • Dentro de la precis ión experimenta l se ha en contra­
do 1¡u e gs111,1 = ± 1. dt> lo C' ual se concluye que !11

8 
= ± 1/2, y por lo can to 

(8-23) 

ts tas 1·vrn.: lusiones se <'onf"i rman mediante muchos experimentos . Por ejemplo, en el efecto 
7,ef'fll WL S<' aplica ex ternamt> lll <' un cam po mag11ético uniforme a una colección de átomos y se 
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miden las energías potenciales de orientación de los momentos magné ticos dipolarns de los 
átomos respecto al campo. Como se estudiará en detalle e n el capítulo 1 O, esto se hace mediante 
la medición del desdoblamiento de las líneas espectrales emi tidas cuando los átomos decaen de 
algún nivel de energía mayor al nivel de energía de su estado base. El desdoblamiento de la línea 
ocurre debido a que los ni veles mismos se desdoblan según los d iferentes valores de la en ergía 
pote ncial de los átomos. Un ejemplo sencillo es e l del efecto Zeeman para los átomos de 
hidrógeno. En su estado base los átomos no ti enen impulso angular orbital y, por lo tan to, no 
tienen momen tos magnéticos dipolares orbitales. Pe ro las medidas mues tran que su nivel de 
energía de l estado base se desdobla en dos componentes cuando se le aplica un campo 
magn ético, es tas componentes aparecen simétricamente dispuestas alrededor de la posición que 
guardaba el es tado base en ausencia del campo. Este desdoblamient o refleja los do~ valores 
posibles de la energía potencial de orien tac ión. 

ó.E = -µ8 • B = -/ts
0
B 

= gsp1,m~B 

= ±gs/l,,B/2 

donde se ha escogido a l eje z como la dirección de l campo aplicado. El hecho de que e l nivel .,e 
desdoble sim étri camente e n dos componen tes confirma la conclusión de que 1118 = ± 1 /'2, y la 
medida de la magni tud de l desdoblamiento confirma la conclusión de que gs = 2. 

Medidas es pectroscópicas recientes hechas por Lamben las que usó una técnira de extremada 
precisión han mos trado que gs = 2.00232. Sin embargo, en casi todas las situaciones rf'su lta 
bastante adecuado decir s implemente que el factor de spin g para un electrón es dos veces más 
grande que su facto r orbital g; es decir , que el momento magnético dipolar de spin es dos veces 
may or que el ir. rt,· •lso angular de spin de manera similar a la comparación que se hace entre el mo­
mento magnético d ipolar orbital y el impulso angu lar o rbita l. Por otra parte,µ~ y Sson antiparaJe­
los, a l igual queµ , y L, debido a que la orientación relativa de cualesquiera par de vectores sólo 
depende del hecho de que el electr ón tiene carga negativa. 

Ejemplo 8 -2 Se hare pasar 11n haz de á tomos de hidrógeno provenif'nlt'S de un horno que trnhaja a 
una tempera tura T = 400° K, a través de un imán S tt> rn-Gerlach de longitud \' = lm. Los átomos 
experi mentan un campo magnétic-o con un wadiPntP de lOTesla/m. Calcu lar la de fl exión transversal de 
un átomo típi co en cada componente de l haz, debida a la fuerza ejercicla sobre s11 momt'nt o magntSti,·o 
dipolar de spin, en e l punto e n e l que t>I haz abandona e l inuín. 

Para esta tempera! u ra los á tomos están en s11 estado hase'! no tie nen impulso angular orbita l o momen to 
magnético dipolar orbital. Su e nergía c in é ti ca típi ca t>i.. (1/2)kT donde k es la co ns tant e de Bolt zman. La 
Íllt>rza transve rsa l que expf'rimf'ntan f'S. si>gún (8- 1 S) y (8-20) 

± l ,t'SIO f'S 

La velocidad lo ngitudina l típica Llx,de un át o mo de· rn a-.a l/ qu f' v iaja por PI im án !W puede eva luar mediantt' 

1 .• 3 
- 1\1,,· =;:: kT ., .,· ' 

As í 

• 
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Enl<llll'l':-. t>I t1t't11pu t durante el l'ual el átomo expNimcnta la fuerza trans, crsal cua ndo viaja a lravé~ de 1111 

ima11 de longitud .\" es 

Ut·h ido a la Íul'rza.<~,is11· 1111a ac•elf'ral·ión 1rnnsversal a~ = F%/M y ('Onsecuen temente una deílex ión 
r ra11s, ,•r:-.al 

1 1 F. X:!tvf 
Z = -a t 2 = _ __: __ 

2 21\-/ 3kT 

an. 
--~ 11 x 2 

ª= t, 

= ± 6kT 

1 O tcsla/m x 0.927 x I O 23 A -rn:.i x 1 m 2 

± ~------------------6 x 1.38 x 10 :!:l joule( K x 400 ' K 

±2.8 X IQ :.l 111 

l..i -.,·¡,:ir,wiú11 <·n in· l.i,- dos 1·11111po111•11f p-. l's nias dC' mC'd10 cenl ímel ro lo <' ual es mu y fácil Je observar. 

~ 

l.a rdt>a del spin del e lec trón fue introducida un poco antes de l trabajo de Phipps y Taylor . En 
l::i rra~<' fi11n l de un trabajo <le investigación sobre la dispersión de rayos X por á tom os, publicado 
t·r1 1 q~ 1. Compton escr ibi ó : "Entonces, pue<lo con clu ír que e l e lectrón mismo gira como un 
peipwño gi rós<'opo, y es probablemente la partícula magnética más pequeña". Esta fué en 
rt"alr<lucl una e:,pecu lación más que una con clusión y aparentemente Compton nunca s iguió 
ad,•lank. 

Pur lo gC'neral, se les con cede e l crédito de la introdu cción del s pin del e lectrón a Goudsmit y 
l ltlf'nlied,. S iendo estudian tes graduados en 1925 tra taban de entender por qué ciertas líneas 
del espt>ctro ópt ico de l hidrógeno y de los á tomos alcalinos están compues tas de parejas de líneas 
su mamente próximas. Esta es la estructura fina que había s ido tratada por Somm erfeld en 
t€-rm1nos df'l mod<'lo de Bo hr como debido a u n desd oblamiento de los niveles de energía 
atómicos provenien te de una contribución pequeña (alrededor de una parte en 10.¡) a la 
f'fl<>rgía total res ultante de la variación relativista de la masa del e lectró n(ver sección 4-10). Los 
resultados de Sommerfeld estaban en con cordancia numérica con la estructura fina observada 
paru el liiJrógeno, pero la si tuación no fu e ig ualmente sa tisfactoria para los alcal inos. En estos 
:11 urnos,5C dc>bería esperar que e l e lectrón causante de l es pectro óptico se moviera e n una órbit a 
d1'I r 1po ele Bohr con un radio grande a velocidad baja de modo que se esperaría que la variación 
1t•la11vista de la masa fuera pequeña. S in em bargo, se observó e l desd o blamie nto de estruct ura 
fina mucho más grande que para e l hidrógeno y, en consecu encia, su rg ieron dudas acerca de la 
, al1d<·z dr· la exp licarión que diera Sommerf e ld sobre e l origen de la estrucl ura fina. Co n sideran ­
do ntra!-1 posibilidades Cou<lsm it y Uhlenbeck propon en que un e lec trón tien e un impulso 
angular intrínseco y un m omento m agnéti co dipola r , <'uyas componentes z están espec ifi cadas 
por un ~uarto número cuántico 111.,.el cual puede tomar cualesquiera de los d os va lores -1 /2 y+ 
J /2. t11Lnnces. e l dc!:>doblamiento de los niveles de energía a t ómicos se pueden entender como 
<l<'u1do-. a una energía potenc·ial de orientac ión o e l mom ento magnét ico dipolar del e lectrón en e l 
,·ami'" 111agnéti<'o que est á presente en e l á tomo, provcni<'nlc de las partículas cargadas e n 
111 u, 11111t·1110. La <'llt>rgía de ori<'nt ac·ión podrá !>Cr pos iti va o nega ti va de pendiendo de l s ig no 
d1· 111 .e·, d1·c·1r, de¡w11diP11do d1• si C'I g p111 "~ "hacia arri lw" o " hacia auajo" en relación a la 
.I1ri·1Ti1'111 d1·l 1·..1 111¡,o ma~lll"l Íl'O inlelflo del :cí tomo. (Es to no J <·berá confu ndirse con el efec to 
/.1•1•r11a11 1n1·1wio11ado an tes, el cual im pl wa l'I dt,:-.do l1l am1 C'nlo J<" los n iveles dt> energía <le un 
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átomo debido a la energía po tencial de o rientac ión de su momento dipolar magnético respecto a 
un campo magnét ico externo aplicado al átomo). Uhlenbeck ha descrito las circunstancias como 
sigue: 

"Goudsmit y yo llegamos a esta idea mientras estudiábamos un artículo de Pauli en el cual estaba formu­
lado el famoso principio de exclusión (que será tratado en el capítulo 9) y en el cual, por primera vez, se 
asignaban cuatro números cuánticos al electrón. Esto se había hecho de manera formal y sin un esquema 
concreto asociado. Para nosotros esto fue un mi sterio. Discutíamos sobre la proposición de que a cada 
número cuántico le corresponde un grado de libertad (una coordenada independiente) y por otra parte 
sobre la idea de un electrón pun•ual el cual obviamente sólo tiene tres grados de libertad y no podíamos 
colocar el cuarto número cuántico. Solamente lo entenderíamos si se suponía al electrón como una 
pequeña esfera que pudiera girar .. ... 

Un poco despu és encontramos en un artículo de Abraham, sobre el cual Ehrenfest llamó nuestra 
atención, que clásicamente se podía entender el factor dos necesario en el momento magnético (g5 = 2). 
Esto nos animó mucho pero nuestro entusiasmo se redujo considerablemente cuando vimos qu(> la 
velocidad de rotación en la superficie del electrón tenía que ser ¡muchas veces más grande que la 
velocidad de la luz!. Recuerdo que la mayoría de estas ideas nos vinieron una tarde de fines de septiembre 
de 1925. Estábamos excitados pero no teníamos la menor intención de publicar algo. Parecía temerario que 
algo pudiera estar mal en esto, especialmente cuando Bohr, Heinsenberg y Pauli , nuestras grandes 
autoridades no habían propuesto nada al respecto. Por supuesto que se lo comentamos a Ehrenfest quien 
de inmediato se impresionó, según creo, por el caracter intuitivo de nuestra hipótesis, lo cual coincidía 
mucho con su línea. El llamó nuestra atención sobre varios puntos, tales como e l hecho de que en 1921 
A.H. Compton había sugerido la idea de un electrón en ro tación como una explicación posible de la 
naturaleza unita ria del magnetismo y finalmente dijo que o era muy importante o no tenía sentido y que 
deberíamos escribir una nota corta para Naturwissenschaften (una revista de investigación) y dársela. 
Terminó con las palabras 'y entonces le preguntaremos a Lorentz'. Asi se hizo. Lorentz nos recibió con su 
reconocida amabilidad y se mostró mu y interesado aunque, según creo, algo escéptico. Prometió pensarlo 
y en efecto , a la semana siguiente teníamos un manuscrito con su preciosa letra y que conten ía cálcu los 
largos sobre las propiedades electromagnéticas de los electrones en rotación. No lo en tendimos bit>n a bien 
pero era claro que si se tomaba en serio la descripción del e lectrón giratorio se tendrían serias dificultades. 
Por un lado. la energía magnét ica debería ser tan grande que, por la equivalencia de masa y energía. el 
electrón debería tener una masa mayor qu e la del protón o si uno se aferra a la masa conocida, el electrón 
debería ser mas grande que ¡el átomo completo!. En cualquier caso, parecfa no tener sentido. Tanto 
Goudsmit .como yo sentimos que lo mejor sería no publicar por el momento, pero cuando se lo d;jimo& a 
Ehrenfest, nos respondió : 'Hace ya tiempo que yo mandé su carta ; ambos son lo suficientemente jóvenes 
como para permitirse algunas tonterías'". (Tomado del libro "The Conceptual Development of Quantum 
Mechanics by Max Jammer, McGraw-Hill, 1966). 

Las evidenc ias experimentales más recien tes indi~an que el electrón es una partícula puntual 
y ciertamente "no mayor que el átomo comple to" . Hay series de experimentos en los que se 
estudia la dispersión de electrones por e lectrones con energías cin éticas muy altas; si estos 
objetos tuvieran una extensión apreciable en el espacio, en las colisiones en las que se 
encuentran suma mente próximos al grado de traslaparse, se debería modificar la fuerza que 
actúa entre ellos - de la misma manera como ocurre en una colisión de una partícula o: y un 
núcleo. Se ha encontrado que aun en las co lision es con mayor proximidad que se han 
investigado, los electrones siempre actúan como dos objetos puntuales con carga -e y 
momento magnét ico di polar µ

5 
• Por lo tanto, los electrones deben tener una extensión menor 

que esta distancia de colisión la cual es de aproximadamente 10- 16 m. En comparación con las 
dimensiones de un átomo (I0- 10 m), o aún con las de un núcleo (IQ- H m) , los electrones 
tienen dimensiones insignificantes . 

No obstante que el electrón parece ser una partícula puntual, se necesi tan cuatro números 
cuánticos para espec ificar sus estados cuánticos. Los tres primeros aparecen debido a que se 
necesi tan tres coordenadas independien tes pa ra describir su localización en un espacio 
tridimensional. El cuarto aparece porque ta mbi én es neresario para describir la orien tación dt> 
su spin en el espacio, la cual puede ser " hac ia arriba" o "hnria al11:1jo" en rt>lación a algíin t>jf' : . 

• 
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Para una partícula puntual clásica solamente hay lugar para los tres primeros números 
cuánticos, pero el electrón no es una partícula clásica. 

La mecánica cuántica de Schrodinger es completamente compatible con la existencia del spin 
del electrón pero no lo predice, de manera que el spin se tiene que introducir como un postulado 
separado. La razón para ello es que la teoría es una aproximación que ignora los efectos re­
lativistas. Debe recordarse que la teoría está basada en la ecuación de energía no relativista 
é = p 2/2m + V. También debe recordarse que en el capítulo 5 se hizo una mención breve del 
hecho de que en 1929 Dirac desarrolló una teoría relativista de la mecánica cuántica. Hacien· 
do uso de los mismos postulados de la teoría de Schrodinger pero substituyendo la ecua­
c ión de energía por su forma relativista E = (c2p 2 + mJc4)l/ 2 + V. Dirac demostróque 
un electrón debe tener un momento angular intrínsecos= 1/ 2, un momento magnético di polar 
intrínseco con un factor gde 2 y todas las otras propiedades que se han mencionado. Este fue un 
gran triunfo de la teoría de la relatividad ya que puso el spin del electrón sobre fundamentos 
teóricos muy firmes y demostr6 que éste está íntimamente relacionado con la relatividad. Desgra­
ciadamente un tratamiento cuantitativo de la teoría de Dirac escapa al nivel de este libro pero de 
vez en vez se describirán sus resultados cualitativos. 

Otro aspecto del car ácter noclásico del spin se puede ver observando que el número cuántico 
s, que especifica la magnitud del impulso angular de spin S, tiene el va lor fijo 1/2. Por lo tanto, 
no es posible tomar Sal límite clásico haciendo s _. ce, como se hizo en la sección 7-8 para la 
magnitud del impulso angular orbital L haciendo que su número cuántico I _. ce. Una 
proposición equivalente es que en el caso límite, la magnitud de Ses totalmente insignificante 
debiJo a que lí es muy pequeña, de modo que básicamente el spin no es clásico. En algunas 
ocas iones resulta mas dañino que de ayuda el pensar en el spin en términos de un modelo clásico 
como el de una esf erila giratoria; pero se debe admitir que es difíci l evitar el pensar en tales 
ti-rminos. 

8.4 Interacción spin-órbita 

No oL:.tante que el spin mismo es sutil, no hay nada su til acerca de los muchos efectos que él 
produce. Tal vez lo más importante es que duplica el número de electrones que el "principio de 
exclusión" permi te para poblar los estados cuánticos de los átomos multie lectrónicos. Cuando 
se es! u die este efecto en el Capítulo 10, se verá que el estado base de los átomos se vería muy 
afectado si los electrones no tuvieran sp in. Esto tendría profundas consecuencias sobre las 
propiedades periódicas de los átomos y por lo tanto sobre la química y la física del estado sólido. 

En esta sección se estudiará la interacción entre un momento magnético dipolar de spin y el 
t'ampo magnét ico interno de un átomo monoelectrónico. Ya que e l campo magnético interno 
está relacionado con el impulso angular orbital del electrón,a esta interacción se le llama 
interacción spin-órbita. Esta es una interacción relativamente débil y en parte es responsable de 
la estructura fina de los estados excitados de los átomos monoelectrónicos. 

En los átomos multielectrónicos también ocurre la interacción spin-órbita, pero en ellos es 
razonablemente fuerte debido a que los campos magnéticos internos son muy intensos. Además, 
en los núcleos ocurre un efecto completamente análogo a la interacción spin-órbita y es tan 
intensa que gobierna las propiedades periódicas de los núcleos. 

Es fácil de entende el origen del campo magnético interno que exper imenta el electrón en un 
átomo monoelectrónico si se considera el movimiento del núcleo desde el punto de vista del 
e lectrón . En un sistema de referencia fijo en el elect rón, el núcleo cargado se mueve alrededor 
del t'!ertrón y éste, de hecho, se encuentra localizado en el interior de una espira de corriente la 
cual produre el campo magnético. En la figura 8-7 se ilustra cualitativamente el argumenro. 
Para hacer el argumento cuantitati vo, obsérvese que e l núcleo cargado que se mueve con 
ve locida<l - v ,constituye un elemento de corriente j donde 

j = -Zev 
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FIGURA 8 -7 
Izquierda : Vista desde el núcleo del movi­
miento de un electrón qu e se encuentra en 
un a órbita circular de Bohr. Derechn: El mis­
mo movimient o pero visto por el electrón . 
Desde e l punto de vista del electrón, el ní1cleo 
se mueve alrededor de €-l. El campo magnél ico 
D que cxperimenla el electrón apunla hacia 
afu era de la página y se loe-al iza en e l electrón. 
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+Ze 

De acu erdo con la ley de Ampere , éste pro du ce un campo magn éti co B que en la posición del 
elec trón es 

B =~j~ - Ze¡10 v x r ------
47T rª 47T ,.a 

Que resulta conveni ente expr t>sarla e n té rminos del campo eléctrico E qu f> actúa sobrP el 
electrón. Según la ley de Cou lo mb 

Y de ambas eC'uacio nes 

o 

B = - -;; vxE 
e-

( 8-24) 

ya que e = 1 / , Eo/fn· La cantidad B es la intens idad de l campo magnético expe rimentado por PI 
e lcC'trón cuando éste se mueve con velocidad v re la ti va al núc-leo en un campo e léc trico ele 
inten s idad E p rodu cido po r e l pro pio nú cleo. La ecuac ión (8-24) es d e validngenera l y c:e puerlf' 
de ri var de condic ion es re lati vis tas . 

El e lectrón y s u mome nto magn éti co dipolar de spin pueden te ner difere ntes o rientaciones t> n 
e l <'ampo magn é ti co int e rno del á to m o y s u e n erg ía pot en cial es dife rent e para C'ada una de e c: tas 
orie ntacio n f>s. Si se t" va lúa la en erg ía po tenc ia l de o rie ntación de l m o m ento magné tico dipolar 
en es te campo magn éti co mPdi a nte una Pcu ac ión análoga a (8-13) se ti en f> 

::i.1:.· = - µ .• · B 

Qu e se puede escribir e n términos de l impulso angular de spin del e lectrón (S) util iza n do la 
t>cuaciá n (8- 19) 

ó. E = g,.µ 1, S · B 
t, 

Pero es t a energía se ha evaluado en un sistema de referencia en la cual e l e lec trón está en reposo, 
mit>ntras que lo interesante sería medir la energía en e l s is tema de referen c ia n o rmal en e l cu al e l 
núcleo es tá en reposo. Debido a un efecto, ll amado precesíón de Thomas, en la transformac ión de 
velo<'idades re lati vis tas al regresar al s is tema de referen cia de l núc leo res ulta una reducción de 
la energía po ten cial de orif'n tación por un fac tor 2 , Por lo tanto , la energ ía de inte racc ió n spin­
órbi ta es 

::. E = ~ JU' 1' S · B 
2 /¡ 

(8-25) 

• 
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La transformación que conduce al factor 2 es muy interesante aunque complicada de modo que 

n o se muestra aquí sino en el apéndice J. 
Se en contrará conveniente expresar (8-25) en términos de S.L., el producto punto o escalar 

de los vecto res de spin y de impulso angular orbital; con este fin se utiliza en la ecuación 8-24 la 
relación 

- eE = F 

entre el campo eléctrico E y la fuerza F que actúa sobre la carga del electrón -e. También se usa 
la relación 

F= 
d V(r) r 

dr r 

en tre la fu erza y el potenc ial. (El término r / res un vector unitario en la dirección radial y que dá 
a F la dirección apropiada) .Con estas relaciones (8-24) queda 

B= 
1 1 dV(r) 

- -- --vxr 
ec 2 r dr 

Multiplicando y dividiendo por y entre la masa del electrón es posible escribir esta ecuación en 
términos del impulso angular orbital L = r x mv = -mv x r , como 

B = _L_ ~ dV(r) L 
em c2 r dr 

(8-26) 

Obsér vese que la intensidad del campo magnético B que experimenta el electrón por el hecho de 
moverse alrededor del núcleo con impulso angular orbital L, es proporcional a la magnitud de L 
y paralelo a él. Con este resu ltado, se puede expresar la energía de interacción spin-órbita (8-25) 
como 

Evaluando gl y µ 1r se obtiene 

(8-27) 

Esta ecuación fue derivada por primera vez por Thomas en 1926 y es, como se ha visto , una 
combinac ión del modelo de Bohr, mecánica cuántica de Schrodinger y cinemática relativista. 
Sin embargo, concuerda totalmente con los resultados de la mecánica cuántica relativista de 
Dirac. Es importante en la teoría de átomos multielectrónicos asi como en la de átomos con un 
solo electrón. Además, como se verá con posterioridad, ex iste una ecuación simi lar que es de 
importancia fundamental para entender la teor ía de la est ructura de los núcleos. 

Ejemplo 8-3. Estimar la magnitud de la energía potencial de o rien tación 6.E para el estado .n =2; 
/ = ] del átomo de hidrógeno con objeto de comprobar si es del mismo orden de magnitud que el 

<le!><loblamiento de estructura fina ,observado del nivel de energía correspondiente. (No existe energía 
,;pin -órbit a en el estado n = 1, ya que paran = 1 el único valor posible de les L = Oque significa L =O). 

El po tencial es 

V(r) = 
., e-

- --r 
4 7TEU 
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Así que 

dV(r) e2 
-- =--r-2 

dr 47TE"o 

y 

La magnitud de S.L es aproximadamente /i2 ya que cada uno de estos vectores de impulso angular tiene 
una magnitud de aproximadamente ñ. El valor esperado de 1 /r 3 para el estado n = 2 es aproximada­
mente 1/(3a0)3. Entonces 

e2 1 m3e6 me8 

IL\Ej ,._, - ñ2 = ------
47TE"o2m2c2 33 (47TE"0) 3ñ6 54 x (47TE"o)4c2!i4 

(9 x 109nt-m2/coul2) 4 x 9 x 10- 31 kg x (1.6 x 10- 19 coul)8 

54 x (3 x 108 m/ seg)2 x (t.J x 10- 34 joule-seg)4 

,._, 10-23 joule,._, 10-4 eV 

Puesto que S.L puede ser tanto positivo como negativo, dependiendo de la orientación relativa de los dos 
vectores, el nivel de energía se desdobla aproximadamente 2 X 10- 4 eV. 

Comparando esto con la energía para el nivel n = 2, l = l del hidrógeno, E2 = -3.4 eV, se ve que la 
relación del desdoblamiento de la energía predicho a la energía misma I tlE/E/, es alrededor de una parte 
en 104 • Esta es una concordancia razonable con el desdoblamiento necesario para explicar la estructura 
fina de las líneas del espectro del hidrógeno asociadas con este nivel, tal y como se discutió en la sección 
4-1 O y, por lo tanto, proporciona una confirmación de la teoría que se ha desarrollado. En breve se hará una 
comprobación mas detallada entre la teoría y la experimentación. • 

Ejemplo 8-4. Estimar la magnitud del campo magnético B que actúa sobre el momento magnético 
dipolar de spin del electrón del ejemplo 8-3. 

De una ecuación análoga a (8-13), se tiene L\E = - µ s · B. De modo que 

donde 

l's ,._, l'b ,._, 10- 23 A -rn2 

por lo tanto 

10- 23 joule 
B ,_, ,._, 1 tesla 

10- 23 A -m2 

Este es aproximadamente igual al campo producido por un electroimán que opera en el límite en el cual 
se satura su núcleo de fierro. Se ve que el momento magnético dipolar de spin del electrón es afectado un 
campo magnético intenso debido a que se mueve a una gran velocidad a través del campo eléctrico intenso 
que rodea al núcleo. ~ 

8.5 Impulso angular total 

Si no existiera interacción spin-órbita, los impulsos angulares orbital y de spin L y S de un 
electrón en un átomo serían independientes entre sí, de modo que independientemente se 
sujetarían a la ley de conservación del impulso angular que predice la mecánica cuántica y que 
se estudió en la secc'ión 7-8. Esto es, cuando un átomo sin interacción spin-órbita se encuentra 
en el espacio libre no existen impulsos rotativos sobre L o S, de modo que ambos vectores 
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deber ían precederse aleatoriamente alrededor del eje z de tal modo que sus magnitudes y sus 
componentes L , Lz, S , S z, deberían tener valores fijos. &tos valores fijos son los especifica­
dos por los números cuánticos / , m i, s, m 11• 

S in embargo , existe una interacción spin-órbita. Esto es, sobre el electrón en el átomo actúa 
u n cam po magnético interno intenso, la orientación del electrón está determinada por L y d 
campo produce un impulso rotativo sobre su momento magnético dipolar de spin cuya 
orientac ión está determinada por S. Como en el caso de la precesión de Larmor de la sección 8-2 
el impulso rotati vo no cambia la magnitud de S y tampoco el impulso rotativo de reacción que 
actúa sobre L cambia s u magnitud. Pero el impulso rotativo provoca un acoplamiento entre Ly 
S que hace que la orientación de cada uno dependa de la orientación del otro. Como resultado 
existir án vectores de impulso angu lar que siguen movimientos distintos de los que seguirían si 
no ex ist iera interacción spin-órbita, y se preceden alrededor de su suma en vez de hacerlo 
a lrededor del eje z. Puesto que estos vectores no se preceden alrededor del eje z sus 
componentes z , L z y S z' no tienen valores fijos cuando existe interacción spin-órbita. 

La situación se muestra en la figura 8-8 que muestra a L y a S precediéndose a causa del 
aco plamien to de interacción spin-órbita. El movimiento es complicado, pero no tan complicado 
como debería ya que deben moverse en tal forma que su suma,el impulso angular total J, 
sa tisfaga la ley de conservación del impulso angular que predice la mecánica cuánt ica. &to es, si 
el átomo está en el espacio libre de modo que no hay torcas externas actuando sobre él, su 
impulso angular totaJ 

J=L+S (8-28) 

mantiene fija su magnitud J y su componente z (Jz, )mientras que sus componentes x ( l x )e y 
(.f u) fl uc túan alrededor de cero. Los vectores L y S se preceden alrededor de su suma J y sus 
cornpo11 en tes en la dirección de J permanecen fijas de modo que su magnitud J es fija. 
Simultáneamente J precede alrededor del eje z manteniendo una componente fija J z . 
Conforme se continúe con el estudio de los átomos se encontrar á que el impulso angu lar total 
resulta muy útil debido al comportamiento simple de su magnitud y componente z . Esto es 
par ti cu larmente cierto en el caso de átomos multielectrónicos donde muchos impulsos 
angulares orbital y de spin, que componen el impulso angular total. tienen comportamientos 
muy <'omplicados . 

Medianle técnicas similares a las usadas en la sección 7-8 para es tudiar las propiedades del 
11npulso angular orbital, se puede demostrar que la magnitud y la componente z del impulso 

FIGURA 8-8 
Loi; vec tores de impulso angular L, S y J para un caso 1ípico de un estado con l = 2,j = 
5/ 2, 111¡ =3/ 2. Losvec lo res L y S sc preceden uniformcment e alre dedordesu sumaJ.al 
1iempo que J precede caóticamenl e alrededo r del eje z. 
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angular total J están especificadas por dos números cuánticos j y m1, de acuerdo con las 
condiciones usuales de cuant ización 

J = Jj(J + l) ñ tB-29) 

y 

(8-30) 

Los valores posibles del número cuántico m ; son, como era de esperarse 

m1 = -), -j + 1, ... , +j- J , +j (8-31) 

Se pueden determinar los valores posibles del número cuánticojtomando la componentezde 
(8-28) que define a J. Esto es 

J ,, = L,, + S,, 

lo cual es 

o 

(8-32) 

Puesto que el máximo valor posible de m 1 es 1 y el máximo valor posible de ms es s = 1/2, i>I 
máximo valor posible de m1 es 

Según (8-31) éste es también el máximo valor posible de j. Al igual que los otros número~ 
cuánticos de impulso angular, los valores posibles dej difieren por enteros. Por lo tanto, estos 
valores deberán ser miembros de la serie decreciente 

j = l + 1/2, l - 1/2, l - 3/2, l - 5/2, ... 

Para determinar dónde termina la serie, deberá usarse la desigualdad vectorial 

í 
ILI + ISI 

1 L L 

1 
FIGURA 8-9 

IL + s1 > IILI - 1s11 

s 

L L+SLK L s 

j;{+s L+S 
T 

l1L1-IS1I 
....1_ 

Diagramas de vectores que muestran que 'para cualesqu iera dos vectores L y S la 
magnitud de su suma IL + SI siempre es por lo menos tan grande como la magnitud de 
la diferencia de sus magnitudes, h~ -!Sil.Se muestra el caso para el cual ILI >ISI y el 
estudiante puede demostrar en su propio diagrama que la conclusión es la misma si 
ILI < ¡s¡. 
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cuya validez se puede demostrar mediante un examen de la figura 8-9. Escribiendo L +S como 
J, de la desigualdad se tiene 

o 

JJ(J + l ) ñ > ¡J,u + 1) li - Js(s + l) ni 

De donde se puede demostrar sin dificultad que ya que s = 1/2, ex isten por lo general dos 
miembros de la serie que satisfacen la desigualdad, estos son 

j = I + 1 /2, I - l /2 (8-33a) 

Es aun más evidente que si 1 = O sólo existe un valor posible de j, digamos 

j = 1/2 si I = O (8-33b) 

El contenido de las ecuaciones establece que los valores posibles de los números cuánticos 
mi y j se pueden representar en términos de las reglas de adición vectorial mediante la 

z 

fflj 

N 5/2 .._ z 
N 

11 -- mJ ., 
N 3/2 --'° N 11 

11 ...... 

11 
3/2 "' N 

11 N .._ 
M 

1/2 11 1/2 ....... 

-1 /2 

- 3/2 

FIGURA 8- 10 
Diagrama de vectores que representa las reglas para sumar los números cuánticos l = 
2 y s = 1/2 a fin de obtener los valores posibles para los números cuánticos j 
y mi. Izquierda: El máximo valor posible de j se obtiene cuando un vector de magnitud 
1 se suma con un vector paralelo de magnitud s, resultando j= l + s = 2 + 1/2 = 5/2. 
La máxima componente z posible de este vector da el valor máximo posible del número 
cuán tico m¡, y la componente z mínima posible da el valor mínimo posible de m¡. Los 
valores in termedios de m1 difieren por enteros. Por lo tanto, los valores posibles 
son m1 = -5/2, -3/2, -1/2, 1/2, 3/2, 5/ 2. Derecha: Un vector de magnitud l = 2 se 
suma a un vector anti paralelo de magnitud s = 1/ 2 para dar un vector de magnitud j = 
L- s = 2-1/2 = 3/2, que representa el valor mínimo posible del número cuántico j. 
Las posibles componentes z del vector de magnitud j = 3/2 y que difieren en valor por 
enteros, corresponde- a los valores posibles m1 = -3/2, - 1/2, 1/ 2 3/2. No existen 
valores de j intermedios entre 5/2 y 3/ 2 ya que sus valores posibles también difieren 
por enteros. Obsérvese que estos diagramas no representan con precisión la suma de 
los impulsos angulares asociados con los números cuánticos. 
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construcción de un conjunto de vectores de longitudes proporcionalf's a los valor<>s dP los 
números cuánticos l, s, y j. EstQ se mues tra en e l ejemplo sigu ien te. 

Ejemplo 8 -5. Enumerar los valores posibles de los números cuánti cos j y m j , para estados en los 
cuales l = 2 y, por supuestos= 1/2. 

Según (8-33a) los dos valores posibles de j son 5/ 2 y 3/2. De acuerdo con (8-31) paraj= 5/2 los valores 
pos ibles de m i son -5/2, -3/ 2, -1/2, 1/2, 3/2, 5/2. La misma ecuación establece que paraj = 3/2 los 
valores posibles de m 1 son -3/2, -1 /2, 1/2, 3/ 2. Los diagramas vectoriales para ~stP r aso se 
muestran en la figura 8-] O. Su interpretación resulta obvia de la sim ple inspección. ~ 

Los diagramas del tipo de los mostrados en la figura 8-10 representan solamente las reglas 
pa ra sumar números cuánticos 1 y s para obtener los valores posibles de los números cuánticos j 
y mi. Si la relación entre la magni tud de un vector de impulso angular , tal como L , y s11 
número cuán tico asociado fuera L = /ñ, en vez de L = ._/J(I + 1) ñ,estos diagramas 
también representarían la suma de los impulsos angulares L y S para obtener el impulso angular 
J y su componente :; , Ji.Ya que es ta relación es aproximadamente válida, tales diagramas se 
usan algunas veces en análi sis sobre est ruc tura a tómica como una descripción s implificada de la 
suma de los mismos vectores de impulso angular. Esta descripción es otra forma del modelo 
vectorial del átomo. La descripción es úti l pero deberá recordarse que sólo es una aproximación. 
Una descripción cuidadosa del comportamiento del impulso angular debería tener una aparien­
cia simi la r a la que se mostró previamente en la figura 8-8, la cual muestra los vPctores de 
impulso angu lar para e l caso l = 2, j = 5/ 2, m.¡ = 3/2. 

8.6 Energía de interacción spin-órbita y niveles de energía del 
hidrógeno 

En la primera parte de esta sección se obtendrá una expresión para la energía de interacción 
spin-órbita en términos de la función potencial V{r) y de los números cuánticos l, s y j. En la 
segunda parte se explicará el modo de usar la expresión para predeci r en detalle la estruc tu ra de 
los niveles de ene rgía del átomo de hidrógeno. La expresión para la energía de interacción spin­
órbita también entrará , en varias ocasiones, en los anál isis poster iores sobre átomos multielec­
trónicos y núcleos ya que en éstos la interacción spin-órbita es muy fuerte . 

De acuerdo con (8-27) la energía de inte racción spin-ór bita es 

Para expresar esto en términos de l, s y j, se puede empezar por escribir 

Tomar el producto punto de esta igualdad consigo misma y uti lizar el hecho de que L.S = S.L, 
entonces se tiene 

J · J=L·L+S·S+2S•L 

Así que 

S · L = (J , J - L, L - S · S)/2 

o 

S · L = (12 - U - S 2)/2 (8-34) 

• 
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E11 un es tado cuántico asociado con los números cuánticos 1, s, y j cada uno de los términos del 
segundo miembro tiene un valor fijo y S.L tiene el valor fijo 

Entonces 

S . L = ¡,z [j(j + 1) - l(l + L) - s(s + 1)] 
2 

~ ldVW 
6.E = -- [j(j + 1) - l( l + 1) - s(s + 1)] - - -

4m 2c2 r dr 

La energía spin-órbita para el estado es justo el valor de expectación de esta cantidad. Esto es, la 
energía que proviene de la interacción spin-órbita es 

_ fi2 1 dV(r) 
6.E = -- [j(j + 1) - l(l + 1) - s(s + 1)]---

4m2c2 r dr 
(8-35) 

donde el valor de expectación ( 1/r)dV(r)/dr se calcula usando la función potencial V(r) 
para el sistema '} la densidad de probabilidad (de hecho la densidad de probabilidad radial 
,-t.R! 1R,,1) para el estado de interés. Como se indicó con anterioridad, (8-35) es una expresión 
conveniente de un resultado importante. 

Ah ora se considerarán los niveles de energía del átomo de hidrógeno. En la sección 7-5 se 
obtuvieron las predicciones de la mecánica cuántica para los niveles de en ergía de un átomo de 
hidrógeno en e l cual no se conside ró la interacción spin-órbita y se encontró que és tas son 
simplemente las predicciones del modelo de Bohr. En el ejemplo 8-3 se estimó el cambio en la 
energía de uno de estos niveles debido a la presencia de la interacción spin-órbi ta. Se encontró 
l¡ue la en ergía se corre hacia arriba alrededor de una parte en l 0 1 si L es aproxim&damente 
antiparalelo a S (si j = l + 1/2) y hacia abajo, por la misma cantidad, si Les aproximadamente 
anti paralelo a S (sij= l -112). También se vio que obviamen te no existe corrimiento por spin­
órhita si L =O (si j = 1/2). 

Con objeto de obtener predicciones cuantitativas de los corrimientos de los niveles de energía 
por interacción spin-órbita en el átomo de hidrógeno a partir de la expresión general de 8-35, se 
toma la funció n potencial igual al potencial de Coulomb V(r) = -e2/41rE0r, y entonces se 
calcula el valor de expectación (1/r) dV (r)/dr usando las eigenfunciones del á tomo de 
hidrógeno. Sin embargo, antes de que estas predicciones se puedan comparar con los 
experimentos se deberán tomar en cuenta otros efectos de importancia comparables con éste. 
Cuando se analizó en la sección 4- 10 la modificación relativista de Sommerfeld para el modelo 
de Bohr, se estimó que el corrimiento debido a la dependencia relativista de la masa con la 
velocidad en un nivel de energía típico de un átomo de hidrógeno es alrededor de una parte en 
10·1. De modo que este efecto relativista produce corrimientos en la energía del átomo de 
'lidrógeno comparables con los producidos por la interacción spin-órbita el cual , de hecho, 
también es un efecto relativista pero distinto. Un tratamiento comple to de todos los efectos 
relativistas sobre los niveles de energía del á tomo de hidrógeno se puede dar solamente en 
términos de la teoría de Dirac. Pero es posible obtener resultados casi completos (excepto para 
los estados con l = O) a partir de la teoría de Schrodinger añadiendo a la fórmula para los niveles 
de energía del hidrógeno tanto el valor de expectación de la corrección a la energía debido a la 
interacción spin-ór bi ta como el valo r de expectación de la corrección a la energía debido a la 
dependencia de la masa con la velocidad. En este libro no se hará por dos razones: (1) involucra 
cálculos muy largos y (2) los efectos relativistas, dist intos de la inte racción spin-órbita , 
so lamente son importantes para el hidrógeno y unos cuantos átomos con número atómico Z 
pequeño. Para átomos l ípicos con valores de Z medianos y grandes y para los niveles que se 
encuent ran en sus espectros ópti cos , la energía asociada con estos efectos relativistas per-
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manece en el orden de 10- 1 veces la energía del nivel; pero como se verá posteriormente la 
~ne rgía de inte racción spin-órbita aumenta muy rápidamente con e l incremento en Z. La 
interacción spin-órbita es el único efecto de los considerados aquí que es de importancia gn1<-'ra l 
<-'11 un átomo típico y del cual ya se ha dicho s ufi cient<-'. Por lo tanto simplemente se prest-nta rán 
los resultados del tratamiento relativista de Dirac, para los nive les de energía dt>I átomo rl e 
hidrógeno que predice que las energías son: 

E=- . l+ - --p.e4 [ a
2

( l 3 )] 
( 47TEo)22/i211 2 

11 j + ] /2 411 
(8-36) 

En esta ecuac1on µ se r efiere a la masa reducida de l electrón µ = mM/(m. + M), y ~ es la 
constante de estructura fina. a = e2/41rE0nc '.::= 1 / 137. 

Si e l lector compara estos resultados de la teoría de Di rae con los resultados del modelo de Som­
merfeld expresados en (4-27a) y (4-27b) podrá observar que básicamente son los mismos. (Tanto 
j + 1/ 2 como 110 son enteros que corren de 1 a n). Puesto que e l modelo de Sommerfeld está 
basado en el modelo de Bohr simplemente es una burda aproximación de la realidad física. Por P) 

contrario, la teoría de Dirac representa una expresión extremadamente refinada de la comprc>n· 

o 

- 5 

o ·o, 
ai 
e: - 10 w 

-1 5 

Bohr Sommerfeld 

11 = 3 "u= 3 
lid :: 2 
''u= 1 

11 = 2 "u= 2 

"º = 1 

11= 1------- ----------r 

1 8 1 X 10-4 eV 
1 
1 

o,rac 

1 = 5/ > I = :! 
I - l/ I = 1 ! 
l = !/2. / = 0, l 

I = 3/':! I = 1 

1= 1/'2 . l= O. I 

"u= 1~---1 = 1/2. I = n 

FIGURA 8-11 
Los niveles de energía del átomo de hidrógeno paran = 1, 2, 3 de acuerdo con Bohr, 
Sommerfeld y Dirac. Los desplazamientos de los niveles de Sommerfeld y Dirac 
respecto a los de Bohr se han exagerado por un factor(l /e1.)2 '.::=(137)2 '.::= l .88x f0-1 . 
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s ión J e la realidad física. EJ que estas dos teorías condujeran esencialmente a los mismos 
resultados para el átomo de hidrógeno fue una coincidencia que causó mucha confusión en los 
añ os 20 cuando la teoría cuántica estaba en pleno rlesarrollo. La coincidencia ocurre debido a los 
errores que se cometen en el modelo de Sommerfeld al ignorar la interacción spin-órbita y 
utilizar la mecánica clásica para evaluar el corrimiento promedio de la energía, debido a la 
dependen cia relativista de la masa con la velocidad que para el caso del átomo de hidrógeno se 
anulan. 

En la figura 8-11 se muestran los niveles de energía del átomo de hidrógeno predichos por 
Bohr, Sommerfeld y Dirac. Con objeto de hacer notorios los desdoblamientos de los niveles de 
energía, llamados estructura fina, se han exagerado por un factor de ( 137)2 = 1.88 X l 04, los 
corrimientos de los niveles de energía dados por Sommerfeld y Dirac respecto a los dados por 
Bohr. Por lo tanto, los diagramas estarían completamente a escala si el valor de la constante de 
es truc tura fina <:t. fuera len vez de ~ 1/ 137. En el diagrama de niveles de energía de Dirac no 
se muestran los valores del número cuánt ico m,, que especifica la orientación del átomo en el 
espac io ya que si no hay campos externos su energía es independiente de la orientación. En el 
modelo de Sommerfeld existe un número cuántico similar de orientación espacial cuyos valores 
no se mues tran en los niveles de energía correspondientes, debido a que tal número no tiene 
importancia a menos que exista un campo externo aplicado al átomo. Tampoco se muestran los 
niveles de energía del hidrógeno medidos por espectroscopia óptica, los cuales observan una 
gran concordancia tanto con los nive les de Sommerfeld como con los de Dirac. 

La única diferencia entre los resultados de estos dos tratamientos es que el de Dirac predice 
IJUe para la mayoría de los niveles existe una degeneración (además de la degeneración trivial 
respec to a la orientación espacial que recién se mencionó) debida a que la energía depende de los 
números cuánticos n y j pero es independiente del número cuántico l. Puesto que por lo general 
para el mismo valor de j corresponden dos valores de l, la teoría de Dirac predice que,en 
realidad , la mayoría de los niveles serán dobles. Predicción que fue verificada experimental­
mente por Lamben 1947 cuando se demostró que paran= 2 y j = 1/2 existen dos niveles los 
cuales de hecho no coinciden. El nivel l = O se encuentra por encima del nivel t = 1 por 
aproximadamente un décimo de la separación entre este nivel y el nivel n = 2,j = 3/2 l = l. Los 
experimentos consisten en mediciones de la frecuencia de los fotones absorbidos en las 
transicio nes entre los niveles, utilizando e l aparato que se muestra en la figura 8-12. La 
separación en energía entre estos niveles es tan pequeña que la frecuencia está en la región de 
mi croondas de radio y puesto que estas mediciones se pueden hacer con mucha precisión, es 
pos ible obtener la separación en energía hasta con cinco cifras significativas. Estas medidas tan 
precisas del llamado corrimiento Lamb se pueden explicar con detalle en términos de la teoría de 
la electrodinámica cuántica, la cual también explica la ligera desviación del valor 2 que se obser va 
en el fac tor g del espín y que se mencionó en la sección 8-3. En este libro no es posible 
J esarr ollar esta teoría tan sofist icada pero si se estudiará en la siguiente sección en relación con 
la radiación por átomos excitados y en el capítulo 17 en relación con las propiedades de las 
pa rt ículas elementales. 

A pesar de su escala tan exagerada, la figura 8-11 no puede mostrar el desdoblamientohiperfiTJ,o 
de los niveles de enereía, que en el caso del hidrógeno es debido a la interacción entre el campo 
magn éti co inte rno producido por e l movimiento del electrón y el momento magnético dipolar 
del núcleo. Como los momentos magnéticos dipolares nucleares son menores que los momentos 
magn éticos di polares e lectrónicos por un factor ~ 10- 3, el desdoblamiento hiperfino es 
menor 4ue e l desdoblamiento por el mismo factor. No obstante, posteriormente se verá que este 
efecto se puede entender cuantitativamente en términos de la mecánica cuántica de Schrodin­
ger )' puede util izarse para medir el spin de los núcleos y los momentos magnéticos. De hecho, 
cualqu ier aspecto del comportamien to de un átomo de hidrógeno se puede explicar en detalle la 
median te las teorías de la física cuántica. 
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t ¡--: Estado metaestable .. =2.J=l/2'T:=~ 
10.2 eV 

Estado base 

FIGURA 8-12 
Aparato de Lamb y Rutherford. El hidrógeno molecular (H 2) que entra al horno O 
se disocia en hidrógeno atómico que sale del horno y pasa a través de las rendijas S, S. 
El arreglo K, A es efectivamente un d iodo al vacío, los electrones son emitidos del 
cátodo caliente K y acelerados hacia el ánodo A. Al pasar el hidrógeno por esta rf'gi6n 
algunos de los átomos chocan con los electron es y son excitados al nivel n = 2, / =O 
descrito en el texto. A este estado se le llama estado metaestable debido a que el 
decaimiento de él al estado base(11 = 1, I = O) está fuertemente inhibido por la regla 
de selección u/ y porque todos los otros estados están por encima de él a excepción 
del estado n = 2, l = l ,j = 1/2, el cual según la teorfa de Di rac tiene exac tamente la 
misma energía que el estado metaestable. Sin embargo, el experimento demostró que 
en efecto el estado l = 1 estaba 4.4 ¡,eV por debajo del estado metaestable. Esto5 
niveles se muestran debajo del aparato. 

Los átomos metaestables salen de la región de colisión K, A y son detectados por el 
detector D. Cualquier mecanismo que cause que estos átomos s ufran u na transición al 
estado l = 1 (las transiciones al estado base están prohibidas) darán como resultado un 
decremento en la sei'lal de D, el cual solamente es sensible a los átomos metaestables. 
Esas transiciones se pueden inducir haciendo que los átomos pasen por una región en 
la que existe un campo eléctrico alt erno cuya frecuencia v sea tal que 11,, ~ 4.4 
,,eV, o v ~ 1060 MHz. Este campo altern o lo proporciona una guía de ondas 
WW, a través de cuyas paredes pasa el haz. 

Para medir con exacti tud la diferencia de energía (corrimiento Lamb) entre los 
estados metaestable ( l = O) y l = J, (ambos con n = 2,j = 1/2), en principio se podría 
var iar la frecuencia 1•, buscar el valor que maximizara la transición del primer estado 
al último y así min imizar la señal de D. En la práctica, no es fáci l ajustar la frecuencia y 
en vez de ello se aju stan los niveles cierta cantidad median te un imán MM, enton<'es 
este corrimiento es debido al efecto Zeeman. 

339 
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8. 7 Razones de transición y reglas de selección 

Si los átomos de hidrógeno son exci tados a sus niveles superiores, por ejemplo mediante 
colisiones con electrones energéticos en un tubo de descarga, realizarán transiciones a menores 
niveles de energía de manera espontánea. En cada transición ent re un par de niveles se emite un 
fo tón de frecuen cia igual a la diferencia de sus en ergías dividida entre la constante de Planck. 
Las frecuencias discretas emitidas en todas las transiciones que ocurren constituyen las 
" líneas" del espec tro , pero las mediciones mues tran que no todas las transiciones concebibles 
ocurren. Sólo se observan los fotones cuyas frecuencias corresponden a transiciones entre 
niveles de energía cuyos números cuánticos satisfacen las reglas de selección. 

ó./ = ± 1 (8-37) 

D.)= 0 , ±1 (8-38) 

Esto es, so lamente transiciones que ocurren entre niveles cuyos números cuánticos l difieren 
en uno y cuyos números cuánticos j difieren por cero o por uno. Las mediciones de los espectros 
de ot ros átomos con un electrón demuestran que estas reglas de selección son aplicables a las 
transiciones en este tipo de átomos. 

Tal como se estudió en la sección 4-11, algunas de las reglas de selección podrían justificarse 
t:n la teoría cuántica antigua mediante e l uso del principio de correspondencia para recurrir 
a ciertas rest ri ccion es aplicables en e l límite clásico, pero las predicciones de esta técnica no 
fueron confiables. Además, la teoría cuántica antigua no tiene nada que decir sobre las razones 
de transición atómicas. Razón de transición es la probabilidad por segundo de que un átomo en 
derto nivel de energía s ufra una transición a algún otro nivel de energía. Es fácil medir un ritmo 
de transición midiendo la probabilidad, por segundo, de detectar un fotón de la energía 
correspondiente, ya que és ta es proporcional a la intensidad de la línea espectral correspondien· 
te. De manera que en efecto sería posible calcular una razón de transición a partir de la teoría 
atómica. lJn rasgo impresionante de la mecánica cuántica de Schrodinger es que esto se puede 
hacer sin difi cultad utilizando las eigenfunciones atómicas. Por supuesto que todas las reglas de 
selección se pueden obtener de los cálculos de las razones de transición, ya que una regla dP 
selección justamente especifica cuales de las transiciones tienen razones tan pequeñas que normal­
mente no se observan.. 

En el ejemplo 5-13 y en los análisis subsecuentes se ha utilizado la mecánica cuántica 
elemental con objeto de desarrollar la mayor parte de la descripción física que proporciona la 
teoría para la emisión de fotones por átomos excitados. Según este ejemplo, si la función de onda 
que describe un átomo es la función de onda asociada con un estado cuántico simple, entonces 
la función de densidad de probabilidad para el átomo será constante en el tiempo; pero si la 
función de onda es una mezcla de las funciones de onda asociadas con dos estados cuánticos que 
corresponden a dos niveles de energía E2 y E1 , entonces la densidad de probabilidad 
contiene té rminos que oscilan en el tiempo a una frecuencia v = (E2 - E 1)/h. Puesto que el 
electrón se puede localizar en cualquier sitio en el que la densidad de probabilidad tiene un valor 
apreciab le, la carga que éste lleva no está confinada a un sitio particular. En efecto, el átomo 
ti ene una distribución de carga que es proporcional a su densidad de probabilidad. Por lo tanto , 
cuando el átomo es una mezcla de dos estados cuánticos su distribución de carga oscila 
precisamente a la frecuencia del fotón emitido en la transición en tre los estados. Esto es así ya 
que el fotón lleva el exceso de energía E 2 - E1 , de manera que tiene la frecuencia v = (E2 
- E 1)/h. 

El aspecto más simple de distribución de carga de l átomo susceptible de. oscilar es el momento 
eléctrico dipolar, el cual es e l producto de la carga del electrón por e l valor de expectación de su 
vector de desplazamiento (tomado desde el núcleo al que se le consid,era esencialmente fijo). El 
momento eléctrico di polar es una medida de la separación del centro de la distribución de carga 
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del electrón respecto al centro nuclear del átomo. Aún en la física clásica, una distribución de 
carga que es constante en el tiempo no emitirá radiación e lectromagnética mientras que una 
di stribución de carga con un momento eléctrico dipolar oscilante emite radiación de la misma 
frecuencia que la frecuencia del oscilador . En efecto, un dipolo eléctri co osci lante es el radiador 
más e ficiente. 

Para obtener los fac tores importantes en la fórmula pa ra las razones de transición atómicas se 
puede utilizar la fórmula clásica para el ritmo de emis ión de energía de un dipolo eléctr ir.o 
oscilante. En el apéndice B se muestra que el dipolo radía energía electromagnéti ca con razón 
promedio R. , donde 

4 3 4 
- 7T V 2 
R =--p 

3EoC3 
(8-39) 

con p la amplitud de su momento eléctrico di polar oscilante y 11 la frecuen cia de la osci lación. 
Puesto que la ene rgía es transportada por fot ones cuyas energías son de magn itud '111 , e l ri tmo 
de emisión de fotones, R , es 

R 
R - -= 

In• 
(8-40) 

Esta probabilidad que ti ene un fo tón de ser emitido en el inter valo de un segundo es justamentP 
igual a la probabilidad por segundo de que e l átomo sufra la transición . Por lo tanto R también 
es la razón de transición atómica. 

Con re iación a un origen en el núcleo, considerado como fij o, el momento di polar eléctri<"o P 
del átomo con un e lectrón , se defin e por 

p = -er (8-41) 

donde -e es la ca rga de l electrón y r es el vector de pos ición desde el n úc leo en el origt-11. Para 
obtener una expresión para la amplitud del momento e léctri co dipolar osci lante del átomo 
cuando éste es una mezcla de dos estados, se calcula e l valor de ex pectación de P utilizando la 
densidad de probabi lidad de estados mezclados que se obtu vo en e l ejemplo 5-13 

Con es tos argumentos no existe forma de de terminar con precisión qué valo res de las constantes 
aj ustables c1 y Ci deberán usarse para especificar qué tanto de los dos estados cuánt icos se 
mezcla. Pe ro como se verá en breve, los resultados son independientes de los valores y por lo 
tant o, por simplicidad, se tomarán igual a l. Entonces, se tiene: 

do nde se han s ubstituido los índices 2 y 1 por i y f para los es tados inicia l y fin a l. Como est? 
dens idad de probabilidad no está normalizada, al utilizarla para eva luar el valor de expecta 
ción de P so lamente se obtendrá una proporcionalidad, pe ro será suficiente. Esto es, s, 
tendrá 
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ji ce J 1P1er1j)1 dr + J 'ljJ:er"Pi dr 

+ ei<E,E ¡>tlhf 1Pter1P1 dr 

+ e- i<E,- E¡ltl ll J 1j)j€C1j)i dr 

Cap.8 

donde se ha "emparedado" el término er ent re los otros términos de los integrandos de acuerdo 
con la no tación aceptada y donde las integrales son tridimensionales. Las dos primeras 
in tegraleb del segundo miembro no están asociadas con el vector .P ya que ambas son cero. Las 
dos últimas integrales, cada una de las cuales está multiplicada por exponenciales complejas con 
una dependencia temporal que oscila con frecuencia v = ( l /27r)(E; - E1)/li = (E, - E1)/h. 
Estos dos términos describen oscilaciones en el valor de expectación del momento eléctrico 
<lipolar cuya amplitud se mide por la magnitud de la integral en cualquiera de los términos. Por 
lo tanto, se encuent ra que la ampli tud del momento eléctrico di polar oscilante es proporcional a 
la cantidad p1., donde 

(8-42) 

A esta can tidad se le llama el elemento de matriz del momento eléctrico dipolar tomado entre los 
estados inicial y final . Obsérvese que su valor depende del comportamiento del átomo tanto en 
su estado inic ial, a través de 1j)

11 
como de su estado final , a través de tp;. Esto es razonable 

debido a que e l átomo radiante es una mezcla de dos estados. Haciendo p proporcional a Pti• en 
(8-40), se obtiene 

donde R es la razón de transición. 

3 2 

R 
v Pti ce--
€ hc3 
o 

Con argumentos parc ialmente clásicos se han obtenido en la expresión para las razones de 
transic ión los factores v3 y pJ,, así como las constantes E 0hc3 • Un argumento mucho más 
sofis ticado que ut ili za so lamente la mecánica cuánt ica de Schrodinger conduce al m ismo 
resultado excep to que se de termina la proporcionalidad. 

R-
3 3 2 167T 11 p 1, 

)€0/tc:l 
(8-43) 

Es posible deri va r la misma ecuación de una manera a ún más definida , usando la teo ría de la 
pfettrodínámica cuántica. la cual proporc iona un tratamie nto exaclo de las propiedades de 
!'uantización de los campos e lec tromagné ticos . No obs tari te que los res ultados no son difere n­
lt's, la elec-Lrodinárni ca cuán ti ca proporciona una descripción más completa de la emis ión de 
r,,tones por átomos excitados. En particular, se explica cóm o e l átomo radiante se encuentra en 
estadt,~ mezclados, lo cual ocurre mediante un tipo de inte racción resonan te entre las 
"ihrau u11es Je la frecuencia apropiada de un campo circ undante de radiación electromagnética 
v un átomo e11 el estado inicia l. La interacc ión induce oscilaciorH'S de la carga a esta frecuencia 
qut· 1·s cara1·t erí~ti('a del e!:> lado mezclado y, e n consecue ncia, el á tomo emite radiación 
1·lf·c·t rn111ag11ft i,·a ele la r111 sma fre1·ucnc ia. En la figura 8-13 se rn ues l ra es te proceso de manera 
1'!:>ljlll'íll ,Íl IC'il. 

La c11w,ión <le fo to11e:, por átomos bajo la influ encia de los fotones que cons tituyen un campo 
e lel' t rom.1g11 é t1 eo aplicado al á tomo, es un fenómeno llamado emisión estimula.da. Los átomos 
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FIGURA 8-13 
Ilustración esquemática de la emisión de un 
fotón por un átomo. La radiación electromag­
nética que incide sobre el átomo induce oscil a­
ciones dipolares en él, y este emite radiación 
electromagnética. 
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también emiten fotones cuando no existe campo electromagnético aplicado y a este fenómeno se 
le llama emisión espontánea. La electrodinámica cuántica demuestra que la emisión espontánea 
ocurre debido a que siempre existe a lgún campo electromagnético presente en la vecindad del 
átomo, ¡Aún si no hay campo aplicado!. La razón es que el campo electromagnético tiene un 
contenido de energía que está cuantizado debido a que la energía, a una frecuencia particular, 
está dada por el número de fotones con esa frecuencia. Como cualquier otro sis tema con energía 
cuantizada de manera discre ta, el campo e lectromagnético tiene una energía del punto rero. Por 
lo tanto, la electrodinámica cuántica demuestra que s iempre existirán algunas vibraciones dc>I 
campo electromagnético presente, con la frecuencia necesaria para inducir las oscilaciones de la 
carga que causen que e l átomo radie "espontáneamente". Se puede ver que tanto la emisión 
espontánea como la estimulada son cualitativamente similares. En la emisión espontánea, r l 
campo que circunda al átomo se encuentra en el estado de energía de su punto cero. En la 
emisión estimulada se aplica un campo adiciona l tal que el campo electromagnético que rodea. al 
átomo se encuentra en un estado de energía mayor. Por lo tanto, están presentes vibraciones de 
la frecuencia necesaria de mayor intensidad y existe más probabilidad de que el átomo sea 
est imulado para irradiar. 

De este argumento resulta obvio que la razón de transición para emisión estimulada es 
proporcional a la intensidad del campo electromagnético aplicado; de esta manera , para campos 
intensos se hace muy grande y el átomo radía muy eficientemente. Lo cual tiene consecuen· 
cias prácticas importantes en el laser, dispositivo que produce haces extremadamente bn1iantes 
de luz coherente y que se estudiará en el capítulo 11, en donde se verá con más profundidad 
las relaciones entre las emisiones estimuladas y espontáneas mientras que aquí sólo se 
considerará la emisión espontánea. 

La razón de transición para emisión espontánea evaluada en la ecuación (8-43) es indepen­
diente de la aplicación de un campo externo y sólo depende de las propiedades de las 
eigenf unciones atómicas. Puesto que las eigenfunciones son conocidas. los elemento!> de matriz 
del momento eléctrico di polar entre los distintos pares de niveles, se pueden ob tener <'alcu lando 
los valores de la integral asociada (8-42) y las razones de transición entre estos niveles SP pueden 
calcular de (8-43). 

Aún cuando los ritmos de transición varíen apreciablemente de un caso al siguientP, se 
encuentra una gran concordancia ent re las predicciones y las medidas. Para las transiciones del 
átomo de hidrógeno de su primer estado excitado a su estado base, la razón de transición t ient> PI 
valor R e:= 108 seg- 1 lo cual significa que en aproximadamt"'nte 10 s seg la probabilidaJ de 
que ocurra la transición es prácticamente igual a uno, e~ decir, el primer estado excitado tiene 
un tiempo de vida t = 1 / R '.:::'. J0- 8 seg. Es te es un valor que tipifica los órdenes de magnitud 
que se encuentran en las razones de transición atómicos, excep to que entre ciertos pares de 
nive les son prácticamente cero, dando origen a líneas espectrales muy débiles o incluso no 
observables. En esos casos las razones de transición son iguales a cero debido a que la intPgral en 
e l e lemento de matriz del momento eléct rico dipolar es justamen te cero. Por lo tanto las reglns 
de selección son conj1Lntos de condiciones sobre Los números cuánticos de las eigen.funciones df' los 
niveles de energía inicial y final, así que los elementos de matriz del dipolo Pléctrico son cero c11mulo ,r 
calculan con un par de eige11funciones rrtyos números cuánticos 1•iolan estas condiciones. 
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Ejemplo 8 -6 . Cuando se coloca un átomo de hidrógeno en un campo magnético externo muy intenso, 
el acoplamiento de interacción spin-órbita de su impulso angular orbital L y su impulso angular de spin S 
es tremendo y ambos vectores preceden independientemente a lrededor de la dirección del campo externo 
manteniendo constan tes sus componentes z: L z = m ¿h y Sz = msli.; es decir, bajo estas circunstancias 
m 1 y m.~ son buenos números cuánticos. Las medidas hechas sobre los espectros de tales átomos 
muestran la existencia de una regla de selección D..m t = O, ± !.Obtenga esta regla de selección evaluando 
apropiadamente e l elemento de matriz del dipolo eléctrico. 

F.scrito en forma explícita, el elemento de matriz es 

co tr 2.-

Pt, = J J J 'Pi (r ,fJ, <p)er tpí(r ,O, <p)r 2 sen fJ dr dO d <p 

o o o 

De t>stas integrales la que resulta interesante por conducir a la regla de selección es: 

2.-

1 = f <I>¡(q.,)r<I> ;(<p) d <p 

o 

Que es una cantidad vectorial que tiene las componentes: 

Si se usan las relaciones 

211 

l x = J <I>¡(<p)x(l> ¡{<p) d <p 

o 
2,r 

! 11 = J <l>¡(<p)y <I> ¡( <p) d <p 

o 
2,r 

l : J <I>¡(<p)z<I> 1(<p) d <p 

o 

:1: = r sen o cos <p 

y = r sen O sen <p 

z = r cos O 

que se pueden veri fi car examinando la figura 7-2 y se evalúan <l> t(<r) y <l> ~(cp) de (7- 19) se obtiene 

2tr 

l x = r sen O I cos rpe1
<

1111,-"'1,>'T' d <p 

o 
2,r 

111 = r sen O .r sen i:re 1
<

111
1, "',,,,, d<p 

o 
2:r 

! ;:; = Y cos Ü .r ei(m¡,- "
1
1. 

1
'' d rp 

o 

t-:11 rnalc¡1111·r tal,la dt> 11111•gralc::- Jt>fi1111Jas se puede ve r qtu' la int c~ra l en ( es igual a cero, a menos que 

111¡ - 111¡ = Ü , I o 

1 
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Y la int egral en l x se puede escri bi r en la forma: 

Cuya integral es igual a cero, a menos que 

o 

De la integral en 111 se obtiene el mismo resultado . Por lo tanto, a menos que ómi = O, o ± 1, las 
compone nt es de I serán iguales a cero y puesto que esto también es cierto para los ele mentos de malriz del 
dipolo eléctrico, lo que se ha obten ido es la regla de selección. ~ 

Físicamente, las reglas de selección provienen de las propiedades de simetría de la distribu­
ción de carga oscilante del átomo. El átomo no puede radiar como un dipolo eléctrico, a menos 
que e l momento dipolar e léctrico de su distribución electrónica es té oscilando. Una ana logía 
c lásica de esto es la de una antena muy corta alimentada con fuentes de corrien te alterna de muy 
alta frecuencia, tal y como se ilustra en la figura 8-14. Si los extremos de la antena se al imentan 
fuera de fase, de modo que la carga fluya hacia un extremo al mismo tiempo que fluye hacia el 
otro, la antena radiará con relativa eficiencia, pero si se la alimenta en fase, de modo que la carga 
fluya en ambas secciones hac ia adentro o hacia afuera al unísono, en ton ces prácticamente no 
raJiará. 

Las propiedades de simetría de las eigenfunciones en los elementos de matriz son los 
responsables desde e l punto de vista matemático de las reglas de selección. De una manera 
simple, se puede obtener alguna idea sobre esto si se consideran las paridades de las 
eigenfunciones. En la sección 6-8 se definió la paridad de una eigenfunción unidimensional 
como la cantidad que describe el comportamiento de la eigenfunción cuando se cambia e l signo de 

FIGURA 8-1 4 
Diagramas de arriba: Antena alimentada cen­
lralment e y fuera de fase. Diagrama de abajo: 
Alime ntación en fase. Diagramas de la iz­
quierda: Se mues tra la dis tribución de carga 
para un instante ini cial. Diagramas de la de­
recha: Medio período mas tarde. La antena 
alimentada c>n fase emitirá mu y poca radiación 
si su lon~i111d es cort a comparada con la lon­
g i1ud de onda y si la dislancia a la lierra es 
grande Mmparada con la longi tud de onda. 
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la coordenada, esta definición se puede extender fácilme nte a tres dimensiones, si se pide que las 
c1genf unciones satisfagan la relación: 

tp(-x,-y,-z) = +tp(x,y,z) (8-44) 

e n cuyo caso se habla de paridad par, y para las funciones que satisfagan la relación 

1p(-.r, -y,-z) = -tp(:t,y,z) (8-45) 

5f' di c:e que tienen paridad impar. Todas las eigenfunciones con estados ligados que son 
soluciones a la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para un potencial que se 
puede escriLir como V(r), por ejemplo, el poten cia l de Coulomb, tienen paridades definidas ya 
sean pare::. o impares. La razón para esto es que las densidades de probabilidad 1/J*'I/J tendrán el 
mismo valor en el punto (-\.,-)',-z) que e n el punto (x,y,z) lo cual es una exigencia del hecho 
<le que el polencial tiene el mismo valor para esos puntos. 

Un ejemplo de lo anterior son las e igenfunciones del átomo con un solo e lectrón que se 
presentan en la tabla 7-2. Examinando la figura 8-15 se puede ver que cuando se cambian los 
signos de las coordenadas rec tangu lares el comportamiento de las coordenas polares esféri cas 
es: 

r -+r, O->-r.-0, (8-46) 

lltilizanuo es tas relaciones en varias de las eigenfunriones, es fácil demostrar que 

1¡1 111 ,,,,(r . .r - 0,71 + ,1,) = (- l )'1p 11111,
1
(r,0,<¡1) (8-47) 

la pandad está <Íeterm1r1wla por ( - 1 )1
: es par si el número cuántico de impulso angular orbital ( ]) 

r>.\ pcu. e impar~; I P., impar. F:sto es cierto para todas las eigeníunciones, sean o no ligadas, de 
,:ualquiPr potencial J '(r) e~Íéricarnente simétrico, ya que la única s uposición importante que se 
ha herho para oblent"r la ecuación (8- 1,7) es que 1 · se puede escribi r como V{r). 

Ahora ronsidére~e el elemento J e malri z del momento dipolar Pléctrico 

{J¡; = 1 J '1'11!rr¡•, ch 1 

La pandad de er l'S impar va qu<' PI Vf'('IOr r pa:-a a ser su negativo cuando se cambia el s igno d~ 
las coordenaJas rec tangulares y. por lo 1antu. s i las eigcnf unciones inicial y íinal 1p, y 1p1son de 

.z z 

(X,_Y, Z) 

.\ X 

FIGllRA 8-15 
I I u~I rlll'1Ón df' la opera<'ión <le paridad. 
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la misma paridad, ya sean a mbas par o impar, e l integr ando complf' tO tendrá paridad impar. 
Siendo éste e l caso, la integra l será igual a cero debido a que la con tribución de cualquif'r 
elemento de volume n será cancelada po r la contribuc ión del elemento de volu men diamf'I ral­
me nte opues to y po r tanto la razón de transición también será igual a cero. En conse<'uencia. la 
paridad de la eigenfunción fina l d iferir á de la paridad de la eigenf unción inicial en el <'a~o df' una 
transición e léctrica dipo lar y ya que las paridades están de terminadas por ( - 1 ) 1• ec; fácil 
e ntender po rqué las tra ns icio nes prra J,./ = O, o ± 2. no son permitidas según la regla de 
selección (8-37), ti/ = ± 1 • La razón es que en esas transicio nes, las paridade:s dt=> las 
eigenfunc iones inicial y final serían las mismas. 

E n la electrodinámica cuá ntica se muestra, y los expe rimentos lo ve r ifican, que un fotón 
posee tanto impulso a ngu lar , como impulso linea l y en particular , la teoría demuestra que el 
impulso angula r que t ie ne un fotó n em itido en una trans ició n eléctrica dipolar es igual a 1, Pn 
un idades de li. Desde este punto de vis ta . la regla de selecció n (8-38) J.j = O, ± 1 para el 
número cu ántico de impulso angu lar to ta l, represent a los requis itos de conservación de l 
impulso a ng ular lo cu a l fundamentalme n te es una propiedad de simetría qu e limita las 
transic io nes de dipo lo e léctrico a pares de estados en los que e l cam bio en e l impulso angular 
to tal de l áto mo se puedan compensar mediante el impulso a ngular del fotón emit ido. (Cuandn 
~} = O se satisface la conservación del impulso ang ular med ia nte un cambio en la orienta­
ción de l ve<'to r de impu lso a ngular to tal del á to mo a l mismo tiempo que se emite el fo t6 11 ). Degde 
este punto de vista tambié n resulta ev ide nte que la tra ns ición e léctrica di polar con j./ = ± 3 
no pu ede ocu rrir debido a q ue és ta impl ica un cambio muy g ra nde e n el impulso angular total. 
aunque en lo q ue conc ierne a la paridad no ex is te pro hibició n a lguna. 

Resulta con veniente mencionar que las reglas de selección no prohiben de man era absoluta 
las Lransic io nes que las vio lan , s ino q ue s implement e indican que es m uy poco p rohable la 
ocurrencia de e llas. S i una trans ició n no puede ocurrir mediante los medios de emisión de 
radiació n no rma les de un mo mento eléctrico dipola r osc ilante, ex is te u na probabilidad muy 
peque ña (Lípicame nte reducida po r un fac to r de alrededor de J O-·J )de que ocurra mecl iantf' la 
emis ión de rad iación de un mo me nt o magnéti co dipolar oscilante, lo cual debe ocurrir por 
oscilac io nes e n la ori entación de l impulso angular de spin df'l elec tró n y de l mom ento magnético 
dipo lar. Las transic io nes tam bién pueden ocurrir con pro babilidades muy pequeñas (aproxima­
da mente reducidas por un fac tor 1 O 6 ) media nte la emis ió n de radiación de un rnomf'nlo 
ruaJrupo la r e léctri co oscila nte lo cua l involu cra oscilaciones e ntre u n e lipsoide proladn y un 
elipsoide o b lado en la di s tri bu ción de carga de l á to mo. 

Si un átomo se enc uent ra en un estado excitado desde e l cual sólo puede regresar a su estado 
Lase median te u na de estas t ransiciones a lt amente inhi bidas, deberá permanecer <'n Pl E-stado 
excitado po r u na fracción a precia ble de segundo, en vez del tiempo de vida de I O "se-~ CJUe 
correspo nde a una razón de transición típi ca de 108 seg- 1. En tonce::- Sf' oi<'f' que t>I pc;tadn 
excitado es melaestable y que la emis ión retrasada de un fo tón es una forma de fosfor<>scenria. 
En la prácl ica, es muy ra ro o bser var la fosforescencia de los átomos debido a que i:-1 estado 
metaestab le se desexc ita s in la em isión de un fo tón ruando el átomo 1,; hoca <'on la pare-d d f'I 
recip ie nte y cede su exceso de energía d irectam en te a los áto mos de la pared. Sin emhargo, t'S 

muy común obser va r en los núcleos un proceso comple tame nte aná logo a la fosforf'SCPncia. 

8 .8 Comparación e ntre las te orías cuánticas antigu a y moderna 

Resumire mos muy brevemente los ú ltimos capítulos haciendo una compara<'i ón entrf' las 
1eorías <' uá nticas m odernas (Schrodinger , Dirac y la e lect rodiná mica c uán t ica) y la<- t~oría..; 
cuánticas an t igua s (Bohr y Sommerfeld) . 

Uno ne los aspPc los más import a ntes de las teorías ruánticas mode rnas <'S la forma Pn l:1 11u,, 
e llas han ll egado a a tacar PI pro blema del á tomo de hidrógeno con lratamic ntos r¿,da vez ma" 
p rPc i~o~. La teoría de Srhrodi nge r s in el spin de l e let: trún da <' li en ta dP los nivt' lc·s ne~ en,·rgía dt>I 
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átomo que se han obser vado en mediciones espectroscópicas realizadas con una resolución 
rno<lerada ya que las mediciones realizadas con una gran resolución revelan el desdoblamiento 
en rstructura fina de los niveles de energía, los cuales se pueden explicar casi completamente 
añadiendo a la teoría de Schrodinger las correcciones para la interacción spin-órbita y para la 
dependenc ia relativista de la masa con la velocidad. Mismas que se pueden explicar completa­
mente mediante la teoría de Oirac. Mediciones espectroscópicas con una resolución muy alta 
muestran el corrimiento Lamb, el cual se puede entender en términos de la electrodinámica 
cuántica. Medic iones con resolución extremadamente alta muestran los desdoblamientos 
hi ¡.,erfinos, de los cuales se puede dar cuenta con la teoría de Schrodinger si se incluye una 
interacción que considere al spin nuclear. Otro gran éxito de las teorías cuánticas modernas es 
su habilidad para dar tratamientos muy satisfactorios a las razones de transición y a las reglas de 
selección obser vadas en las mediciones de los espectros emitidos tanto por los átomos de 
h idrógen o como por todos los otros átomos monoelectrónicos y multielectrónicos. 

El balance de la teor ía cuántica antigua es irregular. El modelo de Bohr conduce a valores 
correc tos para las energías de los niveles s imples del átomo de hidrógeno, las modificaciones 
relativistas de Sommerfeld concuerdan con los desdoblamientos de estructura fina del 
h idrógeno pero es ta concordancia es accidental, ya que estas modificaciones relat ivis tas no 
pueden explicar ni el corrimiento Lamb ni los desdoblamientos hiperfinos. Además, la di scre­
paucia es por varios órdenes de magnitud cuando se le compara con los desdoblamientos de 
es truc tu ra fina en el caso de átomos multielectrónicos . De hecho, e l modelo de Bohr fa ll a 
comple tamente al explicar muchas de las propiedades mas obvias de los niveles de energía de 
átomos mullielectrónicos; por ejemplo , se ve en serios aprie tos con e l átomo de helio que 
contiene ta n só lo dos electrones. La teoría cuántica antigua no es confiable cuando se explican 
las reglas de selección e incapaz de explicar las razones de trans ición. 

ll n hecho particularmente reanimante de la teoría de Schrodinger es que casi todo el trabajo 
realizado pa ra aplicarla a átomos con un sok e lectrón es transferible directamente a átomos 
multi electrónicos y la teoría es lo sufic ientemente precisa como para explicar los detalles 
impor tantes de éstos últimos. Además, no es mucho más complicado el aplicar la mecánica 
cuántica de Schrodi nger a es tos átomos de lo que lo es el apli carla a átomos monoelectrónicos . 
Como se verá en los dos capítulos siguientes, una prueba de que esto es cierto , está en que la 
mayoría de los e lectro nes en un átomo multie lectrónico se agrupan con otros para formar capas 
simélricas e inert es en las cuales no es n ecesario tratarlos individualmente y so lamente aquellos 
poros elPct rones que no se encuentran en tales capas requieren de un tratamiento de talla­
do. 

PREGUNTAS 
l. ¿Por qué cuando se est udiaro n las figuras 8-1 y 8-4 se habl ó de po los m agné ticos fi c ti c ios? 

2 . ¿,Pur qué e l im pu bo r o tativo que act úa sobre un dipo lo mag né tico c ua nd o éste se encue ntra e n un 
cam po rnagné t ico ocas io na que e l dipol o prec ed a alre ded o r de l campo e n vez de alinearse co n és te? 

:J. Ex¡Jli'lut· por ,1ué no es po:.ible realiza r e l ex pe rim e nt o de S te rn-Ce rlacli co n un e lec tró n li b re para 
11wdi r su 111o rne nt o magn é tico di po la r d e s pin y sola m e nte es posible s i el elcc rró n se en c ue ntra e n un 
átomo 11,·ul r<1 (S ugerencia: ex is te una respuesta supe r fic ia l q ue tie ne u 11a r e fu tac ión supe rfic ia l. Una 

n·~pu1·sra 1·0111¡, lera i11 ,·olucra el prin cipio J e im:c>rtidum bre). 

J .• ¡,Por iflll; :-<' concluvó que lo~ 11 úm cros c u .í n11 cos J e s pin son SC'mr <>n tero:;'? 

.-,. ;.!::~ \·idrda la <TÍLrca a la 111ecá11 ica l"u ár11i1'a de S<' lirod inger po r e l lr cl' lr o ele n o prc<lec ír e l spin de l 
1·IP1' l ró11 '~ 

6. ;,E.>.1:..lf'11 d rfwu l ta<les 1' 0 11 ccpl ual t'l:> con la id ,•:i rlr· 111 1 f' lcr1ró 11 p1111l1 w l :' 
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7. ¿Es e l e leclrón la " parlícula magn ética mínima"? 

8. Explique de manera sencilla por qué 11n elertrón en un á tomo dt> hidrógeno t>xpt·riment a 1111 ,·ampo 
magnético. ¿Lo ex periment a en todos los estados ruán ti<'os? 

9 . ¿Qué t>S la interacción spin-órbita? ¿Qué tiene que ver ésta con el desdoblamiento de esl ru<' lura fina 
obser vado en las líneas espectra les del átomo de hidrógeno? 

l O. En algunas ocasion es cuando se toma en cue nta la interacción sp in-órbit a se dice cp1e m 1 y m 8 ya no 
so n "buenos números cuánti cos". Explique ¿por qué esta termin ología es apropiada? ;,Cuándo sf' 
toma en cuenta la interacción spin-órbita? ¿Cuáles son los buenos números cuánticos para e l átomo 
monoelect rónico? 

11. ¿Cuáles son los buenos números cuánticos para un átomo monoelectrónico en un campo magnético 
externo que resulta muy débil comparado con el campo interno? y ¿Cuándo '!S extr~madamente 
intenso? 

12. ¿Por qu é la interacción spin-órbita es particularmente sensible a la fo rma del potencial V{r) parar 
pequeña , y cómo se puede usar esto para estudiar experimentalmente los potenciales ne átomos 
multie lectrónicos? 

13. ¿Cuál es la justifi cación para realizar la adi ción de vectores, como se muestra en la figura 8-10, con 
vectores cuyas longitudes son proporcionales a los números cuánticos qu e especifica los imp11lsos 
angulares en vez de hacerlo con los vectores de impulso angular mismos? 

14·. Describa brevemente todos los detalles del diagrama de niveles de energía representado en la figura 
8-11 y explique el origen de ellos . ¿Cuáles son los detalles que no se muestran? 

15. ¿Puede exist ir radiación electromagn ética emitida por un monopolo eléctrico osci lan te? (es Of>1'1r. 
emitida por una carga localizada en un punto fij o y cuya magnitud oscila). 

16. Existen s imilitudes entre la emisión de radiación electromagnéti ca por un sistema de rarga!', 
oscilantes y la emisión de radiación gravitacional por un sistema de masas osci lantes, pero no 1'~ 

posible la emisión de radiación gravitacional dipolar . ¿Por qué? 

17. ¿Qué evidencia experimental conoce Ud. que esté en contra de la energía de vibración dC'I punto ccr, 
del campo electromagnético, y cuál qu i" esté a favor? 

18. ¿Cuál es la relación entre emisión espontánea y emisión estimulada? 

19. Explique en términos físicos el origen df' las reglas de selección. 

20. ¿A todos los á tomos les lleva el mismo tiempo realizar una transición entre cif>rt o par df' ni, f'lec;'( 

PROBLEMAS 
l. Evaluar el campo magnético producido por una espira de corrient e de for ma circular en u n punto 

sobre e l eje de s imetría lejano al plano de la espira. Evaluar, a continuación el rampo magr1t>tiC'o 
producido e n el mismo punto por un dipolo formado por dos monopolos magnéticos separados, 
localizados en el centro de la espira y a lo largo del eje de simetría. Demostrar que los campos son los 
mismos si la corrient e en la espira y su área están relacionadas con el momento magnético del dipolo 
mediant e (8-2). ¿Podría indicar el modo de extender el argumento para demostrar que los campos 
serán los mismos para todos los puntos dis tantes de la espira o de l dipolo e independient e dt> la forma 
de la espira? 

2. (a) Evaluar la relación del momento magn ético di polar orb ital al impulso angular orbi ta l, ¡1 ¡/ L, para 
un electrón que se mu eve en una órbit a elíptica de l á tomo de Bohr-Somm<>rfeld quf' se ana lizó f'n la 
sección 4-10. (S11gf>rencia: el área barrida por el radio vector de longitudl r cuando la coorrlenacia 
angu lar aumenta Pn dO, es dA = r ~ d0/2 . Usese L = mr2 dO/d1 para evaluar t/0 en términos 
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del 111creme nto en el tiempo dt, y entonces realice la integración trivial). (b) Compare los resultados 
con los de (8-5) para una órbita circular. 

3. Se lanza un haz de átomos de hidrógeno en su estado base a lravés de un imán Stern-Cerlach, dicho 
haz se desdobla en dos componenl es de acuerdo con las dos orien taciones del spin. A una de las 
compo nent es se le detiene med iante un diagrama colocado a la salida del imán mi en tras que la otra 
componente continúa hacia un segundo imán Stern-Ge rlach, que es coax ial con el haz que emerge del 
primer imán pero que está g irado co n un ángulo o: respecto al primer imán. A la salida del segundo 
imán, ex iste un segundo diafragma que al igual que el anterior sólo permite el paso de una 
compone11te. Describir cualitativamente la dependencia de la intensidad de l haz que pasa el segu ndo 
diafragma con a. 

4. Determinar el gradiente de campo de un imán Stern-Gerlach de 50 cm. de longitud que es capaz de 
producir l mm de separación entre las dos componentes de un haz de átomos de plata emitido con una 
energía cinética típica desde un horno a 960ºC.El momento magnéti co di polar de la plata es como en 
el caso del hidróge110 debido a un sólo electrón l = O. 

5. Si se coloca a un átomo de hidrógeno en un campo magnético que es muy intenso comparado con el 
campo in terno, los momentos magnéticos dipolares orbital y de spi111 se preceden de manera 
111dc¡.,endientc alrededor del campo ex terno y sus energías dependen de los números c uánt icos mi 
y m., los cuales especifican sus componentes a lo largo de la dirección del campo externo. (a) Evaluar 
el desdob lamiento de los niveles de energía de acuerdo con los valores de 111 1 y m 6 .(b) Hacer el 
esquema de los niveles desdoblados (subni veles) que se originan por el ni vel n = 2, enumerando los 
números cuánti cos para cada una de las componentes del esquema. (c) Calcu lar la intensidad del 
campo magnético externo que sería capaz de producir una diferencia de en ergía entre los niveles n = 2 
más 5eparados, que fuera igua l a la diferencia en tre las energías de los ni veles n = 1 y n = 2 en 
ausencia e.le campo. 

6. La precesión de Thomas también se puede describir en términos de una dilación del t iempo e ntre el 
siste ma de referencia en el cual el núcleo está en reposo y el sistema en el cual el electrón está 
instantáneamente en reposo, lo cual conduce a un desacuerdo entre un observador en el núcleo y los 
observadores en los electrones, ya que existirá una diferencia en el tiempo necesario para cada uno 
parn completar una revolución alrededor del o tro. Discu ta los detalles de esta descripción y compare 
con los resultados del apéndice J. 

1 
\ 

( 

7. Usese e l pr0cedimiento del ejempl o 8-3 para estimar la e nerg ía de interacción spin-órbita en el estado f"i 
n = 2, 1 = l de un átomo muónico, definido en el ejemplo 4-9. L • 

8. Demostrar que los únicos valores posibles del número cuánticojpara la serie}= t + 1/ 2, L - 112, 

L - 3/2, .... , que satisfacen la desigualdad Vj(j + J) ~ IV l(l + l) - '\l s(s + I)j con s = 1/ 2, 
son j = L + 1/2, L - 1/2, si I ':;é O, o j = 1/2 si t = O. 

9. (a) Enumerar los valores posibles de j y 111 h para los estados e n los c uales l = 1 y, por supuestos= 
1/2. (b) Hacer un esquema de los "modelos vectoriales" correspondientes. (c) Hacer una figura en la 
que se ilustren los vec tores de impulso angular para un caso típico. (d) Mostrar también los vectores 
de momento magnético dipolar orbital y de spin y su suma del vector momento magnético dipolar 
total. (e) ¿Es el vector momento magn ético dipolar total anti paralelo al vector impulso angu lar total ? 

10. Enumerar los valo re~ posibles de j y 1111 para estados en los c uales L = 3 y s = 1/2. 

l l. El corri miento relativista en los niveles de energía de un átomo de hidrógen o debido a la dependencia 
relativisla de la masa con la velocidad se puede determinar utilizando las eigenfun ciones a tómi cas 
para c·akular el valor de expectación ::i.Err1 de la cantidad t'lE1.t· I = Er..i - Eclni,, que es ladifcrc n­
,·ia e11 tre la5 expresiones rela1ivista y clásica para la energía to tal E. Demostrar que para p no muy 
grande 

p-t E-J. + V 2 - 2EV 
jErt· I ,..._, - --- = 

'2.mc2 
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as{ que 

12. (a) Hacer un diagrama de los niveles de energía para todos los estados n = 2 de manera similar a la 
parte de recha de la figura 8-11 pero mostrando también e! Aesdoblamiento según l. (b) Muestre, 
mediante ílechas que conecten los pares de niveles, to,:as '· •ic'ones que están permitidas para 
las reglas de selección. 

13. Verificar que las paridades de las eigenfunciones ,¡,300, ,1 • 

nico están determinadas por ( - 1 ) 1
• 

,, v•322 del átomo monoelc-ctró· 

14. (a) Demostrar, utilizando condiciones de paridad, q1 • 1 , , . .. .. ·: ... ~ dos in tegrales de la ecua<'ión qu e 
precede a (8-42) son nulas. (b) Interpre tar el significado de la existencia de los momen tos dipolarei, 
eléctricos del átomo que son estáticos en el tiempo. ,.... 

15.\ Mediante una evalu ación directa de los elementos de matriz del dipolo eléctrico para las e1genfur 
ciones de la tabla 7-2, demostrar qu e la regla de selección ó.l = + l de (8-37) es válida para la 
trans ición n = 2 - n = 1 del átomo de hidrógeno. 

)6. 

) 7. 

(18. 

Considere los elementos de matriz de l momento eléctrico dipolar de un oscilador armónico cargado, 
qu e efectúa las rransiciones 11, = 3, 111 = O; ni = 2, 11¡ = O; ni = l, n, = O. Usar las 
eigenfunciones de la tabla 6-1 para mostrar que los elemen tos de marriz que son distintos de rP1·n 
obedecen la regla de selección !:!.11 = ± 1, que se estudió en la sección 4-11. (Sugerencia: siemprP 
que pueda utilice las consideraciones de paridad). 

Calcular la razón para transiciones espon táneas entre los estados n = 1 y n = O de un oscilador 
armónico simple con carga e. Considere la masa del oscilador igual a la masa de un átomo de a lguna 
molécula iónica típica y la constan te de la fuerza restauradora igual a 103 joule / m2 ,que corresponde 
al valor para una molécula de este tipo. (Sugerencia: normalice las eigenfunciones que vaya a 
utilizar). (b) A parti r de la razón de trans ición, estimar el tiempo promedio necesario para completar 
la rransición. Este es el tiempo de vida del estado vibracional n = 1 de esta molécula. 

Considere suficientes element os de matriz del mom<>nt o eléctri co di polar para una partíC'ula cargada 
en un pozo de potencial cuad rado infinito y ul iliC'e las eigenfun ciones de la secC'Íón 6-8 para vPr si 
ex iste una regla de selección para es te sisrema y de ser así, determine la regl a de selecci6n. 
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Atomos multielectrónicos 

Estados base y excitaciones 

9.1 

9.2 

9. 1 

de rayos X 

Introducción 

Procedimiento a utilizarse en el análisis de un sistema complicado por una serie 
de pasos no muy complicados. 

Partículas idi-nticas 

Re lación con átomos multielertrónicos; di s tinguibilidad de partículas idénti ras 
en fís ica clásica; indis tinguibilicfacl en la fís ica ruántica; ecuación dc Srhrodin ­
ger indcpendiC'ntf d<'l tiempo para dos part ículas idéntiras si n interar·r1ón; 
necrsidad dt> y difi c ultad t>n etiquetar partículas : eigenfunciones cuyas J ens1-
clad¡•s dC' prohahilidacl no ~e alteran al reetiriuctar; f'Í/Zenf1111cion t>~ simPtri cas ,. 
a111i .... irné•tril'a .... l'ara dn .... parlíntla .... 1d (,11 111 ·a..., 1• 111d1-'p1· rnlic·1111• .... c•11 una c·ap: 
11r1 nJ!ntt ,d id.id. 

E l pri n<'Í pio d,· t·xc l u s ió n 

:\firma,·10 111•..., dt' prirwipro. dPhil ,. f1wrlt': J<·lt•rminanlt·s df· Slal<·r: fermi n111• .... 
~ ho:--0 111·!'>: r~lal'ÍÓ11 é'lllrf-' spin ,. -,imetr ía. 

E l á tomo <le lwlio y las fu<·rzas de inlt'rcambio 

S,•par:wiún d1• la" 1·1g1·r1ft1111·iorw..., f'!'>pac·ial ~- d1• spin para do~ f'lertron••.., ..,,n 
111 le·raeTiú 11 : forma ¡!é'ttt·ral di· la:- PigP 11 f11nc·ionc's pc;par ialc>s s imt'>r ri !'a'- ~ a111 ¡ ..... 
nií·lrwa-,; forma, , . ..., ,.,., .¡fi,·as dt· la ¡•igt>nfunnón dt> spin antisim<>lrira di-' .... i11g11 
k1e· ~ de· la:- c·ÍJ.!<'llÍ1t1ll'i11111· ..., '- 1'111 ...,,mhri, ·as y cfp lriplt>te; -; p111 lo lal: 11 (1m 1·1n .... 
,·uiínri,·o<, s' :· m: : 111le·rpn•1a,·i l1 11 g1•1111u'•tri,·a dt> los Pstados de spin sing1rl <· lt· , 
1ripl1·11•. Corn•la1·11,rr c·111 n· 1·c><1rcl1•11aclus 1•-;pat'ialt>s :· dt> spin : fl1C•r7as de• Íllle·r ­
f'amliio; 1·s tado!'> 1·xe·i1;11l11 .... prof1111do:-. dt•I lwlio; e l t's lado has1· ,it-'I helio, ,·1 
d<•s1 ·1dJrtmi<•n10 di·I pr11ll'ipín de• 1•x1·l11 -, iú11 por Pauli. 
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9.5 Teoría d e Hartree 

9.6 

9.7 

9.8 

Necesidad de tratar a los e lectrones como moviéndose independientemente 
en un potencial neto; determinación autoconsistente del potencial atómico 
neto; procedimiento de Hartree; cálculo de Fock. 
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efectiva; apantallamiento; descripción de las energías y radios de las capas 
utilizando Z efectiva en las ecuaciones del átomo con un electrón; dependen­
cia en l de las ene rgías del átomo; su origen físico; subcapas . 

Estados base de átomos multielectrónicos y la tabla periódica 

Significado de la tabla periódica; ordenamiento en energías de subcapas 
externas llenas; notación espectroscópica; configuración electrónica; construc­
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9 
Atomos multielectrónicos 

Estado base y excitaciones 
de rayos x 

9.1 Introducción 

En este capítulo, se utilizará la mecánica cuántica de Schrodinger para es tudiar átomo!'. 
multielectrónicos desde el helio hasta el uranio. Primero se estudiarán, de modo general, las 
propiedades interesantes de sistemas cuánticos de partículas idénticas, tales como electrones, 
que conducirán al llamado principio de exclusión, que tiene una importancia primordial en la 
determinación de la estructura de átomos multielectrónicos. Enseguida, se considerarán los 
estados base de átomos multielectrones, y la descripción sistemática de estos, que se obtif' ne de 
la tabla periódica de los elementos. Se verá que con base en la mecánica cuántica se obtiene una 
explicación completa de la tabla periódica, que constituye la base de la química inorgánica y de 
una buena parte de la química orgánica y la física del estado sólido. Finalmente, se considerarán 
los estados excitados de alta energía de átomos multielectrónicos involucrados en la emis16n de 
rayos X de estos átomos. 

Un átomo multielectrónico de número atómico Z, contiene un núcleo de carga +J rodeado de 
Z electrones, cada uno de carga -e. Cada e lectrón se mueve bajo la influencia de una 
interacción de Coulomb atractiva ejercida por el núcleo, y una interacción de Coulomb 
repulsiva debida a los Z-1 electrones restantes, así como también algunas otras interacciones 
débiles en las que el impulso angular se halla implicado. El tratamiento cuántico de este 
complicado s istema es más fác il de lo que podría suponerse. Una de las razones es que las 
diversas interacciones sobre un electrón atómico son de intensidad diferente, de modo que es 
posible tomarlas en cuenta por partes, una, dos o más, de mayor o menor intensidad. El primer 
paso, que es el que se considera en este capítulo, consiste en desarrollar una descripción 
aproximada que sólo toma en cuenta las interacciones más fu ert es. Los pasos siguientes, que se 
considerarán en el siguiente capítulo, consisten en hacer la descripción cada vez más exacta 
tomando en cuen ta sucesivamente, las interacciones más débiles. Mediante este procedimiento 
no es difícil entender cualitativament e, el comportamiento de átomos multielectrónicos. 

Por este método aproximado, también se puede obtener información cuantitativa respecto a 
los átomos multielectrónicos pero los cálculos que se requieren deben realizarse en computado­
ras grandes y desde luego, no se reproducirán aquí. Sin embargo, en este capítulo y en el que 
sigue, di chos cálculos serán descri tos y sus resultados anal izados y comparados con las 
propiedades de átomos multielectrónicos observadas experimentalmente. La mayor parte de 
esta descripción estará basada en la teoría de átomos con un electrón, que se desarrolló f'n los 
capítulos precedentes. 

355 
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9.2 Partículas idénticas 

Antes de in iciar el estudio de átomos multielectrónicos es necesario analizar un importante 
tópico de mecanic.J cuántica, que no se incluye en la teoría de los átomos con un electrón. Esto 
es, como elaborar una descripción mecánico-cuántica acertada de un sis tema que contiene dos o 
más partículas idénticas, como electrones. El análisis de es te problema conducirá a fenómenos 
cuánticos que no tienen , ea absoluto, análogo clásico. De hecho, de este análisis se obtendrán 
algunas de las diferencias más sobresalientes entre la mecánica clásica y la cuántica. 

La naturaleza de este problema se puede mostrar mediante un ejemplo específico. Considé­
rese una caja que contiene dos electrones. Estas 1ios partículas idénticas se mueven dentro de la 
caja rebotando en sus paredes y ocasionalmente dispersándose entre sí. En una descr ipción 
clásica de este sistema, los elect rones viajan en trayectorias bien definidas, de modo que la 
observación constante de este sistema, pe rmite distinguir entre los dos electrones, a pesar de 
que son partículas idént icas. Por ejemplo, en física clásica se podría seguir el desarrollo de un 
sistema, sin perturbarlo, tomando una película de dicho sistema; si en algún cuadro de la 
película, se marca la imagen de uno de los electrones con 1, y se marca la imagen del otro 
electrón con 2, se podrá seguir el movimiento de los electrones en los cuadros subsiguientes y 

siempre se podrá establecer cuál de los electrones es el 1, y cuál el 2. El procedimiento se ilustra 
en la figura 9-1. Desde luego que los electrones en sí no pueden ser marcados como tampoco 
sería posible pintar uno de rojo y otro de verde. Los electrones son partículas idén ticas 
(cualquier electrón es exactamente igual a cualquier otro electrón) _ Sin embargo, en fí.sica 
clásica, las partículas idénticas pueden distinguirse entre si, por procedimientos que en ninguna otra 
forma afectan su comportamiento, y por lo tanto, es posible poner marcas a las partículas. 

Esto no se puede realizar en mecánica cuántica, puesto que el principio de incertidumbre 
impide observar constantemente el movimiento de las partículas sin que se altere el comporta­
miento de las partículas. Como se vió en la sección 3-3 los foton es que deben utilizarse para 
iluminar la escena para la cámara J e cine interactúan con los electrones de modo significativo 

DDDDD 
DDDDD 

1 • 
• • 2 ... . . . . . . 

• . • • • 
• • • 2 

• 
l 

FIGURA 9-1 

Arriba: Secuencia de diez cuadros de una película de dos electro nes moviéndose en 
una caja, de acuerdo a la ffsica clásica. Si se les asignara marcas a sus imágenes en el 
pruner cuadro, no habría ambigüedad en asignar las mismas marcas a sus imágenes en 
cualquier cuadro su bsecuente, a pesar de que se hiciera necesaria una amplificación o 
''cámara lenta". Abajo: Superposic ión amplificada ~e los diez cuadros, mostrando las 
11 ayc>clorias de los elecl rones. 
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pero impredecible. El comportamiento de los electrones es afectado seriamente por cualq11iP1 
intento de distinguirlos. 

De modo más formal , pero equivalente, se puede afirmar que en mecán ica cuántica, la 
ex tensión finita de las funciones de onda asociadas con cada e lectrón puede conducir a un 
traslapamiento de estas funciones de onda que dificultan e l hacer una dist inción de qué funci ón 
de onda se asocia con cuál e lectrón. El átomo de helio proporciona un buen ejemplo, ya qu t: las 
funciones de onda de los dos electrones se traslapan fuertemente en todos los estados 
cuánt icos y, por lo tanto, los electrones no pueden distingu ir.3e. Existe también tra slapamien­
tos entre las fun ciones de onda de l electrón y el protón en e l átomo de hidrógeno, pero esro no 
conduce a dificultades en distinguir una partícu la de la otra ya que el electrón y el protón no "ºn 
idénticos (pueden distinguirse por su masa, carga, etc). 

Puede verse que existe una distinción fundamental entre las descripciones cuántica y clásica 
de un sistema de partículas idénticas. El tratamiento exacto de estos sistemas debe formularse 
de modo tal que la indistinguibilidad de partículas idénticas se tome en cuenta explícitamente. 
Es decir, los resultados mensurables que se obtengan de cálculos exactos mecánico cuánticos, no 
deben depender de la asignación de marcas a partículas idénticas. Por sí misma, esta propiedad 
conduce a efectos importantes que no tienen analogía clásica, ya que la indisti nguibilidad Pll sí 
es puramente mecánico-cu án ti ca. 

Como las eigenfunciones son las causantes de la descripción de los sistemas mecán ico­
cuánticos, debe buscarse alguna forma de escribirlas de modo tal que matemát icamente~ st" 
expresen las ideas cualitativas desarrolladas anteriormente. Se continúa cons iderando do~ 
partículas idénticas (es decir, dos electrones, dos protones, dos partículas (X , o dos átomos de 
helio) en una caja. Para simplificar el estudio, sesupondráque lasinteraccionesentrelaspartícu­
las son desprnciables, es decir, rebotarán de las paredes de la caja, pero no chocarán entre si. A 
pesar de esta simplificación , los resultados de la siguiente discusión serán de validez general. 

La ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para el s istema de dos partículas c;in 
interacción en tres dimensiones, puede escribirse: 

donde 

m - la masa de cada partícula 

x1 , y 1 , z1 - las coordenadas de la partícula 

x 2 , ?h., z 2 = las coordenadas de la partícula 2 

Esta expresión puede obtenerse inmediatamente esc ribiendo la expres ión rlásica para la energía 
total del sistema, su stituyendo las cantidades dinámicas por sus operadores cuánt icos asociados 
para obtener la ecuación de Schrodinger y separando después la parte dependiente del ti empo. , 
No se incluirán aquí los detalles del procedimiento, ya que éste es una extensión simple del 
usado para obtener la ecuación de Schrodinger independiente de l ti empo para una partícula en 
tres dimensiones, (7-10), y, además, la validez de (9-1) es en sí bas tante obvia. Es mtís 
importante hacer nolar que en (9-1), se uti lizan marcas, que especifican la identidad de lal'l 
partículas 1 y 2. El lenguaje de matemática obliga a usar esas marcas, ya que de otra manera :;e 
tendría una irremediable confusión ; e l au tor r «:>la a los estudiantes a que traten de escrihir u;,a 
ecuación sin ambigüedad, análoga a (9-1), sin que se utili cen marcas para las partículas . Al 
utilizar (9-1) claramente se tiene la oportunidad de poder violar el requisito mecánico-cuánti<CI 
de indistinguibilidad. Más adelan te se verá cómo sucede esto en la realidad , pero que es posiblP 
hacer rearreglos de tal modo que se ev ite esa difi cultad. Lo anterior se realiza encontrando 
ciertas combinaciones lineales de eigenf uncion es marcadas que conducen a prediccionec; 
medibles que son independientes de la asignación de marcas. 
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En la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo, (9-1) 

't/J~l'(x1 , ... , z2) = eigenfunción del sistema total 

V T(x1 , ••• , z2) = energía potencial del sistema total 

- energía total del sistema total 

Cop.9 

Como se ha supuesto que no hay interacción entre las dos partículas, las partículas se mueven 
i1Ldependie1Llemente. Entonces, la energía potencial del sistema total es simplemente la suma de 
las energías potenciales de cada partícula en su interacción con las paredes de la caja. Cada 
energía potencial dependerá solamente de las coordenadas de una partícula y, como las 
partículas son idén ti cas, las dos fun ciones de energía potencial son iguales. Por lo tanto , 

(9-2) 

Resulta fácil demostrar , aplicando la técnica de separación de var iables, que para e l potencial (9-
2) existen so luciones de (9-1) de la fo rma: 

(9-3) 

donde 111 (x1 .y1 ,z1) y tp (x2 ,y2 ,z2) satisfacen idénticas ecuaciones de Schrodinger de una 
partícula, independientes del tiempo. Obsérvese que la eigenfunción total se escribe como un 
producto de las dos eigenfunciones que describen el mov imiento de las dos partículas indepen­
dientes. 

Cada una de las eigenfunciones que describe a las partículas requiere de tres números 
cuánti cos para especificar la for ma matemática de su dependencia con las tres coordenadas 
espaciales. Además, cada una requiere de un número cuántico adicional que especifique la 
orientación del spin de la partícula. Se simplificará la notación utilizando un solo símbolo: Ot, 

o f3. o )', etc.,para designar un conjunto particular de los cuatro números cuánticos requeridos 
para especificar los estados cuánticos espaciales y de spin de una de las partícu las. Así, por 
ejemplo, C(, es tá en lugar de cierto conjunto de valores de los cuatro números cuánticos. 
Entonces, una eigenfunción particular para la partícula l , se escribirá: 

Se puede acortar aún más la notación escribiendo lo anterior como 

Esta eigenfunción con tiene la informa:-:ión de que la partícula l se encuen tra en los estados 
cuánticos espaciales y de spin descritos por ex. En forma numérica, es la función de la forma 
especificada por '!/'«,evaluada en las coordenadas de la partícula l. La eigenf unción correspon­
diente a la partícula 2, que se encuentra en el estado cuántico espac ial y de spin f3 se escribiría 

'l/'p(2) 

La eigt>nfunción total VJ 1,(x1 , . .. ,z2) para el caso en que la partícula 1 esté en el estado (1..,y la 
partícula 2 esté en el es tado (1, as í 

(9-4) 

Una e1genfunci6n que ind ique que la partícula 1, está en el estadof)y la partícula 2 está en el 
P!:>la<lo <X,tendrá intercambiados los s ímbolos que indiquen los números cuán ticos, 

(9-5) 
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En seguida se verá si las cantidades mensurables, que se evalúen de estas funciones de onda 
totales, dependen de la asignación de marcas a las partículas. La cantidad más sencilla de medir, 
es la dens idad de probabilidad. Para la eigenfunción (9-4) , ésto será 

(9-6) 

y para la e igenfunción de (9-5) será 

(9-7) 

Como las dos partículas idénticas son indistinguibles, debe ser posible intercambiar sus marcas 
sin alterar una cantidad mens urable tal como la densidad de probabilidad . Como ejemplo, esta 
operación se realizará con (9-6) , y se obtiene: 

v1:(1)'i¡Jt(2)1p°'(l )1Pp(2) ~ 1P:(2)vJ!( l)VJaC2)v,¡i( 1) 
1 ~2 
2-+ l 

donde las fl echas indican que la expresión del primer miembro se transfor ma en la expresión del 
segundo miembro cuando 1 se cambia por 2 y 2 se cambia por l. Sin embargo, es evidente que la 
fun ción de densidad de probabilidad vuelta a marcar, no es igual a la fu nción de densidad de 
probabilidad original. Por ejemplo , el primer término en la fun ción vuelta a etiquetar 
(expres ión del segundo miembro) es 'lp: evaluada en las coordenadas x 2 , y 2 , z2 , mientras que 
el primer término en la fun ción original (expresión del primer miembro) es ·tp: evaluada en las 
coordenas x1 , y1 , z1 . Por lo tanto, el cambio de marcas de las partículas, en realidad sí cambia 
la fun ción de densidad de probabi lidad calculada de la eigenfunción de (9-4). Asimismo lo 
anterior es cierto para la e igenfunción de (9-5). Por lo tanto, debe conclu írse que éstas no son 
eigenfunciones aceptables para la descripción correcta de un sistema de dos partículas 
idénticas. De este modo, se ha justifi cado la sospecha expresada después de escri bir la ecuación 
de Schrodinger independiente de l tiempo (9-1) . 

Sin embargo,es posible construir una eigenf unción que satisfaga la ecuación de Schrodinger 
independiente del tiempo y posea también la deseable propiedad de que su función de densidad de 
probabilidad se mantenga invariable ante un cambio de marcas de las partículas. De hecho, 
existen dos formas de realizar lo anterior . Cons idérense dos combinaciones lineales df' las 
eigenf unciones (9-4) y (9-5), 

(9-8) 

y 

1 
1PA = -= [VJo,{ l )1pp(2) - 1/Jp( l )vio,(2)] 

J2 
(9-9) 

Por razones que pronto serán evident e<; , a la primera se le ll ama e igenfunción total simétrica y a 
la segunda, eigenfunción total antisimétrica. Ahora bien, para un sistema que con tenga una 
partícula en el estado cuántico o: y ot ra partícula en un es tado cuántico fJ, su energía total no 
dependerá de qué part ícula esté en qué estado, si las partículas son idénticas. Así, tanto 
1/Jr = 1/Ja (1 )VJp(2) como '1/''r = 1pp( l )1p00 (2) son so lu cion es de la ecuación de Schrodinger 
independiente del tiempo, (9-1) , correspondiendo al mismo valor de la ene rgía total ET· Dado 
que esa ecuación es lineal en v17,, se obtiene inmedia tamente qu e las combinaciones lineales 
de las dos form as de VJ7,, a saber VJ.c; y VJ.A, también son so luciones y como corresponden al 
mis mo valor de E,r, son solucion es degeneradas, es dec ir, VJs y VJ.,1 son eigenfunciones dife­
rentes que corresponden precisamente al mismo eigenvalor. A es te fen ómeno se le conoce como 

degeneración de intercambio, ya que la diferenc ia ent re las eigenfunciones degeneradas t iene que 
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ver con el inlercambio de marcas de las partículas. El factor 1¡J2 asegura que 1/' .<:; y 1/J..1 

estarán normalizadas si 'f/Jr = 'f/Ja:( 1 )v,p(2) y V'T = VJp( l)VJa:(2) est án normalizadas. 
Resulta fácil calcular las fun ciones de densidad de probabilidad para tps y 1/),1, y después 

J emostrar que, en ambos casos, sus valores no se alteran por un intercambio en las marcas dt: las 
partículas . Este resultado se obtendrá investigando el efecto de un intercambio de marcas, en las 
e igenfunciones mismas . Realizando las operaciones, se obtiene: 

1 1 
1/'s = ) 2 (1¡,a:(1 )1¡,µ(2) + V,p(l)1Pa:C2)] --+- ) 2 [ VJa:C2)VJp( l ) + v,µ(2)111ª(1) ] = 1Ps (9-10) 

1-+2 
2-1 

y 

L 1 
1µ Á = ) 2 [ 1/'a:C 1)1/'µ(2) - 1J)p(l)VJa:C2)] --+- ~

2 
[1pa:(2)1Pp(l ) - 1/'p(2)1Jla:(1)] = -1J)A (9-11) 

1-+2 
2-+J 

Se puede observar que la eigenfunción tota l simétrica 1Ps permanece invariable ante el 
intercambio de marcas de las partículas, y que la eigenfunción total antisimétrica 1PA queda 
multiplicada por menos uno al intercambiar las marcas de las partículas. (Estas propiedades son 
ias que dan lugar a sus nombres). Por lo tanto, para las densidades de probabilidad se 
tiene: 

1P;'f/Js ~ 1/'i;V's (9-12) 
2 ...... 1 

y 

(9-13) 

Por lo tanto, para ambas eigenfunciones tota les, simétrica y antisimétrica, las funciones de 
densidad de probabilidad permanecen invariables an te un intercambio de las marcas de las 
partículas. El h echo de que la e igenfunción antisimétrica cambie de signo ante un intercambio 
de las marcas de las partículas, no es objetable, desde luego, ya que una eigenfunción no es en sí 
una cantidad mensurable. 

Puede demostrarse que cualquier cantidad mens urable que pueda obtenerse de la eigenfun­
ción , total, simétrica o antisimétrica, no será afectada por un intercambio de las marcas de las 
partículas y, por lo tanto, es tas dos eigenfunciones proporc ionan una descripción adecuada de 
un sistema que contenga dos partículas idénticas. A pesar de que las marcas 1 y 2 aparecen en las 
expresiones para 'f/Js y V' A• ésto no viola el requisito de indistinguibilidad puesto que el valor de 
cualquier cantidad mensurable que se obtenga de dichas eigenfunciones, es independiente del modo 
como se asignen las marcas. 

Ejemplo 9-1. Dos partículas idénticas se mueven independientemente en una caja unidimensional 
Je lougitud a. con una de ellas en el estado base del po tencial cuadrado infinito que describe la caja, 
mienlras que la otra se encuentra en el primer estado excitado de dicho potencial. Por simplicidad, se 
supon e que las partículas no tienen spin , de modo que las eigenfunciones to tales del sistema solamente son 
~igenfun ciones espaciales. (a) Calcular las eigenfunciones to tales simétrica y antisimétrica de (9-8) y (9-9) 

y verificar qu e el factor 1 //2 es estas ecuaciones realmente las normaliza apropiadamente. 
UtilizanJo las formas general es (6-79) y (6-80) para las eigenfunciones de una partícula en un potencial 

de pozo cuadrado infinilo y utilizando también la constante de normalización calculada en el ejemplo 5-10, 
se encuentra que la eigenfunción espacial normalizada correspondiente al estado base, está dada 

por.J2/11 cos ( rr.l'/a) y la correspondiPntc al primer estado excitado por ..../2/a sen(2?T:t:/a).Por lo tanto,si se 
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denotan las eigenfunciones espaciales simétrica y antisimétrica del sis lema de dos partículas por ,¡• 1- y 
V'-• util izando (9-8) y (9-9) se obtiene. 

J 2[ 77:l\ 277.1:2 277.T¡ 77:t·2J 
'I'+ = - - cos-- sen--+ sen --cos-J2 a a a a a 

) 2 [ 77.1:1 277.1:2 277.Tl 1T:l·2J V'-=~- cos- sen-- - sen -- cos--J2 a a a a a 

donde tanto x1 como x2 se encuentran en el intervalo de -a/2 a a/2. Si x 1o :1·2 se encuentran fuera de 
ese intervaJo, V'+ y tp_ se hacen cero, ya que las eigenfunciones de una sola partícula tienen valor <'ero en 
esos puntos. La integral de normalización de V'+ es: 

00 CC) 

J f 1p!1J•+ c/:i;1 d:c2 

-oo -oo 

a/2 a/2 

f f J ( 2 )
2 

[ ,, 77.l:1 2 77,1'2 - - cos- - sen2 --
2 a a a 

-a/2 -a/2 

., 2 77,Cl 2 77Xz 
+ sen- - - cos -

a a 

77X t 277Xz 27TX¡ 77X2 
+ cos -- sen -- sen -- cos -

a a a a 

2 77.1': 1 7T,r.., 7T,l\ 21r.1'.,J 
+ sen -- cos -- cos - sen --- c/.-c1 d.t·., 

a a a a -

1 [ Ja/2 2 7T:l\ Ja/2 2 27TX., fa/2 2 27T:l'1 fa/2 7T.t'., 
= - - cos2 - d.--c - sen2 --- dx., + - sen2 - - d.-i; cos2 -- dx., 

2 a a 1 a a - a a 1 a· 
-a/2 -a/2 -a/2 -a/2 

a / 2 a/2 

J 
2 7T:l' 1 2 7T.'t: J J' 2 2 7T,l'., '1TX., 

+ - cos -- sen -- d.--c - sen --- cos --= dx2 a a a 1 a a a 
-a/2 -a/2 

a/2 a/2 ] 
2 21rX1 7TX¡ 2 7TX2 27TX2 

+ f -sen-- cos - dx f -cos - sen-- dx2 a a a 1 a a a 
-a/ 2 -a/2 

Ahora bien, cada uno de los dos primeros términos en el paréntesis cuadrado es igual a uno, ya que ambas 
integrales son justamente las integrales de normalización de las eigenfunciones normalizadas de una 
partícula ~ cos(7Tx/a)y .j2/asen(2Trx/a).Además, cada uno de los dos últimos términos en el paréntesis 
cuadrado es igual a cero, ya que ambos son el producto de dos integrales cuya forma y valor es 

a./2 

J 
7TX 21rX 

cos-sen- dx 
a a 

-a/2 

= 0 

Este resultado puede verifi carse en cualquier tabla de integrales definidas. Por lo tanto, la integral de 
mormalización para V'+ resulta (1/2) [ 1 + 1 ] , donde 1/2 resulta de elevar al cuadrado el factor 1 / J 2 en 
(9-8). Así pues, se encuentra que ese factor sí normaliza adecuadamente a 1P+ haciendo que su inlegral de 
normalización sea igual a uno. Asimismo, se puede demostrar inmediatamente qu e para 1¡,_ se obtiene la 
misma concl usión . 

Repasando cualquier tabla de integrales definidas, se demuestra además que para cualquier par ele 
eigenfunciones senoidales diferentes para una partícula en un potencial de pozo cuarlrado infinito, la 
integral de -a/2 a a/2 es igual a cero. De hecho, es posible demostrar de cons ideraciones generalPs q 11t· la 

• 
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i111c¡~nl i-obre toda x de cualquiera de dos eigenfunciones diferentes de cualqui er potencial en particular, es 
igual a cero. A esta propiedad se le llama ortogonalidad.. Debido a la ortogonalidad de las eigenf unciones de 
una parlícula, solo 2 de los 22 lérminos en la integral de normalización para cualquiera eigenfunción de 
dos partícu las, simétrica o anlisimétrica, tienen valores diferentes de cero; y debido a que las eigenfun­
ciones de 1¿_na sola partícula están normalizadas, esos valores son ambos iguales a uno. Por lo tanto, d 
fac tor J /-../2 en (9-8) y (9-9), asegu ra que estas eigenfuncioncs totales estén normalizadas en todos los 
casos. 

(b) Escribir expresiones para los valores de expectación de la distancia de s<!paración D entre partículas 
para el caso en el cual la eigenfunción espacial, del sistema de dos partícu las, es simétrica y para el caso en 
el cual es antisimétrica. Enseguida, demostrar que en ninguno de estos casos, el intercambio de marcas en 
las partículas afecta ese valor de expectación. 

La distancia de separación D, es el valor absoluto de la diferencia en tre sus coordenadas x, es decir, 
D = j.l\t - .1:1 I = j:l:1 - .1:2 1. El valor esperado "15, para el caso de VJ+ será: 

00 00 a./2 a/2 

15 - J J 1p+D'I'+ d.t· d:t·2 - J J D1p¡ dJJ1 d.i:2 

-a/ 2 -a./2 -oo -a, 

- :t:11 cos2 -sen2 -- +sen2 -- cos2 --
[ 

7TX¡ 2-rrXz 27TX¡ 7TXz 

a a a a 

7T.l: l 2 7r.i;,, 2 7r."t:1 7TXzJ 
+ 2 cos - sen--- sen-- cos - dx1 d:i:2 a a a a 

Similarmente , para el caso de tp_ 

a / 2 <1/2 

D = : 2 J J l-1:2 
-a./2 -a/2 

[ 

7T.'l:t 27TXz 27T:t:L 7TXz 
- x I cos2 - sen2 -- + sen2 -- cos2 -1 a a a a 

7r.i; 1 2 ?TXz 21r.c t 'ITXzJ 
-2 cos -sen-- sen-- cos - d.v1 dx2 a a a a 

La evaluación de las integrales en estos dos casos, requiere de cierto trabajo, pero puede observarse 
inmediatamente que, en ambos casos, los valores no son afectados por un intercambio de las marcas de las 
partículas. La razón radica en que en ambas integrales no se alteran ni el factor lx2 - x1 1 ni el tercer 
término del paréntesis rectangular, a pesar de que el primer término del paréntesis rectangular se 
transforma en el segundo y el segundo término en el primero. 

Puede observarse también que el valor de 75 obtenido con la eigenfunción espacial simétrica, es 
diferente del valor que se obtiene con la eigenfunción espacial an tisimét rica, por la diferencia en signo del 
tercer término del paréntesis rectangular. En otras palabras, la separación promedio de las partículas en un 
estado en que la eigenfunción espacial es simétrica, es diferente de la que resulta cuando están en un 
estado en que la eigenfunción espacial es antisimét rica. En la sección 9-4 se continuará la interpretación de 
estos resul taJos y se verá que tienen consecuencias muy interesantes. ~ 

9.3 El principio de exclusión 

Como resultado de un análisis de los datos relativos a los niveles de en e rgía de los á tomos, que 
pronto se verá, Pauli, en 1925 llegó a s u famoso principio de e.xclusi6n (condición más débil): 

En un átomo multieLectr6nico, nunca podrán existir más de un electrón en el mismo estado 
cuántico. 
Analizando o tros datos experimentales, estableció que e l principio de incertidumbre representa 
una propiedad de los electrones y no específicament e de los átomos. El principio de exclusión 
opera en cualquier :.istema que contenga electrones. 
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A con tinuación, considé rese la e igenfunción ant isimétr ica total (9-9), para un caso en el que 
ambas partículas se encu ent ren en el mismo estado cuántico, espacial y de spin df':notado por 
a. a saber . 

(9-14) 

La eig,mfunción es idénticamente igual a cer o. Por lo tanto, si dos partículas son descritas por la 
eigenfunci6n anti simétrica tota l, ambas no podrán estar en un estado con los mismos números 
cuánticos espacial y de sp in. Las eigenfunciones que han sido tratadas anteriormente, se 
obtuvie ron bajo la suposición de que se tienen dos pa rtículas idénticas y que las interacciones 
ent re ellas son despreciables. Si existen más de dos partículas idén ticas y/o si sus interacciones 
deben tomarse en cu enta, las e igenf unciones totales toman formas diferentes como se verá en 
los ejemplos 9-2 y 9-3. Sin embargo, es tas eigenfunciones aún pueden utilizarse para construir 
combinaciones lineales de simetría definida, ya sea simétricas o an t isimétricas, y las combina­
ciones lineales antisimétri cas aún tienen valores idénticamente igual a cero y cualesquiera.dedos 
part ículas que se en cuentren en el mismo estado cuánti co. En otras palabras, todas las 
eigenfunciones totales an tisimétricas tienen propiedades tales q ue se sujetan a los requisitos del 
principio de exclus ión. As í, se con cluye que existe u na expresión alternativa del principio de 
exclusión. (Condición más fue rte) : 

Un sistema que contenga varios electrones debe ser descrito p or unaeigenfunción total antisimétrica. 
La condic ión especificada por este segundo enunciado del principio de exclusión es más 

fuerte que la especificada por el primer en un ciado, ya que satisface aquella condición y además 
también satisface los requ isitos de indistinguibilidad que demandan e igenfunciones totales de 
una simetría definida. En aquellos cálculos mecánico-cuánticos que pretendan una completa 
exac titud, deberá u tilizarse la condición más fuerte, aunque la condición más débil, que es más 
fácil de aplicar, frecu entemente se utili-za en cálculos aproximados. El uso de estas condiciones 
en e) tratamiento de átomos multielectrónicos ser á estudiado en la sección 9-5 y se harán 
comparaciones entre los resultados que se obtienen cuando se aplica la condición fuerte y los 
que se obt ienen cu ando se aplica la condición débil. 

Al descubrir el principio de exclusión , Paul i encontró la respuesta a un problema que tenía mucho 
tiempo de existir en relación con átomos multielectrónicos. Escribió lo siguien te: 

"La pregunta de por qué en un átomo en su estado base, los electrones no se encuentran todos ligados a 
la capa más profu nda ya ha sido remarcada por Bohr como un problema fundamenta l en sus trabajos 
inicia les ... Sin embargo, con base en Ja mecánica clásica, este fenómeno no pod:íaser explicado convincente­
men te. El que Bohr en ese tiempo y en estudi os posteriores est u viese buscando una explicación más 
general me impresionó fuertemente". 

La explicación del problema por Pauli fue efectivamente general. Los electrones no pueden estar todos 
ligados en el mismo estado cuán tico en la capa más profunda del átomo, puesto que el sistema deberá ser 
descrito por eigenfunc iones to tales ant isimétricas, que desaparecen si sólo do1- electrones se encuentran 
en el mismo estado cuántico. Para hacer énfasis en qué tan fundamental es este problema, es preciso 
adelantarse un poco a este desarrollo para afirmar qué si todos los electrones en un átomo estuvieran en la 
capa más profunda, ent onces, ese átomo sería esencialmente como un gas n oble. El átomo sería inerte y 
no se combinar ía con otros átomos para formar moléculas. S i los electrones no estuvieran sujetos al 
principio de exclus ión, ésto sería válido para torJos los átomos y consecuentemente el universo sería 
radi calmente diferent e. Por ejemplo, sin moléculas, ¡no habría vida! 

Eje mplo 9 -2 Determine la fo rma de la eigenf un ción to tal antisimétrica normalizada para un sistema 
de rres part ícu las, suponiendo qu e la interacción entre las part ículas puede ser ignorada. 

Esto puede realizarse fácilmente, no tando que la eigenfunción to ta l ant isimétrica para un sistema de dos 
par tícu las 

l 
lfl.,.i = .J2. [t/la( l ) ,¡1p(2) - 'l'/J( l )v•.x(2)] 
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tarnbié11 puede escribirse como el llamado determinn.nte de Slater 

1 V'a( l ) V'11(2) 

1P .á. = J2 ! 1J)p (I ) 'Pp(2) 

donde 2! = 2 x 1 = 2. La identidad entre estas dos expresiones puede comprobarse desarrollando el 
determinante. Ahora bien, en forma de determinante, la extensión al caso de tres partículas es obviamente 

1 
'PA = JJ ! 'Pp(l ) VJp(2) 'Pp(3) 

'Py(l) VJ.,(2) 'Py(3) 

donde 3 ! = 3 X 2 X l = 6. Desarrollando este determinante se obtiene 

l 
= 

1
- [v,°'(l)VJp(2)./,y(3) + 'Pp( l )tpy(2)VJo,(3) 

"3 ! 
+ v,y(l)tpo,(2)'Pp(3) - 'Py Cl )'Pp(2) v,o,(3) 

- 'Pp(l) tpo,(2)1Py(3) - 'P11( l)'1',.(2)v,p(3)] 

Cada término en esta combinación lineal es solución de la ecuación de Schrodinger independiente del 
tiempo para la misma energía total, para una función de energía potencial en la que las variables pueden ser 
agrupadas en una suma de términos cada uno de los cuales depende de las coordenadas de una sola 
partícula, como en (9-2). Por lo tanto, la combinación lineal también es una solución. Intercambiando 
apropiadamente las marcas de las partículas, como se hizo en (9-11) para em sistema de dos partículas, 
puede verificarse fácilmente que es antisimétrica respecto al intercambio de cualquier par de marcas. 
También tiene la propiedad de ser idénticamente igual a cero, si cualesquiera dos de las partículas se 
en cuentran en el mismo estado cuántico espacial y de spin. Esto puede verse más fácilmente en el 
determmante mismo, ya que una propiedad bien conocida de los determinantes, es que se anulan si 
cudlesquiera dos de sus renglones son idénticos. No es difícil seguir el procedimiento señalado en el 
ejemplo 9-1 y demostrar que V'.á. estará normalizada si V'«( l )tpp(2)v,yt3), y términos similares, están 
normalizados. ~ 

En cuanto a otra clase de partículas, como para el caso de e lectrones, e l tipo de simetría que 
presentan es una cuestión que se determina por el experimento. Se en cuentra que si~temas de 
protones, neu trones o de a lgunas otras partículas, deben ser descritos por eigenfunciones 
totales antisimétri cas. Por otro lado, se encuentra que los sistemas de fotones, átomos de helio , 
y otras part ículas deben describirse por eigenfunciones totales simétriicas. Existen fenómenos 
muy importantes asociados con el tipo de simetría que presentan las partículas simétricas y el 
caso más espectacular es el comportam iento de "super fluíd o" que presenta el helio líquido a 
temperaturas cercanas al cero absoluto. Este, y otros ejemplos serán es tudiados en el capítulo 
11, que trata de las propiedades generales de sistemas que contienen un número grande de 
partículas, simétricas o an tisimétri cas. 

En la tabla 9-1 se presenta una lis ta de varias clases de partículas, s u tipo de simetría, así como 
el valor del número cuántico s que especifica la magnitud de su impulso angular de spin. 
Asimismo, se indican los nombresfermión y bosón que a lgunas veces se utilizan para distinguir 
las Jos clases Je partículas de acuerdo con su tipo de s imetría. Es muy in teresante hacer n otar 
que <lcbe exis tir una relación ent re el tipo de s ime tría de la partícula y su spin. El punto es que 
lodas las part ículas an tisimétricas poseen spin semicnlero, tal como ocurre con el e lectrón, 
111ie11tras que las part ícu las simétri cas poseen spi11 cero o entero. Es ta relación ha sido es tudiada 
por Pauli y ot ros, utilizando formas muy sofisti cadas de la mecánica cuántica , y a lgo se conoce 
.' º resp1•cto a su origen pero al nivel de este libro, lo aprop iado es deci r que el tipo de simetría de 
11111pa11 wula debe consi<lerarse como una propiedad hásica, C'O tn o la masa, la carga y el spin que 
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TABLA 9-1 Tipo de simetría de diversos partículas 

Partícula Simetría Nombre genérico Spin (s) 

Electrón Antisim étrico Fermión 1/2 
Positrón Antisimétrico Fermión 1/2 
Protón Antisimétrico Fermión 1/2 
Neutrón Anti simétrico Fermión 1/2 
Muón Antisim étrico Fermión 1/2 

Partícula o: Simétrico Bosón o 
Atomo de He (estado base) Simétrico Bosón o 
Mesón 1r Simétrico Bosón o 
Fotón Simétrico Bosón 1 
Deuterón Simétrico Bosón 1 

se determina experimentalmente. Una excepción a esta afirmación es que la simetría dP una 
partícula compuesta y ligada, como un átomo de helio, puede predecirse inmedia ramente a 
partir de las simetrías de sus partículas constituyentes . (Si la partícula compuesta contiene 11 n 
número par de partículas antisimétricas, será simétrica). 

Ejemplo 9-3 Determinar la forma de la eigenf un ción total s imétrira normalizada para un sis tema rle 
tres partículas en el que las inreracciones entre las partículas se despreria n. 

Análogamente a las relaciones en tre (9-8) y (9-9), la eigenfunción requerida puedP ohtener~e 
inmediatamente escribiendo la combinación lineal que se encontró en el ejemplo 9-2 pno con todos los 
s ignos positivos. Es decir , 

1 
tJls = 

1
- (v1a(l)tpp(2)v1y(3) + t¡1p(l)t¡1y(2) ,¡,a(3) 

y3 ! 

+ tpy(l)tpcc(2)tpp(3) + tpy( l)t/1p(2)v•oc(3) 

+ tpp( l)t/'oc(2)tpy(3) + V'oc(l),¡,y(2)vip(3)] 

Inmediatamente es evidente que esta combinación lineal es s imétri ca respecto al intercambio dP 
cualesquiera de dos marcas de las partículas. La normalización puede verifirarse utilizando PI prort>di­
mi enlo de l ejemplo 9-1. ~ 

9.4 El átomo de helio y las fuerzas de intercambio. 

Enseguida se considera una propiedad de las partículas indistinguibles que, cuando mPnos, l"S 

muy ext raña. Considérese un par de electrones en un sistema tal que se puede ignorar cua lquier 
interacción explícita entre las dos partículas (como la interacción de Coulomb). De acuerdo con 
(9-9), la eigenfunción total del sistema puede escribirse 

Esta eigenfu nción total ~n tisimétrica depencie tanto de las variables espaciales como dt> las 
variables de spin de los d0s e lect rones ya que los ~ímbolos a, (3, ,', ... especifican conjuntos de 
tr es números cuánticos más UT' número cuántico de spi:i. Para el contexto de este estudio, se 
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volverá a escribir de modo tal que las variables de spin y las variables espaciales aparezcan en 
factores separados, es decir, 

(eigenfunción total) = (eigenf unción espacial) x (ei~en fondón de spin). 

Así también, los dos fac tores tendrán una simetría particular respecto al intercam bio de marra:-.. 
En tonces, la antisimetría de la eigenfu nción total se podrá obtener, mult iplicando una 
eigenfun ción espacial simétrica por una e igenfunción de spin antisimétrica, o multiplicando 
una ~igenfunción espacial antisimétrica por una eigenfunción de spin simétrica. 

Las eigenfun ciones espaciales normalizadas, simétricas y an ti simétricas ti enen las forma:. 
utilizadas en el ejemplo 9-1 

eigenf unción espacial 
simétrica 

eigenfunción espacial 
antisimétrica 

(9-15) 

(9-16) 

donde 7P,.(l)VJ1>(2) y 1P1,( l )tpa(2) están normalizadas. Cada símbolo de la serie a, h, c, .... etc., 
representa un conjunto particular de tres números cuánticos espaciales únicamente. (A 
diferencia de las <x,/3, 11, ••• , que representan conjuntos de tres números cuánticos principa­
les y uno de spin). Desde luego que estas fo rmas son muy generales puesto que existe una gran 
variedad de 1Pa y V'1> diferentes para sistemas diferentes. 

La forma que toman las eigenfunciones de spin simétricas y antisimétricas es un asunto 
completamente diferente, puesto que la variable de spin no es continua, como en e l caso de las 
variables espaciales, sino discreta. Por ejemplo, para un electrón, e l spin sólo puede tener dos 
orientaciones respecto a un eje z cualquiera, ya que su componente z solo puede ser+ 1/2 o 
- 1/2. en unidades de ñ. Por lo tanto, funciones continuas, como las eigenfunciones 
espaciales clel átomo con un electrón presentadas en la tabla 7-2, no pueden ser utilizadas como 
e igenfunciones de spin. Para e l caso de dos electrones sin interacción, cada uno de los cuales 
Liene dos posibles orientaciones de spin; existen solo cuatro estados de spin posibles en el 
sistema y, por lo tanto, solo cuatro eigenfunciones de spin posibles. Dado que son tan pocas, 
pueden presentarse sus formas específicas. Si estas cuatro eigenfunciones se escriben de modo tal 
que tengan una simetría definida , entonces, una de ellas será antisimétr ica y las otras tres 
simétricas. Para escribir las eigenfunciones de spin en forma matemática, frecuentemente se 
usan matrices; pero en esta ocasión se escribirán como combinaciones de los símbolos+ 1/2, y 
- 1/2 ya que de esa forma su interpretación será mas obvia. 

La única posible eigenfunción antisimétrica de spin para los electrones sin interacción, es: 

eigenfunción de 1 
spin antisimétrica J2. (( + 1/2, -1/2) - ( -1/2, + 1/2)] (singulete) (9-17) 

Esta es una combinación lineal del símbolo (+ 1/ 2, -1/2) que especifica un estado en el que las 
componentes z de los spin tienen valores de 1/2 para el electrón l y -1/2 para el electrón 2, 
en unidades de ñ, y menos el símbolo(-1/2, +112) que especifica un estado en el que los 
componentes z son -1/2 para el electrón 1 y + 1/2 para el electrón 2. Debido a este signo 
menos, la combinación lineal es antisimétrica ante un intercambio de marcas de los electrones ya 
que un intercambio de esa naturaleza transformará el primer símbolo en (-1/2, + 1/2) y el 
segundo símbolo en (+1/ 2, - 1/2), combinando así e l signo total de la combinación lineal. No 
será necesario seguir manejando estos símbolos y sus combinaciones lineales y solo se utilizarán 
para t.lescribir estados de spin, de modo que no será necesario seguir especificando s us 
propiedades matemáticas (es decir , matric iales) . 
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Existen tres posibles eigenfunciones simétri cas de spin: 

eigenfunciones 
simétrica de spin 

( + 1/2, + 1/2) 

~ [( + 1/2, - l /2) + ( -1 /2, + l /2)] (triplete) 
J2 
(-1 /2,- 1/2) 

367 

(9-18) 

Su simetría es obvia puesto que en cada una de ellas, un intercambio de marcas no produce 
ningún cambio en la eigenfunción. Estas tres eigenfunciones describen los llamados estados de 
triplete, mientras que las e igenfunciones antisimétricas describen los Uamados eslados de 
singulete. Las cuatro anteriores eigenfunciones de spin están normalizadas. 

Se puede obtener una interpretación física de los estados de singule te y triplete cal<'ulando, 
para cada estado, la magnitud de S' y de la componente z S; del impulso angular de spin 
total S'. Este vector es 

(9-19) 

la suma de los impulsos angulare~ de spin de los dos electrones. S' y s; como todo impulso 
angular en mecánica cuántica , están cuantizados de acuerdo con las relaciones 

S' = Js'(s' + l)ñ 

FIGURA 9-2 

Diagramas vectoriales que representan las 
reglas para sumar los números cuánticos 
s 1 = 1 /2 y s2 = 1 /2 para obtener los va­
lores posibles de los números cuánticos s' y 
m:. Izquierda: El valor máximo posible de s' 
se obtiene cuando un vector de magnitud 
s1 se suma a un vector paralelo de magni­
tud s2, de modo que s' = s1 + Sz = 
1 /2 + l /2 = 1. Del valor máximo posible de 
la componente z de este vector se obtiene el 
valor máximo posible del número cuántico 
m;, y del valor mínimo posible de la compo­
nente z, se obtiene el valor mínimo posible de 
m;. Los valores intermedios de m~ (solo 
uno en este caso) difieren entre sí por núme­
ros enteros. Por lo tanto, los valores posibles 
son m: = + 1, O, -1. Derecha: Suma de un 
vector de magnitud s i = l / 2 a un vector anti­
paralelo de magni tud S 2 = 1/ 2 para dar un 
vector de magnitud s' = Si - s2 = 
l /2 - J /2 = O. La componente z de 
un vecto r de magnitud cero, debe ser también 
cero, de modo que el único valor posible de 
m ~ es cero. El término tripl ete se refiere al 
estado s' = 1 de donde resultan tres posibles 
valores de m; el término singulete se refiere 
:il estado s' = O, de donde resulta un solo va­
lor de m~ . 

N 

lll~ 
¡;; 

z 

m; 

o 

-1 

Triplete 

(9-20) 

N N 

~t !~ 
"' "' 
s' = O 

m;= O 

Singulete 
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Los números cuánticos satisfacen relaciones 

,u~= - s ', ... , +s' 
s' = O, 1 

(9-21) 

Las relaciones entre los números cuánticos, obtenidas al calcular S' y s; pueden explicarse y 
representarse por las reglas de la adición vectorial utilizadas en la sección 8-5. En la figura 9-2se 
muestran dos vectores de longitud s = 1/2 que se suman de modo tal que se forma un vector de 
longitud s' = O o 1, que puede tener, en el último caso, componentes z + l, O, -l. Como ya 
an tes se advirtió al estudiante, estos diagramas vectoriales deben interpretarse con cuidado, ya 
que los vectores en realidad no son impulsos angulares. Sin embar~o, sí se transmite 
correctamente la idea de que en los tres estados de triplete, que corresponden a s ' = 1, m; = 
+ J ; s' = l , m; = O; s' = J , m; = - 1, los spin electrónicos se encuentran 
esencialmente paralelos. En el estado de sÍnf?ulete s· = O, m ; = O, los spin e lectrónicos están 
esencialmente antiparalelos. En la figura 9-3 se intenta mos trar los impulsos angulares; sin 

~+~~~ = 

Estado de e--=:>. ~ 
triplete ~ +~ ~ = 

~+~~~ = 

o 

FIGURA 9-:J 

F.:,tado de triplete: Dos vectores de impulso angular de spin, de magnitudes S 1 = 
S 2 = .J ( l /2) (J /2 + 1) tz precede aleato riament~ pero acompasado, de modo 
que permanece apuntando en la misma dirección general, en torno al eje z vertical. Si 
~us co mponen tes z son ambas posi1ivas, S 1, = S 2, = +( 1/2) n,o s i son negali vas 
S 1, = S 25 = - ( 1/2) fi, su suma es un vector de sp1n tot~I de magnitud S' = 
,' J (1 + J) fi y una component e z pos itiva s; = + lfi , o componente z 
negativa s; = - 1 fi . Si los vectores de spin tie nen componen les z de s ignos 
opuestos, pero proceden de modo tal que s iempre apuntan en la misma dirección 
g1meral , e l vector de spin total tiene una compo nenl e z igual a cero, s; = O, pero 
111a111ie ne la magn it uJ S'= .J 1 ( l+J) /¡, porqu e precede en el plano perpendicular al eje 
.::. Estas son lastres pc,sibilidadcs qu e pueden oc.urrir en e l estado de triple te. Estado de 
\Út{{1tlete: s i los Jos vectores de spin ti en en componentes z de s ignos opuestos 1y 
pr<>cedf'n de modo tal qu e permanecen apuntando esencialmente en direcciones 
upu<>stas i>I vec tor de spi n to ta l tendrá una component e z. igual a cero, s; = O, ya que 
t1t'11<' mag11ituJ n·ru. Este es e l es tado de s ingu lel e. De hecho . los J os vectores de spin 
,e encuen tran Íul.'ra de- ías<' en este estado. Del mismo modo, en el es1ado <le 
t r,plt'Lt· s; = O los dos vectores están en fase . Estas fases se relacionan con los :signos 
111ás y 111 Pnos q111' aparecen entre los términos de las combinacio11es ltneal<'s de las 
,•1gcnf111wion,~s ,!f. ,;p111 to ta l<'" (9- 17) y (9· 18). 
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embargo, como realmente no se pueden representar las combinaciones lineales (9-17) y (9-18) , 
se encuentra un tant o simplificada. 

A continuación , se emplearán las ideas anteriores para explicar una propiedad fundamental 
de un sistema que contenga dos electrones. Si los spin de los electrones son "paralelos", y la 
eigenf unción de spin es una del triplete simétri co (9-18), la eigenfunci6n espacial deberá ser 
antisimétrica, como en (9- 16), con el fín de poder tener una eigenfunci6n antisimétrica total. 
C.Onsidérese esta situación para el caso en que las variables espaciales de los dos electrones 
tengan casi los mismos valores. Entonces VJaC l ) e:= VJa(2) ya que el primer miembro se calcula 
en las coordenadas del electrón 1, que son casi iguales a las coordenadas del electrón 2, que es 
donde se calcula el segundo miembro. Por e l mismo razonamiento v1b(l) ~ VJ1, (2) y consecuen· 
temen te 

En este caso, el valor de la eigenfunción espacial anti simétri ca es 

El resultado es que la densidad de probabilidad será muy pequeña cuando los electronPs en el 
es tado de triplete tengan coordenas similares es decir, cuando estén muy próximos entre sí. 
Como la probabilidad de encontrarlos muy próximos entre sí, es peque ña, los electrones en p/ 
estado de triplete actúan como si se repelieran entre si. Esto no tiene nada que ver con la repulsión de 
C.Oulomb, ya que se ha supuesto desde el inicio de este análisis, que no existe interacción explícita 
entre los e lectrones; en cambio, sí tiene que ver con las propiedades de eigenfuncionesespaciales 
antisimétricas. 

Las eigenfunciones espaciales simétricas poseen propiedades inversas. Si la eigenf unción 
espac ial de dos electrones es simétrica, y ocurre que tienen coordenadas casi iguales , entonce~ 
esa eigenfunción será: 

ya que una vez más se tendrá VJ/1) e:= V'a(2) y VJb( l) ~ VJb(2). Por lo tanto, la densidad de 
probabilidad tendrá el valor 2 VJ: (l )VJ:(2)1pb (1 )VJaC2) cuando los electrones con una eigen­
función espacia l simétri ca estén muy próximQs. Este valor es el doble del valor promedio sobre 
todo el espacio, de la densidad de probabilidad para la eigenf unción simétrica (ya que 
v1/ I )VJ

0
(2) están normalizadas, de modo que la integral de v,:(1 )VJ:(2)1,1,0 (1 )1,1,0 (2)sobre todo el 

espacio igual a u no, del mismo modo como la integral sobre todo el espacio de la densidad de 
probabilidad de la eigenf unción espacial simétrica). Por lo tanto, existe una alta probabi lidad dt' 
encontrar a los dos elect rones sin interacción muy próximos entre s í, sí en particular s u 
eigenfunción espacial es simétrica. Por lo tanto, si los spin de los electrones son "antiparalelos" 
y su eigenf unción de spin es el singulete antisimétrico, como en (9-17), la eigenfunción espacial 
deberá ser simétrica, como en (9-15), y los electrones en el estado de singulete actúan como si se 
atrajeran entre sí, ya que ex iste una probabilidad a lta de encontrarlos muy cerca uno del otro . 

En la figura 9-4 se ilustran las simetrías de superficies representando las dependencias en :r1y ;1·2 de 11na 
eigenfunción espacial típica, si mé trica o antisimétrica para un sis tema unidimensional que rontienf' dos 
partículas idénticas sin interacción. El caso particu lar que se muestra corresponde a una partícula e n f'I 
estado base de un potencial de pozo cuadrado infinito de anchura a, para la cual, la eigenfunción tit>ne la 
forma de media onda cosenoidal. La segunda partícula se encuentra en el primer estado excitado de ese 
mismo po te ncial, para la c ual la eigenfunción ti ene la forma de una onda senoidal completa. La superficie 
superior representa una si tuación en la que la part ícula con o rdenada x 1 se encuentra en el estado base 
(nótese la mitad del coseno en la dirección :i.:t)Y la partícula cuya ordenada es x 2 se encuentra en e l primer 
estado exci tado (nótese el seno completo en la dirección x2 ). Como las partículas son indist inguibl<"s, 
resulta igualmente posible qu e el sis tema se encuentre e n una si tuación en la que la partícula con 
coordenada x

1 
esté en el estado base. Esta si I u ación es la que describe la segu nda superficie desde arriba. 
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FIGURA 9-4 

Se ilustran las eigenf unciones espaciales an tisimétricas ,p_, del ejemplo 9-1 para un 
sistema de dos partículas idénticas s in int eracción en un potencial de pozo cuadrado 
infinito de anchya a cuando una part ícula se encuentra en el estado base con 
eigenfunción J 2/a cos (7T:i;/a) y la otra se encuentra en el prime r estado excitado 
con eigenf unción -,/2/a sen (27Tx/a) . Arriba: Se muestra el primer término de tp_ 

constru yendo la superfic ie cuya distancia por arriba o por abajo del plano x 1 , x 2 co­
rresponde al valor positivo o negativo de (2/a) cos (7Tx1/a) sen (27TX2/a). Medio 
superior: Superficie que describe el segundo término de 1JI_, es decir, (2/a) sen 
(21r:r1 /a) cos (1rx2/a). Medio inferior: El primer término por t/J2 menos el 
segundo término, mostrando en sí la geometría de tp_. Evidentement e el valor 
de '1'- es cero a lo largo de la línea x 1 = x 2 , y es pequeña en la vendndad de la línea. 
Por lo tanto, la densidad de probabilidad tp'!._tp_ es muy pequeña siempre que 
:c1 '.::::'. x 2 , y por lo tanto la probabilidad de que esta condición se satisfaga es muy 
pequeña. Abajo: La suma de los término.§. (2/a) cos (7T.-i;ifa) sen (211x2/a) y (2/a) 
sen (2rr:i:1/a) cos (rr.i.:2/a), por l /.J2 mostrando la eigenfunción espacial si­
métrica para el sistema, 'P+ . Esta eigenfunción tiene sus magnitudes máximas a lo 
largo J e la I ínea .r 1 = ;t·2. Por lo tanto, la densidad de probabilidad v1!VJ-1 tendrá las 
magnitudes de mayores si las dos partículas se encuentran en la misma posición en su 
pozo unidimensional y de este modo se concluye que existe una gran posibilidad de 
encontrarlas muy cercanas en tre sí. 

Cop.9 
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FIGURA 9-5 

Ilustración esquemári ca de la rendencia de los 
elect rones en un estado de spin triplete a 
estar relativamen te separados y la tendencia 
para electrones en un estado de spin singulete 
a estar relativamente cercanos. 
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Triplete Singulete 

Ambas siruaciones son permiridas en la mecánica cuán tica, tomando como eigen.funci6n del sistf"ma 1111a 

combinación lineal. por partes iguales, de las eigenfunciones que describen cualqu iera de los casos. L-.141 

puede hacerse tanto sumando como restando. Al resrar se obriene la eigenfun ción espacial an tisimélrwa 
del sistema, que se ilustra Pn la rercera superficiP ; al sumar, se obtiene la eigenfunción espacial simét, "'ª 
del sisrema , que se ilustra por la superfi cie en la parte inferior de la figura. Aquí. el punlo de inti-r;.s 
primordial es que la eigf'n fun ción espacial antisimétrica es cero a lo largo rle la línea .r

1 
= .c

2 
q1w 

correspo nde al caso en que las dos partículas estén en la misma posición, mienlras que la eigenfunc 11·•11 

espacial simétri ca alcanza su magnitud máxi ma a lo largo de esa línea. P0r lo tant o, la densidad ,1,. 

probabilidad 1/'*'P será muy peq ueña para i>I caso an tisimérrico y muy granel<> para el caso siml'-tn, n. 

<'uando se calcul e para coordenc1das de las partículas que sean casi iguales. 
En la mecánica clásica, podría resultar una situación aproximadamente anláloga, en un sistema que 

contenga dos partículas idénticas, si no se hace algún intento de diferenciarlas por alguna medición, f•n 1>I 
sentido de que la fimci6n de probabilida.d que describa al sistema será una combinación lineal, por parle!l 
iguales (una para la partícula 1 que se encuentre en un estado de energía mas bajo y la partícula 2 Pn u11 

estado de energía más alto, y la otra para cuando la partícula 1 está en un estado de energía más alto y la 
partícula 2 en un estado de energía más bajo). Pero este único resultado posible para esta situación, nn 
tiene analogía con los dos posibles resultados cuánticos, ya que en mecánica cuántica se trabaja co r 
e igenfunciones que pueden presentar interferencias ya que pueden ser de un s igno o de o tro (o aún 
complejas) y después se calculan sus probabilidades, mientras que en mecánica clásica se traba_ra 
directamen te con probabilidades que necesariamente deberán ser positivas y por tanto no pueden 
interferirse. 

Si el estudiante puede visualizar figuras similares, podrá ver que existen las mismas marcada ... 
diferencias entre las eigenfunciones espaciales simétricas y antisimétricas, cuando las partículas ~·· 
encuentren en cualquiera de dos estados diferentes de un potencial de pozo cuadrado infinito, o dP 
cualquier otro potencial de una, dos o tres dimensiones. Estas mismas conclusiones pueden obtenerse en 
sistemas que contengan mas de dos partículas idénticas con eigenfunciones espaciales que pueden ser 
simétricas o an tisimétricas respecto a un intercambio de marcas de cualquier par de partículas, ya qut' la 
geometría de los términos en la eigenfunción que implican las dos marcas, puede ser analizada del mismo 
modo que para un sistema que contenga solo dos partículas. 

Los casos d e triplete y singulete para un s istema de dos electrones se i lustra esquemál ica­
mente en la fig. 9-5. E l requisito de que una descripción adecuada de l sistema debe utilizar una 
e igenfunción total que sea antisimétrica, ante u n intercambio de sus marcas, conduce a un 
acoplamie nto entre s us variables espaciales y de s pin. Actúan como si estu vieran bajo la 
influencia de una fuerza cuyo s igno dependie ra de la orientación re lativa de sus s pin. A esta se le 
llama fuerza de intercambio. Se tra ta puramente de un efecto mecánico-cuán ti co y n o 1 ieni> 
análogo clásico. 

las fuerzas de intercambio no se producen entre e lectrones cons treñidos siempre a pNma· 
n ecer separados. Un ejemplo de lo anterior son los electrones de dos átomos de hidrógeno que 
estén bien separados entre s í. De hecho, n o será necesario to mar en cuenta ninguno de los 
requis it os de indis tinguibilidad , para un par de partículas idénticas que estén tan separadas que 
su s fun ciones de onda no se tras lapan. La razón es que s implemente estas partículas pueden 
distinguirse entre s í por m edio de m edic iones apropiadas. 

Las fu erzas de inte rcambio se originan entre dos e lectrones en el m ismo átomo o entre <lo~ 
n e utrones o dos protones en e l mismo núcleo Lo ante rior se demostrará, considerando los 
niveles d e en e rgía más bajos del átomo de helio. 
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FIGURA <>-<> 

l :1¡11ll'ldu: N" elt·-. di> t- rwrgía dt>I l1elto pr<>di­
.-lios por un 1ra1aniit>rllo i>11 el cual ~e ignora la 
mteral'c ión t>lt>clrón · electrón . Derecha: Es­
tado bast• ~ prime>ros r uatro estados exci tados 
del hc·lio , c.let,•rrninados a pa r ti r del espectro 
ohser\'aJo. 
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Ejemplo 9 -4 . El tra tamiento más s imple, pero men os preciso , del átomo de helio, implica ignorar la 
interacción de Coulomb en tre sus dos electron es y tomar la e nerg ía to tal del á tomo, como la suma de la 
e11i>rgía Je cada electrón, considerado como en un á tomo de un i:.ol o electróñ , en torno al núcleo de Z = 2. 
l ' t ilizar este tratamienlo para predecir las en ergías del estado base y del pr ime r estado excitado del á tomo. 

De (7-22). para los eigenvator<;s del á tomo con un so lo e lectró n , se tien e 

E= 
(4 )

.,.,, ., •) 
1T€0 • - ,.,,l 

4 X 13.6 eV 
=- -----11¡ 

( 47T€0)22/i:i11~ 

4 X l 3.6 eV 

donde se toma 7, = 2. En el estado base, los números cuán ti cos 111 y n;ison iguales a 1, y se obtien e. 

E = - ( 4 + 4) x 13. 6 e V = - 109 e V 

En 1•1 prinwr estado exci tado, un o de estos núm eros c uán t icos es igual a 1 y el o tro igual a 2, obteniéndose 

E= -(4 + 1) x 13.6 eV = -68eV 

1~1.s c>1wrgía:-. predidias se muest ran en el pri me r m iembro del d iagrama de en ergícs de la figura 9-6. E n el 
-.!'gun.tu m1t"mbro de la figu ra se muest ran las energías de los primeros n iveles del h elio, o btenidas de 
nwdidas del e!Spt><'lro óp1ico emi tido por d icho á tomo. Las predi ccio nes son bastan te incorrec tas debido a 
i¡1w la i11teracTió11 Ut' Co11 lon11J c>n t rr los dos e lec trones del á torr:o 110 es realmente despreciabl e en 
1·o mparac1ón con las interacciones <le Coul o mb ent re cada e lec t ró n y e l núcleo, como se su puso en este 
tratam1t>11lo s imple y también porque el tralamient o ign ora las fuerzas de int ercambio. ~ 

En la íigura 9-7 se ind ica e l origen de los pr imeros ni veles de energ ía de l á tomo de he lio . El 
prirn<'í miem bro de la íigu ra mues tra la energía de los n iveles que se en contra rían s i no ex is tiera 
inte ra,·ciún de Coulomb en t re los e lectro nes, como en e l ejemplo 9-4. Si es te fu era el caso, la 
t>nNgía rotal sólo sería la suma de las e ne rgfas <le l á tomo con un so lo electrón pa ra cada electró n 
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FIGURA 9-7 

Niveles de energía profundos del helio. fz. 
quierda: Niveles que se encon trarían si no 
existieran interaccion es de Coulomb entre los 
electrones. Centro: Niveles que se encontra­
rían si ex istiera una interacción de Coulomb 
pero no fuerza de intercambio. La concor­
dancia es excelen te entre estos niveles y los 
que se muestran a la derecha de la figura 9-6. 
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moviéndose en torno al núcleo con Z = 2, en estados que serían descritos por las eigenfun­
cion ~s del átomo con un solo e lectrón con los números cuánticos indicadog. En el centro de la 
figura se muestra, en parte, el efecto de la interacción de Coulomb entre los elt>ctrcne!­
Dado que los electrones tienen carga del mismo signo, esta energía de interacción es positi­
va, por lo cual los n iveles de energía están más elevados. Además, el nive l superior Pst{ 

dividido en dos, puesto q ue los e lectrones se encuentran algo más separados, en promf'dio 
cuando uno de éllos tiene n = l ,l = O, y el otro 11 = 2,1 = O,que cuado uno ti en f' n =- l , 
/ = O y el otro tiene n = 2 , I = 1. Lo an terior puede aclararse si se examinan las densidacl~t 
de probabi lidad radial para el átomo con un solo elec trón que aparecen en la figura 7-5. Como Ir. 
pnergía asociada con la interacción de Cou lomb entre los e lec trones es inversamente r.,ropor<'io­
nal a su separac ión, la energía del átomo se eleva menos para el primer conj un lo de números 
c.uánticos y la e igenfunción con respecto al número cuántico l (encontrado en á tomoc; C'nn un 
e lectrón) queda eliminada por es ta inte racción. En el segundo miemhro de la figura 9-7, :'l<' 

muestra el efecto de la fuerza de intercambio. En el estado de triplete, los e le~trones tienden a 
mantenerse separados, mientras que en e l estado el e singule te ti enden a mantenerse unidos. Por 
lo tanto, la interacción de Coulomb entre éllos es rela tivamente menos efec t iva en aumentar la 
energía del átomo en estados de triplete, y re lativamente más efectiva en el es tado de s ingul i>te. 
Asimismo, pa rt e de la degeneración ,n

8 
(de átomos con un electrén ) también se el imina por la 

interacción de Coul9mb entre los e lect rones, y los niveles se dividen aún más en nive les de 
tr iple te y singulete. Estos son los niveles que se observan de las med idas del espec tro del átomo 
de helio. De la mecánica cuántica, puPden obtenerse res ultados cuantitativos qu e seari 
concordantes con las medidas experimentales, s iempre y cuando se sumen a las en~r~ía•, 
en contradas en e l ejemplo 9-4, los va lores esperados de las energías debidas a la repu ls ión d , 
Co ulomb entre dos e lectrones. Estos valores de expec tac ión se ca lculan u tili zando eigenfu1,­
ciones totales an ti simP>tricas, compues tas de eigenfunciones de átomo con un e lec trón par a 
Z= 2. 

E!> particularm enl e inte resante hacer notar que en la figura 9-7 no aparece un nívf'I de lriplt"f ,· 
co rr~spondiente a l nivel dt> sin~ule tP. de l es tado hase• del helio. No aparece porqu<' la 
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eigen función espacial an lisimétrica que debe utilizarse multiplicando a la eigenf unción 
simétrica de spin del triplete, tiene la forma 

En el es tado base, su valor es idénticamente igual'a cero ya que los números cuánticos espaciales 
para ambos electro1ies tienen los mismos valores n = 1, l = O, mi = O. Ahora bien, de 
acuerdo con el principio de exclusión, solo puede tenerse un estado de singulete en el estado 
base, ya que los números cuánticos de spin deberán ser diferentes en los dos electrones, es decir, 
los dos electrones deberán tener spin "antiparalelos". Históricamente, este argumento fué 
propuesto en el orden opuesto. El hecho experimental de que en e l espectro del helio no 
aparezca este es Lado de triplete, fué una de las principales evidencias que condujeron a Pauli a 
descubrir el principio de exclusión. 

9.5 Teoría de Hartree 

En este punto se inicia el estudio mecánico cuántico de átomos multielectrónicos que ocupará el 
resto de este capítulo, y el capítulo siguiente. Comparados con sistemas simplificados unidimen­
sionales y aun con el átomo con un electrón, los átomos multielectrónicos son bastante complica­
dos, pero pueden ser tratados de modo razonable utilizando una serie de aproximaciones sucesi­
vas. Solamente las interacciones más importantes que experimentan los electrones atómicos 
serán tratadas en la primera aproximación y después, el tratamiento se hará más exacto, en las 
aproximaciones siguientes que tomen en cuenta las interacciones menos importantes. De este 
modo, el tratamiento se parte en una serie de pasos, ninguno de los cuales es muy difícil. Los 
re~ultados que se obtienen, ciertamente justificarán e l esfuerzo invertido, ya que ee tendrá un 
conocimiento detallado de los átomos, que son los constituyentes de todo en el universo. 
Además, resulta muy provechoso estudiar los procedimientos que se utilizan, por sí mismos, ya 
que son típicos de los utilizados al resolver los problemas reales de la ciencia y la ingt:niería 
profesional, contrastando con los problemas artificiales de ciencia e ingeniería de los libros<!~ 
texto . 

En la primera aproximación que se emplea para tratar un átomo multielectrónico de número 
atómico Z, debe considerarse la interacción de Coulomb entre cada uno de s us Z electrones de 
carga -e y su núcleo de carga +Ze. Dada la magnitud de la carga nuclear, ésta constituye la 
interacción mas fuerte que siente cada electrón. Pero aún en primera aproximación deben 
cun$iderarse también las interacciones entre cada electrón y los demás electrones del átomo. Estas 
interacciones son individualmente más débiles que la interacción entre cada electrón y el 
núcleo, sin embargo, como ya se vió para el caso del átomo de helio en el ejemplo 9-4, de ningún 
modo son despreciables. Además, en un átomo multielectrónico típico, existen tantas interac­
ciones en tre un electrón y todos los demás electrones, que su efecto neto es muy fuerte, 
exceptuando e l caso en que el e lectrón se encuentre muy cerca del núcleo, como se ilustra en la 
figura 9-8. 

Por otra parte , la primera aproximación no debe ser tan complicada que la ecuación de 
Schrodmger res ultante sea insoluble. En la práctica, es te requisito implica que en un primer 
enfoque, /o:, electrones atómicos deben ser tratados como moviéndose independientemente, de modo 
qut· el n1ovimienlo dt" un electrón no dependa del movimiento Jel resto. En ese caso, la ecuación 
de ',clirodingcr inJependien te del tiempo puede :,epararse en un conjunto de ecuaciones, una 
para quia t>l<•t· lrón que puc·dC' resolve rse sin mucha dificullad puesto que solo in vo lucra las 
cuordcnada~ de un solo electrón. Obsérvese que ésla fué la forma como se obtuvieron las 
snlu«·ione~ (1)-3) ele la ecuación de Schrodinger independienle del tiempo, (9-1), para <los 
part k ula5 111 0 , iéndosc inclrp• ndiente,nente en una caja. 
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FIGURA 9-8 

TEORIA DE HARTREE 

Superficie del 6tomo 

Izquierda: La in I ensa fu erza atractiva ejercida por el núc leo sobre un elecl rón cercano 
a la su perficie de un átomo y las fu erzas repulsivas débil es ejercidas por los otros 
electrones. El efeclo neto de las fuerzas repulsivas es importante porque tienden a 
reforzarse entre sí. Derecha: La mu y intensa fu erza atractiva ejer cida por el núcleo 
sobre un electrón cercano al centro de un átomo y las fuerzas repulsivas débiles 
ejercidas por los o tros e lectron es. En este caso las fue rzas repu lsivas tienden a 
cancelarse entre sí. 
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Entonces, se presen ta un conflicto entre los requerimientos mencionados en los dos últimos 
párrafos; de be considerarse la interacción de Coulomb entre los electrones y al mismo tiempo 
los electrones deben ser tratados como moviéndose independientemente . S uponie ndo qu«> carla 
electrón se mueve independiente en un potencial neto V(r ), esféricamente simétrico, dondP res la 
coordenada radial del electrón respecto al núcleo, puede obtenerse con cordancia entre esos dos 
requerimientos. El poten cia l ne to es la suma del potencial de Coulomb atractivo esféricamente 
simé trico debido a l núcleo, y el potencial de Coulomb repulsi vo, esféri camente simét rico quP 
representa el efecto promedio de las interacciones de Coulomb repulsivas en tre un electrón 
típ ico y sus Z-1 vecinos . En la figura 9-8, puede observarse que cerca del centro del átomo, el 
comportamiento del pote ncial neto que actúa sobre un e lectró n, debería ser esencialment P 
como e l potencia l de Coulomb debido a la carga nuclear +Ze. La razón está en que en esta región 
las interacciones del e lectrón con los demás electrones, tie nden a can celarse. Puede observars,,. 
también en la figura que muy lejos del centro , el compo¡tamiento de l potPncial neto debf'rá ser 
esencialmente como el deb ido a una carga neta +e, que representa a la carga nuclear +Ze, 
apantallada por la carga - (Z-l)e de los demás electrones. 

En el estudio de muchos campos de la fís ica, se puede e ncontrar e l procedimiento de 
introdu cir un pote ncial neto: por ejemplo, en el " mode lo de capas", que proporciona una 
descripción sencilla pero úti l, del comportamiento de neutrones y protones en un núclt>o , como 
se verá en e l capítulo 15. 

Podría parecer que no existe una forma de en contrar e l potencial neto de un átomo, a 
distancias intermedias del cen tro . El problema es que eso obviamente depende de los detalles dt> 
la d is tribución de carga de los electrones a tómiros, y esto no p11<'de sa her -.e has ta que no !'.e 
ohlPngan so lu ciones de la rcua<'Íó n de Schroclinger (Jll<' conlierw ni polPnr ia l ne to. Sin embargc,, 
i'·-, lo -.e so l11<'iona requ iriendo q11e el po!C'nl'ial nt'f o sPn rwtorons1str1111•. E~ dt·<·ir, s i se calcu la la 
distribución de carga e lect rónica a parti r del potencial neto cor rec to y después de calcular e l 
p<t11·1winl rw to a partir de esa disr ribució 11 dt- carga, dehe ,·ondi, ·ionar-..(' :r qne e l po tenci<i l 
n·-..11l1nntc· "<'ª e l mismo qtH'' el utilizado iniC'ialme nl<' . Corno -..,· ,·i>rií. <''-'ª r·ondición de 
;1111,w1111:,,i:-1c11cia (>S s 11fi c ien te para determinar e l potencial 11,·111 , ·orr,·1· 111 . 

l..:i ma yor parte del trabajo en es te campo ha sido realizada por Doup:las ll artri>P y sus 
co labo radores. desde 1928 y cont inúa a la fecha. Implica reso lv{'r In ccua(' ión de Schroding1·r 
i 11d t' rw1 HI ien Le dt>l I iempo para u 11 !s is tema de 7, e I ec l ron es que S<' m uf'ven iirdcp('r, rlien temenl,, , , 
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t·I úlomo. Es ta ecuación es a náloga a la ecuación para dos e lectrones moviéndose independicn­
t1·nwntc e11 una caja, (9-1), e n e l sent ido que e l po tencia l a tó mico to tal, puede escribirse como 
1111a s uma de u n conjunto de Z po te ncia les netos V(r) idé nticos, cada uno de los cuales so lo 
depf>nde de )a coordenada radial r, de un sólo electrón. Consecuenteme nte, la ecuación puede 
s1~pararse en un conjun to de Z ecuaciones de Sch rod inger independie ntes de l tie mpo, todas de la 
111t !-- lllil fornrn y eada u na describif>ndo a un electrón q ue se m ueve inde pendientement e e n s u 
po1t·11c·itd ne to. Una ecuación de Schrodingcr independiente de l ti empo típi ca para un e lec t ró n 
('S 

_ h
2 

v 2 rp(r,0,<p) + V(r ),¡i(r,O.q,) = Et¡,(r,0,<r) 
2111 

(9-22) 

En este caso r, O, <¡ son las coorde nadas polares esféri cas de l e lect rón típico; ,2 es el 
operador laplaciano en estas coordenadas, dada en (7-13); E es la energía to tal del elect rón ; V(r) 
es el potencial ne to; y 'l/J(r ,O,<p)es la eigenfunció n de) electrón . La e nergía tota l d el á tomo 
estará da<la por la suma de estas Z energ ías totales. La e igenfunción to tal para el áto mo se 
compone del producto de las Z eigenfunciones que describen el mo vimiento de los e lectrones 
que se mueven independ iente mente . 

luicialmente, no se conoce la forma exacta de l po ten cia l ne to V(r} que expe rimenta un 
e lect rón típico, pero puede determinarse s iguie ndo el tratamiento autocons is tente compuesto 
de los s iguientes pasos: 

l . Una p r im era es timació n respecto a la forma J e V (r) pued e obten erse tomando 

Ze2 

r- o ---
V(r ) = 4 TTE"0r 

(9-23) 
e2 ,. _ co 

4TTE"0 r 

, 1111a i11 terpolación razonable de los valo res intermedios der. Esta es timación o primer inte nto 
se basa en la idea, antes mencio nada, de que muy cerca de l núcleo , la atracción d e Coulomb 
co,nplcta de las +Ze cargas afecta al eleclrón , mientras que s i e l e lectró n está lejos del núcleo, 
si<'n 11' so lo u 11a carga ne ta +e, ya que la ca rga nuclear queda apantallada po r la carga -(Z- l) e 
Je 111 .. o tros electrones q ue rodean el n úc leo. 

~- ~,e res uelve la ecuación de Schrodinger independiente d el ti empo, pa ra u n electrón típico, 
(t.>-22), u tilizando el po tencial ne to V(r) que se obtuvo en el paso anterior. Es to no es fácil de 
i"\',di,.ar, pusto que la parte radial de la ecuación d ebe resolverse por integració n numérica , 
como en el apénd ice F, ya que V{r) es una función complicada. Las e igenfunciones para un 
el, ,lrún típico que se enc ue ntran en este paso son : '!p,,,(r ,O,<p), 'l/Jp(r,O,<p), 'lpy(r,O,<p), ... . 
1 1.:. lis ta aparecen por o rde n creciente de energías d e los correspo ndientes ei ~-anvalores 

e,. E,, . ... Cada u no d e los s ímbolos a, {J. y, . . . , es tá e n lugar del conj~mio com­
de números cuánticos del electró n , tres espaciales y uno de spin. 

,.1. Para ohtener e l estad o base de l átomo, los estados cuá nticos de sus electront:s se van 
llenando <le tul modo, que la e ne rgía to ta l sea m ínima y q ue a l mismo tiempo se satisfaga la 
cundir1ón más débi l dd p ri ncip io de exclus ió n . Es decir, los es tados se llenan por o rden 
crt•1·1t·11tc de Pnergía, con u n elect rón en cada estado, como se ilust ra esquemá ti camente en la 
fig ura ~)-9. E11 tunres, la eigenfunción correspondie nte al primer electró n se rá 1p,,,(r

1
,01.<¡•1), la 

eig<'11Íu11ci1ín para el segu ndo será i¡111 (r".!.JJ2 .r¡ :i), y así sucesivame nte a lo largo de las Z 
1·igt•11funcione-.; correspondientes a los Z eigen valores más bajos obtenidos e n el paso a nterior . 

k Cura las cigenf u 11 c-ioncs obtenidas e n el paso a nteri o r , se calc ulan las dis tribuciones d e 
<:arga c•IPctrún ira del á to mo. Es to se rea liza to mando como dis tri b ución de carga del electró n , e l 
prodtwlo Jp su .-arga - <' por la fu nció n densidad de p robabilidad 1¡,*'lp. Ec; to se j us tifi ca 
porquc· 'l'*'I' d<•tcrulina b r'robabil idad <le qtte lu carga S<' enc ue ntre en va rios lugares de l á tomo. 
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FIGURA 9-9 

Diagrama esquemático de niveles de energía 
que ilus tran e l efecto del principio de exclu­
sión de limitar la población de cada estado 
cuán tico de un átomo con seis electrones. 
Obsérvese que la energía total del átomo sería 
mucho más negativa si no opera ra el principio 
de exclusión . El diagrama no indica que mu­
chos estados cuánticos son realmente dege­
nerados, ni se ha intentado que el espacia­
miento en tre los ni"Veles sea realista. 

TEORIA DE HARTREE 377 

--------E-y 

--------EfJ 

--------Ea 

Para determinar la distribu ción de carga total del átomo, vista por un electrón típico, es 
necesario sumar las distribuciones de carga de Z - 1 electrnnes representativos a la 
distribución de carga nuclear, tomada como carga puntual +Ze colocada en el origen. 

5. La distribución de carga total , que se obtuvo en el paso anterior es u t ilizada para calcular el 
campo eléctrico que produce, mediante la ley de Gauss de electrostática. En seguida, se calcula 
la integral de este campo e léctrico para obtener una estimación más precisa del potencial neto 
V(r) que experimenta un elec trón típico. Generalmente, esta nueva V(r) es diferente de la que 
se estimó en el paso 1. 

6. Si el potencial resulta apreciablemente diferente, se repite todo e l procedimiento 
empezando en el paso 2 , utilizando la nueva V(r). Después de varios ciclos (2 -- 3 -~ 4 -.. 5 
- 2 -+ 3 -+ 4 -+ 5 -+ · · ·)la V(r) que se obtiene a l final de un c iclo es esencialmente la misma 
que la que se usó en el principio y ésta V{r} es el potencial neto autoconsistente, de modo que las 
eigenfunciones calculadas a partir de este potencial describirán los electrones en el estado base 
de un átomo multielectrónico. 

En el procedimiento de Hartree, la condición más débil del principio de exclusión se satisface 
por el requisito del paso 3, de que solo un electrón se encuentre en un estado cuántiro. 
Sin embargo, la condición más fuerte no se satisface, puesto que no se utilizan e igenfunciones 
totales antisimétricas. Esto se debe a que una eigenfunción antisimétrica implicaría una combi­
nación lineal de Z! = Z(Z - 1) (Z - 2) ... 1 términos; que resulta ser un número muy grande 
para la mayoría de los átomos, excepto aquellos de Z muy pequeña. El procedimiento ya es, e 11 
sí, bastante complicado , y el uso de eigenfunciones anti simétricas lo haría aún más difícil. De 
cualquier forma, el efecto principal de emplear eigenfunciones antisimétricas tota les sería 
di sminuir la distan cia entre ciertos pares de e lect rones y aumentarla en tre otros, dejando la 
di stribución el e carga e lectrónica promedio, esen cialmente invariable. Como en la aproximación 
de Hartree, la cantidad más importante es la distribución de carga electrónica promedio, e l u sar 
eigenfuncion es que no tienen una simetría definida no introduce errores significativos. Lo 
ante rior ha sido verificado por Fock, quién realizó cá lcu los con eigenfu nciones totales 
an ti simétri cas, para un número de átomos restringido, y comparó sus resultados a los 
obtenidos por Hartree. Sin embargo, en el siguiente capítulo, cuando se estudien los estados 
excitados de los átomos, será necesario tomar en cuenta el hecho de que la eigenfunción total 
ant isimét ri ca es la que debe emplearse si se desea hacer una descripción completa y ace rtada de 
un sistema de elec trones. Los cá lculos de Fock, y los que se considerarán en e l siguiente cnpítulo 
son factibles, porque realmente solo es necesario antisimetrizar aquella parte de la e igenfunción 
total que describe e l comportamiento de un limitado número de elect rones en una "suhrapn 
parcialmente ll ena", como se verá más adelante. 

Es interesante recordar , desde el punto de vista his tóri co, que una rle las primNa~ 
computadoras digitales granrles, fu é utilizada para realizar los cálculos rlt· Har lree. l lt ilizaba 
"rclays" romo e lemen toi:; intrrrnplorf's, en luga r de lns rran<; istore" Pll In-... ,·omputadoras 
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modernas. Pero aún es computadoras modernas, es tan grande el tiempo que se consume, que 
los resultados correspondientes a una gran variedad de átomos fueron obtenidos sólo hasta los 
años 60, por Herman y Skilman. Estos resultados proporcionan una explicación muy satisfac­
toria Je las caracter ísticas esenciales de todos los átomos multielectrónicos en sus estados base. 
Como se verá, la explicación no es demasiado complicada. 

9.6 Resultados de la ,teoría de Hartree 

Las eigenf unciones que se encuentran en la teoría de Hartree para electrones en el potencial 
ne to de simetría esférica de un átomo multielectrónico, están muy relacionadas con las 
eigenfunciones que se discu tieron en el capítulo 7 correspondientes al átomo con un solo 
e lectrón. De hecho, las eigenfunciones de Hartree se pueden escribir como: 

(9-24) 

Las eigenfunciones están identificadas por el mismo conjunto de números cuánticos n, l , mi, 
1116 , que se utilizaron para las eigenf unciones del átomo con un electrón. La eigenfun ción de 
spin, deno tada por (ms), es exactamente igual a la correspondiente al átomo con un electrón. 
Además, las funciones que describen la dependen cia angular E>im,(8) y <Dm, (<p) , también son 
exartamente las mismas. Esto se debe a que la ecuación de Schrodinger independiente de l 
tiempo, para un elect rón en un poten cial neto esféricamente simétrico (9-22), tiene una forma 
exactamente igual que la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para un electrón en 
el potencial de Coulomb esféricamen te simétrico, (7 -12), por lo que corresponde a O y <p . Por 
lo tanto. (9-22) conduce direc tamente a (7-15) y (7-16), cuyas soluc ion es son 8i 111 ,(8) y 
<1>m (q,). Consecuentemente, todo el análisis del capítulo 7, respecto a la dependencia con(} y 

¡ 

<p de las eigenfunciones de un electrón en un átomo monoelectr6nico, es aplicable directarnente a la 
dependencia de las eigenf unciones de un electrón en un átomo multielectrónico con e y cp . 

Como ejemplo, en (7 -32) se muestra que la suma de las dens idades de probabilidad 
relacionadas con las eigenfunciones del átomo con un ·electrón , para n = 2, I = 1, y todos 
los valores posibles de mies esféricamente simétrica.Desde luego que esta afirmación también es 
vál ida para n = 2, l = O y su validez puede demostrarse para cualquier valor den y l. Del análisis 
anterior puede concluirse que esa afirmación debe aplicarse también a las eigenfunciones de 
átomos multielectrónicos . Ahora bien, cuando un átomo multielect rónico se encuentra en su 
estado base, los estados cuánticos de energía más baja, se encuentran completamente llenos, lo 
que quiere decir que para casi todos los valores den y l existen electrones en estados con todos 
los posibles valores de m i. Como la suma de las densidades de probabilidad, para estos 
t!lectrones, es esféricamente simétrica, su distribución de carga total también lo es. A lo más, 
sc:., lo unos cuantos electrones, en los estados de energía más alta, para los cuales podría ser que 
no todos los estados correspondientes a todos los valores posibles de m i estén llenos, podrán 
contribuír a cualquier asimetría en la distribución de carga. En el paso 4 del procedimiento de 
Hart ree, la distribución de carga se toma como totalmente esféricamente simétrica; es decir, es 
el mejor ajuste de una distribución esféricamente simétrica a la distribución que realmente se 
obtiene. 

La dependencia en r de las eigenfunciones para un electrón en un átomo multielectrónico, no es 
igual que para un electrón en un átomo con un solo electrón. Esto se debe a que el poten cial neto 
f ' (r) que interviene en la ecuación diferencial que determina las funciones R111(r), no tiene la 
misma dependencia en r que el potencial de Coulomb. En la figura 9-10, se muestran ejemplos 
típicos <l el comportamien to radial de las eigenfunc iones de átomos multie lectrónicos. En la 
figura ~e muestran los resultados de un cálculo tipo Hartree para el átomo de argón , Z = 18, en 
té rminos de las can tidades 2(2/ + 1)r 2R~i (r ) = 2(2/ + l)P111(r) do nde P~,i(r) es la den­
sidad de probabilidad radial de(7-28), que satisface la probabilidad de encontrar un elec trón, 
co 11 11Ílmeros cuánticos n y l, y en una posición con probabilidad radial cercana a r. Como 
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FIGURA 9- 10 

RESU l T ADOS Dt LA TE0RIA DE HARTREE 

n = 2. l = 1 

0.5 

,,,.--n=3,l=I 
/' ..... ,, 

' ········ ',, ··················· ....... ..._..._ __ 
········ 

1.0 
··············· 

l.5 2.0 2.5 
r/a0 -

3.0 

Argón 

3.5 4.0 

Densidades de probabilidad radial, de la teoría de Hartree para los estados cuánticos 
ocupados del átomo de argón, graficados como función de r/a0 , la coordenada radial 
en unidades del radio de la primera órbita de Bohr del átomo de hidrógeno, a0 . 

Para cada n la densidad de probabilidad se concentra en un intervalo restringido de va­
lores de r/a0 , llamado capa. Obsérvese que el radio característico de la capa más ex­
terna (n = 3) tiene un valor de r/a0 solo ligeramente mayor que 1.0, mientras que el 
radio característ ico de la capa más interna (n = 1) tiene un valor de r/a0 mucho me­
nor que 1.0. Es decir, la capa más externa del argón es solo ligeramente mayor en radio 
que ci0 , que es el radio de la única capa del hidrógeno. La capa más interna del argón 
tiene un radio mucho menor que la capa del hidrógeno. 

379 

existen (2/ + 1) valores posibles de m 1 por cada l, y como para cada uno de estos existen 2 
valores posibles de m 8 , la cantidad 2(2/ + 1 )P nt< r) es la densidad de probabilidad radial para 
los estados cuánticos con números cuánticos n y l, por el número total de e lectrones que el 
principio de exclusión permite que ocupen esos estados. En el estado base del argón, dos 
electrones ocupan el estado para n = 1, I = O; dos para n = 2, I = O; seis para n = 2. 
/ = l ; cios para n = 3,/ = O; yseispara n = 3, I = l. Estos sonlosestados quesP. 
encuentran llenos en el estado base del átomo, porque como se vió antes, son los de menor 
energía. 

En la figura 9-11 se muestra la densidad de probabilidad radial total P (r), para el átomo de 
argón, que corresponde a la suma de la densidad de probabilidad radial para cada estado, tomada 
sobre los valores den y l ocupados en e l á tomo, por el número de electrones contenido en cada 
uno de dichos estados. Es decir, P(r) determina la probabilidad de encntrar algún electrón con 
coordenada radial en la vecindad de r. 

En la figura 9-11 se muestra también la dependencia radial del potencial neto V(r) en el cual 
se mueve cada electrón del átomo de argón , que se obtiene de un cálculo tipo Hartree para ese 
átomo. El potencial neto no se presenta directamente sino que indirectamente en términos de 
una cantidad conveniente Z(r) por medio de la re lación 

V(r) = 
Z(r)e2 

(9-25) 
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FIGURA 9-11 

Densidad de probabilidad radial total P(r) del átomo de argón y la cantidad Z(r) que es­
pecifica su potencial neto. 

Cop.9 

Obsérvese que la figura muestra Z(r)-. Z cuando r -. O, y Z(r)-. ! cuando r-. oo, en 
concordancia con las ideas estudiadas en (9-23). 

Examinando las gráficas de P ni(r) de la figura 9-10, puede observarse que, para los 
e lectron es en estados cuyo número cuántico n tiene un valor común , las densidades de 
probabilidad son grandes, esencialmente en e l mismo intervalo de r. Se dice que estos 
electrones se encuentran en la misma capa, terminología que ya se usó anteriormente en 
relación con átomos de un solo electrón. Además, el intervalo de r para e l cual las dens idades 
de probabilidad son grandes (la "anchura" de cada capa) se restringe lo sufi ciente como para 
que Z(r ) tenga un valor razonablemente bien definido en ese intervalo. 

Estas circunstancias constituyen la base de una aproximación que, aunque burda, res ulta útil 
para describir los resultados de la teoría de Hartree, en la cuPl los electrones de la capa 
identificada por 11, en un átomo multielectrónico, son considerados como moviéndose en un 
potencial de Coulomb 

V11(r) = (9-26) 

<londe Z,, es una cons tante igual a Z(r) calculada en el valor promedio de r para la capa (e~ 
decir, "el radio" de la capa). En la simple aproximación de (9-26), las ecuac10nes que 
especifican la energía total y otras cantidades de interés en el átomo con un electrón, pueden ser 
utilizadas si se sust ituye Z por Z n. Frecuentemente, a la cantidad Z

11 
se le llama la Z efectiva 

para la c..:aµa. Esta aproximación es útil, porque permite estudiar muchos resultados de la teor ía 
de Hartree, en términos de ecuaciones muy simples, con propiedades fácilmente comprensibles, 
a pesar <le que la teoría de Hartree en la realidad, maneja procedimientos numéricos que con­
ducen a resultados que deben ser expresados P-n tablas o gráficas complicadas. 
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Ejemplo 9-5. Determinar los valores de Z,,. para el átomo de argón y utjlice estos valores para 
estimar la energía total de los electrones de las tres capas que se encuentran ocupadas en el estado base del 
átomo. 

Examinando la figura 9-11 para estimar los valores promedio de r , característicos de las capas 
ocupadas, obteniendo de la misma figura los valorei de Z(r) correspondientes a esas Zn e igualando esos 
valores de Z (r) , con Z,,1 se encuentra que para el átomo de argón con Z = 18. 

Como ya se indicó antes, la fórmula para el átomo con un electrón , (7-22), puede ser utilizada, 
sustituyendo Z = Zn 

¡.,Zze4 (z )z 
E~ - (4 ):2/i" 2 = - -2! x 13.6 eV 

1r(0 - rn n 

y se obtiene una estimación de las energías electrónicas que se obtendrían de cálculos con la tf'oría de 
Hartree . Realizando lo anterior se obtiene 

(
16)2 E 1 ~ - T x 13.6eV = -3500eV 

E2 ~ -(;r x 13.6 eV = -220 eV 

E3 ~ -(ir x 13.6 eV = -14eV 

Estas energías concuerdan , dentro de un 20% con los resultados de Hartree. 

En el ejemplo 9-5 se encontró que para el átomo de argón, con Z = 18, la Z efectiva para la 
capa más profunda (n = 1) es Z 1 ~ 16. Los cálculos tipo Hartree demuestran que en todos 
los átomos multielectr6nicos Z 1 tiene un valor de aproximadamente Z 1 ~ Z -2. Esto se debe a que 
en todos los átomos, una esfera en torno al núcleo, con radio igual a la coordenada radial 
promedio de un electrón en la capan = l contiene una carga negativa aproximadamente 
de -2e, debido a la distribución de carga de los demás electrones. De acuerdo con la ley de 
Gauss de electrostática, esta distribución de carga negativa esf éricamente simétrica, apantalla el 
electrón n = l de parte de la carga nuclear +ze, reduciéndola de modo efectivo a aproxima­
damente +ze - 2e = + (Z - 2)e. Por lo tanto, el electrón en n = l experimenta una Z efec­
ti va de aproximadamente Z 1 = Z - 2. 

En el ejemplo 9-5 también se encontró que para la capa más externa del átomo de 
argón ( n = 3 para ese átomo), la Z efectiva tiene el valor pequeño Z 11 ~ 3 . La razón para 
és to es que e l electrón en la capa más externa, queda casi comple tamente ,escudado de la carga 
nuclear, por la intervención de las distribuciones de carga de los otros electrones. El resultado 
es comparable con lo que se encuentra en todos los cálculos tipo Hartree. Sin embargo, a medida 
que Z aumenta los valores de Zn que se obtienen de los cálculos para la capa más externa, 
también aumentan lentamente, es decir,aumema casi tan lentamente como la n misma. La 
razón por la que aumen ta es que e l escudo que presentan a la cargan uclear, los electrones de las 
capas que intervienen no es perfecto. Dentro de la aproximación simple que se ha considerado y 
con una precisión consistente con dicha aproximación, los resultados pueden expresarse 
diciendo que en todos los átomos multielectr6nicos Z 11 tiene un valor de aproximadamente Z 11 ~ 11, 

si n especifica la capa ocupada más externa en el átomo. 
En seguida, se utilizarán los hechos enunciados en los últimos dos párrafos, para describir y 

explica r un gran número de reglas importantes de la teoría de Hartree: 
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l. En átomos multielectrónicos, las capas profundas de n pequeña son de radio muy 
pequeño, ya que en estas capas el apantallamiento es pequeño, y los electrones son afectados por 
la atracción de Coulomb completa del núcleo altamente cargado. De hecho, la teoría de Hartree 
predice que el radio de la capa con n = 1 es más pequeño que la capa 11 = 1 de hidrógeno por un 
factor de aproximadamente 1/(Z - 2). (Esta predicción no es muy exacta para átomos 
de Z muy grande deb ido a los efectos relat ivistas que no se toman e n cuenta en la teoría de 
Hartree y que se vuelven importantes porque los e lectrones de capas profundas en átomos 
con z grande, tienen energías comparables con sus energías de masa en reposo mc2 ~ 5 X 

1 os e V ) . Esta predicción puede entenderse en la descripción simple de los resultados de la 
teoría de Hartree, igualando Z = Z 1 ~ Z - 2 en la ecuación para el valor esperado de la 
coordenada radial del á tomo con un electrón (7-29), a saber: 

que resulta 

F ludrógeno f hidrógeno 
f ,.._, ---- ,.._, --''---

Z-2 

2. Los electrones en las capas profundas o internas se en cuentran en una región de energía 
potenr;ial negativa grande, de modo que sus energías totales correspondientes también son 
negativas y grandes. Los resultados de la teo ría de Hartree predicen que la magnitud de la energía 
total de un electrón en la capa n = 1 es más negativa que la correspondiente a un electrón en la capan 
= 1 del átomo de hidrógeno, por un fac tor de aproximadamente (Z - 2)2

• (Los efectos 
relativistas limitan la precisión en el caso de Z grande). Lo anterior puede entenderse si se 
iguala Z = Zt ~ Z - 2 en la ecuación para la energía del á tomo con un solo electrón. (7-22) 

E= 

de donde se obtiene 

E~ Z¡E hidrógeno '.::::'. (Z - 2)2E hidrógeno 

3. Los electrones de las últimas capas para 11 grande, quedan casi completamente escudados 
Jel núcleo, de modo que experimentan una atracción por el núcleo no muy diferente de la que 
experimenta un electrón por el n úcleo de carga unitaria de l á tomo de hidrógeno. El radio de la 
capa más externa puede obtenerse en la descripción simple, igualando Z = Z n = 11 en la 
ecuación para el valor d,! expectación radial del átomo con un electrón, de donde se obti ene, 

Se puede encontrar que las predicciones de esta ecuación , sobreestiman por un factor de 2, 
los resultados reales de Hartree para el átomo de argón que se muestran en la figura 9-10. Esta 
misma sobreeslimación Je un factor de 2 se encuentra en una comparación similar con los 
resultados de Hartree para elementos con el número atómico más grande. La descri pción 
Je Z efectiva de los resultados de Hartree es burda, sin embargo, lo sufi cientemente útil para 
describir correctamen te el hecho de que el radio de la capa llena má.s externa aumenta muy 
lentamente conforme aumenta el número atómico. Los mismos resultados de Hartree demuestran 
que este radio es solo tres veces más grande en los elementos de mayor número atómico que en el 
hidrógeno. 
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La afirmación anterior puede aplicarse directamente al tamaño de ios átomos, ya que d rad io 
de la capa llena más externa es esencialmente igual al radio del átomo. De cualquier forma , es un 
error muy común pensar que átomos con número atómico muy grande son mucho más grandes 
que átomos con número atómico pequeño. Las medidas efectuadas en átomos, moléculas y 
sólidos demuestran que ésto no es cierto. La teoría de Hartree explica que no es cierto, 
básicamente porque a medida que la carga nuclear Z aumenta de un átomo a otro, las capas 
electrónicas internas, se contraen rápidamente. 

4. De esta simple descripción de los resultados de la teoría de Hartree, se puede ver que la 
teoría predice que la energía total de un electrón en /,a capa tlena más externa de cualquier átomo, es 
comparable con la de un electrón en el estado base del hidrógeno. Si se hace Z = Zn en la ecuación 
para la energía de un átomo con un electrón, se obtiene 

E~ 
µZ!e4 

(9-27) 

y si se sustituye Zn ~ n, se obtiene una energía que aproximadamente, es igual a la del estado 
base del átomo de hidrógeno. La razón básica para lo anterior se encuentra en el apantallamiento 
que sufren los electrones de las capas más externas, de la carga nuclear completa, pr .. 1a 
intervención de los electrones de las capas internas. 

5. Por último, (9-27) puede utilizarse para describir la dependencia de la energía total de un 
electrón, en un átomo dado, con su número cuántico n. Debido tanto a la Z! que aparece en el 
numerador, como a la n2 en el denominador, E se hace menos negativa a medida que n. aumenta 
al recorrer !as capas de un átomo dado. La energía total de un electrón en un. átomo multielectrón.ico 
dado, se vuelve menos negativa muy rápidamente a medida que n aumenta para n pequeña, pero 
menos rápidamente paran grande. El comportamiento para n grande refleja el hecho de que la 
energía del e lectrón no puede ser positiva ya que el electrón está ligado. Esta predicción de la 
teoría de Hartree y las ya mencionadas, se verifican experimentalmente. 

Para concluir el estudio de los resultados de la teoría de Hartree, se describirán sus 
predicciones de las energías totales de los electrones atómicos, con mayor precisión de li, qth: 
sería posible con base en la descripción burda que se ha utilizado. En un átomo con un electrón, los 
estados cuánticos correspondientes a cierta capa tienen exactamente la misma energía total, si 
se desprecia la energía. correspondiente a la interacción spin órbita. Es decir. los estados d,· 1111a 

capa, correspondient~ a una n particular, son degenerados, ya que su energía total sólo depende 
den. Sin embargo, este no es el caso para un átomo multielectrónico. Como se mencionó en 7-5, 
el hecho de que la energía total de un electrón en un átomo monoelectrónico, no depende 
de I en consecuencia del hecho de que su potencial es de Coulomb, es decir, exactamente 
proporcional a -1/r. En un átomo muitielectrónico, los electrones se mueven en un 
potencial neto V(r) que definitivamente no es proporcional a-1/r ,y, por lo tanto, la energía 
total de estos electrones depende tanto de I como de n. (Como se está ignorando la interacción 
spin-órbita y ciertas otras interacciones débiles, la energía total de los electrones no depende del 
número cuántico m8 que determina la orientación espacial del spin, ni del número cuántico 
mi que determina la orientación en el espacio de la "órbita"). 

Los resultados de la teoría de Hartree demuestran que la energía de un electrón atómico, es 
un poco más negativa de lo que se esperaría de acuerdo con (9-27), la ecuación para la energía 
que se obtuvo siguiendo la descripción burda de la teoría. La diferencia es mayor, para / = O, y 
disminuye progresivamente cuando / crece. Por lo tanto, en la aproximación de Hartree, la 
energía de un electrón en un átomo multielectrónico, se denota por En,, para indicar qu«" 
depende tanto de n como de /. 

La dependencia con l se explica en términos del comportamiento de la densidad de 
probabilidad electrón ica v>*1p, en la región correspondiente a r pequeña próxima al nítcleo ,fo 
átomo multielectrónico. De acuerdo con (7-31) 

'lp*tp CX: ,.2t r-+ O 

• 
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Lo anterior ha sido demos trado para las eigenfunciones de l átomo con un elec trón, pero es 
igualmente válido para eigenfunciones de átomos multielectrónicos. La razón para esto puede 
verse analizando la figura (7-17) , que corresponde a la ecuación diferen cial para la función R 
que gobierna e l comportamiento radial de las eigenfunciones. Obsérvese que cuando r - O el 
término (/(/ + 1 )/r 2 ]R domina completamente al otro término, (2µ/li2)[E - V(r ) ]R ya que el 
foctor l/r2 lo hace crecer tan rápidamente a medida que r decrece para r pequeña. En 
consecuencia, parar pequeña, la forma exacta de V(r) no importa, siempre y cuando su magni­
tud aumente menos rápidamente que J /r 2• En todos los átomos, las eigenfunciones tienen una 
dependencia radial proporcional a ,.i parar, pequeña y, por lo tanto, la densidad de probabi­
lidad es proporcional a r 2t para r pequeña. Así por ejemplo, si se con sideran dos electrones en 
la misma capa n de un átomo multielec trónico, uno con / = O y e l otro con / = 1, existe 
mayor probabilidad de encontrar el electrón con l = O en la región de r pequeña, que 
encontrar el e lectrón con l = 1 en esa región. Esto es válido puesto que ,.o )) r 2 para r pe­
queña. Similarmente es más probable encontrar un e lectrón con I = 1 que un electrón 
con I = 2 con la misma 11 y r pequeña, ya que r2 )) r4 , e tc. Esta propiedad puede verse 
examinando cuidadosamente la figura 9-10. 

An tes de utilizar la propiedad que explica la dependencia de Eni con / , se indicará su origen 
físico desarrollando un argumento semiclásico que implica la figura 9-12. Un electrón con 
número cuántico I tiene un impulso angu lar de magnitud fija dada por L = .J 1(1 + 1) ñ. Sin 

p 

FIGURA 9- 12 

Arriba: El impulso lineal p de un electrón puede descomponerse en una componente 
P ¡¡ paralela al vector radial desde el núcleo r, y una componente P.1 perpendicular 
al vector radial. El producto de p .l por r es igual a la magnitud con stante del impulso 
angular L. Cuando el electrón se encuentra relati vamente cer can o al núc leo (ilustrado 
a la izqu icrda), r es pequeña de modo que p .1 debe ser grande. Cuando el electrón se 
encuentra relativamente lejos (ilustrado a la derec ha) p J. es pequeña. Obsérvese que 
la magnitud del impulso total p será grande también cuando p l. sea grande, por lo tan ­
to, la energía cinética del e lectrón será grande cuando se encuentre cerca del núcleo 
con el fín de permitir que el impulso angular sea una co nstante del movimiento. 
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embargo, L = 1-p .L, donde p 1. es la magnitud de su C'ompo nen te de impulso lineal pt'rpf'ndi<'ular 
al vec tor de la coorde nada radial cuya longitud es r. Si el electrón se m ueve t->n la r~gión 
do nde r es pequ eña , ento nces p 1. debe rá ser grande . Como la energía c inética del ~lf'clr(,n /{, 
contiene un término pro porcio nal a p~, éste se vue lve más pos iti vo a m edida que r dismi n uye=> 
e n la pro porción l /r2, para r peque ña. Sin embargo , pa ra r peque ña, el potencial neto tic=>ndf' 
al pote n cia l de Coulo mb de una ca rga nuclear s in pantalla , de modo que la ene rgía potencial V 
de l e lec trón se hace más negativa , a medida que r disminuye, en pro po rc ión 1 /r. Comn 
K ce + 1/ r 2 y V cc - 1/ r pa ra r , pequeña, su ene rg ía c inéti ca aumen ta más rápidamen te 

que lo que su energ ía pote nc ial disminu ye, cua ndo r _. O. Po r lo tan to, f' I e le<' t ró11 trata de 
evitar esa regió n puesto que no puede mante ner un valo r constan te de su energía total 
E = K + V, como lo dema nda la conser vació n de la energía, s in e m bargo, la tend1"ncia a 
evitar la región correspondiente a r peque ña, no se presenta para / = O ya que en to n <'f'S 
L = O. Po r lo tanto , es más probable e ncontrar un e lectrón con I = O para r pequeña que=> 
e ncontrar en esa región un electrón con I = l Como la tenden cia a evitar la región de· r pi"· 
queña es más pronunciada a medida que /, aume nta, ex is te mayor probabiliclad de enrontrar un 
e lec trón con I = J que con 1 = 2 en la región de r , peque ña, etc. 

Aho ra sí es pos ible e ntender la dependen cia en Enz con I . La desc r ipción es,·ueta ele lci,.; 
resultados de la teoría <le Ha rlree s ubes tima qué tan n<>ga tiva es la en ergía to ta l de un t>lrctrt,n 
a tó mico, ya que supone que el e lec trón se ma ntiene de nt ro df' una capa dada. o~ hechn, ex is te 
una pro ba bilidad peque ña de que e l e lectró n se e ncuen tre de nt ro d f' su capa, en la región 
rle r pequeña, próxima al núcleo. Cuando e l e lec trón se e ncuentra e n es to región, ha penf'tré'do 
la di s lribu ció n de ca rga df' los o tros e lectrones, y sient e la casi total carga 11uclem :,in 
apa nta ll amiento; ento nc t>s, posee una energía po lencia l mucho más nega tiva que la quf' tiene=> 
de nt ro de s u capa. Ü<'as io na lmf'nt e, e l elec tró n podrá e ncontra rse fuera de su <'apa, clondt~ su 
ene rgía po te ncia l es me nos nega ti va que en su capa, pero e l cambio es considerabl t>nH'nle m,Í<:. 
pequeño que el cam bio de e ne rg ía po te n <' ia l que ocurre cuando se enC'ue- n lra po r dentro cJ,,. 111 
capa. El efecto general del movimiento del electrón dentro y fuera de su capa es hacer el 
valor de expectación de su energía potencia l un tan to más negati va y, po r lo tanto hacer qtw :;u 
<> ne rg ía to ta l sea un tanto más negativa de lo que sNía s i se ma ntu viera e n su capa. Cnmo ya S<' 
vió que la pro babilidad de un electró n , con una n dada, de es tar dent ro de la capa <'t'rc·a <Id 
núcleo es mayor , c ua nto meno r sea su / , puede verse que para un va lor daJo den, la energía 
to ta l E ni de un electrón en un átomo multielectrónico PS más negntioa para l =Oque pnm l = l, 
más negativa para L = 1 que para ! = 2 . etc. Pa ra <'apas más ex tremas, con valores mayon's dt-> 11 

do ndf' la dependenc ia con n no es mu y fu erte, los va lo res df' En, podrán depe,irlc=>r más 
sensiblem ente de I qu e de n . Sin e m bargo, para e l á to mo con un elect rón. la f'nergía total no 
depe nde en ahsol ut o de I puesto q ue n unca ex is te apantall am ien to y el electrón sit>111pre siPnt t-• 
la carga nuclPar to tal y e l va lor de ex pectació n de su c=>nergía po tencial <~s independient<· dt" /. 

Los elec lro nes en u na capa parti cu lar posef'n de ns irlades df' prohahi lirlarl rad ial qu<> apro'<1-
mada menle son de la m isma íorma en la regió n ele la capa, pe ro q ue son s ign ifica tivamente 
difNcntes en la región de r peque ña. Ya se vió que la segunda propiC'dad ocasiona que las 
e ne rg ías to ta l<'s de los elec tro nes e n la capa de pende n de /. En con-.cn1t'ncia. resulta 
con venie nt f' con c;iderar ciu f' m ela capa se compo ne de c ierto n úmero nf' su bcapas, una para cada 
valo r de /. Los e lec tro nes en la misma subcapa ti en en los mismos números cuánti cos 11 y /. 
po r lo tant o, todos poseen exacta ment e la misma en ergía (en la aproximación de Hart ree, qlit' 

ig no ra la inte racc ión spin-órbita y o tras inte raccio nes débiles) . Asimismo, lodos los e lectronf•:; 
en la mis ma subcapa , ti enen la misma de nsidad de probabilidad radia l P n¿(r). 

9. 7 E stado base de átomos muhielcctrónicos y la tabla pe riódica 

Las propiedades de los t>l emen tos químicos, e n su mayoría son fun c io nes periód icas d<>I nítmf'r0 
ató mico Z qu t> especifi ca e l núme ro de electro nes en un á to mo del elem ento. Me nde lc•e,, f'n 
1869, fue el primero en hacer énfas is e n que dicha pe riodi cidad puede h acerse más Pvir-lf•nte, 

• 
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cons truyendo una tabla periódica de los elt>me n tos. U na vers ió n mo derna de su tabla se prt>~Pn ta 
en la figura 9-13. En esa ta hla, cada e leme nto es lá representad o po r su s ímbolo qu ími ro .' por su 
número ató mico. Los ele me ntos con p ropiedades fís icas y químicas s imilarec;, se PncuPtll ran en 
la misma columna. Po r eje mplo, todos los e lem entos de la primna columna son alcalino~ y 
Lie ne n vale ncia más uno; todos los e lem entos en la última columna son gases no bles y t if'nen 
val encia cero . El descubrimiento de la ta bla pe ri ódica represent ó un gra n avan re de la qu ímica. 
mientras que su inte rpretación fué un desarro llo de significació n equiva le nte para la fí..,ica. 

Se supo ndrá q ue el estudiante está familiarizado con las pro piedades pt>r iód1cr1~ de los 
elementos po r sus es tudios d e la química ele menta l y por es ta razó n n o se rá nere~ario hac~·, 
énfasis e n su importanc ia para la química . En es te punto, la tarea será interprPtar f'S las 
p.ropi edades e n base a la reo ría de Hartree d e á lomos multielec trónicos. Es dec ir , en esta serl'ión 
S<" presentará la interpretación mecánico-cuá nti ca d e las bases d e la química inorgáni ca, ndPntn" 
de una bue na parte d e la química orgánica y d e la fís ica del es tad o só lido . 

La interpre tación d e la tabla periódica se basa en la informaC'ión acerca de l o rdenamiento dt· 
acuerd o con la en ergía de las subcapas ll enas más ex te rnas de los á to mos m u lti elPctróniro :,, . L'l 
informac ión deseada puede ohtenerse de los resultados de los cá lculos <ie Ha rtrt>e, desC'ri10-. Pn 
la secció n a nte ri o r , de do nd t> se o btien e el o rdenamiento de a<'u erdo con la energía ele la ... 
subcapas ll e nas más e xternas, como se muestra en la tabla 9-2. La primer a columna idc>ntifira la 
subcapa por medio de los núme ros cuánticos n y / . 

En la segunda columna de la tabla 9-2, se identifica la subcapa po r medio de la notación 
esp ectroscópica correspondiente a n y l. Esta notació n es d e uso común en el estudio df' 
espectros y niveles de e nergía de á tomos. El número indica el valo r de n , y la le-tra indica r l valo r 
de I de a cuerdo con el esque ma que se muestra en la tabla 9-3. En este esquem a P.! estado 
correspondiente a I = O es llamado es tado s el estado correspo ndiente a / = 1 Ps llamado 
estado p e le . 

TABLA 9-2 Ordenamiento de energía de los subcopas llenos mós ex ternos. 

Números cuónticos 

n, I 

6,2 
5, 3 
7,0 
6, l 
5,2 
4, 3 
6,0 
5, 1 
4, 2 
5,0 
4, 1 
3,2 
4,0 
3, 1 
3, 0 
2, 1 
2,0 
1, O 

Designación de 

la subcopa 

6d 
5/ 
1s 
6p 
5d 
4/ 
6s 
Sp 
4d 
5s 
4p 
3d 
4s 
3p 
3s 
2p 
2s 
ls 

Capacidad de 

la subcopa 

2(2/ + 1) 

10 
14 
2 
6 

10 
14 
2 
6 

10 
2 
6 

10 
2 
6 
2 
6 
2 
2 

i 
Energía creciente 

(menos negativa) 

..- Energía mós bojo 

(mós negativo) 
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T ABlA 9-3 Notación expedroscoópica para l 

/ 

Notación 
espectroscópica 

o 

s 

1 2 3 

p d f 

4 5 6 

g h i 

Cop.9 

La tercera columna de la tabla 9-2 es igual a 2(2/ + 1). Como se mencionó en la última 
sección , esa cantidad es el número de combinaciones posibles de m, y ms, para el valor 
de / característico de la subcapa. Por lo tanto, la tercera columna indica el máximo número de 
electrones que pueden ocupar estados diferentes en la misma subcapa sin violar el principio de 
exclusión. 

En el análisis de la última sección se encontró que la teoría de Hartree predice que la 
energía de la subcapa se vuelve más negativa conforme disminuye los valores de n y I . Esto 
puede verse inmediatamente en la tabla 9-2. La subcapa I s que es la única subcapa en la 
capa 11 = 1 ti ene la energía más baja. Las dos subcapas de la capa n = 2 son ambas de mayor 
energía y de éstas, la subcapa 2s tiene una energía menor que la subcapa 2p En la capa n = 3 
las subcapas 3s, 3p, y 3d también se encuentran ordenadas por energía, de acuerdo con la 
teoría de Hartree. Sin embargo, la energía de la subcapa 4s en realidad es más baja que la 
correspondiente a la subcapa 3d ya que, como se explicó en la última sección , la dependencia 
en / <le la energía Eni de las subcapas puede ser más importante que la dependencia en n en 
rapas ex te rnas con valo res grandes de n. Siguiendo la lista hacia arriba puede verse que las 
subcapas ex ternas siempre satisfacen la siguiente regla: 

Dada una n, la subcapa externa con menor I tendrá la menor energía. Dada una !, la subcap a 
e.\ tema con la menor n tendrá La menor energía. 

Cerca de la parle superior de la lista, la dependencia con / de E11 i se vuelve tan fuerte en 
comparación con la dependencia con n que la energía de la suhcapa 7s es menor que la energía 
Je la subcapa s¡. 

DeLe hacerse notar que la tabla 9-2 no necesariamente proporc iona el ordenamiento en 
energía de todas las subcapas en un átomo particular, sino que solo da el ordenamiento corres­
pondiente <le las suhcapas que resultan ser las subcapas ex ternas del átomo. Por ejemplo, la 
energía de la subcapa 4s es menor que la de la subcapa 3d en átomos de K y unos cuantos de los 
siguientes átomos en la tabla periódica. Sin embargo, en átomos que se encuentran más adelante 
en la tabla periódica, la subcapa 3d es de men or energía que la subcapa 4s ya que en estos 
átomos, las anteriores son s ubcapas internas y la dependencia en n de E111 es tan fuerte, que 
domina la dependencia en I En la figura 9-14 se presenta información adicional de este tipo. 

Ahora bien, las características de un átomo, dependen del comportamiento de sus electrones. 
El comportamiento de un e lectrón queda especificado por un conjunto de cuatro números 
cuánticos c¡ue de termina su estado cuántico. Sin embargo, en la aprox imación repre:senlada por 
la teoría de Hartree, só lo los números cuánticos n y l son importantes. Por lo tanto, en esta 
aproximación, e l átomo podrá caracterizarse especificando los números cuánticos n y l de 
todos los e lectrones. Esta especificación de las s ubcapas ocupadas por los electrones es llamada 
la configuración del átomo. Si se conoce el ordenamiento en energía de la última s ubcapa llena, 
resulta trivial dete rminar la configuración de cualquier átomo en s u es tado base. En el estado 
base. los e lectrones deberán llenar las subcapas de modo tal que minimicen la energía total del 
átomo, y a la vez, sin exceder la capacida<l de cada subcapa de 2(2/ + l). Las subcapas se irán 
llenando a medida que aumenta la energía, como se muestra en la tabla 9-2. 

Considérese primero e l á tomo de H. El electrón único ocupa la subcapa Is con s u spin hacia 
"arriLa" o hacia "abajo". Para el átomo de He ambos e lectrones se encuentran en la 
suLcapa l ~· uno con spin hacia "arriba" y el o tro con spin hacia "abajo" . La configuración de H 
se escribf': 

1H: l s1 
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Representación esquemática del ordenamien to por energías de la subcapas en un áto­
mo como fun ción de su número atómico z. Cada curva se inicia en la Z correspondien­
te a la subcapa que empieza a ocuparse. Solo se muestran subcapas ocupadas en átomos 
hasta el mercurio, de modo que las curvas terminan en Z = 80. El ordenamiento de 
las subcapas ll enas más externas en varios átomos se encuentra a la izquierda del dia· 
grama. El ordenamienlo de las subcapas ll enas del mercurio se encuen tra a la derf'cha 
del diagrama. La escala de energías no es lineal y además varía con Z. 

La configuración de He se escribe: 

2He: ls 2 

:l89 

El subíndice en la designación de la subcapa especifica el número de electrones que contiene; e l 
subíndice en el símbolo químico especifica el valor de Z para e l átomo. En el átomo 3Li uno de 
los electrones debe encontrarse en la subcapa 2s ya que la capacidad de la subcapa I s solo es 
de dos. La configuración de este átomo es 

3Li: ls22s1 

El átomo 4 Be completa la subcapa 2s y tiene la configuración 

4 Be: l s22s2 

En los seis elementos del 5 B al 10Ne los electrones adicionales llenan la subcapa 2p.Las 
configuraciones del 6B y 1ºNe son 

5B: ls22s22p1 

10Ne: l s22s22p6 

• 
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01.n,{•n ese que la tabla periódica de los ele me ntos presentada e n la figura 9-13 se divide en una 
serie de bloques con cada renglón de átomos marcado con la subcapa que, de acuerdo con la 
tabla 9-2, están llenando los elementos de ese renglón. Sabiendo lo anterior, resu lta muy fácil 
es< r iLir la configuración de c ualquier á tom o, media nte un procedimiento que se hará ev idente 
en el e¡emplo 9-6. Sin e mbargo, ex is te n ciertos á tomos en los cuales se observa que sus últimos 
clecl ro11es se enc uent ran en subcapas dife rentes a las que predice este esquema. Las configura­
ciunes dt- es tos á tomos se indican en la Labia periódica en la parle inferior del s ímbolo químico. 

Ejemplo 9 -6- Escribir las configuraciones para los estados base de 111 K , 23V, 2<1Cr, 43Tc, 44 Ru, 
"ºPd, 67 La, 58Ce, y 59Pr. 

Como no hay anotación debajo de 19Ken la tabla periódica de la figura 9-13, se puede concluír que no 
hay nada excepcional acerca de su configuración . Entonces, la configuració n se obtiene simplemen te 
examu1an<lo la labia periódica y enlis tando por orden las subcapas de menor energía y su población , para 
los 19 electron es del átomo. Esta es, 

Los primeros 18 electrones llenan completamente las subcapas de menor energía y el último elec trón llena 
parciulmente la subcapa 4s . Si se añaden cuatro electrones más, se obtiene 2ay y se llena completamente 
la subcapa 4s dejando 3 e lectrones en la subcapa 3d que es la que sigue en mayor energía. La 
configuración es: 

L.i anotación 4s13d5 para ucr en la figura 9-13, indica que la configuración de este átomo no lermina co n 
los símbolos 4s23d4

, como se esperaría, sino que en su lugar queda: 

Las razones para este comportamient o se explicarán más adelante. Por inspección , se demuestra que las 
t·v11figuraciones de los otros átomos ele int erés son : 

43Tc: l s22s22p63s23p64s23d104p65s24d5 

,uRu: ls22s22p63s23p64s2Jd104p65s14d7 

"ºPd: l s22s22p63s23p64s23d104p64d1º 
57La: ls22s22p63s23p64s23d1º4p65s24d1º5p66s25d 1 

58Ce: l s22s22p63s23p64s23d104p65s24d1º5p66s'~4f2 

59 Pr: 1s22s22p63:/3p64s23d1º4p65s24d105p66s24f 3 

Del ejemplo 9-6, se puede ver que, en ciertos casos, las configuraciones observadas para los 
elementog no se aj ustan estri c tamente a las .predicciones de la tabla 9-2- Por ejemplo, esta tabla 
estab lece que la energía de la subcapa 3d es mayor que la energía de la subcapa 4s cuando se 
están llenando estas subcapas. S in embargo, en 2<1Cr, y también en 29C u , uno de los elec trones 
que podría estar en la s ubcapa 4s se encuentra realmente en la subcapa 3d .Ocurren situacio­
nes s imilares para el caso de las subcapas 5s y 4d .En 43Tc la subcapa 5s se llena de modo 
normal. En 45 Rh so lo hay un electrón en la subcapa 5s en 46Pd ambos electrones salen de la 
subcapa 5s y se pasan a la subcapa 4d. Las configuraciones del 78Pt y 79 Au demuestran que el 
mismo tipo de situación puede ocurrir también para las subcapas 6s y 5d.Por estas circuns­
tancias, debe concluirse que la sepa ración en la en ergía entre las subcapas 4s y 3d, 5s y 4d, 
6s y 5d <lebe ser tan peque ña mientras se están llenando que, a pesar de que en general el 
or<lenamien to de las subcapas es como lo señala la tabla 9-2, en ciertos casos el orden puede ser 
invertido, como se puede ver en la figura 9-14. Otras configuraciones que no concuerdan con la 
tabla 9-:! se observan en el 57La y en los Lantánidos (Z = 58 a l 71), más comúnmente llamados 
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tierras raras. En la tabla 9-2 se predice que después de completar la subcapa 6s debe llenarse 
la 4f pero para dos de las tierras raras, existe un e lectrón 5d. Lo mismo sucede para un grupo 
de e lementos que siguen a continuación del 89Ac, y que son llamados rictínidos (Z= 90 a l 103). 
Util izando el mismo argumento empleado anteriormente, estas observaciones se inlerpretan 
como que indican que la diferencia de energía entre las subcapas Sel y 4f y entre las s11bcapas 
6d y 5/ son muy pequeñas mientras que estas subcapas se llenan. 

Por o lro lado, ciertas predicciones de la tabla 9-2 siempre se cumplen. Como no hay 
excepciones para las configuraciones de los e lementos en las primeras dos y últ imas seis 
columnas de la tabla periódica, se con cluye que cada subcapa p siempre es de mayor energía 
que las subcapas s y d precedentes, mientras se llenan estas subcapas, y en es tas circunstan­
cias, cada subcapa s ser á de mayor en ergía que la subcapa p precedente. Por lo tanto , deben 
exis tir grandes diferencias de ene rgía entre las subcapas implicadas que se están llenando. De 
hecho, la di ferenc ia de energía entre una subcapa s y la subcapa p precedente es particular­
mente grande, como se puede ver en la figura 9-14, y resulta fác il entender porqué. Comn para 
una n dada la energía de la subcapa crece cuando /, crece, una subcapa s siempre es lc1 primera 
en ll enarse en una nueva capa. Consecuentemente, cuando se añade un electrón a 11na 
configuración de subcapa p completa, éste se coloca en la subcapa s iguiente en energía, que ele 
acuerdo con la tabla 9-2, siempre es una subcapa s y es te electrón será e l primero de una nueva 
capa. En comparación con los e lectrones de la subcapa precedente, la coordenada radial 
promedio de este e lectrón será considerablemente mayor , su energía potencia] promedio será 
considerablemente menos negativa y su energía tota l será considerablemente mayor, mucho 
mayor que e l aumen to normal en energía to tal al pasar de una subcapa a la siguiente. 

El hecho de que exis ta una diferencia de energía particularmente grande entre <'ada 
subcapa s y la subcapa p precedente, tiene a lgunas consecuencias impor tantes. Considérense 
los átomos de los elementos 10Ne, 18A, 36K r, s.ixe, y 86 Rn ,en los cuales la subcapa p está 
comple ta. Debido a la gran diferencia entre la energía de un e lectrón en una subcapa p y la 
ene rgía que tendría si es tuviera en una subcapa s el primer estado excitado de estos átomos 
está inusitadamente muy por en cima del estado base y, éonsecuentemente, resulta muy difícil 
excitar es tos á tomos. En su estado base, la ley de Gauss demues tra que no existe campo e!Pctrico 
externo al átomo ya que consisten de conjuntos de s ubcapas llenas que conforman una 
distribución esféricamente simétri ca de carga y ya que en gen era l son neutros, la carga neta es 
cero. Además, es tos á tomos no producen campos magnéticos externos en su estado base, dado 
que, como se verá más adelante, los impulsos angulares tota les de los elec trones en una subcapa 
ll ena, ti ene n acoplamiento cero, y es te acoplamiento produce un momento dipolar magnético 
total igual a cero. Debido a la ausencia de campos externos (al menos en base a un tiempo 
promedio), es muy d ifícil que estos átomos interaactúen con o lros átomos para prorlucir 
compues tos químicos. Asimismo , poseen puntos de ebullición y congelación muy bajos ya qnt> 
presentan muy poca tendencia a condensarse en la forma·líquida o sólida. Estos e lemt>nto~ son 
los gases nobles. 

El átomo 2 He también es un gas noble, ya que s u primera subcapa vacía, es una subcapa s (a 
pesar de que no ti ene una subcapa p llena) de modo que su primer es tado e'<ci tado es 
inusitadamente a lto y porque en su estado base e l átomo consis te de subcapas llenas y por lo 
tanto no produce campos externos. El que el 2 He sea un gas noble, se ind ica en la tabla 
periódica al colocarlo en la última columna en lugar de colocarlo en la segunda. Un elemPnto 
como el zoca no es un gas noble, aunque cons iste de subcapas comple tamen te llenas, ya que en 
su primer estado excitado el e lectrón se coloca en una subcapa 3d de modo que e-1 estado 
excitado no está muy por encima del estado base y se requ iere una energía pequeña para que el 
átomo produzca un campo ex terno que le permita inte ractuar con otros átomos. 

Otro aspecto de lo particu larmente ine rte que son los gases nobles, puede obtPnerse 
graficando, para todos los elementos, los valores medidos de la energía total, en magnitud, de un 
e lectrón en la subcapa llena de mayor energía. Esto es igual a la energía necesaria para sacar al 
electrón del á tomo, lo que se denomina energía de ionización del á tomo. En la figura 9-lS Sf' 

• 
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FIGURA 9-1 5 

Energías de ionización medidas de los elementos. 

niueslra Jicha gráfica. Puede observarse que la ene rgía de ionizac ión oscila en lorno a un valor 
promedio que esen cialmen te es independiente de Z en con cordan cia con la conclusión de la 
sección anterior de que la en ergía to tal de los electrones en las capas más externas, es 
aproximadamente la misma a lo la rgo de toda la labia periódica. Sin embargo , estas oscilaciones 
son bastante pronun ciadas y es evidente que la energía to tal de u.n electrón en la subcapa llena 
J e mayor energía de un gas noble, es co ns ide rablemente más nega ti va que el promedio. Es tos 
elec trones se encuentran fuertemente ligados y los átomos son difíc iles de ionizar. 

También puede verse que la ene rgía de ionización es particula rmente pequeña para los 
elementos 3L i , llNa , 19K, 37R b, 55Cs, y 87Fr. Estos &on llamados alcalinos y contienen un 
elec tró11 débilmente ligado en una subcapa s .Los elementos a lcalinos son químicamente muy 
ac tivos ya qu e energéticamente resulta favo rable que pie rdan el electrón débilmente ligado y 
adopten la configu ración más estable que se obtiene con subcapas comple tamente llenas. Estos 
e lementos tienen valencia más uno. 

En el otro extremo, se encuentran los haL6genos 9 f , 17CI, 35Br, 53J , y S5At , los cuales 
tienen un electrón menos que los requeridos para llenar la subcapa p .Estos elementos 
presentan una alta afinidad electrónica, es decir, una especial inclinación por captura r un 
electrón. Tienen una valencia menos uno. En 1962 se descubrió que bajo circuns tanc ias 
especiales, los gases nob les podrían combinarse con e l halógeno 9 F para formar moléculas 
estables. An tes de esa fecha se c reía que los gases nobles eran completamente inertes. Estas 
moléculas pueden for marse sólo porque e l halógeno 9F tiene una afinidad eJectrónica tan aJta, 
que puede extraer uno de los electrones fuert emente ligados de las s ubcapas llen as más externas 
<le los gases nobles. 

En lus primeros tres renglones de la tabla periódica, las propiedades de los elementos, ta les 
como valencia y energía de ionizac ión , cambian uniformemente desde e l elemento alcalino con 
el que empieza el renglón , hasta e l gas n oble con el que termina. En e l c uarto renglón de la tabla 
pe riódica es ta situación no es siempre c ierta . Los elementos de l 21Sc hasta 28N i, llamados 
primer grupo de transición, presentan propiedades químicas muy similares y casi las mismas 
t· ne rgías de ionización . Estos elementos ->Curren al ll enarse la subcapa 3d.El radio de esta 
subcapa es considerablemente menor que el de la subcapa 4s que se encuentra totalmente llena 
para todos los elementos del primer grupo de transición excepto e l 2 -'Cr. La subcapa llena 
4s tiende a apanta llar los e lectrones 3d de influencias exte rnas, y por lo tanto las propiedades 
químicas de estos elementos son bas tante similares, independientemente de qué tantos 
eleclrone~ 3d contengan. El punto es que las propiedades químicas de los elementos dependen 
<le los elec trones en las capas más externas de sus átomos, ya que estos electrones son los 
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cau santes de los campos e léctricos y magnét icos que interac túan con los electron es de otros 
á tomos. Las propiedades químicas del 29C u son bastante diferentes que las del primer grupo de 
transición ya que so lo tie ne un e lectrón 4s en la s ubcapa llena más ex terna. En menor grado, 
esto tambié n es c ierto para el 2~cr. El elemento 30Z n cons is te de un conjunto de subcapas 
comple tame nte lle nas y por lo tanto es un tanto más inerte, como puede verse de su energía de 
ionizac ión. Grupos de tran sición similares ocurren cuando se ll enan las subcapas 4d y Sd. 

Un ej emplo extrem o de la misma situación es el caso de las tierras raras, del ssce al 71 Lu. 
Estos son los e lementos para los cuales la subcapa 4f se lle na. Esta subcapa queda profunda­
mente dentro de la subcapa 6s que está completamente llena en todas las tierras raras. Los 
electrones 4f también quedan protegidos de l a mbiente ex te rno, que las propiedades químicas 
de estos e lementos son casi idénticas. Lo mismo sucede en los ac tínidos del 9ºTh hasta 1º3Lw. 
En es te grupo, la subcapa 5/ se lle na dentro de la subcapa 7s . Uno de los campos de trabajo 
más interesantes, e n la química conte mporánea , consis te en el estudio de los actínidos de mayo r 
número a tómico, los cuales fue ron descubiertos hasta fechas muy recien tes. 

Para concluir este análi s is, resulta apropiado hacer énfasis en el prindpio decxclusió11. Si este 
principio no fue ra obedecido, todos los elec trones e n un á tomo multie lectrónico estarían en la 
subcapa Is ya que es ta es la subcapa de menor energía. S i es te fue ra el caso, todos los átomos 
tendrían distribuciones de carga esféri camente simétricas, de radio tan pequeño que '10 

producirían campos eléct r icos ex ternos y, además, tendrían sus primeros estados excitados m11~' 
a lt os. Entonces, todos los á tomos serían muy parecidos a gases nobles y, por lo tanto, no habría 
mo léculas. De hecho, todo e l universo se ría completamente diferen te s i los elec-trones no 
estuvie ra n suje tos al principio de exclusión. 

Ejemplo 9-7. Es timar , en orden de magnitud, la energía de ionización del !12U, supon iendo que el 
principio de ~xclusión no es operan te, de modo que todos sus electrones se encuentran en la capa n = l. 
Con este fin , puede suponerse qu e un electrón típico experimenta la carga nu r lear apan ta llada por la carga 
debido a la mitad de los otros e lectrones en la capa. Comparar e l resultado de esta estimación con el valor 
real de la e nergía de ionización que se muestra en la figura 9· 15. 

A partir de la fórm ula para la energía de un átomo con un solo e lectrón, se puede obtener una est imación 
de la ene rgía to tal de un e lectrón I ípi co. 

E= 
,,z2e4 z2 

(4 TT€0)22/i2n2 - - n2 x 13.6 eV 

Haciendo 11 = 1 y utilizando una Z efecti va co n el va lor Z 1 - Z/2 = 92/2 = 46, <·1 rnlor absoluto 
riel resu lt ado es la energía de ionización. Así, se obtiene 

IEI = (46)2 x 13.6 eV ~ 3 x 101 eV 

De la figura 9- 15, se encuentra qu e la energía de ionizac ión real es 

[El = 4eY 

Sin el principio de exclusión , la ene rgía de ionización del 92U sería cua tro órdenes de magnituu mayor ,lp 

lo que es en realidad . ~ 

9.8 Espectros de Líneas de rayos-X 

En un tubo de rayos-X, como el que se muestra en la figura 2-9, de un cátodo caliente se emiten 
electron es que son acelerados, formando un haz con ene rgías c inéticas de l orden de l0 1 eV por 
medio de un voltaje aplicado entre e l cá todo y el ánodo , para después incidir en e l ánodo. Al 
pasa r por los átomos del ánodo, un e lectrón del haz ocasionalmente pasará cerca de un P-lertrón 
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ea una subcapa interna. Debido a la interacción de Coulomb entre el electrón energético del haz 
y el elect rón atómico, este último podrá recibir suficiente energía como para salir de su muy 
negativo nivel de energía y escapar del átomo. Esto deja al átomo en un estado altamente 
excitado ya que está faltando un elect rón que tenía una alta energía negativa. Eventualmente, el 
átomo regresará a su estado base, emitiendo un conjunto de fotones de alta frecuencia, que 
corresponderá a su espectro de líneas de rayos-X. (La interacción entre e l haz de electrones y un 
electrón atómico de una subcapa externa que conduce a estados excitados de baja energía y la 
producción del espectro óptico, será estudiada en el capítulo siguiente) . .El espectro total de 
radiación-x emit ido por un tubo de rayos-X consiste de un espectro de líneas discretas, 
superpuesto a un continuo, como se ilustra en la figura 9-16 para un caso típico. El continuo se 
debe a los procesos bremsstrahlung que ocurren cuando el haz de electrones sufre aceleraciones 
al ser dispersado por los núcleos de los átomos en el ánodo. Como se vio en la sección 2-6, la 
forma del continuo debido al bremsstrahlung depende principalmente de la energía del haz de 
electrones. Sin embargo, la forma del espectro de líneas de rayos-x es característica del t ipo 
particular de átomos que constituyen el ánodo. 

Los espectros de líneas de rayos-x son de interés práctico, ya que const ituyen una 
característica significativa de los rayos-x que tienen tantas aplicacion es útiles en la ciencia y la 
tecnología. Estos espectros también son de interés teórico ya que proveen información acerca 
de las energías de los electrones en las subcapas internas de los átomos. Se verá que esta 
información concuerda bastante bien con las predicciones de la teoría de Hartree. 

Como ejemplo de como se produce un espectro de líneas de rayos-X, supóngase que 
inicialmente se extrae un e lectrón de la subcapa J s de un á tomo en el ánodo del tubo. En el 
primer paso del proceso de desexcitación, un e lectrón de una de las subcapas de energía menos 
negat iva, cae en el agujero que queda en la subcapa Is un electrón 2p por ejemplo, podría caer 
en el agujero. Esto dejaría un agujero en la subcapa 2p pero la energía de excitación del átomo se 
reduciría considerablemente. La energía se conserva por la emisión de un fotón cuya energía 
será igual a la disminución de la energía de excitación del átomo; es decir, la diferencia entre las 
energías asociadas con un electrón en la subcapa Is y otro en la 2p Típicamente habría otros 
pasos en el proceso de desexcitación. Por ejemplo, el agujero en la subcapa 2p podría ser 
llenado por un electrón 3d dejando un agujero en la subcapa 3d que a su vez se llena con 
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Espectro de rayos-x típico. Las líneas son características de los átomos del ánodo ( 
lungsteno en el caso ilustrado) del tubo de rayos-x. El continuo aparece debido al 
bremsstrahlung de los electrones acelerados al dispersarse de los núcleos de estos áto­
mos. 
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P-lectrón 4p etc. El efecto neto de cada paso, es que el agujero va saltando a niveles de energía 
menos negativa. Cuando el agujero logra llegar hasta la subcapa de energía menos negativa, que 
gPneralmente es la subcapa más externa, se llena con el electrón emit ido originalmente del 
nivel 1 s o más típicamente, con algún ot ro electrón del ánodo. Una vez más, e l átomo queda 
neutral y en su estado base. 

Los niveles de energía de un átomo, implicados en la emisión del espectro de líneas de rayos-X 
pueden representarse más convenientemente mediante u n diagrama de niveles de energía un 
tanto diferente de los que se han presentado anteriormente. En la figura 9-17 se muestra uno de 
esos diagramas para el átomo 02 U que incluye todos los niveles de energía de rayos-x 
hasta n = 4. Dado el intervalo tan amplio de energías involucradas, convencionalmente se 
utiliza una escala logarítmica de energías. Para s implificar el estudio, convencionalmen te se 
define la en ergía total de l átomo igual a cero, cuando el átomo se encuentra en su estado base. 
Como la escala de energías es logarítmica, e l cero de energía que representa e l estado base, no se 
ha incluído en el diagrama, sin embargo, esta omisión no tiene importancia. La diferencia más 
importante ent re un diagrama de niveles de energía de rayos-x y un diagrama de niveles de 
energía estandar es que el diagrama de rayos-x proporciona la energía de1 átomo cuando no hay 
un electrón indicado con los números cuánticos n, ! , y j . Es decir , el diagrama describe los 
niveles de energía del agujero, con números cuánticos n, I, j, que va saltando de u na subcapé' a 
otra en tan to que el átomo emite su espectro de rayos-x. Como el agujero representa la carencia 
de un electrón con en ergía negativa, la en ergía asociada con un agujero es positiva. Así pues, las 
energías de todos los n iveles en un diagrama de rayos-x, son positivas. 

Los niveles de en ergía en la fi gura 9-17, también se identifican por una notación muy 
comúnmente usada en el estudio de espectros de rayos-x. De acuerdo con esta notación, el 
número cuántico n se especifica por una letra mayúscula de acuerdo con el esquema df' la tabla 
9-4. Es decir, un nivel n = 1 es ll amado nivel K un nivel n = 2 es llamado nivel L etc. 
Similarmente, la capa n = 1 es llamada capa K e tc. Los n úmeros romanos que aparecen como 
subíndices, indican los n iveles de igua l n,en orden decreciente de en ergía. Es decir, los lres 
niveles L son deno tados Lr, L 11, y Lm en orden decreciente de energía. 
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Niveles de alta energía de rayos-x par a el á tomo de uranio y transiciones que entre es­
tos niveles permiten las reglas de selección. 
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Si la energía de un átomo con un electrón de números cuánticos n , l,j es particularmente 
negativa, la energía de un átomo con un agujero de iguales números cuánticos es particular­
mente positiva, ya que se requiere proveer más energía al átomo, para extraerle un electrón. En 
otras palabras, la carencia de una energía negativa grande es equivalente a la presencia de una 
energía positiva grande. Si se mantiene esta inversión en mente, de la figura 9-17, que se obtuvo 
de un análisis del espect ro experimental de rayos-x del 92U, se puede observar que las 
dependencias de n, /, j de los niveles de energía de rayos-x, son como se esperaría de acuerdo 
con la teoría de Hartree. Las energías de estos niveles aumentan conforme disminuyen n y l, de 
acuerdo con la inversión de la regla, definida en la sección anterior y que describe las 
predicciones teóricas. EJ nivel de energía de rayos-x correspondiente a j = l + 1/2 es de 
menor energía y el correspondiente a j = / - l/2 , tiene mayor energía. Esta es la inversión 
esperada en el desdoblamiento de los niveles de energía, de acuerdo con j , como se analizó 
anteriormente en la sección 8-6 en relación con átomos monoelectrónicos. En la capa 
L (n = 2) del 92 U este desdoblamiento es mayor de 2000eV, másgrandeque ladependencia 
en I por lo tanto, resulta poco apropiado llamarle "desdoblamiento de estructura fina" a la 
dependencia en j de los niveles de energía de rayos-x. Es ta fuerte d ependencia con J carac­
terística de las capas internas de todos los átomos excepto para aquellos de Z pequeña, se debe 
parcialmente al aumento de la magnitud de la interacción spin-órbita debido al valor grande del 
término (1/r)dV(r)/dr en (18-35). También implica otros efectos relativistas que se vuelven 
muy grandes para los electrones de alta velocidad que pueblan las capas internas de estos 
átomos. 

Como ya se indicó, resulta conveniente pensar que la producción de espectros de líneas de 
rayos-X se debe a la creación de un agujero en uno de los niveles de alta energía y a los saltos 
subsecuentes del agujero por los niveles de menor energía. Con cada salto, se emite un fotón de 
rayos-X que se lleva el exceso de energía. Existe la re lación usual entre la frecuencia 'V del fotón 
y su energía E a saber, E = kv. Sin embargo, no todas las transiciones ocurren. Existe un 
conjunto de reglas de selección para el cambio en números cuánticos del agujero , que son: 

!:l./= ± l 

!:l.j = O, ± l 

(9-28) 

(9-29) 

Estas reglas de selección son iguales a las correspondientes a un electrón en un átomo 
monuelcctrónico, (8-37) y (8-38) y se explican de igual forma a la presentada en la sección 8-7. 
En el diagrama de niveles de rayos-X para el 92 U, en la figura 9-17, se mues tran las transiciones 
que obedecen estas reglas de selección. El conjunto completo de rayos-X emitidos por dichas 
transiciones (además de algunos que rara vez se observan cuya emisión corresponde a violaciones 
de las reglas de selección) constituyen el espectro de líneas de rayos-X de un átomo. Todas las 
transiciones desde la capa K producen líneas de la llamada serie K , en donde Ka. corresponde a 
una transición a la capa L Kp a la capa M etc. Las transiciones de la capa L producen líneas de 
la serie L y así sucesivamente. 

Ejemplo 9 -8. Estimar el voltaje de aceleración mínimo necesa rio para que un tubo de rayos-X con 
un ánodo de 26Fe emita una línea Ka. de s u espectro. Asimismo, estimar la longitud de onda de un 
fotón Ka. 
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Para estimar la energía de excitación de un átomo de 26Fe con un agujero en la capa K puede utilizarse 
la descripción burda de los resultados de la teoría de Hartree. Por la ecuación (9-27), su energía es: 

¡,Z~e4 z;-; 
EK ~ + (4 )22 f.., 2 ~ 13.6 <>" eV 

7TE0 ,rn ,r 

~ J3.6(Z - 2)2 eY = 13.6 x (24)2 eY 

~ +7.8 x 103 eV 

en don de se han tomado 11 = 1 y Z 11 = Z 1 = Z - 2. Un e lectrón del haz que bombardea un á tomo en el 
ánodo debe rá tener una energía semejante para prod ucir el agujero. El voltaje necesario para acelerar el 
electrón del haz a esta energía, resulta 

V ~ 7.8 x 103 V 

Cuando el átomo emite un fotón Ka el agujero queda en la capa L y su energía es: 

z 2 (26 - 10)2 

E1, ~ + 13.6 n;• eV ~ 13.6 
4 

eV ~ +8.7 x 102 eV 

en donde se ha tomado n = 2 y siguiendo los resultados del ejemplo 9-5, se tomaZ,1 = Z 2 = Z- JO La 
energía que se lleva el fotón es: 

Sin embargo, como el va lor de EL es solo aproximadamente al 10% del valor de EK, y como la 
aproximación burda que se ha utilizado para obtener Eic generalmente no tiene una precisión menor al 
10%, daría lo mismo tomar 

La longitud de onda ..l del fo tón se relaciona con su frecuencia y su velocidad e por medio de la expresión 

de modo que 

El término que mult iplica a (Z - 2)2 es la cons tante de Rydberg, R.11, definida en {4-22). Por lo tanto 

y 

1 
- ~ RJll(Z - 2)2 ~ 1.1 x 107 x (24)2 m- 1 = 6.3 x 109 m-1 
A 

A ~ 1.6 x 10- 10 m = 1.6 A· 

(9-30) 

Esta longitud de onda es aproximadamente del tamaño de una molécula típica, o del espaciamiento c>ntrP 
átomos o molécu las en un crista l. Así pues, los rayos-X Ka del 26Fe pueden ser utilizados en expc>rimen­
tos de difracción para estudiar la estructura de moléculas o cristales. ~ 

Una caracter ís tica no table de los espectros de rayos-X, es que tanto las longitudes de onda 
como las frecuen cias de las líneas varían suavemente de eleme nto a e le m ento. No existen los 
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cambios bruscos que se observan en los espectros a tómicos en el intervalo óptico de frecuen ­
cias. La razón se debe a que las características de los espectros de Tayos-X dependen de las 
energías de enlace de los electrones en las capas más internas. A medida que aumenta el número 
atómico Z estas energías de enlace simplemente aumentan uniformemente, debido a la mayor 
carga nuclear y no son afectadas por los cambios periódicos en el número de electrones en las 
capas más externas de los átomos que si afectan los espectros ópticos. Moseley fué el primero en 
observar la regularidad de los espectros de los rayos-X. En 1913, realizó una revisión de los 
espectros de rayos-X y obtuvo datos sobre las líneas Ka de un buen número de e lementos. (En 
realidad, como se puede ver en la figura 9-17, existen dos líneas Ka muy cercanas una de la otra, 
pero era difícil para Moseley resolver esa estructura). Las longi tudes de onda medidas, podían 
ser ajustadas, dentro de la precisión experimental, por la fórmula empírica: 

.!~ C(Z - a)2 

J. 
(9-31) 

donde Ces una constante con un valor aproximadamente igual a la constante de Rydberg R ,111 , 

y a es una cuyo valor es 1 o 2. Esta fórm ula y algunos de los resultados se muestran graficados 
en la figura 9-18. 

Moseley interpretó la fórmula empírica en base al modelo de Bohr, que había sido propuesto 
un poco antes de que efectuara s us medidas. Realizó un cálculo esencialmente igual al 
presentado en el ejemplo 9-8, para obtener (9-30), que concuerda bastante bien con (9-31), pero 
tomó la ecuación básica de la energía, (9-27), del modelo de Bohr. en lugar de la teoría de 
Hartree. Es deci r , adaptó la ecuación de Bohr para la energía en (9-27), sustituyendo Z por 
Zn, como forma de describir e l apantallamiento de la carga nuclear por cargas e lectrónicas en 
un átomo mult ielectrónico. Sus argumentos respecto al apantallamiento fueron similares a los 
que se presentaron en la sección 9-6, excepto que él pensaba que los e lectrones se en contraban 
en órbitas de Bohr bien defin idas y concluyó que Z 1 ~ Z - 1 en lugar de Z 1 ~ Z - 2 . 

El trabajo de Moseley, realizado cuando era es tudian te de postgrado, fué un paso muy 
importante en el desarrollo de la Íísica cuán tica. La aplicación simple y con buen éxito del 
modelo de Bohr a los espectros de rayos-X, constituyó una de sus primeras confirmaciones. 
Uti lizando la fórmula empírica para determinar Z estableció sin ambigüedad la correlación 
entre la carga nuclear de un átomo y su ordenamiento en la tabla periódica de los elementos. 
Encontró por ejemplo, que el número atómico del 27Co es uno menos que el 28Ni , a pesar, de 
que su peso a tómico es mayor. También demostró que existían huecos en la tabla periódica 
corno se conocían en ese tiempo, en Z = 43, 61, 72, y 75. Posteriormente se descubrieron los 
elementos correspondientes a esos números atómicos. Las contribuciones de Moseley se vie ron 
interrumpidas por su servicio militar en la primera guerra mundial, de la cual no regresó. 

FIGURA 9-18 

Puntos que representan los datos de Moseley 
y una curva que represen ta su fórm ula empíri­
ca. La curva es una línea recia ya que la raíz 
cuadrada del recíproco de las longi tudes de 
onda de las líneas de rayos-x se grafican en 
función del número atómico de los átomos 
que producen dichas líneas. 
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FIGURA 9-19 

Probabilidad de que un átomo de plomo ab­
sorba un fotón de rayos-x por efecro fo toeléc­
trico, como función de la energía del ÍO lón . 
La probabi lidad se expresa en términos de la 
secc ión transversal de absorción. 
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Ejemplo 9-9. En la figura 9-19 se presentan valores medidos, por efecto fo toeléctrico, de la 
probabilidad de que un átomo de 82Pb absorba un fotón de rayos-X, de un haz de fotones; se grafica la 
sección transversa l de absorción como fun ción de la energía /,11 del fotón. La discon tin uidad prominente 
po r debajo de 105 eV es llamada umbral de absorción K. Demostrar que ocurre para una enPrgía tal, que el 
fotón incidente apenas puede producir un agujero en la capa K del 112 Pb. Después, explique el origen de 
las discontin uidades ligeramente super iores a 104 eV. 

De acuerdo con (9-27), la energía necesaria para producir un agujero en la capa K del 82Pb es 
aprox imadamenle: 

z~ " " E¡.;. ~ + 13.6--:, eV '.:"" 13.6(Z - 2)- eV = 13.6 x (80)- eV = 8.7 x 104 eV ,r 

Lo anterior concuerda con la energía medida del umbral de absorción K, dentro de un porcentaje muy bajo. 
Un fotón con energía ligeramen te superior a este umbral podrá ser absorbido por e l efe<'IO fotoeléctrico por 
cualquier e lectrón del átomo. Sin embargo, un fo tón cuya energía esté por dehajo de este umbral no posee 
la energía necesaria para ex traer un electrón de la rapa K en este caso, el efecto fotoe léctrico no podrá 
ocu rrir en un e lectrón de capa K. Por lo tanto, la sección transversal de absorción para el efecto 
fotoeléctrico, disminuye bruscamente en el umbral de absorción K 

A energías un poco por enc ima de I o.i e V existen tres umbrales de absorción L que ocurren a las 
energías necesarias pa ra producir agujeros en la capa L del átomo. Son tres porque la "estructura fina", 
debida a efectos spin -órbita y o tros relati vistas, divide el nivel L entre ni veles Li, L 11 , LJI 1, como 
puede verse e n la figura 9-17. ~ 

PREGUNTAS 
1. ¿Por qu é ex iste d ificultad en distinguir entre sí a los dos electrones en un átomo de helio, pero no a los 

dos electrones en átomos de hidrógeno separados? ¿Qué sucede en una molécula diatómica de 
hidrógeno? 

• 



400 A TOMOS MULTIELECTRONICOS • ESTADOS BASE Y EXCITACIONES DE RAYOS X Cop.9 

2. Explicar, sin hacer referencia a la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo, por qué la 
forma de producto de la eigenfunción de (9-3) implica inmediatamente que las dos partículas que 
describe, se mueven independientemente. 

3. ¿Puede usted escribir una ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para dos partículas 
idénticas sin utilizar marcas para las partículas? 

4. ¿Las marcas de las partículas son objetables intrínsecamente cuando se trabaja con sistemas 
mecánico-cuánticos de partículas idénticas? Si no, explicar con precisión que precauciones se deben 
tomar al utilizarlas. 

5. Como el valor de las e igenfunciones to tales antisimétricas cambia cuando se intercambian las marcas 
de las par tículas, ¿por qué esas eigenfunciones pueden ser utilizadas para describir con precisión un 
sistema de electrones? 

6. En un átomo con dos e lectrones, ¿la degeneración por inl~rcambio puede aumentar el número de 
estados degenerados? Explique. 

7 . Piensa usted que el signo de la carga de una partícula elemental , co mo un e lectrón o un protón, es una 
propiedad más o menos fundamental que el "signo" de su simetría? 

8. ¿Cómo se afectan más los átomos, si se invierten los signos de las cargas de todos sus constituyentes o 
si se invierten todas sus simetrías? 

9. Exactamente, ¿Qué quiere decir la afirmación de que la variable de spin no es continua? 

10. ¿Sería posible medir los efectos de la fuerza de intercambio entre dos electrones, si no existieran las 
iuteracciones de Coulomb entre éllos que producen una energía de interacción cuya magnitud 
depende del signo de la fuerza de intercambio? 

11. ¿Poi qué sería más d ifícil resolver la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para un 
sistema de partículas con interacción que para un sistema de partículas que se mueven independien­
temente'? 

12. Describir los pasos en el ciclo del tratamiento autoconsis tente de Hartree de un átomo multielec­
trónico. ¿Por qué la estimación del potencial neto V(r) que se obtiene al final de un ciclo es más 
precisa que la estimación que se hace al principio? 

13. ¿Por qué la dependencia angular de las eigenfunc iones de átomos multielectrónicos es igual que en las 
eigenf unciones de átomos con un solo electrón ? ¿Por qué es diferente la dependencia radial , excepto 
cerca del origen donde es igual? 

14. ;,Cuál es la juslificación para utilizar las ecuaciones del átomo co n un e lectrón con una Z efectiva, 
para t>stud iar átomos multielectrónicos? 

15. ¿Cuáles son las consecuencias del hecho de que todos los átomos son aproximadamente del mismo 
taniaño? ¿Cuá les son las razones que explican este hecho? 

16. Diseñar un sistema pu ramen te mecánico en el cual una partícula clásica presentaría la tendencia de 
cvilar el punto sobre el cual gira, como se muestra en la figura 9- 12. 

17. Explicar todos los aspectos de la dependencia con Z de las energías de las subcapas que segrafican en 
la figura 9- 14. 

1 H. ¿Po, qué es particu larmente difícil separar mezclas de ti erras raras por técnicas quími cas? 

19. ¿Cómo se podría asegurar que si no hubiera moléculas no habría vida? 

20. ¿()uf propiedad de los rayos-X los hace tan útiles en la observación de P.structuras internas que de 
otro modo serían invisibles? 
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21. Dar un e jemplo del mundo clásico donde e l co ncepto de agujero pueda utilizarse de modo !'omparable 
al utilizado en e l estudi o de espect ros de líneas de rayos·X. 

22. ¿Q ué argu men1 0 podría haber u1ilizado Moseley para conclu ir que la Z f'fectiva de una capa K f'S 

Z 1 ~ Z - 1? ¿Puede aplicarse la ley de Gauss de e lectrostática para calcu lar PI apantallamit>nlo 
prod ucido por e lec trones que se mueven e n órbitas de Bo hr? 

23. ¿Qué carac terís ticas de la tabla periódica de la figura 9-13 no fu ero n reconocidas por MenJt:lef'v? 

24-. ¿Se obtiene alguna expli cación de por qué e l elemen to de mayor núm ero a tómico que se Pncuenrra en 
la na turaleza es el 112U ?a partir de las propiedades d e átomos multielectm·ónicos'? 

25. En su opi n ión, ¿,Cuál es la consecuenc ia más importante del principio de exclusión? 

PROBLEMAS 
l. Siguiendo el procedimiento indicado en e l tex to, desarrollar la ecuación de Schrodinger indepi>n­

die nte del tiempo, para dos partícu las id énti cas s in interacción de una caja, (9-1). 

2. Apli cando la técni ca de separación de variables, demostrar que para u n potencial aditivo de In forma 
de (9-2), existen soluciones de la ecuación de Schrod inger independiente del tiempo para dos 
partículas, en forma de producto como (9-3). 

3. En las dos funciones de densidad de probabi li dad, que se obtienen de las eigenf uncione~ simét rica y 

antisimétri ca (9-8) y (9-9) in tercambiar las marcas de las partículas y demostra1· qu e ninp;u na de las 
dos se ve a fectada por el inter cambio. 

4. Verificar que la exte nsión de la eigenfunción pa ra tres partícu las del ejemplo 9-2 es antisimétri<'a ron 
respecto a un intercambio de marcas de dos de las pa rtículas. 

5. Verificar que la ex tensión de la eigenf un ción de tres partícula!> del ejemplo 9-2 es idénti<'amentl" igual 
a cero si dos partículas se encuentran en el mismo estado espacia l y de spin. 

6. Verificar qu e el factor de normalización 1 /JJI. citado e n el ejemplo 9-2, es correcto. 

7. Verificar que la extensión de la eigenfunción de tres partíc ulas del ejemplo 9-3, es s imr-trica respec~t•> a 
un intercambi o de marcas de dos part ícu las. 

8. Una partícula ~ conti ene dos pro tones o dos neutrones. Demostrar que si cada uno de sus 
constit uyentes es antis imétrico, en to nces, como se afirmó e n la tabla 9-1, debe ser simr-trica. 
(Sugerencia: considerar un par de partículas ~ y el efecto de in ter cambiar marcas de todos loe; 
co nstitu yen tes de una co n todos los constitu yen tes de la otra}. 

9. Escribir una expresión para el valor esperado de la energía asociada co n la interacción de Coulomb 
entre los dos electro nes de un áto mo de helio en su estado base. Utilizar un a eige nfun ción espacial 
para e l s istema compuesto de los productos de eigenfunciones tipo áto mo con un electrón. cada 11na 
de las cual es describe un e lectrón qu e se m ueve independient ement e en torno a un n úcleo con Z = 2. 
En lugar de tratar de resolver la integral del valor esperado,comenta r su re lación con los niveles de 
ene rgía que se muestran e n la figura 9-7. 

JO. Probar que cualesquiera dos eigenfun ciones ligadas no degeneradas y diferentes vi/x) y vi,(:i·)que 
so n so lu ciones de la ecuació n de Schrodinger independie nte del tiempo para el mism o po tencia l 
V(x) obedecen la relación de ortogonalidad. 

00 

f 'lp:(x)v,¿(x) d.1; = º i ~ j 

00 

(Sugerencia: (i) escri bir las ecuaciones de las cuales 1p 1 y V'; son soluciones y después tomar e l 
complejo co njugado de la segunda para o bt ener la ecuación satisfecha por 1J>;). (i i) Multipli car la 
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ecuación en 1Pi por 'lpj la ecuación e n 'lpj por 1Pi, y restar. (iii) Integrar utilizando una relación de la 
forma 1pJ dl.tpJd.t·2 - '1/)i d 2·ip!/d.i;2 = (d/d.i;)(tpj d!J),/dx - 't/Ji di.pj/dx) .) Esta prueba puede ser 
extendida para incluír eigenfunciones degeneradas y también eigenfunciones no ligadas que estén 
adecuadamente normalizadas. ¿Puede ver como hacerlo? 

l l. (a) Siguiendo el procedimiento señalado en la sección 9-5, desarrollar la ecuación de Schrodinger 
independient e del tiempo para un sistema de Z electrones en un átomo, que se mueve indepen­
dientemente en un conjunto de potenciales netos idénticos V(r). (b) Después, separar en un 
conjunto de Z idénticas ecuacio nes de Schrodinger independientes del tiempo, una para cada 
electrón. (c) Veri ficar que la forma de una ecuación típica, es como se afirma en (9-22). (d) Comparar 
esta forma con la de la ecuació n de Schrodinger indepe ndiente del tiempo para un átomo con un 
solo electrón, (7-12). 

12. (a) Demostrar que para un sis tema de N elec trones independientes. el número de términos en la 
1·ombmación lineal de la eigenfunc ión antisimétrica to tal que describe di cho sis tema es N ! 
(Sugerencia: considerar el ejemplo 9-2 y utilizar la técnica matemática de inducción). (b) Evaluar el 
número de dichos términos para el átomo de argón con Z = 18. (Sugerencia: utilizar tablas 
matemáticas para evaluar N!, utilizar la fórmula de S tirling, que se ~ncue ntra en la mayoría de las 
referencias matemáticas, para obtener una aproximación). (c) Discutir breve mente la conexión entre 
los re;,ultados de (b) y el procedimiento utilizado por Hartree para tratar el átomo de argón. 

13. (a) Utilice la in formación de la figura 9-11 para hacer un bosquejo, en papel semilogarítmico, del 
potent·ial neto V(r) para e l átomo de argón . Asegurarse de de terminar varios valores de r /a0 entre O 
y 0.25. ya que esta in fo rmación será utilizada en el problema 17. (b) Asimismo, muestre los niveles de 
en ergía E1 y E2 , u tilizando las estimaciones del ejemplo 9-5, y el nive l de energía E 3 , util izando las 
medidas t:xperimentales de la figura 9- 15. 

14,. Encontrar el valor de Z 1 para el átomo de helio, el c ual, al utilizarse en las ecuaciones (9-27) 
conduce a una concordancia con la energía del estado base que se muestra en la figura 9-6. (b) 
Comparar Z 1 y Z. (c} ¿Tiene Z 1 algún sentido en un átomo con tan pocos e lectrones como el helio? 
Explicar brevemente. 

15. (a) Util izar la Zn para el á tomo de argón que se obtuvo en el ej emplo 9-5, en la ecuación para el 
átomo con un electrón en que se determina el valor esperado de la coordenada radial , para estimar los 
radio:- de las capas atómicas correspo ndientes a n = 1, 2 y 3. (b) Comparar los resultados con la 
figura 9-10. 

16. Desarrolle un argumento matemático para la tendencia, ilustrada en la figura 9-12, de un electrón 
atómico con impulso angular L de evitar el punto respecto al cual gira. Tratar al electrón e n forma 
semiclásica suponiendo que gira en una órbita en un plano fijo que pasa po r el núcleo. (a) Demos trar 
que su e nergía total puede escribirse 

E = - 11 + V(r) + --pz [ L 2 J 
2m 2mr2 

2 

= f:!L + V' (r) 
2m 

donde PII es su componen te de impulso lineal paralela a la coordenada vectorial radial de longitud 
r. (b) Explicar porqué lo an terior indica que su movimiento radial es como si estuviera en un 
sistema unidimensional con potencial V' (r). (e) Después, de mos trar que V' (r) se vuelve repulsivo 
para r pequeña debido al comportamiento dominante del término L 2/2mr2, a veces llamado 
potencial centrifugo. 

17. Dibujar el potencial V'(r) para el á tomo de argón con I = O y I = l, definido en e l problema 16, 
sumando los potenciales cen trífugos correspondien tes a la V(r) que se obtuvo en el problema 13. (b) 
Dibujar también el nivel de energía E2• (c) Mostrar los límites clásicos del movimiento, entre los 
cuales Ei ~ V'(r) . (d) Comparar estos límites con las densidades de probabilidad radial de la 
figura 9-10, para ll = 2, l = O,y ll = 2, I = l. 

18. Escribir las configuraciones para los es tados base de 28N i, 29Cu, 3ºZn , y 31Ga. 

J 9. Escribir las co11 figuraciones para los estados base de todos los lantánidos, haciendo el mayor uso 
posible de marcas de ditto. 
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20. Inves tigaciones recientes en física nuclear han conducido a la predicción de que núcleos con número 
atómico Z = 110 serían lo sufic ientemente estables para permitir que algo del elemento Z = J 10 haya 
sobrevivtdo desde la época en que se crearon los e lementos. (a) Predecir una configuración probable 
para di cho elemento. (b) Predecir las propiedades químicas del e lemento. (e) ¿Dónde sería un lugar 
apropiado para empezar a buscarlo? 

21. De la información contenida en las figuras 9-6 y 9- 15, de terminar la energía necesaria para extraer 11n 
electrón de un átomo de helio singularmente ionizado en s u estado base. (b) Comparar esta energía 
con la predicha por la mecánica cuántica de átomos con un electrón. 

22. (a) Hacer una representación esquemáti ca de un diagrama estándar de niveles de energía para el 
átomo 22T i mostrando los resultados poblados por electrones en e l caso en que falte un electrón de 
la capa K El diagrama debe ser comparable a l de la figura 9-9, en el sentido de que no se intenta dar la 
ene rgía de los niveles en una escala exacta sin distinguir entre los niveles L 1, Ln, y Ln 1 etc. (h) 
Hacer lo mismo para el caso en que fa lte un electrón en la capa L (c) Dibuje una representación 
esquemática de un diagrama de niveles de energía de rayos-X que muestre las energías dP) átomo 
cuando se produce un agujero en las capas K o L (d) Compare la utilidad de los diagramas de niveles 
de energía estándar y de rayos-X para casos en que el agujero se encuentre en una capa interna. (<-) 
Hacer e l mismo tipo de comparación para el caso en que el agujero se encuentre en una capa externa. 

23. Las longitudes de onda de la serie K del 74W son (ignorando la estructura fina): para Ka, 
A= 0.210 Á; para la K p, A = 0.184 Á; para la Ky,A =0.179Á. La longi tud de onda 

correspondiente al umbral de absorción K es A. = 0.178 Á. Utilizar esta información para cons­
truir un diagrama de niveles de energías para el 74W. 

24. (a) Hacer una estimación a grosso modo, del voltaje de aceleración mínimo, que se requiere en un 
tubo de rayos-X con ánodo de 26F e para que emita una línea La de su espectro. (Sugerencia: romll 
en el ejemplo 9-5 , Z 2 e::! Z - 1 O.) (b) Estimar también la longitud de onda del fotón Lv., 

25. (a) Utilizar los resultados de Moseley de la figura 9-18 para determinar los valores de las constantes 
C y a en su fórmula empírira (9-31). (b) Comparar estos valores con los de- (9-30), que se dPnv6 (f,­
los resultados de la teoría de Hartree. 

26. Se sospecha que en un trozo de aleación el cobalto casi no se mezcla con el fierro. Para encontrar 
regiones de alta concentración de cobalto se toma una radiografía (rayos-X) del trozo. (a) Predecir el 
umbral de absorción K de sus constituyentes. (b) Después, determinar la energía de un fotón <ie 
rayos-X que daría un buen contraste. Es decir, determinar una energía del fotón para la cual la 
probabilidad de absorción por un átomo de cobalto es mu y diferente de la probabilidad de absorción 
por un átomo de fierro. 
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10 
Ato111os 111ultielectrónicos 

Excitaciones ópticas 

Introducción 

La descripción del comportamiento de los electrones en átomos multielectrónicos implica 
una sucesión de aproximaciones cada vez más acertadas. En el primer paso, solo se considt-ran 
las interacciones más fuertes que sienten los electrones atómicos. Esta es la aproximación de 
Hartree, que se estudió en el capítulo anter ior, en la que se cons idera a cada electrñn como 
moviéndose independientemente e n un potencial neto esféri came nte s imé trico que descriliP sus 
interacciones de Coulomb pro medio con el núcleo y con los otros e lectront-s. En los paso~ 
s iguie nt es, la descripc ión se va hac iendo cada vez más precisa, al ir to mando en cuenta, 
sucesivament e, las interacciones más débiles que ex perimentan los e lectrones. En un átomo 
multie lec trónico típi co, es tas int eraccio nes débiles incluyen dos que implican dPsviacinnes del 
po tencia] de Coulomb que ri>almente Pxperimenta un electrón atómico respecto al promedio 
nescrit o por el potenc ial neto . Una de éstas, conduce a un acop lamie nto e ntre los impulso::; 
angu lares orbitales de los e lectrones, y la otra conduce a un acoplamiento entre los impulsos 
angu lares de spi n de los elec trones media nte un efec to interesante de la fuerza de int er<'amhio. 
Una tncera intNacción débil implica los campos magnét icos int ernos del átomo que conJu cen a 
un acop lamiento entre los impulsos angulares orbital y de spin. Se puede presentar una cuarta 
intt>racción débi l rn un á tomo, s i fste se co loca e n un campo magnéti<'o ex terno, como en el 
llamado efecto Zeeman. En este capítulo se analizarán, cualit a ti vamen te, los pas()s !"n estas 
aproximaciones su<'es ivas y este estudio será utilizado para desc ribir el <'Omportamiento cl1 lo~ 
electrones atómicos. Es derir, se considerarán las cua tro intt>raccion<'c:. mfü, dtSbilec:. quP 
ex pe rime nta n estos e l!"ct ro nes y se verá que proporcionan una ex plicación muy sal isfactoria clP 
las propiedades imporlantes de los es tados hase y de los es tados exci tarlo.:; df' haja c nrrgía dt> 
todos los á tomos. 

Un áto mo pasa de su es tado base a uno de sus estados excitados más bajos, cuando un eler trc~11 
en una de sus subcapas ex ternas recihe una pequeña cantidad de energía. Como ejPmplo. ésto 
puede ocurrir cuando un átomo choca con o tro átomo en un tubo de desca rga de gas. El <'ampo 
de Coulomb del átomo inc idente puede actuar sobre un e lectrón de una subcapa f>X l erna d e-1 
átomo blanco y propo rciona rl e algunos elec lronvoh s de energía de exc itación . En e l p roce-.o dt> 
desexr itac ión , el á to mo que ha recib ido la energía pasa de su !"slado inicia l exci tado a un estarl11 
base, emiti endo un conjunto de fotones de baja e ne rgía cu yas frecuencias <'Onsti1u yf'11 PI 
espectro óptico de líneas. Por lo tanto, a la excitación inicial se le llama excitación óptica. Nótese 
la difere nc ia e ntre una excitación óp ti ca que implica proporcionar una pequeña cant1Jad d1· 
e nergía a un electrón en una subcapa ex te rna, y una exci tación de ra yos X que implica 
proporcionar una cantidad grande de e nerg ía a un elec trón de una subcapa interna. 

407 
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Desde luego que vale la pena estudiar los estados excitados de baja energía que se presentan 
e11 la producción de espectros de líneas ópticos. Una de las razones es que el estudio de estos 
estados excitados de los á tomos, conduce a una descripción extremadamente completa de sus 
estados base. Otra razón , es que las ideas generales detrás de l procedimiento de aproximaciones 
sucesivas que se utiliza en este estudio, son similares a las ideas que están detrás de los 
procedimientos que se utilizan en la ciencia y en la ingeniería para desglosar un problema 
complicado, en una secuencia de pasos no muy complicados. Los detalles de este procedimiento 
serán particularmente in teresan tes para aquellos estudiantes que continuarán sus estudios de 
física más allá del nivel de este libro, ya que se relacionan estrechamente con los utilizados en la 
teoría de moléculas, núcleos y partículas elementales. Además, los espec tros ópticos son en sí de 
gran interés práctico, ya que constituyen técnicas experimentales valiosas en mu,ehos campos. 
Seguramente, el mejor ejemplo de lo anterior es la astronomía, puesto que mucho de lo que se 
sabe de las estrellas se ha obtenido mediante la medición y el análisis de espectros ópticos. El 
patrón <le líneas que se obser va en los espectros de emisión , es utilizado para ident ificar la 
composición de las estrellas; la intensidad en las líneas que se observan en espectros de 
absorción, es utilizada para determinar las temperaturas de las s uperficies es telares; el 
corrimien to Doppler de las líneas espectrales es utili zado para medir velocidades de estrellas; y 
el cf ecto Zeema11 es utilizado para medir los campos magnéticos producidos por estrellas. 

10.2 A tomos alcalinos 

El estudio de las exci taciones ópticas en átomos multielectrónicos se inició con el caso más 
$imple, los álomos alcalinos. En sus es tados base, estos átomos contienen un conjunto de 
subcapas llenas, siendo una subcapa p la de mayor energía mientras que un solo electrón 
adicional se encuentra en la subcapa s siguien te. Como se dijo en la sección 9-7, la energía de 
lo~ electrones en una subcapa pes bastante más negativa que la energía de los electrones en la 
subcapa s siguiente. En consecuen cia , los electrones de la subcapa p no pueden ser excitados 
mediante los procesos de baja energía que conducen a la producción de espectros ópticos. 
Básicamente, los átomos alcalinos consis ten de una coraza de gas noble inerte más un solo 
elt>ctrón que se mueve en una subcapa externa. El análisis del espectro óptico de líneas de un 
átomo alcalino, en términos de sus estados excitados, es bastante simple ya que los estados 
excitados pueden ser descritos completamente, describiendo un solo e lec trón llamado electrón 
ópticamente activo, y la coraza de subcapas llenas puede ser ignorada. La energía total de la coraza 
uo cambia, ¡.,orlo que la energía total del átomo será una constante, más la energía del electrón 
ópticamente activo. En el análi sis de los estados exci tados de un átomo a lcalino, es con venien te 
defin ir el cero de la energía total de un modo tal , que la energía total del átomo sea igual a la del 
electrón ópticamente acti vo. Utili zando esta definición , en la figu ra 10-1 se presentan 
diagramas que muest ran las en ergías del estado base y los primeros estados excitados de los 
átomos alcalinos 3Li y tLNa, que se obtuvieron de un análisis de los espectros ópticos de 
estos elementos, así como los niveles de energía del I H para n = 2, 3, 4, 5, y 6. Cada nivel de 
e1wrgía <'Slá deno tado por los n úmeros cuánticos II y / del electrón ópticamente activo, es 
d<'t·ir . por ~u configuración. Es tos diagramas no muestran desdoblamientos debidos a es truc tura 
fina . que se discutirán adelante. 

La t1·oría Je llarlree funciona particu larmente bien como un primer paso en el cálculo de los 
111\t·l1·s J,• t'llergía del e lect rón óp ti cameule acti vo de un átomo a lcalino ya que el potencial 
1lf'lo 1 ·(r J.dehidl, al núcleo y los electrones de la coraza en estos á tomos es realmente 
<,..,ffric,1111t>n le simétrico como se supone en la teo ría. Las energías que predice la teoría se 
~nn1c11tra11 en gran concordancia con las que se muestran en la figura 10-1. Además, la teoría 
í~11·d r l i.l c•11 k11dN la cst ruct ura de es tos ni veles de energía y su relación a I diagrama para I H . La 
d"fH'11d t·11cia de la e11ergfo de l ele<;trón ópticamente activo con sus números cuán ticos II v / es 
ju:-,larnc·111e la dc~cnta en <> l capílulo anterior. Dada una 11.la energía es más negativa para el 
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FIGURA 10-1 
Algunos de los niveles de energía de los áto mos de hidrógeno, litio y sodio. 
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va lor más pequeño de / ya que f'l f' lect rón pasa más ti e mpo cerca df'I centro cJel átomo doml<> 
ex perim f' nta la ca rga nuclear tota l. En el estado base del átomo 3 Li e l e lectrón ópticament,~ 
ac ti vo se encuentra en la suhcapa 2s y su energía es aproximadamenl f' 2eV má:. 11 e~a ti va qut• la 
rorrf'spond ien tf' al f' lertrón n = 2 en el á tomo de 1 H . En t> I primer estado exritado, <'I t>IN·trón 
ópticamente activo se encuen tra en la subcapa2py su energía es sólo aprox imadamentt> de 
0.2e\' nu1s nP-gativa que el e lectrón con 11 = 2 t>n f> I átomo df> 111. Parad 11 Na la d ... pe11dt>111·ia 
en I hace que e l nivel de 4ssca más negativo q ue e l ni vel 3d.Sin embargo, en las sul,rapas dP 
radios grandes y va lo res grandes de 11, la clepende ncia en / se vuelve menos importan te, v l,,s 
niveles de t'nergía ele los e lectrones ópticame nte activos se encuentran n1u y próx imos a 10 1-

ni veles de e ne rgía de un electrón en el átomo de 1H .La razón de ésto se encuen l raen que el 
apan ta ll a mie11to de la carga nuclear+ Ze por la carga - (Z - 1 )e de los electrones dt> la coraza 
ele los á tomos alca linos, se vuelve práct icamente comple ta para elect ron,•s en subC'ap~l- de radio~ 
grandec; comparad os con el radio de la co raza, de modo que el e lect rón c-xperimen ta e~e11c-ial­
nw111t- la misma interacción de Coulomb debido a una so la carga +e , que un electrón en el áto­
mo de 11-1. 

Las líneas de l espec tro óptico emitidas por los elementos alcalinos presentan un dt>sdobla­
miento rl e estruc tura fina que indican que todos los niveles de energía se dupli can, excepto 
aque llos para los que I = O.Esto se debe a la inte racción sp in -órbita que actúa sobre el electrón 
acti vo, es dec ir , de bida a l acoplamiento en t re e l momento di polar magnético del electrón y t>I 
<'a mpo magnét ico inte rn o que exper imen ta debido a que se mueve en e l campo elé<'tri<'o del 
á tomo . Otros efectos re lati vistas ta n impor ta ntes co mo la interacció n spin -órbi ta en el l'aso clt· 

• 
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átomo~ 1.on un solo elect rón, son gene ra lme nte inapreciables para los e lectrones acti vos de todos 
los átomos mu lt ielectrónicos. Esto puede verse utilizando el resultado de l m odelo de Bohr en (4-
17). 

Ze2 

v=---
4 7T€0 11 li 

para estimar la velocidad promedio v de un electrón ópticamente acti vo, siempre que se 
sust ituya Z por Zn . Como Z 1Jn es aproximadamente igual a uno para los electrones óptica­
mente activos de todos los átomos, la ecuación demuestra que el valor promedio de v/c es 
aproximadamente igual a su valor en el estado base de l átomo de 1H ; es decir,, v/c '.'.::=. 10-2 • Por 
lu tanto, los efectos rela ti vistas asociados a electrones ópticamente ac ti vos son del mismo o rden 
de magnitud a t ravés de toda la tabla periódica. Por el contrario, más adelante se verá que la 
interacción spin-órbi ta aumenta rápidame nte en magnitud al pasar del 1H a los elementos 
colocados más arriba en la tabla periódica y por lo tanto domina los demás efectos relativis tas. 

El desdoblamiento de los niveles de energ ía de un elemento alcalino de bido a la interacción 
.c;pin-órbita que actúa sobre el electrón ópticamente activo , puede entenderse considera ndo la 
energía de in teracción (8-35) 

- h 2 1 d V( r ) 
~t, = -.-., [j(j + 1) - l(I + 1) - s(s + l )]---

4m2c- r d r 

Los argumentos que conducen a esta ecuación se aplican tanto al electrón ópticamente acti vo en 
un átomo alcalino como a l electrón e n un átomo con un solo electrón, siempre y cuando V(r ) 
sea igual al po tencial ne to de Hartree y el valo r de expec tación de ( 1/ r )dV(r)/dr se calcule 
utilizando la densidad de probabilidad que se obtiene de las eigenfun ciones de Hartree. Com o 
sucede en el caso de átomos con un electrón , c uando se incluye la interacción spin-órbita, las 
eigenfunciones que describen al electrón ópticamente acti vo de un á tomo alcalino, es ta rán 
marcadas por los números cuá nticos 11 , l,J, 111¡. Estos números cuánticos están suje tos a las 
mismas reglas que an tes . Específicamente: 

s = 1/2 

I - 1 /2, I + J /2 
j= 

1/2 

m 1 = -j, -j + 1, ... , + j - J, + j 

l ;¡,f o 

l = o 

( 10-1) 

( l 0-2) 

( l 0-3) 

Para I = O de (8-35) se obtie ne la energía de la interacción spin-órbita, ó.E = O. Para otros 
valores tle /, se encue ntra que óE tom a dos valores diferentes, uno posit ivo y o tro nega ti vo, 
de acuerdo a que j = I + 1 /2 o j = I - 1 /2. P or lo tanto , exceptuando el nivel I = O, todos 
los niveles se desdobla n en dos compone ntes, una de energía ligerame nte mayor pa ra los 
impulsos angulares de spin y orbital " paralelos" y o tra de en ergía ligeramente menor para 
cuando es tos impulsos angulares son antiparale los. La diferencia en en erg ía es el trabajo 
necesario para cambiar la o rientación de l momento dipo lar magnéti co del electrón e n el campo 
magnético interno del átomo. La magnitud del desdoblamiento en ene rgía, es proporciona l al 
valor t>sperado de (1 /r)dV(r)/dr , que de te rmina la intensidad de l campo magn éti co. Como 
ta11to I Ir como la derivada del po tencial neto V(r) se vuelven grandes para r pequeña, el valor 
Je expectac'ÍÓn J epende, en primer lugar del comportamient o de V(r)cerca de r = O. 

De acuertlo con (9-25) para el po tencial neto V(r) de la teo ría de Hartree, entre más grande es 
el valor Je Z, más rápidamente V(r) se vuelve negati vo a medida que r disminuye, por lo ta nto, 
la magn~ud de tH ' (r)/dr au me nta, a medida queZ aumenta, cerca de r = O. En consecuen­
cia, (l / r)lÍi'{r)/dr, Y el Jcsdoblamiento spin-órb ita deberían a umen ta r en magnitud c uando z 
a u n1cn 1 .i. Es te cornportam ien lo p uede f>ncon t rarse en los da tos experimen ta les de la Labi a 10- 1, en 
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TABLA 10-1. Desdoblamientos spin-órbita en varios 6tomos alcalinos. 

Elemento 37Rb 

Subcapa 2p 3p 4p 5p 6p 

Desdoblamiento 
spin-órbita (eV) 

0.42 X 10 4 21 X 10 4 72 X JO -•t 295 X 10-1 687 X 10- ~ 

la que se e numeran los Jt>sdoblamientos observados de los nive les de energía de un elec trón 
,·, c itado a la primn subca pa p de varios á tomos alcalinos. 

Las líneas espectrales de un átomo alcalino, se emi te n por transiciones entre niveles de 
t->nergía cu yos números cuánticos sa l isf acen las reglas de selección: 

¿./ = ± l ( 10-4) 

!J.j = O, ± 1 (10-5) 

E-.ias reglas de selección para las tran siciones del e lectrón ópticamente activo Je un á tomo 
akal ino. son exactamen te las mismas que las correspondien tes a l e lectrón e n un átomo con un 
-.o lo elec tró n y además, tienen la misma explicación. Desde luego, las frecuen cias de las líneas 
1·<;pec1 rales son iguales a la diferencia de energía de los nive le-s implicados en las trans iciones, 
di \'id ido e ntre la cons tan tP d e Planck. 

Si n o se coloca un átomo alcalino en un campo magnético externo, so lo una rle las 
in Inacciones más débi les. mencionadas en la sección 10-1, actúa sobre e l e lectrón ópticamente 
al' li vo. Esta es la in teracción spin-órbita que resulta de la presen c ia de un campo magnétfro 
interno en el átomo. No hay interacciones más débiles que res ulten de desviaciones de la<; 
in te racciones de Coulomb experimen tadas por e l rlectrón óp ti camPnte act ivo , del promenio 
dt>sc rito por el potencial n e to es féricament f' s imétrico V(r). La razó n es que e l po tencia l 
,•xperimentado por e l e lectrón ópti camenl e ac ti vo, en realidad es esféricamente simétrico ya 
q11f' los nemás electrones en e l á to mo alcalino se e nc uentran en una coraza esféricamente 
simétrica. Pronto se verá que es ta s implifi cac ión no se ap lica para un átomo típico. 

Ej~mplo ] O- l. La luz amarilla de lámparas de vapor de sodio frecuentemente utilizadas en la 
il11mina<'ión df' call es, ec; una línPa espPctral qut> resulta de las transiciones 3p a 3s del átomo ele 11 Na. 
(a) Evaluar la lo ngitud df' onda de es1a línea, u1ilizando la información con tenida en la figura J0-1. (b) U\ 
lírwa S f' desdobla por la interacción spin-órbita. Calcular la separación en longitudes de onda de las dos 
1'(1mponen1es a parlir de la información c-ont enida en la tabla 10- l. (c) Comentar la aplicabilidad de las 
rt>~las de selec-ción a las transic iones implicadas en la emis ión de las dos compon entes de la línPa. 

(a) Examinando cuidadosamente la tabla 10-1, se obtiene que la diferenC"ia de energías entre l,1s 

111 veles 3p y 3s del 11 Na es: 

E3 ,, - E35 = ( -3.0 eY) - ( -5. 1 eV) = 2. 1 eV 

l.o!. fotones emitidos en las transiciones entre estos niveles , llevarán una energía h11 = E3,, - Ess• y 
11·ndrán frecu encia ,, y longi tud de onda A, tales que 

1' 

he 6.6 x 10 3 1 joule-seg x 3.0 x 108 m/seg __ Á 
= ¡;;. = 2.1 eV x 1.6 x 10 iu joule/eV = 5·9 x IO 'm = 5900 l = -

e 

l·.I valor que se obtiene d:rectamente de una medida preci sa es J. = 5893 Á. 
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(l.,) Dt• acuerdo con la tabla 10-1, la interacción spin-ór bita desdobla el nivel 3p, en una energía 
e/E= 2.l x 10- 3 eV, y como 

se sigue que 

dJ.. = -cv 2 dv 

.\ que la magnitud de la separación de las componentes, en longitudes de onda, de la línea espectral es: 

e hc/1 dv he dE 
d). = v2 Jv = ('1v)2 = (hv)2 

,...., 6.6 x JQ- 3·1 joule-seg x 3 x 108 m/seg x 2. 1 x 10- 3 eV x l.6 x 10- 19 joule/e V 
(2. J eV x J .6 x 10- 19 joule/eV)2 

= 5.7 x 10- 10 m = 5.7 A 

(e) El 11ivel 3p Je mayor energía corresponde a j = I + l /2 = l + l /2 = 3/2, y el nivel 3p de menor 
energía corresponde aj= I - 1/2 = 1 - 1/2 = 1/2. El nivel 3s no se desdobla puesto que I = O,y 
¡ = 1 /'2 únicamente. Para las transiciones entre el n ivel 3p más alt o y el nivel 3s, ó/ = - 1 y 
.1j = - 1; para transiciones en tre el nivel 3p más bajo y el nivel 3s, C:il = - 1 y l::i.j =O. De esta 
manera, ambas transiciones son permitidas por las reglas de selección de (10-4) y (10-5). ~ 

10.3 Atomos con varios e lectrones ópticamente activos 

Ahora 5e considerará el caso más típico de un á to mo que con tiene una coraza con subcapas 
completamente ll enas rodeando el núcleo y varios electro nes e n una subcapa ex terior 
parcialmente llena. Dado que c ualquiera de es Los electrones puede parti cipar en las exci Lacio nes 
que conducen a la emis ión del espectro ópt ico de l átomo Lodos los e lectrones e n la subcapa 
parcialmente llena son opticamente act ivos. Los es Lados exci tados de un átomo tal, son tratados 
utilizando primero la aproximación de Hart ree, que da cuen ta de las interacciones más íuertes 
que experímentan sus e lectrones óp ti camente activos y después incluyendo los ef ecLOs debidos 
a <Jiras interacciones que aunque más débiles, son importantes. 

Es necesario destacar que los átomos que se consideran aqu í y en e l res to del capítulo, serán 
aquellos cuya subcapa externa se llene menos de La mitad. Si la subcapa se llena más dela mitad , 
las excitaciones ópti cas del átomo se es tudian en términos del comportamiento de agujeros (no 
dectrones) como en e l análisis del espectro de líneas de rayos-X. Como un agujero representa la 
ausencia Je una carga negativa, es equi va lente a la presencia de una carga positiva. Debido a este 
1·;rn1bio de signo, ciertos efec tos que se tratarán más adelante, presentan un cambio de s igno en 
átomos cuya subcapa ex terna es tá ll ena más de la mitad. 

En la aproximación de Harlree, la energía de cada electrón ópticamen te activo, moviéndose 
in<l<'pendientemente, está determinada por sus números cuánticos n y /. La dependencia ele 
estos dus nún,eros cuánticos con su energía En, es simi lar al caso de un solo electrón 
óµ t1 camc-ntc acti vo en u11 átomo alcalino con la misma co raza, ya que e l potencial neto no es 
muy Jiforf'11te del potencial neto debido a la coraza solamente. En tonces, la energía Lota! del 
átumo e~ la energía Lota! cons tant e <le la coraza, más la suma de las energías totales de los 
e lect ro1ws ópt icamente activos. En consecuencia, en la aproxi mación de Hartree, la energía del 
átumu queJa determinada completamente po r la configuración de los elec trones ópt icamc nte 
activos que F.Speci fican los números cuán ticos II y I de estos electrones. Como para cada /, 
exi~ten 2/ + 1 valores posibles de 111¿ y corno existen dos va lores posibles de 111s , cada coníi ­
gt1ra<'1Ón 1ie11e cierto número Je estados cuánticos diferen tes de la mis ma energía. Por lo ta111 0. 
en la apruxiniat:ión de Hartree existen numerosos niveles de energía dege nerados asociados c·o11 

cada c·trnfiguración. Muchas de es tas degeneraciones pueden eliminarse cuando se toman en 
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consideración interacciones más débiles, ignoradas en la aproximación de Hartree. Esto es 
justamente lo que su cede cuando se aplica la inter acción spin-órbita a los átomos alcalinos 
e liminando algunas de las degeneraciones de sus niveles de energía . 

Para el tratamiento de los estados excitados de baja energía de átomos típicos, se deben incluir 
las interacciones más débiles que experimentan los electro nes ópticamente activos. Pueden 
concebirse como correccion es de efectos ignorados en la aproximación de Har tree. Las dos 
correcciones más importantes son para: 

l. lnteracci6n residual de Coulomb, interacción e léctrica que compensa el hecho de que el 
potenc ial neto de Hart ree V(r) que actúa sobre cada electrón ópticamente activo, describe 
únicamente un efecto prom edio de las interacciones de Coulomb entre ese electrón y todos los 
demás electrones ópticamente acti vos. 

2. lnteracci6n spin-órbita, interacción magnét ica que acopla e l impulso angu lar de spin de cada 
electrón ópticamente acti vo con su propio impulso angular orbita l. 
Existen también correcciones relativistas para las interaccion es de un electrón ópt icamente 
activo y otro debido a interacciones magnéticas entre los impulsos magn éticos asociados, etc; 
pero todas éstas son muy pequeñas y generalmente pueden ser ign oradas. 

A esta a ltu ra, ya se debe estar bastante familia rizado con la interacción spin-órbita ya que st> 
encuentra en el estudio de las excitaciones ópticas de átomos con un electrón y de átomo~ 
a lcalinos. Sin embargo, la interacción residual de Coulomb, es algo nuevo (excepto por un brevC> 
aná lisis del á tomo 2He en la sección 9-4) ya que solo se en cuentra en el estudio de las 
excitaciones ópt icas de á tomos con dos o más electrones ópticamente ac ti vos. En dichos 
átomos , las in teracciones de Coulomb que experimen ta un electrón ópti camente activo 
incluyen las debidas a la presencia de los otros e lectrones ópticamente act i.vos en la misma 
subcapa. Dado que la distribución de carga de los otros electrones ópticamente activos no es 
esféricamente simétrica ya que la subcapa se encuentra solo parcia lmente ~lena, el efecto debido 
a sus interacciones de Coulomb no es esféricamente simétri co. Por Jo tanto, el potencial neto de 
Hartree V(r ) que es esféricamente simétrico, no puede describ ir adecuadamente las interac­
ciones de Coulomb que realmente experimenta un e lectrón ópticamen te activo, sino solo el 
mejor promedio esféri camente simétrico, de estas interacciones. Para mayor precisión , deben 
considerarse las desviaciones respecto a este promedio de las interacciones de Coulomb rea les. 
Asimismo, debe tomarse en cuenta el requisito de que una eigenfunción que describa 
acertadamente los electrones ópticamente acti vos, debe ser antisimétrica ante un in tercambio 
de marcas de dos de ellos, ya que este requisi to altera su distribuc ión de carga. 

Se puede dar un tra tamiento cuantitativo, si se suman los valores de expectación dt> las 
energías correspondientes a las in teracciones res idual de Coulomb y spin-órbita a las enngía::; 
que se obtienen de la teoría de Hart ree. Lo anterior es muy parecido al tratamiento del átomo 
de 1H descrito en la sección 8-6, sólo que en este caso se deben uti lizar eigenfunciones 
an tisimétricas para los electrones ópticamente act ivos. Como a lo más, exislf'n solo unof. 
cuantos electrones ópt icamente ac ti vos, estas eigenfun ciones an t isimétricas no son tan 
complicadas que requieran ser manejadas por u na computadora grande. Desde lue~o que aquí 
no es posible presenta r el tratamien to cuan titat ivo; en vez df' eso, se presenta un i>studio 
cualita ti vo de los estados excitados de átomos t ípicos. 

Ya se ha cont ru ido la infraestru ctura pa ra un es tudio cualitativo de w1 aspec to rte interttrción 
residual de Coulomb, en la sección 9-4. El estudian te recorda rá que el requisi lo para que la 
eigenf unción total que descri ba a dos electrones sea anti simétrica, en un intercambio de sus 
marcas, int roduce una conexión entre las ori t"'ntaciones re lat ivas de los spin de los electrones y 
sus coordenadas espaciales relat ivas (la fuerza de intercambio). La dis tancia promedio entre los 
dos e lec tro nes es mayor en el estado de t riplete donde los spin son "paralelos" que en el estaclr 
de singule te donde son "ant ipara le los". Por lo tant o la energía posit iva de repu lsión de 
Coulomb que ac túa entre los dos e lectrones es menor en los estados de tri plete, para los cuales la 
magnitud del spin tota l t iene el va lor constant e de S' = .J 1 ( l + 1) fí que en el estado de 
singule te, en e l que ti ene el va lor constante S' = O. Al final de la sección 9-4, se vió un ejemplo 
de ésto al considerarse los estados excitados de baja energía del á tomo de 2H e. En es te átomo, el 
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impulso angular de spin de los dos electrones ópticamente activos, se acoplan para 
dar un impulso angular de spin total con cualquiera de las magnitudes con s tantes 
S' = ,IT(l + 1) fi. o S' = O, al mismo tiempo que mantiene una magnitud cons tante de 
sus impulsos angula res de spin individuales . Debido a la conexión entre las orientaciones de 
spin y las coorde nadas espaciales y también a lo que se ha llamado la interacción res iduaJ de 
Coulom b, la energía del átom o es mínima para e l es tado e n que S' es mayor y los e lectrones 
están más separados. En e l an álisis de los espectros experimentales observados, y e n el 
tratamiento teóri co cua111italivo. se e ncuentra que esencialmente e l mismo efecto es impor­
tante en todos los áto mos con dos o más e lec trones ópticamente ac tivos. Es decir, para tli chos 
á tomos, la interacción residual de Coulomb produce una tendencia a que se acoplen Los impulsos 
angulares de .5pin de modo tal que la magnitud del impulso angular de spin total S' es constante, .Y la 
,'ner¡;ía es generalm ente m ri.s baja en el estado para el que S' es la má..s grande. 

Fácilmente puede verse que otro aspecto de la interacción residual de Coulomb es producir una 
tendencia de los impulso:- angulares orbita les de los e lectrones óp ti cam e nte activos a acoplarse 
de modo tal que la m agnitud de l impulso angu lar orbital total L' es cons tante. Es to s ucede 
simplemen te porque en la mayoría de los es tados c uánticos, las dis tribuciones de carga de los 
elec tro nes no so 11 csféricanH•nte s imétricas y por lo tanto se producen jmpulsos ro tativos entre 
sí. Como las o rientac iones espaciale:, de la dis tribuc ión de carga de un e lectrón está relacionada 
con la orien tación espac ial J e s u vE>ctor de impulso angular o rbit a l, exis ten impulsos rotativos 
que ac t í1a 11 en tre los V<'c tores J e impulso angu lar. Es tos impulsos no tienden a cambiar la 
magnitu<l de los vec tores tle impulso angular individuales, s ino que so lo tienden a hace rlos 
preceder <> n torno al vec tor de impulso angu lar o rbital. total, de m odo tal que su magnitud L' 
p<'rmanet·t-' con :-; lan 11:'. 

Entonces, surge la s iguiente pregunta: ¿Cuál de los pos ibles va lores de L' corresponde a la 
t'nNgía más baja? Existen dos L<'n<lcn cias opuestas, pero la base de la que usualmente domina 
puede en tenderse aún na eJiante la íís ica clásica, con s iderando dos electrones en un áto mo de 
Bulir. rom o sf' ilus tra en la figura 10-2. Debido a la repuls ión de Coulomb cn lre los e lec tro nes, el 
arrPglo más establ e se outien C' cuando los e lec trones se mantienen en los ex lrem os opuestos de 
un diámetro. En este es tado de e ne rgía má:, baja , los e lectrones ro tan juntos con vectores d e 
impulso angul a r o rbital individual paralelos y, por lo tanto. con la máxima magnitud del vector 
Jt' impul..;o angu lar tota l L'. Es ta rondusión se ve <.:1.mfirmada por e l aná lis is de los espectros 
pruJuc:i<los por á lornos con vanos e lecl ro nes ópt icanaente activos. Es d ecir, para dichos átomos 
111 111lerace1ón residual ríe Coulomb produce una ler1de11ci11 de los impulsos an¡!ulares orbital('s de Los 
electror1e,~ úpticomen te rzcti 1·os. a acoplarse de modo la! que la magnitud del impulso angular orbital 
/11/al L' e.\ constante y la energía es usualrner1te m ás baja p ara el estado en c¡ue L' f'S la más ¡!rande. 

El con tras te con las tendencias producidas por la interacción res idual de Cou lomb, la 
wleracción. spin-órbita produce una tendencia del impulso angular de spin de cada electrón 
óplicwnente activo de acoplarse con su propio impulso angular orbital de rnodo tal que las 
magnitudes de estos vectores permanezcan constantes, mientras que preceden en torno a su vector de 
unpul.so angular total resultante que tiene magnitud constante]. Se tiene familiaridad con esta 

FIGURA J0-2 
Dos electrones ópticamente activos que se 
mueven t'l1 la mi sma órbi La de Bohr. tienden a 

mantener:,e Pn ex tremos opues tos de uno de 
los <liámclros de modo que minimizan su re­
puh,1ón dr Coulomb. Corno resultado, sus im­
pulsos angulares orbit a les se acoplan de mod o 
tal qul: &C' obtie ne un impulso angular orbital 
total m:h.imo. 

L' 
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te ndencia en el caso de átomos con un electrón y átomos a lcalinos. SP sabf' <JUP se rlt•l,e a 
impulsos rotati vos quf' se producen por la interacc ión de un momento d ipolar magnPtic-o 
relacionado r:on el impulso angular de spin y f!I campo magné tico relacionado con el impulso 
angular orbital. También se sa be que la energía es menor para el estado en f'l que J e., menor (para 
una subcapa lle na menos de la mitad) . 
Las interacciones residual de Coulomb y spin-órbita tienden a producir efectos que S<" oponen 
entre sí, sin embargo, para átomos con Z pequeña o intermedia, los efectos de la interarción 
rf'sidual de Coulomb son mucho mayores que los efectos de la interacción spin-órhita. 
Exceptuando los átomos de Z grande, La interacción residual de Coulomb se trata primero. ya que es 
la más importante y la interacción spin-órbita se ignora temporalmente. Se considera. entonces, 
que los impulsos angulares de spin individuaJes,Si de los electrones ópticamente activos. st' 
acoplan para formar un impulso angular de spin total S~ donde: 

( 10-6) 

y donde S' tiene una magn itud constante que satisface la condición de cuantización 

S' = \ ls'(s ' + J) r, (10-7) 

Así también se considera que los impulsos angulares orhitales individuales L; de los electrones 
ópt icamente activos se acop lan para formar un impulso angular orbital total L'. donde 

L' = L 1 + Li + · · · + L ; + · · · () 0-8) 

y donde L' ti ene una magni tud constan te que sa tisface la condición de cuantizac ión 

L' = .JI' (I' + 1) li (10-9) 

Estos vec tores se acoplan de modo tal que todas sus magnitudes S; y L, tambifn perma11ect>n 
constantes. Debido a la in teracción residual de Coulomb, la energía del átomo depende 
ele S ' y L', de modo que estados cuánticos de la misma configuración pero asociado~ con 
diferentes valores de S'y L', ya no te ndrán la misma energía. El estado con los máximos valores 
posibles de S'y L' usualmente posee la mínima energía. 

llabiendo tomado en cuenta la in teracción residual de Coulomb clomi nante, entonces. ~e 
inclu ye la más débil interacción spin-órbita. Esto se realiza considerando una in teracción spin­
órbita entre los vectores de impulso angu lar S' yL'.La interacción acopla estos dos vectores dC' 
modo tal que la magnitud J ' del impulso angular total 

J' = L' + S' (1 O- IOl 

es constante y S' y L' permanecen constantes. La magnitud de J' está c uantizada también df' 
acuerdo con la condic ión usual 

J' = JJ'<.i' + 1) n (10-11) 

Como resu ltado de la interacción sp in-órbita la energía del átomo depende también de J'.El 
es tado con el mínimo valor posib le de J: posee la mínima energía. El procedimiento descrito en 
los ú lt irnos párrafos, es comúnmente llamado acoplamiento LS, sin embargo, también es llamad0 
acoplamiento Russell-Saunders por los dos astrónomos que primeramente lo utili zaron en el 
estudio de los espectros atómicos emitidos por las estrellas.El procedimiento es válido,excepto 
para átomos de Z grande. 

El estudiante debe ser prevenido de que el nombre común írecuente mente ocasiona 
confusión ya que parece implica r quf' el acoplamiento ent re los vectores L y Ses e l más 
importante. En el acoplamiento LS el acoplamiento de los vectores L individuales para formar 

" 
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el vector L total, y también el acoplamiento de los vectores S individuales para formar el 
veclor S total, son los más importantes ya que ti enen el efecto más grande en la energía. El 
acoplamien to del vector L total con el vec tor S to tal es menos importante ya que su efecto en la 
t' ll er~ía es menor . 

Si Z es grande, la interacción spi n -órbita es demasiado fuerte (ver tabl a 10-1) como para poder 
Justificar el ignorarla, aú n temporalm ente. Es to complica la situación ya que tanto la interacción res idual 
de Coulo mb como la in teracción spi n -órbita. deben tratarse si multáneament e. Para á tomos con la Z más 
grande, la interacción spin-órbita empieza a dominar la interacción residual de Cou lomb, y el procedimien­
to se simplifica puesto yue se hace posible un tra tamient o secue ncial, una vez más. Este procedimiento, 
llamado acoplamiento JJ. implica tratar primero el acoplamiento relati vam ente íuerte de los impulsos 
angulares orllital y de spin de cada electrón ópti cament e activo del át omo co n Z grande, para formar su 
111i¡..1ulso angular to tal y después tratar el acoplamiento relativamente débi l de estos impulsos angulares 
para formar el impulso angular to tal para todos los electrones. Ya que la mayoría de los átomos son o 
buenos. o regulares <'jempl os de acoplamiento LS, éste es el único procedimie nto que se considerará en 
este- capÍlulo. En el capítulo 15 se considerará el acoplamiento JJ en relación con el compo rtamient o de 
protone$ y neutrones en el núcleo, ya que en todos los núcleos estas partículas se mueven bajo la 
111l1ucncia de una interacción spin-óruita mu y fuerte. 

10. t. Acoplamiento LS 

En la figura 10-3 se muestra la forma como los diversos vecLores de impulso angular S1. 

coml,inan en el acoplamienlo LS, en e l estado que normalmente es el de mínima energía para dos 
electrones ópticamente activos con números cuánticos /1 = l , s1 = 1/2, y /2 = 2, S 2 = 1/2. 
Los impulsos angulares de spin S 1 y S 2 preceden en torno a su suma S' y S' tiene su máxima 
magnituJ posible (correspondiente a s' = 1) . La precesión es rápida ya que su acoplamiento 
es relat ivamen te fuerte. Los impulsos angulares orbi tales L 1 y L 2 preceden rápidamente en 
torno a su suma L' ya que su acoplamien to es también relativamente fuert e, y L' 
también tiene su magnitud máxima posible . (Correspondiente !' = 3). Además, existe una 
precesión len ta de S' y L' en torno a su suma J' con J' ten iendo la magnitud mínima posible 
{correspondiente a j' = 2). Esta precesión es lenta ya que el acoplamiento entre S' y L' es 
relativamen te débil. Finalmente J' precede aleatoriamente en torno al eje z para satisface r el 
principio de incertidumbre de l impulso angular, siendo su componente a lo largo de ese 
ej~, 1; , una constan te dada por la condición de cuantización 

1; = 111 ';fi (10-12) 

donde 

111: = -j', -j' + l , . .. , + j' - J, + j (10-13) 

La f'tgura 10-3 se di bujó pa ra m1 = j'. La cuantización de la magnitud del impulso angular 
tolal J', y de su componente z, }~, es un requisito necesario de la ausencia de impulsos 
rotat ivos externos actuando sobre el átomo; es decir, es una con secuencia de la ley de 
consen ación del impu lso angular en mecánica cuántica. 

En la figura 10-3 se mues tra so lo uno de los estados cuánticos que se pueden formar mediante 
acoplamien to LS, por dos electrones ópticamente ac ti vos con números cuánticos /1 = J, 
S1 = 1/ 2, y l z = 2, S2 = 1/2. De hecho, ex isten Joce conjuntos de estados, con diferentes 
núnwru.s cuánticos s', /', j', que pueden ser formados por es tos dos electrones; cada uno de 
rstog duct' conjuntos coniiene es tados con 2¡' + 1 diferentes va lores posibles de m1. Las reglas 
que f>.specifican los valores posibles des',/' ,j' , se pueden expresar muy con venientemente por 
mt->c.Jiu de diagrama~ de adición vec torial , empleando vectores cuyas longitudes son proporcio-
11alt's a lo~ n Cuneros cuánticos, de lá misma forma como se hi zo en la sección 8-5. Estos 
diagramas tienen la forma que se presenta en la figu ra 10-4, para los dos e lectrones en cues tión. 
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l' = 3 

ACOPLAMIENTO LS 
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I 

s 

FIGURA 10-3 
Acoplamiento de varios vectores de impulso angular en un estado típico de acopla­
miento de LS de mínima energía. Izquierda: Impulsos angu lares orbitales L 1 y L 2 
de dos electrones, preceden rápidamente en torno a su vector suma L'.Similarmente, 
sus spin S1 y S2 preceden rápidamen te respecto a su suma S'.Derecha: El impulM 
angular orbital rotal L'· y el impulso angular total de spinS' preceden lentamente 
respecto a su suma J' el impulso angular total. Por último, J' precede aleatoriamente 
en torno al eje z. 
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s'= 1 s'=O 

/' /2 = 2 

l1=l~ 
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/' = 2 

L1 = l tJ 
1 /2 = 2 

/' 1' 
l' = 1 

s' = 1 
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tr s' = l vs· = l rls' = l íl s' = l 

j' t j~- = 2 j' /' = 2 'tt s' = lt r,, = 1'C? {' = itJs' = 1 

1'=2, j' l'=l J 

l' = 3 

j' = 4 j' = 3 j' = 2 j'= 3 1' = 2 j' = 1 j' = 2 j' = 1 j ' = o 

s'= 1,/'=3 s'=l,/'=2 s' =l,f'=l 

l'=3 j' 

s' = º· l' = 3, j' = 3 s'=0,1'=2,j'=2 s' = º· l' = l. j' = 1 

FIGURA l0-L1,. 
Diagramas de adición vectorial para los n(1meros cuán ri coh / 1 = 1, s1 = 1/2; 
/2 = 2, S2 = 1 /2. 

• 
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El e~tu<liante podrá verificar que los valores posibles des',/',}' que se muestran en los 
Jiagramas ve(;toriales, concuerdan con los que se obtienen de las ecuaciones 

s' - ls1 - s2I, ls1 - s2I + 1, ... , s1 + s2 

!' = 111 - 121, l/1 - 121 + 1, ... ' 11 + f 2 (10-14) 

j' = Is' - /'I, Is' - l'I + 1, . .. , s' + L' 

Ahora hien, como s1 = s2 = 1/2, de la primera ecuación se obtiene 

s' = O, 1 

Esto es lo mismo que (9-21). Las otras ecuaciones pueden ser verifi cadas por el mismo tipo J e 
argumentos de desigualdad entre vectores que se utilizaron para probar (8-33). Para el caso de 
tener más de dos electrones óp ti camente acti vos, se pueden utilizar gen eralizaciones obvias de 
los diagramas vectoriales para encontrar los números cuánticos posibles. 

Ejemplo 10-2. Encontrar los valores posibles Je s', l',y /'para una configu ración co n tres elec­
lro11es óptica ment e ac tivos de númNos cuánticos 11 = 1, 12 = 2, y /3 = 4. 

Con el auxi li o de la constru cción que se muestra en la figura 10-5, se concluye que el valor mínimo 
de s' es 1/2 : 4ue el va lor máximo des' es 3/2. Por lo tanto, los valores pos~bles son s' = 1/2, 3/2. La 
construcr-ión 1a111bién muestra que el valor mínimo de!' es 1 y que el va lor máximo de!' es 7, Je modo 
que. lo~ valores posible:, son/' = l, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Entonces los valores posibles de j' son j' = 
l/2, 3/2, 5/2, 7/2, 9/2, 11 /2, 13/2, 15/2, 17/2. En las figuras 10-5 y 10-4 n o se indican los 2j' + l 
-.atores posibles de m; para caJa valor de j'. En a usencia de campos externos, la energía del átomo no 
dependt> de 111~. ~ 

En la figura 10-6 se muestra e l desdoblamiento de un nivel singularmente degenerado de una 
ronfiguración atómica con dos electrones ópticamente activos, debido a las inte racciones 
residual de Coulomb y spin-órbita. La configuración es 3d14p1, en forma abreviada 3d4p, que 
implica los mismos números cuánticos, /1 = 1, s 1 = 1/2; 12 = 2, Sz = 1/2, que se consi­
Jeraron en las figuras 10-3 y 10-4. En la figura también se muestra la n otación utilizada por los 
egµectrosco¡,istas para señalar los números cuánticos de los niveles. Por ejemplo , el nivel de 
má!:> b.ija energía se iden tifi ca por e l símbolo 3d4p ªF2 . La primera parte del símbolo propor-

FIGURA l0-5 
Diagramas Je adición vectoria l para los va­
lore!:> máximo y mí11in10 des'} !' en una con­
figurac1ót1 de tres e lectrones ópticamen te ac­
tivos ,·on /1 = l, /2 = 2, y / 3 = 4 . 

s3 = l/2n 
s2=1/2 s'=3/2 
s, = 1/2 

l' = 7 

12 = 2 

,, = l 

s2 = l/2N,sa = 1/2 
s1 = lt2#s' = 1/2 

lz = 2 

l:3 = 4 

l¡ = l 

/' = l 
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/' = l j' = 1 
-

1
P1 / ----.,,.,, 

l' = 2 J' = 2 / -1D2 s· = O ,,, --
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~--.......... 
l' = 3 1' = 3 I ............... -1F3 / ----

I 
/ 

/ i'=2,1.0 3 / [' = 1 t tt;:..- P2 3d4µ I :e----
( -3pl 
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' '-3D1 
' ' j' = 4, 3,2 

' Í J--f=-3
F4 ' l' = 3 ' ' ------:::==--- - 3p3 

'-3F2 

FIGURA 10-6 
Desdoblamienl o de los niveles de energía en una confirmación de acoplam iento 
LS típica. 
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ciona la configuración. La segu nda parte proporciona los valores de s', l' ,j'. La letra 
especifica e l valor de /' de acuerdo con el esquema de la tabla 9-3 (excepto que resulta 
conveniente utilizar letras mayúscu las) , es decir, F quiere decir !' = 3. El subíndice indica el 
valor dej'; es decir, J' = 2. El superíndice es igual a 2s' + l (y si s' < !', también f'S igua l al 
número de componen tes en que se desdoblan los niveles por la interacdón spin-órbita); ec; 
decir , 2s' + l = 3 de modo que s' = 1. La segunda parte del s ímbolo se lee " triplete F 2.'' 

No se pueden presentar ecuaciones explícitas de las que se puedan evaluar todas las energías 
de los nive les de la figura 10-6, pero se puede escribir una ecuación que proporciona la 
dependencia con j' de la energía de interacción spin-órbita. Es ta dependencia desdobla los 
niveles paras'= 1 y una/' dada. e n un triplete deniveles . Unavezmásseconsidera (8-35) para 
la energía de interacción spin-órbita, escribiéndola como: 

6.E = Kfj'(j' + 1) - !'(/' + 1) - s'(s' + 1)) (10-15) 

Esta Pcuación predic-e los va lores de f'Xpectación de la energía de interacción de los vf'ctores de 
impulso angular tota l de spin y o rbital S' y L' siempre que el acoplamiento LS sea válido, de 
modo que estos vectores sean s ignifica tivos. La cantidad K no so lo es proporcional a un término 
c·omo ( 1 /r) dV(r)/dr ,como podrá Psperarse ele las aplicaciones anteriores de (8-35), ya que el 
potencial es más complicado e n esta s ituación, s in embargo, K tiene el mismo va lor para torlos 
los niveles de energ ía de l llamado multiplete; es decir , para todos los niveles de enPrgfa de una 
ronfigurar1ón con valores des' y/'. Por lo tanto, a partir de (10-15), se puede calcular la 
separación en energía de los niveles adyacentes de un multiplete. Si el número cuántico 
asociado con e l nivel ele energía más bajo es)' el número cuánti co asociado con el nivel de 
mayor energía es j' + l ,y la separación 6 e n la ene rgía de los dos niveles es 

<fJ = K[(j' + l )(j' + 2) - l'(l' + 1) - s'(s' + J)] 
- K[j'(j' + 1) - /'(/' + 1) - s'(s' + 1)] 

= K[(j' + 1 )(j' + 2) - j'(j' + 1 )] 

de donM S<' obli<'n<' e l senri llo rf'stiltado 

ó = 2K(j' + 1) (10-16) 

• 
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l'or lo lanto, se puede ver que la separación en energía C de los niveles adyacentes en un 
rnúlliplele, es proporcional al número cuántico del impulso angular total del nivel de mayor energía. 
Esta predicción de (10-16) se conoce como regla del intervalo de Landé. Como se verá en los 
ejemplos 10-3 y 10-4, es ampliamente utilizada en la fís ica atómica. En la fís ica molecular y física 
nuclear. se utiliza esencia lmente la misma regla. 

Ejem¡,lo 10-3. En la configuración 3d3c/ del átomo 20ca, ex is te un multiplete (en este caso un 
triplC't e) de los niveles : 3P0, 3P 1, 3P 2. Se observa que el nivel de más baja energía es el 3Po, e l siguiente 
es 3p

1
• y el más alto 3P2• La separación en energía 6' medida en tre los niveles 3P1 y 3Pa es 16.7 X 

10 J eV, y medida entre los niveles :ip2 y 3P 1 es 33.3 X 10- 4 eV. Comparar es tos valores 
de o con las predicciones de la regla del intervalo de Landé, (10-16). 

La teoría no predice un valor exacto de K en {l0-16), pero si predice que K tiene el m ismo valor para 
iodos los niveles del multiplete. Por lo tanto, se puede obtener una predicción acertada para el cociente 
en tre los dos valores de cf. Para el nivel de energía más bajo, j' = O; para e l siguiente j' = 1; y ¡.,ara el 
más alto ¡' = 2. Por lo tanto , la regla del intervalo de Landé predice 

<f(3P2, 3P,) - 2K(j' + 1 );,-1 

&(3pi,3Po) - 2K(j' + l );,_o 

La razón entre los valores medidos de i! es: 

2 
=-

<f(3 p ?} p 1) 

$(3Pi,3Po) 

33.3 x 10- 4 eV 

16.7 X J0-4 eV 
- 1.99 

Esta gran concordancia entre los valores experimen talm ente medidos y teóricamente predichos de la., 
razones del d proporcionan la evideucia para el acoplamiento LS en e l átomo de 2°Ca .En otras 
palabras , la regla del intervalo de Landé puede utilizarse como prueba de que hay acoplamiento LS~ 

El primer renglón en la tabla 10-2 sintetiza la exitosa prueba de la regla del intervalo de Landé 
para la presencia de acop lamien to LS que se rea lizó en el ejemplo 10-3, para e l triplete en una 
de las configuraciones del átomo de 2°Ca .Los otros renglones muestran los resultados igual-
1111~nte ::;atisfactorios de aplicar la misma prueba a lripletes en otras configuraciones de ese 
átomo. En conjunto, estas pruebas aportan evidencias convincentes de la presencia de 
acoplarnie11to LS en el átomo de 2°Ca . Cuando estas mismas pruebas son aplicadas a multi­
pletes <>n varias configuraciones de o tros átomos con más de un electrón óp ticamente activo, 
demues tran que el acoplamiento LS está presente e n todos esos átomos de Z pequeña e 
interme<lia. 

Ejemplo 10-4.. Medidas realizadas sobre el espectro de líneas, emitido por cierto átomo de Z inter-
1t1Pdia, muestran que la separación entre niveles de energía adyacentes, en orden crecien te de energía, en 
un multiplete particular, se encuentra aproximadamente en razón de 3 a 5. Utilice la regla del intervalo de 

TABLA 10-2. Desdoblamientos de estructuro fino en el átomo de calcio. 

Rozón 

Configuración Niveles Sepa roción Niveles Separación (Exp.) (T eo.) 

3c/3c/ 3pt, 3po 16.7 X 10-'1 eV 3p2, 3pl 33.3 X 10- 4 eV 1.99 2/ 1 
4s4p ª P,, 3po 64.9 X 10-·1 eV 3p2, 3pl IJ 1.2 X 10- 4 eV 2.02 2/1 
4s3d 3D?. , ªDt 16.9 X 10- 4 eV 3D3, 3D2 26.9 X 10- 4 eV 1.59 3/2 
3t!4p :i D 2,3D1 33. 1 X t0- 4 eV 3D3, 3D2 49.6 x 10- 4 eV J.50 3/2 
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Landé para asignar los números cuánti cos s', l' ,j' a dichos niveles. Este ejemplo presenta una visión 
más clara del procedimiento utilizado por el espectroscopista experimental para analizar sus medidas. 

En el diagrama de n iveles de energía de la figura 10-7 se presenta la información experimental. Si la 
separación en tre e l par de niveles de energía más baja es <f , entonces, la separació n en tre el par de ni veles 
de energía más alta es, aproximadamente (5/3) cf. A pesar de qu e inicialmen te no se conocen los valores 
de j' para los niveles, si se sabe que los valores posibles difieren entre sí por uno, y que el nivel de energía 
más bajo corresponde al valor más bajo de j'. De este modo, s i el nivel de e nergía más bajo tiene el número 
cuánti co j' a los niveles de energía sucesivamente mayores corresponderán los números cuánticos 
j'+ l y /+2 

Ahora bien, la regla del intervalo de Landé afirma que la separación entre niveles adyacentes es 
proporcional al valor de j' del nivel más alto, de modo q ue la separación ent re el par de niveles más bajos 
será 

<! = 2K(j' + 1) 

y la separación entre el par de ni veles más altos será 

(5/3)&' = 2K(j' + 2) 

Dividiendo la primera ecuación entre la segunda, para eliminar la incógnita K,se obtiene 

de donde se obtiene 

o bien, 

y por lo tanto 

3S 2K(j' + 1) 

5& = 2K(j' + 2) 

5/ + 5 = 3)' + 6 

2/ 

j' = 1/2 

Así pues, los valores de j' son, en orden creciente de energía, j' = 1/2, 3/2, 5/2. 
Para determ inar los valores de s' y !' del multiplete, se utiliza la tercera de las ecuaciones (10-14) 

/ = Is' - l'I, Is' -1'1 + 1, .. . , s' + /' 

Como el valor mínimo de j' es 1/2 y el máximo es 5/2, se t ie ne 

Is' - 1'1 = 1¡2 

y 

s' + !' = 5/2 

Para manejar los valores absolu tos, se consideran dos casos. En el primer caso s' ¿ I', y estas dos 
ecuaciones son: 

s' - /1 1 /2 

FIGURA 10-7 
Ilustració n de como se asignan los números 
cuánticos en un multiplete, a partir de la sepa­
ración observada de los ni veles. 

j' + 2 -----------...---

(5/3) /. 

j' + 1 -----------+---
/. 

j'-----------~--

• 



422 ATOMOS MULTIELECTRONICOS-EXCITACIONES OPTICAS Cap. 10 

y 

s' + !' = 5/2 

sumando se obtiene 

2s' = 6/2 o s' = 3/2 

Restando se obtiene 

2/' = 4/2 o /' = 1 

En e l segu ndo caso s' ~ !', y las ecuacio nes que deben resolverse son 

-(s' - l') = 1/2 

y 

s' + !' = 5/2 

sumando se obtiene 

2/' = 6/2 o I' = 3/2 

Pero ésto no es posible, ya que el número cuántico correspondiente al imputo angular orbital total I' no 
puede tomar un valor semientero. Por lo tanto, el primer caso s' ¿ /', es el correcto y se concluye 
que s' = 3/2 y !' = l. 

El espectroscopista realiza este procedimiento en todos los multipletes de una configuración particular, 
agrupando los niveles en configuraciones de acuerdo con la similitud de sus energías. Habiéndose obtenido 
así los valores de I' para los multipletes de la configuración, los números cuánticos I de la con figuración, 
se identifican utilizando la segunda de las ecuaciones (10-14) (o utilizando una extensión obvia de la 
ecuación, en el caso que se sepa que existen.más de los electrones ópticamente activos ya que algunos de 
los valores de s' son mayores que 1). La identificación de los números cuánticos n asociados con los 
di\ ersos números cuánticos l no es difícil, si se conocen los números cuánticos n de la configuración del 
estado base, utilizando el hecho de que la energía de las subcapas con valores comunes de / aumentan en 
forma monótona conforme aumenta 11. La identificación de los números cuánticos II de la configuración 
del estado base de los átomos, se basa en ese mismo hecho. ~ 

10.5 Niveles de energía del átomo de carbono 

En esta sección se considerará el diagrama de niveles de energía del átomo de 6C que se muestra 
en la figura 10-8, como un ejemplo más del acoplamiento LS .El estado base de este átomo tiene 
la configuración ls22s22p2 , de modo que hay dos elect rones p que son ópticamente activos. El 
,·ero e11 la escala de energías del diagrama se define de tal manera que la magnitud de la energía 
total del átomo en su estado base es igual a la energía requerida para ionizar el átomo una vez. En 
consecuencia, el diagrama es directamente comparable con los diagramas de niveles de energía 
para ál omos alcalinos y 1 H, en los que el cero de energía se define de la misma forma. Los 
niveles de energía se denotan por la configuración de los dos electrones ópticamente activos y 
por los símbolos espectroscópicos que especifican s', !', j'. 

Considérese primero la energía promedio de los niveles de las diversas configuraciones. En la 
configuración de más baja energía, 2p2 , ambos e lectrones permanecen en la misma subcapa 
que ocu pan en el estado base del átomo. En olras configuracio11es, un electrón permanece en 
esa subcapa mientras que el otro pasa a la subcapa de mayor energía. Obsérvese que las energías 
promedio de las configuraciones dependen de los números cuánticos 11 y I del electrón en la 
subcapa de mayor energía, esencialmente de la misma forma como si este elect rón fuera el único 
e lectrón óp ticamente activo de un átomo alcalino. 

En la configuración 2p2 la de energía más baja, los estados 3P0 •1•2 son de menor energía que 
los <'slados I S0 y 1 D 2 ya que corresponden a un valor mayor de s', y los estados 1 D 2 son de 
menor 1-'nergía que el estado 1S0 porque corresponden a un valor mayor de /'. Obsér vese que la 
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dependencia en s' es más fuerte que la dependencia en /' .Casi siempre, se encuentra que la 
energía asociada con el acoplamiento del impulso angu lar de spin debido a la interacción 
residual de Coulomb, es algo mayor que la energía asociada con e l acoplamiento del impulso 
angular orbital debido a la interacción residual de Coulomb. De los tres niveles de energía muy 
juntos correspondientes a los estados 3P0 .1, 2 qu e se resolverían en un diagrama más grande, el 
correspondiente al estado 3P 0 es el de más baja energía, ya que corresponde al valor mfü, 
pequeño dej'.Por lo tanto, e l estado base del átomo es el estado 2p2 3P 0 . Es decir , en el f"Stado 
base de l carbono existen dos e lectrones en la tercera subcapa parcialmente ll ena (la su bcapa 
2p), que se acoplan de modo que tengan una unidad de impulso angular de spin total. una 
unidad de impulso angu lar orbital tota l e impulso angular total cero. El estudio de los f's tado1-
excitados de baja energía de los átomos, conduce a una descripción ex tremadamente completa 
de sus es tados base. 

En la configuración 2p3s del 6C, el nivel correspondiente as' máxima es Je menor t'nergía, 
del mismo modo como en la configurac ión 2p2 • En configuraciones de mayor energía 
promedio se observan desviac iones a esta regla y a la regla que para J' máxima se obtiene la 
menor energía, pe ro en 6C no hay desviaciones de la regla de que para la j' mínima se obtiene 
la mínima energía. 

En la figura 10-8 no se muestran algunos de los niveles de enngía de la configurac' ión 
2s 2p3, que usualmente no están excitados . Asimismo no se mu esrra e l desdoblamiento por 
int eracción spin-órbita de los n iveles de ene rgía, ya que es demasiado pequeño para que pu,•da 
apreciarse en la escala del diagrama. 

Aunque no se presenta en 6C, en muchos átomos hay un desdoblamiento hiperjino ele los 
nive les de energía , puesto que es menor que el desdoblamiento spin-órbita por tres órdf'nes de 
magnitud. Las causas del desdoblamiento hiperfino pueden cualquiera de los sigui~ntes o 
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ambas : (1) la interacción entre un momento dipolar magnético intrínseco del núcleo, y un campo 
magn éti1.;o producido por los electrones atómicos, y/ o (2) la interacción entre una distribución 
de carga nuclear no esféricamente simétrica y un campo eléctrico no esféricamente simétrico 
producido por los electrones atómicos. Estos efectos son interesantes, principalmente porque 
proporcionan información útil respecto al núcleo y serán estudiados en el capítulo 15. 

Obsérvese que en el diagrama de niveles de energía del 6C de la figura 10-8 faltan los niveles 
correspondientes a los estados 1P 1 y 3S1 en la configuración 2p2 .Este es un efecto del principio 
de exclusión. En todas las demás configuraciones del diagrama, el principio de exclusión se 
satisface automát icamente por el hecho de que difieren los números cuánticos n de los 
electrones ópticamente activos. Pero en la configuración 2p2 ambos números cuánticos n y 
I son iguales, de modo que el principio de exclusión impone restri cciones en los valores 
posibles de los demás números cuánticos. En la aproximación de Hartree, estos son conjuntos 
de los números cuánticos mi, y ,n5 , en conjunto para cada uno de los e lec trones ópticamente 
ac tivos independientes que tienen valores comunes de los números cuánticos n y !. Desde este 
punto de vista, las restricciones del principio de exclusión son simplemente que ningún par de 
electrones puede tener el mismo conjunto de los cuatro números cuánticos. En el acoplamien­
to LS donde la 1n1 y m , no son útiles, y en su lugar se utilizan los números cuánticos 
/', s', j' , 111; para especificar la forma como interactúan los electrones ópticamente activos, las 
restri cciones del principio de exclusión son más complicadas. Para e l caso más general, los 
argumentos que se utilizan para ob tener las restricciones del principio de exclusión en el 
acoplamiento LS son muy complicadas,y aún en situaciones especiales más simples son un tanto 
complicadas. (Los lectores interesados en esto encontrarán una muestra de estos argumentos y 
una afirmación completa de sus concJusiones en el apéndice K). Aquí solo se mencionarán dos 
conclusiones que se obtienen de los argumentos. Una de éllas es que faltan los estados 1P 1 

y 3S1 en la configuración 2p2 y que faltan otros estados en otras configuraciones en las que 
los electrones tienen los números cuánticos n y ! iguales, que se pueden entender en base al 
pri ncipio de exclusión. Otra conclusión es que cuando hay tantos electrones con iguales 
números cuánticos 11 y ! como los permite el principio de exclusión, el único estado que puede 
ocurrir es el I S0 • Esta restricción puede expresarse diciendo que cuando una subcapa se 
encuentra completamente llena, el único estado permitido es aquel para el que el impulso angular de 
spin total, el impulso angular orbital total y el impulso angular total son todos cero. Una 
consecuencia de que no haya impulsos angulares totales en una subcapa completamente llena es 
que no tiene un momento dipolar magnético neto. Por lo tanto, solo aquellos pocos electrones 
de un átomo que no se encuentran en subcapas llenas, son los involucrados en la interacción 
con campos magnéticos externos, una simplificación importante. 

Esta restricción particular del principio de exclusión aplicado al acoplamien to LS es exactamente lo 
que se esperaría al aplicar el principio de exclusión a la aproximación de Hartree. Para mostrar que ésto es 
así, supóngase que los electrones en una subcapa completamente llena, no interactúan entre sí. Entonces, 
e l comportamiento de cada uno se puede describir por medio de los números cuánticos mi y m

8
• Como 

la subcapa está llena, los electrones tendrán todas las posibles combinaciones de m , y m3 , pero como 
todos los electrones tienen la misma 11 y /, cada combinación de m , y m 8 solo ocurrirá una vez. El 
resultado es que para cada electrón que tenga cierta componente z positi va del impulso angular orbital 
(ya que tiene cierta m 1 positiva), habrá un electrón que tenga la correspondiente componente z nega­
tiva (ya que tendrá la correspondiente m, negativa). Por lo tanto, el impulso angular orbital total de los 
e lectrones en la subcapa llena, sumarán cero. Lo mismo será válido para el impulso angular de spin total. 
Por lo tanto , su impulso angular total también tendría que ser cero. 

El espectro óptico de líneas del átomo 6C, o de cualquier otro átomo que presente acopla­
miento LS puede construirse a partir de su diagrama de niveles de energía, evaluando la 
ene rgía y frecuencia de los fotones en todas las transiciones posibles que no violan las siguientes 
reg las de selección de acoplamiento LS: 

l. Sólo pueden ocurrir transicio nes en tre configuraciones para las que son diferentes los 
números cuánticos n y I de un solo e lectrón. Esto quiere decir que dos o más electrones no 
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pueden efectuar transiciones entre subcapas simultáneamente. 
2. Sólo pueden ocurrir transiciones entre configuraciones para las que el cambio f"n el 

número cuántico l del electrón satisface la misma restri cción que se aplica a átomos con un 
solo elect rón, (8-37) 

!:J./= ±1 

3. Sólo pueden ocurrir transiciones entre estados de aquellas configuracin• para las cuales 
los cambios en los números cuánticos s', /', j' satisfacen las restricciones 

t:J.s' = O 

!:J.!' = O, ± l (10-17) 

ój' = O, ± 1 (pero no de j' = O a j' = O) 

La primera de (10-17) prohibe transiciones entre estados de singu lete (s' = O) triplete 
(s' = l ) y viceversa. Sin embargo, se observan transicion es entre los estados 2p2 1 D~ 
y 2p2 3 P0 • i. 2 del 6C. La razón es que todas las excitaciones de ese átomo a estados de singu Jete, 
eventualmente conducen a la población de sus estados 2p2 1 D 2 ya que en la figura 10-8aparecen 
como los estados singulete de menor energía. Cuando el número total de transiciones por 
segundo a los estados 2p2 3P 0 .1 . 2 se en cuentran a ltamente poblados, se vuelven apreciables, a 
pesar de que la probabilidad de que un solo átomo lleve a cabo esta transición, es muy pequeña 
ya que viola la regla de selección !:J.s' = O .Físicamente, esta regla quiere decir que si el 
acoplamiento de los spin e lectrónicos cambia en una transición atómica, el á tomo no puede 
emitir radiac ión del tipo de la producida por momentos dipolares eléctricos oscilantes. Si e l 
acoplamiento del spin cambia, se emite radiación pero a un ritmo muy bajo. La radiación se 
produce ineficientemente por momentos dipolares magnéticos de spin oscilantes, asociados con 
los cambios en el acoplamiento del spin. Las últimas dos reglas de selección de (10-17) son 
similares a las de (8-37) y (8-38). 

10.6 El efecto Zeeman 

En 1896, Zeeman observó que cuando un á tomo se coloca en un campo magnético externo y se 
exc ita, las líneas espectrales que emite en el proceso de desexcitación se desdoblan en varias 
componentes. En la figura 10-9 se ilus tran algunos ejemplos del efecto Z eeman. Para campos 

Transiciones entre cualquier 
estado de singulete en un ótomo 
con un número par de electrones 
ópticamente activos. 

rn 
DJJJ 

t t 1' 
Normal 

FIGURA 10-9 

Sin campo 

Campo débil 

Transiciones entre el doblete del 
primer estado excitado y el 
doblete del estado base en el 
ótomo de sodio. 

2 25 2 i P 112 to 112 P 3/'/. to 8 1¡'L 

OJO] 
[]]] DJilIIJ 

t t t t t ~ 
Anómalo 

Representación de placas fotográficas que mu estran el desdo blam ien I o de varias I íneas 
espectrales en f'I efecto Zeeman normal y anómalo. Las flechas mu estran los desdo­
blamien tos predichos por la teoría clásica de Lorentz. 
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menores a varias décimas de tesla, el desdoblamiento es proporcional a la intensidad del campo. 
Para estos campos, el desdoblamiento Zeeman es menor que el desdoblamiento de la estructura 
fina, que es proporcional a la intensidad de los campos internos más fuertes del átomo. 
Obviamente, el efecto Zeeman indica que los niveles de energía del átomo, se desdoblan eíl 
varias componentes bajo la presencia de un campo magnético externo. En ciertos casos 
especiales, que se les llamó "normales", estos desdoblamientos de los rniveles de energía podían 
entenderse en términos de una teoría clásica desarrollada por Lorentz. Pero en casos generales, 
que se les llamó " anómalos", no era posible ni siquiera una expli cación cualitativa de los 
desdoblamientos observados hasta que se desarrolló la mecánica cuántica y se introdujo el 
concepto de spin. 

En términos de la teoría moderna, ambos desdoblamientos Zeeman, normal y anómalo se 
entienden fácilmente. Debido a los movimientos dipolares magnéticos de spin y orbital f.J.s, 
y f.J.i de los electrones ópticamente activos, un átomo tendrá un momento dipolar magnético 
total, µ, excepto cuando se encuentre en un estado 1S0 .(Los otros electrones se encuentran en 
subcapas completamente llenas que no tienen momentos dipolares magnéticos netos). Cuando 
este momento dipolar magnético del átomo se encuentra en un campo magnético externo 
B tendrá la energía potencial usual de orientación. 

6.E = -µ · B (10-18) 

Cada uno de los niveles de energía del átomo se desdoblará en varias componentes discretas 
correspondientes a los diversos valores 6.E asociados con las diferentes orientaciones cuanti­
zadas de µ respecto a la dirección de B. En otras palabras, debido a que posee un momento 
di polar magnético, la energía del átomo depende de cual de las orientaciones posibles asuma en 
el campo magnético externo. 

Para ilustrar cualitativamente lo que está detrás de la distinción entre desdoblamientos 
normal y anómalo, se calcula µ utilizando (8-9) y (8-19) para obtener (J. i y (J.

8 
para cada 

electrón ópticamente activo, en términos de sus impulsos angulares de spin y orbital, y después 
sumando todos estos electrones. Es decir, se toma 

- - µb [(L1 + L 2 + · · ·) + 2(S1 + S2 + · · -)] 
Ji 

Se han introducido los valores gi = l y gs = 2 para los factores g orbital y de spin que 
determinan las razones de momentos dipolares magnéticos a impulsos angulares . Ahora bien, si 
e l átomo obedece el acoplamiento LS los impulsos angulares orbitales se acoplan para dar el 
impulso angular orbital tolal L' y los impulsos angulares de spin individuales se acoplan para 
dar el impulso angular de spin total S'. Entonces, la expresión para el momento dipolar 
magnético total del átomo, se s implifica inmediatamente para dar 

µ = _µIJ [L' + 2S'] 
h 

(10- 19) 

Se puede ver que el momento dipolar magnético tota l del átomo no es an tiparalelo a su impulso 
angular total 

J ' = L' + S' (10-20) 
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La razón básica es que los factores g orbital y de spin tienen difere ntes valores. El resultacfo PS 
que el comportamiento de µ es bastante complicado, ya que su orientación no se relaciona ele 
modo simple con la orientación de J ' .Pe ro si S ' = O,es decir, los impnlsos angu lares de spin r)p 

los e lectrones ópticamente activos se acopla n a ce ro, e nton ces µ es an liparalPla a J') 1·1 
comportamie nto de µ y, por lo tanto, de l té-rmino µ · B que produce los desdoblamiento~ dt­
los ni veles de energ ía , es más s imple . De hecho, Pn es te caso, dondP no está implicado PI ef pcto 

no clásico del spin , el comportamiento de µ · B se puede explicar sat isfactori amentt" por la 
antigua teoría de Lore ntz. Este caso corres ponde al desdoblamie nto normal dC' Zeeman . F:n C'I 
caso más general ; S ' ;.é O y la tt-o ría de LorC' ntz fa lla. Este caso ror responde a l desdoblamiento 
anómalo de Zeeman . Esta te rm inología se int rodujo mucho antes de que la teorín cuánticn 
proporcionara un e nte ndimi (>nto comple to de todos los aspectos de los desdoblamientos 
Zeeman y, desde el pu nto dP vista moderno, ya 11 0 es muy apropiada puesto que no hay nada 
a nómalo en ninguno de los desdoblamientos. Es interesant e hacer no ta r que los desdoblamiPn· 
tos anómalos pudieron haber s ido utilizados en fechas m uy a nterio res para demostrar la 
ex is tencia del spin y para demostra r que el fac to r g del spin difiere de l fac tor orbital. 

Enseguida, se eva luarán cuantita ti vame nt e los desdoblamient os Zeeman para niveles de 
ene rgía típi cos de á tomos con acopla mien to LS aplicando lo que se ha aprendido arerra dPI 
comportamiento de los d iversos vectores de impulso a ngular en di chos átomos. De (10-20) s1! 

puede ver que L' , S' y J ' siempre se encuentran en un plano común. P ero ese plano precerfe 
respecto a J' debido a la precesión de Larmor de S' en el campo magné t ico in terno del álomo 
asociado con L' (es decir , debido a la interacción spin-órbita) . La ecu ación (8-14) demuestra 
que esta frecuencia de preces ión es proporcional a la intensidad del cam po magnético intPrno 
del átomo. De (10-19) se puede ver que µ se en cuentra e n el plano de precesión y típicarnenlf· 
no es anti paralelo a J', de modo que µ también debe preceder respecto a J' con un a frecuencia 
de precesión proporcional a su intensidad. S i el campo ex terno es débil comparado con el campo 
atómico, la precesión de µ respecto a B será lenta comparada con su p reces ión resp<'<'IO i't ,I'. 

Por lo tanto, el movimiento de µ es algo parecido a lo que se ilus tra en la figura (10-10). Aún 
en el caso de un campo externo re lativamente débil, el movimiento de µ es cornpl irado, pt-ro 
no tan complicado que impida evaluar la energía pot encia l de orientactión 6.E. 

En el ejemplo 8-4 se vio que la intensidad de un campo magnéti co inte rno que actúa sobrt> un 
elec trón ópticamente activo es típi camente del orden de un tes la . Por lo tan to, se supone que el 
campo magnético externo es débil comparado con un tesla . Para calcular la en ergía potencial dP 
orientación 6.E de µ en e l campo B, de be evaluarse -µ · B = -µ8 B, donde Ps e~ la 
compon ente de µ en la dirección de B. Como µ precede mucho más r ápidame nte en torno a 
J' que en to rno a B, se puede evaluar /la e ncontrando primero J."J'• que es la componente 
promedio de µ en la direcr ión J'. 

Es to se rea li za multiplicandoµ por el coseno del ángulo entre µ yJ ' .Dt>spués se en<'uentra 
µ 8 multiplicando¡.tJ'por el roseno del án~ulo e ntrf' J 'y B .Es decir, 

y 

µ. J' 
µ J' = µ-- = 

µJ ' 

µb (L ' + 2S ') · (L' + S') 

J ' 

/'-t> (L ' + 2S') · (L' + S')J; 

li 

en cionde se ha <'Scogido q ue e l ej<~ z es lf Pn la d irC'cción dc> B f'va lua ndo el prod11 C'to f'scalar, se 
obtiene 

µ .. •) ., J ' 
¡t = - ~cz.: -+ 2S'~ + 3L 1 · S')-z 

8 f¡ J ,2 

Esnibi,, ndo (8-~4) con pri mas , '><' obriP,w 

3L' · S ' = 3(1 ''!. - /,' 2 
- S'~')/2 
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FIGURA 10-10 
Izquierda: El impulso angu lar orbital tota l L' y el spin total S' se acoplan para formar 
el impulso angular total J ' de un átomo típico. Similarmente, el momento dipolar 
magn ético orbi tal total #J./'· y el momento dipolar magnético de spin total µ.

3
, se 

acoplan para formar el momento dipolar magnético total µ.. Como la constante de 
proporcionalidad que conecta L'con µ,. es solo la mitad de la magnitud de la cons­
tante que conecta a S' con µ s·• el momento dipolar total no será exactamente anti­
paralelo a J '. Como L ' y S' preceden rápidamente en torno a J', µ L, y µ

8
• también 

preceden rápidamente. causando que µ preceda respecto a - J 'a la misma velocidad. 
Por lo tanto, la componente de µ perpendicular a - J' en promedio es cero, y la 
componente paralela a-J'permanece constante con magnitud µJ'· Derech.a: En un 
campo magnético apli cado débil B, se produce un impulso rotativo que ocasiona que la 
direcrión - J ' sobre la cual µ tiene una componente promedio constante, de mag­
nitud µ.J ., preceda en torno a la dirección de - 8. Por lo tanto, la magnitud promedio 
Je esta componente en la dirección del campo tiene la magnitud ,u.8 que se indica en la 
figu ra. 

De esta manera, 

- - /tb [U2 + 2S'2 + 3(J'2 - r.:2 - S'2)/2] J; 
li J'2 

µ (3J'2 + 5,2 - r.:2) 
- - ~ J ' 

li 2J'2 z 

E,11 0 111 ·1·-.. ele· a1· 111,rd o c-0 11 ( 10-18) 

Cap. 10 
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la ene rgía poten cial de orientación es : 

µ B (3J '2 + S'z - 1.:2) 
6.E = _b_ J' 

ñ 2J '2 z 
(10-21) 

En el estado especificado por los números cuánticos s' , l' ,j', 111; las cantidades dinámicas 
S' 2 , L'2 , J'2 , J; ti en en__precisamente los valores s'(s' + l)n2, / '(/ ' + l )li2

, j'(j' + 1)/i2, 
m1 ñ, respecti vamente. Sustitu yendo es tos valores por {10-21), se obtiene una expresión para 
la ene rgía de desdoblamiento del efecto Zeeman , que por ser más conveniente se escribe <'orno 

(10-22) 

donde 

j'(j ' + 1) + s'(s' + 1) - l'(l' + 1) 
g = l + 2j'(j' + 1) 

(10-23) 

La cantidad ges llamada /actor g de Landé. Nótese que su va lor g = 1 = g1, dondf> s ' = Od<> 
modo que j' = /'. Su valor es g = 2 = g8 , cuando / ' = O de modo que j' = s'. Es tos son 
los valores que se espe rarían ya que si s' = O, el impulso angular es puramente orbital , y si /' = 
O, es puramente de spin . Por lo tanto , el factor g de Landé es una especie de fac tor g vanabl,., 
que de termina la relación entre el momento dipola r magné tico tota l y e l impulso angu lar lota l 
en estados donde ese impulso angular es parcialmente de spin y parcialmente orbita l. De (10-
22) se puede ver que en un campo magnét ico ex terno de intensidad.E cada nivel de energía se 
desdoblará en 2)' + 1 componentes, una para cada va lor de m1. Tam bién se puede ver que la 
magnitud del desdoblamiento será diferen te para niveles con fac tores de Landé g diferentes. 

Ejemplo 10-5. Calculer e l factor de Landé g para el nivel 3P1 en la configuración 2p 3s del 
átomo 6C y utiliza el resultado para predecir el desdoblamiento del nivel cuan do el átomo se encuentra en 
un campo magnético externo de 0.1 tesla. 

Para el estado 3P1 , s' = l' = j' = J. Por lo tant o, 

1(1 + 1)+1 (1+1)- 1(1 +1 ) 2 3 
g = I + 2 X 1 ( 1 + 1) = l + 2 X 2 = 2 

Para j' = 1 , los valores posibles de m~ son 1, O, 1, de modo que el nivel se desdobla en tres compo­
nentes, una con la misma energía, y las otras desplazadas en energía por : 

!).E = ftbBg m1 = ±¡ibBg = ±9.3 x L0- 24 A -m2 x 10- 1 tesla x 1.5 

- ± 1.4 x 10- 24 joule 

- ±8.7 X 10- 6 eV ~ 

En la figura 10-11 se muestra, a escala , los desdoblamientos del nivel de energía de l estado base 
2S1 ,2 y de los niveles de energía de los estados excitados de más baja energía del 11 Na , 
2P 112 y 2Pa12 cuando se coloca en un campo 1magnét ico externo débil. Obsér vese como el 
campo magnéti co externo elimina el último vestigio de degeneración d,e los niveles, ya que la 
energía depende de m ,. La figura también mues tra las transic iones permitidas por las reglas 
de selección para m1: 

6.m ; = O, ± 1 (pero no m .í = O hacia m; = O si 6.j' = O) (10-24) 

Esta regla de selección es tá estrechamente relac ionada con la que se de ri vó en el ejemplo 8-6. 
Aún con sus restri cc iones en las trans iciones permitidas, el efcto Zeeman desdobla cada línea 
espec tral emitida por el á tomo, en un pa trón que gen era lmente contiene cierto número de 
componentes. El estudiante deberá comparar las transic ion es permitidas, seña ladas con fl echas 

• 
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Desdoblamiento Zeeman de los primeros estados exci tados del sodio, 2P1¡2 .3¡2 y desu 
estado base 2S1¡ 2 . Se muestran las transiciones permitidas por las reglas de selección . 
Comparar las líneas espectra les resultantes con las que se muestran en la figura 10-9. 

Cop. 10 

en la figura 10-11, con el patrón de líneas anómalo emitido por el 11Naen estas transiciones, 
que se muestra en la figura 10-9. 

Todas las líneas espectrales que resul tan de transiciones entre estados de singulete, se 
desdoblan en un patrón simple de dos componentes dispuestas simétr icamen te respecto a una 
tercera componente que tiene la misma frecuen cia que la línea de campo cero, como se puede 
ver eu el patrón de líneas normal que se muestra en la figura 10-9. La razón es que s' = O para 
estados de singulete de modo que todos los fac tores g tienen el mismo valor g = 1. Es fácil 
demostrar que ésto conduce a líneas espec trales con solo tres componentes, construyendo un 
diagrama simi lar a la figura 10-11. 

Ejemplo 10-6. La evidencia del desdoblamiento de los niveles de energía atómicos, en un campo 
magnético externo, más fácil de interpretar , es la resonancia del spi11 electrónico. Si se colocan átomos 
de 11 Na, en su estado base. en una región que contenga radiación electromagn ética de frecuencia v, y un 
campo magnético de intensidad B aplicado en esta región, ocurri rá una fu erte absorción de energía 
elect rom~nét ica, cuando la energía de los fotones, h v, sea justamente igual al desdoblamiento Zeeman de 
Jai, JQs componentes del ni vel de energía del estado base. La razón es qu e es tos fotones son capaces de 
inducir transiciones ent re las componentes, indicadas en la figura 10-12, en las que se absorben . En un 
experimento típico 11 = 1.0 X 101º Hz. Determinar el valor de B para el cual la frecuencia definida por e l 
desdob:amiento Zeeman está en resonancia con esta frecuencia de microondas. 

El l~staJo base del 11 Na es un estado 2S 112 para el cual g = 2 y m; = ± 1 /2 . Por lo tanto, (10-22) 
pre<lirc que el desplazamiento en energía de las componen tes del nivel del estado base en un campo externo 
B s~rá 

FIGURA 10-12 
11 ustraci011 Je las transiciones que se observan 
en la resonancia del spin electrónico que in­
volucran los nivt>les de energía del estado base 
Jel soJio desdobladas por u11 campo magnético 
t>X l<'rl llJ. 

+ 1/2 
2
s1.,2 

-1 /2 
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Igualando !tv a la separación en energía entre las dos componen tes, se liene 

de modo que: 

hi• 6.6 x 10- 34 joule-seg x 1.0 x 1010/seg 
B = -2,-,b - 2 x 9.3 x w -2-1 A mp -m2 = 0.35 tes la 

Este efecto es ampliamente utilizado por los qu ímicos, para medir los campos magnéticos que experimenta 
un electrón ópticamente act ivo en un átomo que forma parte de una molécula. La energía electromagné­
tica la proporciona un oscilador de microondas, y la potencia que se obtiene del osci lador se registra al 
mismo tiempo, que se varía su frecuencia, hasta que se observa la condición de resonancia. ~ 

El efecto Zeeman constituye una espectros,·opía experimental muy útil, analizando los 
desdoblamientos Zeeman de las líneas espectra les de un átomo, el espectroscopista puede 
determinar los desdoblamientos de los n iveles de energía del átomo. Esto puede confirmar en 
fo rma determinan te, la asignación del número cuántico j' de cada nivel, ya que 2}' + 1 es 
igual a l número de componentes en que se desdobla cada nivel. Además, la magnitud del 
desdoblamiento entre cualesqu iera dos componentes tiene el valor de µbBg, y como llb y 
B son conocidos, de aquí se puede obtener e l valor de g para el nivel de energía. Como el valor 
de g depende de s', /', J: si el átomo obedece el acoplamiento LS, también puede utilizarse para 
confi rmar la asignación de s' y/'. Por lo genera l, la asignación inicial de los valort-s de los tres 
números cuánticos, proviene de 'a aplicación de la regla del intervalo de Landé para medir la 
separación de los niveles de un multiple te, como en el ejemplo 10-4. 

Un campo magnético ex te rno B que sea débil comparado con los campos magnéticos internos 
de los átomos que acop lan S'y L'para formarJ' , no puede perturbar este acoplamiento y solo 
ocasiona una precesión relativamente lenta de J ' , en torno a la dirección B. Sin embargo, si Bes 
más fuerte que e l campo magnét ico atómico, se sobrepone a l campo y destruye el acoplamiento 
de S' con·L~ En este caso, S'y L'preceden independientemente en torno a la dirección de B. 
Este es el caso del efecto Paschen-Bach que se observa para campos externos, algo mayores que l 
tesla. Si el átomo obedece el acoplamiento LS su momento di polar magnético total es dado aún 
por (10- 19) 

µ = - ~tb [L' + 2S'] 
li 

ya que un campo magnético tal como ese, no destruye el acoplamiento de los impulsos angularf's 
de spin individuales, para formar S', ni el acoplamiento de los impulsos angu lares orhitales 
individua les para formar L'. Sin embargo, en este caso µ 8 es simplemente 

donde se ha escogido el eje z en la dirección de B. Entonces, 

y se oh tiene inmedia tamen te: 

(10-25) 

Los números cuánticos 111~ y m: resultan útiles para un á tomo en un campo magnético externo 
un tanto más in tenso que el campo magnético in terno, ya que L~ y s; ti enen valores rijos f'n 
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estas circunstancias. Se observa que las reglas de selección para los dos números cuánticos 
son: 

6.m; = O 

6.m~ = O, ± 1 

(10-26) 

(10-27) 

La pri mera regla de selección afi rma que el impulso angular de spin to tal y el momento di polar 
magnético, no cambian de orientación en una transición atómica. Como esas transiciones 
implican la emisión de radiación de dipolo eléctrico, mientras que un momento dipolar 
magnético de orientación variable conduciría a la emisión de radiación de dipolo magnético, el 
origen de las reglas de selección es obvio. La segunda regla de selección se derivó en el ejemplo 8-
6. Todas las líneas espectrales se desdoblan por e l efecto Paschen-Bach e n tres componentes, 
igual que e n el efecto Zeeman normal. 

10.7 Resumen 

E~te capí tulo se resume e n la tabla 10-3, que enli s ta, en orden decreciente de importancia en 
la determinación de la energía, todas las interacciones sign ificativas que experimenta un 
<' l<~c trón óp ti camente activo en un átomo multielectrónico típico que se coloca en un campo 
magnético ex terno débil. Por típico se quiere decir, un átomo con una subcapa externa un poco 
11w110s que semillena, cuyo núme ro atómico Z es suficientemente bajo para que esté sujeto al 
,woplarniento LS .Si Z es muy alta, el átomo obedece acoplamiento J J y la más impor tante 
i11LNacción más débil es la interacción spin-órbita. Si el campo magnético ex terno es más 
111Lrnso que e l campo magnético interno, la interacción que se produce es llamada interacción 
Puschcn-Bach , y es más importante que la interacción spin-órbita en el acoplamiento lS. 
( :ampos e léc tri cos ex ternos ti ene n e fec tos s imilares a campos magnéticos externos pero un 
pocos más co mplicados. 

TABLA 10-3. Interacciones en un átomo típico (acoplamiento LS; subcopo un poco menos que 

semilleno) colocado en un campo magnético externo débil. 

Importancia en 

lo determinación 

de la energía Nombre 

Interacción Hartree 

dominante 

Interacción Residual .de 
débil más Colomb 
importante acoplamiento 

de spin 

Ligeramente Residual de 
menos importante Colomb; oco-

plomiento 

orbital 

Aprecio blemente Spin-órbita 

menos importante 

Menos importante Zeeman 

Naturaleza de 

lo interacción 

Eléctrico; 

potencial 
promedio 

Eléctrico; 

desviaciones 

del potencial 

promedio 

Eléctrico; 

desviaciones del 

potencial 

promedio 

Magnético 

campo interno 

Magnético; 

campo externo 

Números 

cu6nticos 

que determinan 

lo energía 

un conjunto de 

11, / 

s' 

!' 

., 
J 

' 111¡ 

Energía más 

boja paro 

n Mínimo 

I Mínima 

s' Máxima 

!' Máximo 

., 
J Mínimo 

Más negativo 

' 111¡ 
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Si los e lectrones ópticamente activos se encuentran en una subcapa más que semillena, se 
cambia el signo de la interacción spin-órbita, ya que el átomo actúa como si tuviera agujeros 
cargados positivamente en lugar de electrones cargados negativamente, lo cual cambia la 
orientación relativa de los vectores correspondientes al momento dipolar magnético e impulso 
angu lar. El res ultado es que el nivel de energía más bajo es el de j' máxima en lugar de ser el 
de j' mínima. Sin embargo, aún en dichos átomos el nivel de energía más bajo está dado por s' 
y /' máximas, ya que el signo de la interacción residual de Coulomb no cambia; es tan repulsiva 
entre agujeros positivos, como lo es entre electrones negativos. 

PREGUNTAS 
l. Dar un ejemplo de un sistema que se estudie en ciencia o ingeniería, que no sea el átomo 

multielectrónico, cuyo mejor tratamiento es una sucesión de aproximaciones en orden creciente de 
exactitud. 

2. ¿Por qué los astrónomos dependen tanto de la información que se obtiene de los espectros ópticos? 

3. ¿Por qué no es posible dar una pequeña cantidad de energía a un electrón en una subcapa interna de 
un átomo? ¿Qué sucede si se le suministra una gran cantidad de energía a un electrón en una subcapa 
externa? 

4. ¿Donde se encuentra, en la aproximación de Hartree, la su posición de que el potencial neto es 
esféricamente simétrico? 

S. Explicar, e n términos sencillos, porqué la interacción spin-órbita se vuelve más fuerte a medida que Z 
aumenta. 

6. Los átomos de Z grande, ¿tienen más electrones ópticamente activos que los átomos de Z pequeña? 

7. Los químicos generalmente hablan de electrones de valencia. ¿Cuál es el término correspondiente 
usualmente empleado por los físicos? 

8 . Al estudiar la interacción residual de Coulomb, se utilizan eigenfunciones que son antisimétricas 
respecto al intercambio de marcas de pares de electrones ópticamente activos . ¿Cómo se justifica el 
hecho de que no se utilicen eigenfunciones que sean antisimétricas con respecto al intercambio de 
marcas de cualquier par de electrones en el átomo? 

9. En el acoplamiento del impulso angular de spin de un electrón ópticamente activo de un átomo típico, 
con el impulso angular de spin de ot ro electrón ópticamente activo, ¿es tá implicada una intera<'<'ión 
magnética entre sus momentos dipolares magnéticos despin? En caso negativo, explicar porqué no, y 
explicar también, en términos senci llos, a que se debe el acoplamiento. 

10. Explicar e l origen físico del acoplamiento entre los impulsos angulares orbitales de los electronf's 
ópticamente activos en un átomo típico. 

11. ¿Por qu é hay una explicación clásica para el acoplamiento de los impulsos angu lares orbitales d~ los 
electrones ópticamente activos, y no la hay para el acoplamiento de sus impulsos angulares de spin? 

) 2. En un multiplete con s' > l' • ¿en cuántas componentes se desdoblan los niveles por la interacción 
spin-órbita? Considérese el multiplete que se estu dió en el ejemplo 10-4. 

13. ¿Cuál es la diferencia enrre acoplamiento LS y acoplamiento JJ ? 

14. ;,Cuál es la relación entre los estados cuán ti cos permitidos por el principio de exclusión en el 
acoplamiento LS para una subcapa con un agujero (es decir , completamente llena exceplo por un 
elec rrón) y los estados cuánticos permitidos en una subcapa con un electrón? ;,Habría una relación 
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bt'11cilla en tre las exci taciones ópticas de un átomo de halógeno y las excitaciones ópt icas de un átomo 
alcalino? 

15. ¿Cómo sería el principio de exclusión para acoplamient o JJ ? 

16. ¿Sería posible que un factor g de Landé tenga un valor menor que l? ¿Mayor que 2? 

17. ¿Cuál sería el efecto de colocar a un átomo en un campo magnético externo de intensidad mucho 
mayor que la intensidad del campo magnético interno? 

J 8. ¿Es posible eliminar la degeneración de los niveles de energía atómicos sin utilizar un campo 
magnét ico externo? 

PROBLEMAS 
l. (a) Trazar un diagrama de niveles de energía para el 11 Na, similar a la figura 10-1, que muestre todos 

los niveles de energía más baja que el nivel 5s. (b) Diseñe un modo de indicar el desdoblamiento 
spin-órbi ta de los ni veles. (Sugerencia: ver figura 10-8). (c) Indicar que transiciones entre estos 
niveles son permitidas por las reglas de selección. 

2. (a) Predeci r los valores de s', !',¡'en el estado de energía máxima de dos electrones ópticamente 
activos con números cuánt icos {1 = 1, s1 = 1/2; 12 = 2, s2 = 1/2. (b) Hacer un dibujo, similar a 
la figura 10-3, que muestre el movimiento de los vectores de impulso angular de este estado. 

3. Encontrar los valores posibles de s', I' ,j' para una configuración con dos electrones ópticamente 
activos co n números cuánticos /1 = 2, s 1 = 1/2; /2 = 3, s2 = 1/2. Especificar que j' va con cada 
combinación de i' y s' 

4. (a) Escribir los números cuánticos correspondientes a los estados descritos en no tación espectroscó­
pica como 2S312 , 3 D 2 , y 5P3 . (b) Determinar si algunos de estos estados son imposibles, y si es así, 
explicar por qué. 

5 . Hacer un dibujo. simi lar a la figura 10·6, que muestre los desdo blamientos de los niveles de energía 
por acoplamiento LS de una con figuración 4s3d .Utilizar la regla del intervalo de Landé para 
predecir las relaciones en tre los desdoblamientos de estructura fina de cada multiplete, de modo que 
puedan dibujarse a escala. Marcar los ni veles con notación espectroscópica. 

6. (a) Uti lizar la tabla periódica de la figura 9-13 para determinar las configuraciones del estado base 
para los átomos 12Mg, 13AI, y 14Si. (b) Después, predecir los números cuánticos del acoplamien­
lu LS para el estado base de cada átomo. Expresar el resultado en notación espectroscópica. 

7. Utilizar los procedimient os del ejemplo 10-3 para verifi car la predicción teórica de la tabla 10-2, para 
la prueba por la regla del intervalo de Landé, de la existencia de acoplamiento LS en la configuración 
4s3d del átomo de 2ºCa. 

8. En un álorno que obedece e l acoplamien to LS, la separación en tre los ni veles de energía adyacentes 
J\, un multiplete particu lar de canco niveles, está en las razo nes 1: 2: 3: 4. Utilizar el procedimien to 
del <>jemplo 10-4. para asignarle los números cuánticos s', l' ,j' a estos ni veles. 

9. Coni,i<lerar u11a subcapa d llena, es decir, que con lenga los diez e lectrones permitidos por el principio 
di.' exclusión. lgnórense las interacciones entre los e lectrones, de modo que se puedan utilizar los 
números cuán ti cos 11, /, m i, ,n

3 
de la aproximación de Hartree, para describir cada electrón. (a) 

Ocmoi,lrar que existe solo un es tado cuánlico posible del sistema, que satisface el principio de 
ex<·lusióu . (b) Demostrar que en esle estado, las co mponentes z del impulso angular de spin total, 
<lcl 11npulso angular o rbital total y del impulso angular total, deben ser todas cero. (c) Dar argumentos 
qtH' dcmueslren que estas conclusiones implican que las magni1udes del impu lso angular de spin 
101al. del impulso angu lar orbital total y del impu lso angular to tal, son todas cero. (Sugerencia: s i un 
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vector de impulso angular no es de magnitud cero, pero tiene componente z igual a cero en un estado 
cuánti co, en ton ces habrá o tros estados cuánticos para los que tendrá una componente z diferente de 
cer o). (d) Ahora, considerar las interacciones entre los electrones que realmente están presentes. 
¿Pueden ellas cambiar la conclusión respecto al impulso angu lar total de la subcapa? ¿Qué sucede con 
e l impulso angular de spin to tal y el impulso angular orbital total ? 

10. (a) Hacer un dibujo aproximado de los niveles de energía del 6C en las config uraciones 2p2 y 2p3s, 
utilizando información de la figura 10-8. Indicar los desdoblamientos de estructura fina de estos 
niveles, exagerando su magnitud . (b) Mostrar todas las transiciones permitidas por las reglas de 
selección del acoplamiento LS. 

l l. (a) Encontrar un estado con números cuánticos s', J' , j' para el cual el valor del factor g de Landé 
se encuentra fuera del intervalo g = 1 a g = 2. (b) Hacer un dibujo si milar a la figura 10-10, que 
muestra los vectores del impulso angular y momento dipolar magnéti co para este estado. 

12. Considerar la configuración 2p3s del átomo de 6e en la que el ordenamiento de los niveles, dt> 
acuerdo con s', l ' ,j', y las intensidades relativas de la dependencia de la energía con estos númf'ros 
cuánticos. son lo que es normal en acoplamiento LS. Dibujar un diagrama esquemático de los 
niveles de energía para esta configuración, como en la figura 10-6. Utilizar la misma escala 
(exagerada) para los desdoblamientos de es tructura fina , dados por la regla del in terva lo de Landé, 
para todos los nive les dent ro de un multiplete dado. (b) Marcar cada ni vel con la notación 
espect roscó pi ca. 

13. Sobre el diagrama de niveles de energía del problema 12, dibuje a la misma escala (mu y exagP.rada) los 
desdoblamientos por efecto Zeeman, dados por el facto r g de Landé. para cada nivel bajo la 
influencia de un campo magnético externo débil. 

14. (a) Con tar el número to tal de componentes del problema 13, es decir, el número total de estados 
cuán ticos, diferentes en la configuración. (b) Demostrar que ésto es igual .a la degeneración de la 
configuración en la aproximación de Hartree, es deci r, e l producto de los fac tores de degennación 
2(2/ + 1) para cada uno de los dos electrones ópticamente activos en la configuración. 

15. Deri var un a ex presión para el desdoblamiento de los niveles de singu lete por efecto Zeeman. 
(Sugerencia: empezar por el principio y tomar s' = O de manera que se obtenga una expresión 
sencilla para e l momen to di polar magnético total). 

16. (a) Construir un diagrama similar a la figura 10-11, que muestre las t ransiciones permitidas por las 
reglas de selección en tre los estados de singu lete 2p3s 1P 1 y 2p2 1 D 2 del átomo de 6e . (b) Verificar 
que en estas transiciones se producirá e l patrón Zeeman normal de tres líneas espectrales. (<') 
Calcular la diferencia en longitud de onda de estas tres líneas, cuando el átomo se encuentra en un 
campo externo de 0.1 tesla. (Sugerencia: utilice una fórmula para la diferencia en longit11d de onda 
que se derivó en el ejemplo 10-1). (d) Calcular la longi tu d de onda de la (ani..-a línea que seohtienf­
cuando no hay campo ex terno, utilizando la información de la figura 10-8. 

] 7. (a) Volver a dibujar los ni veles de energía de la figura 10-L 1, para un caso en el que la in tensidad del 
campo magnético ex tern o aumente a un pun to tal qu e los desdoblamientos sean descritos por el 
e fec to Pasc hen-Bach. (Sugerencia: aquí, j ' ya no es un número cuántico úti l). (b) Volver a dibujar 
las t ransiciones permitidas por las reglas de selección de m; y mi ,como en la figura L0-11, v 
demost rar que e ntonces produ cen líneas espectrales que se desdoblan en solo tres componentes. 

18. (a) Utilizar la información con ten ida en la figura 10-8 para estimar la magnitud de la energía asociada 
con el acoplamiento de los dos impu lsos angu lares de spin para fo rmar el impulso angular de spin 
rota l, y con el acoplamiento de los dos impulsos angulares orbital es para formar el impulso angular 
orbi tal total, en la co nfiguración 2p2 del átomo de 6C. (b) Después, est imar la intensidad de un 
campo ex terno que produci rá una energía de orientación con el momento dipolar magnéti co ele caJa 
electrón óplicament·e acti vo. mayor que la energía estimada en (a). En un campo como este, los 
acoplamien tos de los impulsos angulares de los elec trones ópticamente activos, se destruyen 
com ple tamente. (c) ;,Se tiene dispon ibl e un campo como ese en el laboratorio? 
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1 1 
Estadística cuá·ntica 

11.1 Introducción 

A medida que aumenta el número de constituyentes de un sistema físico, se vuelve más 
complicada la descripción detallada del comportamiento del mismo. Por lo tanto, t'n el proceso 
de este análisis de átomos con un solo electrón a á tomos multielectrónicos, después molP.culas y 
finalmente só lidos, puede anticiparse que el tratamiento detallado de estos sistemas irá 
aumentando en complejidad y difi cultad. Como un ejemplo familiar, considérese lo que 
implicaría tratar de describir el movimiento de una molécula de un gas, en un sistema que 
contenga u n litro de ese gas en condiciones estándar (conteniendo ~ 1022 moléculas). Afor­
tunadamente, por lo general no es necesario tener información tan detallada para dett.rn.inar las 
propiedades más importantes del s istema, es decir , determinar las propiedades mensurables, 
como la presión y la tempera tura del gas. Además, la complejidad intrínseca de un sis tema <JUP 

contiene un gran número de consti tuyentes, a menudo es la causante de muchas de las 
propiedades simples que se observan , como se explicará enseguida. 

Si se expli can los principios genera les de la mecánica (tales como las leyes de conservación) a 
un sistema de muchas partículas, se pueden ignorar los detalles del movimiento o interacción de 
cada partícu la y deducir propiedades simples del comportamiento del sistema, a partir dt> 
consideraciones estadísticas solamen te. De hecho, aún un enfoque estadís tico elPmental 
permit e describir y explicar una amplia variedad de fenómenos físicos y proporciona una buena 
pe rspec tiva del comportamien to de sistemas físicos reales. La razón es que existe una rela<'ión 
entre las propiedades observadas y el comportamiento más probable de un sistema, con tal que 
contenga s uficien tes partículas como para que las conside raciones estadísticas sean válidas. 
Como ejemplo co ns idérese un sistema a islado que contiene un gran número de partículas 
clás icas en equilibrio térmico entre sí, a una temperatura T. Para aJcanzar y man tener este 
eq uilibrio, las part ículas deben poder intercambiar energía entre e llas. En esos intercambios, la 
energía de una partícula dada fluctuará, de tal modo que en ocasiones tendrá una energía mayor 
y en otras una energía menor al valor promedio de la energía de una partícula del sistema. Sin 
t>m bargo, la teo ría c lásica de la mecánica estadísti ca requiere que la energía que sucesivamente 
va adquiri endo una partícula, o que las energías de las partículas, estén distribuídasdeacuerdo 
con una función de di stribución de probabilidad bien definida, llamada distribución de Boltz­
mann, distribución que tiene una forma dependiente de la temperatura T.Sabiendo las 
probabi lidades de que las partículas del sistema ocupen los diversos estados de energía, se 
pu eden determinar una gran variedad de propiedades importantes del sistema comple to, 
u tilizando es tas propiedades de ocupación para calcu lar promedios sobre el sistema de las 
propiedades correspondientes de las partículas cuando éstas se encuentran en estos estados. 

439 
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Un ejemplo más específi co, que seguramente el estudiante ya se ha encontrado en sus 
estudios anteriores, es la relación ent re las propiedades de un gas clásico, la distribución de 
Maxwell de las velocidades de las moléculas del gas. La distribución de Maxwell es un caso 
particular de la distribución de Boltzmann, descrita por una función de distribución N(v), 
donde N(v) dv proporciona la probabilidad de que una molécula tenga una velocidad en el 
intervalo entre v y v + dv. De ella, se pueden calcular cantidades tales como la velocidad 
promedio (que se relaciona con el impulso de las moléculas), la velocidad al cuadrado promedio 
(relacionada con su energía), etc., y de estas cantidades promedio, se calculan las propiedades 
obser vables, tales como, la presión (relacionada con el impulso) y temperatura (relacionada a la 
energía). etc. 

Los tra tamientos estadísti cos también son aplicables, como una aproximación, en sistemas 
que contienen un número moderadamente grande de partículas. Por ejemplo, en el capítulo 15 
se aplicará un tratamiento estadístico a un núcleo (conteniendo ,..._, 102 nucleones) en el 
llamado modelo del gas de Fermi de núcleos. Sin embargo, en ese tratamiento no se u tilizará la 
distribución de Boltzmann , ya que no es válida para las partículas cuánticas como las que se 
encuentran en el núcleo. 

En este capítulo se buscarán fun ciones de distribución que sean válidas para partículas 
cuánticas. Se encontrará que existen dos : la distribución de Bose, que se aplica a partículas que 
pueden ser descritas por eigenfuncion es que son simétricas respecto a un intercambio de 
cualquiera dos marcas de las partículas (como partículas <X o fotones); y la distribución de Fenni, 
aplicable a partículas que deben ser descritas por eigenfunciones que son antisimétricas ante 
este in tercambio de marcas (como electrones, protones y neutrones). 

Primero se hará un repaso de los procedimientos de la mecánica estadística clásica, 
desarrollados en el apénd ice C y utilizados en el capítulo l , que conducen a la distribución de 
Boltzmann. Después, se verá cómo las conside raciones cuánticas fuerzan cambios significativos 
en los procedimientos clásicos. Enseguida, se de rivarán las funciones de distribución cuánticas , 
con argumentos senci llos de equilibrio que empiezan con la distribución de Boltzmann. 
Después se obtendrán ideas muy útiles, comparando entre sí las funciones de distribución. Por 
ú ltimo se darán una gran variedad de ejemplos de las aplicaciones de cada una de ellas y se 
compararán sus predicciones con la experimentación. En este proceso, se examinarán muchos 
fenómenos importantes, tales como superfluidez, calor específico de la red y electrónico de 
sólidos. ) amplificación de luz por la emisión es timulada de radiación (el laser). 

11.2 lndistinguibilidad y estadística cuántica 

L1 dislriuución de Bollzrnann es un resultado f undamenral de la física clásica, no de la física 
,·uántira. Sin embargo, como ya se vió antes y como se verá de nuevo, frecuentemente se utiliza 
al estudiar física cuán tica. Por es tas razones, en este libro se han incluido dos argumentos 
bastante diferentes, cada uno de los cuales conduce a la dis tribu ció11 de Boltzmann, pero estos 
argumentos aparecen en el apéndice C. Se recomienda que e l estudiante lea o vuelva a leer dicho 
apb1dil"e c11 es te momento. 

El primer argu mento en el apéndice C implica contar el número de maneras indistinguibles en 
•1ue las rntidades de un sis tema en equilibrio térmico pueden dividirse entre sí la energía total 
ccrnstantC' del sis tema. La distribución de Boltzmann se ob tiene suponiendo que todas las 
divisiones posibles ocurren con la misma probabilidad. En este procedimien to, una divi sión de 
e>nergía se cuenta como distinguible de alguna o tra división si só lo difiere de esa di visión por un 
rearreglo <le entidades idénticas entre diferentes es tados de energía. Es decir, las entidades 
idénticas son consideradas como si fueran distinguibles en esos rearreglos. En el segundo 
argumeuto que conduce a la di stribución de Boltzmann se supone que la presencia de una 
ent1t.lad Pll un estado de energía particu lar, de ninguna manera inhibe o aumenta la probabilidad 



Sec. 11-2 INDISTINGUIBILIDAD Y ESTADISTICA CUANTICA 441 

de que otra entidad idéntica se encuentre e n ese estado y, una vez más, que todas las divi siones 
posibles de la energía del sistema ocurren con la misma probabilidad. 

Estas supos iciones son perfectamente aceptables en la física clásica. En la fís ica cuán! ica, la 
suposición de que todas las divisiones posibles ocurren con la misma probabilidad sigue s if'ndo 
aceptable; pero no así las o tras suposiciones, ta l y como se vió e n la sección 9-2, si existe un 
tras lape apreciable de las funciones de on da de dos partículas idénticas en un s is tema, aparecen 
efectos no clásicos importantes com o consecuencia de la indistingnibilidad de partículas 
idénti cas, (es decir, en tidades idénticas). U na d e ellas es que los re-sultados mensurables no 
pueden depender de la asignación de ma rcas a las partículas idénticas. De tal modo, la defini ción 
clásica de divisio nes dis tinguibles de la energía de un sistema es errónea, ya que si no hay un 
modo no ambiguo de marcar las partículas idénticas del s is tema, entonces, no hay forma de 
di stinguir entre dos divi siones que puedan diferir entre s i solamen te al volver a arreglarse, aún 
en rearreglos en tre diferentes estados cuánticos (es decir, estados de energía). Otro efecto de la 
indistinguibilidad de las partículas cuánticas, es que la presencia de una en un estado cuántiro 
particu lar , definitivamente afecta la posibilidad de que otra partícula cuántica se encuentre en 
ese estado. Ya se ha visto que s i dos partículas idénticas son descritas por una eigenfunción total 
antisimétri ca, es decir , si son partíc ulas que como los e lectrones están sujetos al prin<'ipio de 
exclusión , entonces, la presencia de una de ellas en algún estado cuántico, inhibe completa· 
mente la pos ibilidad de que la otra se encuentre en ese estado. Pronto se verá que si las dos 
partículas idénticas son descritas por una eigenf unción to tal simétrica, es decir, s i se comportan 
como partículas CJ. en el sentido de que no están sujetos a l principio de exclusión , enronres, la 
presencia de una de ellas en un estado cuántico a umenta considerablemente la posibil idad dt· 
que la ot ra se encuentre e n ese mismo estado. 

D t>sde l ut'go que si el sis l ema co nti ene part ículas cuánticas idénticas, pero las ci rcuns l arwias 
son tales que el traslape de las funciones de onda de cualquiera dos partículas es despreciable, 
en toncf's las partícu las realmente s i son disr inguibles experimentalmente. Bajo eslac; circuns­
tanrias, los <'Íec tos d e la indistingu ibil idad se v11elven despreciables, como ya se mencionó en las 
!>t'C<'ÍOnt's 9-2 y 9-4. y las suposic iones <JU e f undamt>ntan la disLrihución d<' Bolrzmann <;f' 

vuelvf'n válidas. Una vn más, un ejemplo de un sistema como ese, es un gas. En el intervalo de 
densidades que normalme11tf' se encu<•n tra en el laborato r io, las fun<'iOll<'S de onda di' las 
molfrulas. que df'c;d(' luego son parlfrulas ruánricas idénticas, no se traslapan aprecinhlr-­
mPnle y, por lo tanto, la di s tribu ción de Bollzman n se puedP apliC'ar correc tanwnl<' JJHrn 
pr<'dt>ri r las propiedades del sistema. 

F.:n la t>s ladís tica c uánt ira, las par! ículas cuánticas q ue son d,•scrita s por <' igenfunciorw.., 
anrisirné-tricas, se les ll ama fermiones. y las partículas qu <> son dei:;<' ritas por <'igenfunrinni>, 
simftricas "" les llama bosont>s. Es decir , la eigenfuncié>n para u n sisrenu~ ele varios fermiont>s 
idé>n1ico<; c-anilHa dt' signo si st> inlncambian las marcas de cua lt>sc¡uiera dos dt> t>l los. mw1111 c1 ... 

c¡ue la ei~<·nf1111ción para 1111 sis ll'ma de hosonPs id¡;nticos no ,·ambia d,• s igno antf' t•sk 
intN<'ambio dP marcas. En la tabla 9-1, se ennr<'nlra una li s ta parcial de fermiorws Y hos,,111·~ . 
F:s tos nombre.., so n en honor ele dos físicos, Fermi y Bose, que rontrihuyf'ron 1•11 m11chn al 
desarrolln OP la Psladístira ruánli ca . 

El hf'cho de que u n f Prmión Pvita q11f' otro fermión idén ti co se IP una en el mismo ,~stacl,, 
cuántico, c•s decir, f'I principio dP exclusión, y algunas de s us exlrC'madamente imporla11t f• ... 
cons<'rucncias, es algo í'O n lo que ya se adr¡uirió fami liaridad, a Lrav¡;s dPI estudio de losál11n10s 
mu l r if'I f<'I rón iros . Lo an terior se puede describir un tan lo más formalmente, diciendo que: si ro 
se tit>nen n .fermiones en un P.~tado cuántico, la probabilidad de que se les una u no más. será m enor r>n1 
"" fnrtor r/P inhibición ( 1-n), r¡ue la r¡ue se tendrá si no hubieran los requisitos de indistinguibilidnd 
111ecrínico-r11ánt1cos. Si n = O, el factor tiene el valor (1-0)= l y por lo tanto no hay inhibi,,i6n 
de• la probabilidad para que el primer ft>rmión ocupe el es tado. Pero para el estado 11 = l , el 
factor t i<>TH' t> I valo r ( 1- 1 )= O, y por lo tan to, un segundo f erm ión es completamente i nh ihido en 
su pos ibilidad de ocupar t>Sf" estado. Nótese que el fac tor limita automáricamen lP t>I número 11 

de fermiones en cualquier es tado cuántico parlicular a los valores n = O y 11 = l, en 
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co 11cordancia con el principio de exclusión. Por lo tanto , e l uso de l plural en la precedente 
a firmación s ubra yada, podría parecer poco apropiado; se utiliza para que dicha afirmación sea 
análoga a la correspondiente a boson es que seguirá a continuación, y porque, de o tra forma, el 
argumento que sigue a la afirmación sería redundante. 

No se ha tenido opor tunidad de demostrar que la presencia de un bosón en un es tado 
cuántico, aumenta la probabilidad de encontrar un segundo bosón idén tico en ese es tado, ya que 
se ha trabajado m u y poco con bosones desde que se desarrolló la mecánica cuántica de 
par tícu las indistinguibles. Lo an terior será de mostrado a continuac ión. 

Considérese la eigenf unción simé trica para un sis tema de dos bosones idénticos, (9-8). 

Recuérdese que lpa( l ) quiere decir que la partícula marcada con 1 se encuentra en el estado 
c uán t ico ix, ipp(2) qu iere decir que la partícula 2 se encuentra que e l estado{), etc., y que a 
pesa r de que se usan marcas para las part ículas, las cant idades observables como la densidad de 
¡.,robabi lidad l/'Í:."Ps tienen va lores que son indepe ndien tes de la asignación de marcas a l~s 
parl ículas. Recuérdese I ambién que 1p8 está normalizada, por el factor de normalización 1 ¡J2, 
si se supone que ip,x( 1 )1¡,1;(2) y 1/-'p( 1 ),¡,,x(2) están normalizadas. A continuación, ambos bosones 
se colocan en el mismo es tado, por ejemplo en el es tado{), iguala ndo <X = (3 . Entonces, la 
e1genfunción será 

2 -
= J2. '.Pp( l )1Pp(2) = J21Pp( I)v,p(2) 

y la d<'nsiclad de probabi lidad será: 

(11-1) 

¿Cuál sería la eigenf unción y la densidad de probabilidad para es te sis tema de dos partículas 
i<l é11ticas si no se hubieran tomado en consideración los requisitos mecánico-cuánticos de 
indistinguibi lidad de partícu las idénticas? La e igenf unción tomaría la forma dada por (9-4) o (9-
5). ~a que fueron obtenidas directamente de la ecuación de Schrodinger antes de aplicar las 
ro ntlic,one?s de indistinguibilidad. Tómese, por ejemplo, (9-4) 

Esta eigenfunc,ón ·rp está normalizada , ya que se ha supuesto que lpa,{ l )lpp(2) está normalizada. 
Para el presente caso, <l onde <X = /3 , se tie ne; 

1P = lpp( l)lpp(2) 

y la densidad de probabilidad normalizada será, 

(11-2) 

Hc·su lia conveniente comparar las densidades de probabi lidad (11-1) y (11 -2) ya que ambas 
han sido apropiadamente normalizadas. Al hacerlo, se puede ver que la probabilidad 1P'/;"Ps de 
tP1wr dos hosones en el mismo estado cuánt ico, es el doble de la probabilidad c uando el sis te ma 
e-; lá desnito por una e igenf unc ión que no sa tisface los requisitos mecánico-cuántico de 
indi ~,1 i11guil,ili<lad. Lo anterior se puede expr esar diciendo que la probabilidad de ten er dos 



Sec. 11 -2 INDISTINGUIBILIDAD Y ESTADISTICA CUANTICA 443 

hosones en e l mismo estado es el doble de lo que sería para partículas clásicas. Por lo tanto, la 
presen cia de un bosón en un estado cuántico particular , duplica la posibilidad de que el segundo 
bosón se en cuentre en ese estado, comparado con el caso de partículas c lásicas, donde no exisle 
una corre lació n partic ular entre los estados cu ánticos ocupados por las partículas. 

Ejemplo 11-1. Comparar la probabilidad de que tres bosones se encuentran en un estarlo cuán tico 
parti cular, con la probabilidad de que tres partículas clásicas se encuentren en el mismo f'stado. 

Examinando la eigenfun ción simétrica, obtenida en el ejemplo 9-3, para un sistema con tres bosones, se 
encuentra que cont iene 3 ! =. 3 X 2 X 1 = 6 términos de la forma v111(J )r¡,p(2)rpy(3), y que la cons­
tan te de normalización es 1 /.J 3 !. Igualando e,. = {3 = y para qu e los bosones estén en el mismo estado, 
la densidad de probabilidad tendrá (3 !)2 térm inos iguales, pero multiplicada por el cuadrado de la 
constante de normalización, (J /j3 !)2 • De esta manera, la probabilidad es mayor por un factor de 
(3 !) 2/3 ! de la que seria si se tuviera tres partículas clásicas idén ticas e n el mismo estado. En 
consecuencia, para el caso de bosones, la probabilidad es mayor por un factor de 3!. ~ 

Los resu lt ados del ejemplo 11-1 obviamen te se pueden generalizar al caso de n bosones 
idénticos e n el mismo es tado cuántico, y puede demostrarse que la probabi lidad de qut> esto 
ocurra es mayor por un factor de n ! = n(n - 1) (n - 2) · · · 1, comparada con la probabi­
lidad de que lo anterior ocurra para el caso den partículas clásicas idénticas. Estos resultados se 
pueden o bser var desde un punto de vista más ú til , contestando la s iguiente pregunta; si ya 
ex is ten n bosones en un estado cuántico final particular de un sis tema, en el cual los bosone~ 
realizan transiciones desde var ios estados iniciales a varios estados finales, ¿c-uál es la 
probabilidad de que un bosón ad icional llevara a cabo una transic ión a ese eslado final 
particu lar? 

Sea P 1 la probabi lidad de que se agregue un primer bosón al estado, originalmente vacío, 
particularme nte interesante. S i el efecto de ampliación que se estudia no existiera, la 
probabilidad de que existan II bosones en ese es tado sería s implemente la n -ésima potencia 
de P 1ya q ue las probabi lidades J e ir añadie ndo bosones sucesivamente serán todas iguales y la 
adició n se llevaría a cabo independienlemenete y las probabilidades independientes son 
multiplicativas . Es decir, 

Sin embargo, la probabilidad real de que exislan II bosones e n ese estado se aumt>nta al valor: 

La probabilidad rea l de que existan n + l bosones en ese es tado es 

P bosón ( + 1) 1 p 
n + l = 11 • n+l 

Ya que (n + 1)! - (n + l)n! , y como Pn+l = (P1)ra+l = (P1)"P1 = P11 P¡, se tiene: 

P !:~~ón = (n + l)r1 ! P n P1 

o bien 

pbosón _ ( l + n)P pbosón 
n+ l - l n (11-3) 

p~011ó11 es la probabilidad de que realmente se enc uentren n bosones en ese es tado, de modo 
que• la respues ta a la pregunta propuesta," ¿si ya ex is ten n bosones en un estado cuántico final 
parl icul ar .... ?", es (l + n)P1 . Sin embargo,P t es la probabilidad de agregar cualquiera de los 
hoson t>s, si no hubiera aumento . Por lo tanto, se conc lu ye que si ya existen n bosonPs en 11n estado 
r1uíntiro, la prvbabiliriad dP que se les una uno m ás, es mayor por un factor de aum Pnlo (l + 11) de 
lo q11 r srría si no hubiera requisitos mecánico-cuánticos de indistinguibilidad. 
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11.3 Las funciones de distribución cuánticas 

El procedimiento más frecuentemente usado para obtener funciones de distribución que se 
ajusten a los requisitos de indistinguibilidad de las partículas cuánt icas, implica la modificación 
de l primer argumento en el apéndice C de modo que se satisfagan estos requisitos y después 
ex tender los cálculos para el caso de un n úmero grande de partículas y estados de energía. 
Aquí se utilizará un procedimiento más simple y que corresponde a los fundamentos del se­
gundo. 

Como caso preliminar, considérese un sistema de partículas clásicas idénticas en equi librio 
térmico. Las partículas intercambian energía, pero actúan independientemente en cuanto que 
una no afecta e l comportamiento específico de otra. Enfocando la atención en dos estados de 
energía particular de estas partículas@'\y@\,y sean n1 y n2 los números promedio de partículas 
que los ocupan. Asimismo, sea R 1 _. 2 , la razón promedio a la cual una partícula del sistema, que 
se encuentra en el estado 1, realiza una transición al estado 2, y R2_ . 1 la razón a la cual una 
partícula que se encuentra en el estado 2 realiza una transición al estado l. Tanto R1 _ 2 como 
R2 •1 son razones por partícula, es decir, probabilidades por segundo por partícula. Por lo 
tanto, la razón total a la cual las partículas del sistema realizan transiciones 1 - 2 será 
n1 R1 _ 2 , ya que 111 es el número de partículas que tienen oportunidad de hacerlo, mientras 
que R 1_ 2 es la probabilidad por segundo de que cada una tome esa probabilidad. La razón total a 
la cual las partículas del sistema realizarán transiciones 2 - 1 será n 2R 2_ 1 . 

Si estas razones de transición totales son iguales, es decir, si: 

(11-4) 

y si lo mismo se aplica a razones de transición totales "prospectivas" y "retrospectivas" entre 
todos los pares de estados de energía de partículas, entonces, evidentemente la población 
promedio de estos estados permanecerá cons tante en el tiempo. Sin embargo, la condición que 
caracteriza el equilibrio térmico son las poblaciones de estado constantes en " promedio". La 
ccua<'ión (11--+) es la condición que garantiza que e l equilibrio supuesto en todos los 
argumentos an teriores se mantiene . En principio e l equilibrio también se mantiene balancean­
do conjuntos interconectados de ciclos de transición, cada uno de los cuales involucra vari~ 
tstados de ene rgía, sin balancear pares individuales de razones totales de transición como en 
(1 1-4) ~ sin embargo, no ex iste ninguna evidencia de que en la práctica, se dé esta situación. 
Üe5criL1endo lo anterior de otra forma, (11-4) puede tomarse como un postulado, llamado 
balw1ce detallado, cuya jus tificación reside en el hecho de que conduce a resu ltados que 
co 111 ciden con e l experimento . 

Nótese qu f' (11-4) implica 

(11-5) 

Ahora bien, en equilibrio térmico, el promedio ó número más probable de partículas 11 que se 
encoutrarán en e l es tado 1 en un sis tema clásico, es tará dado por la dis tribución de Boltzmann , 
qu<.· se deriva en el apéudice C, calculada en el estado de energía <f:'1 _ Por lo tanto , 

(11-6) 

y s11111larrnen te para 112 . Por lo tan to la razón de poblaciones tendría el valor 

(11-7) 
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En conseruenc ia, (l l-5) y (11-7) demuestran que las razones de t ransición por partícula 
deberán estar en la razón 

R e-81
/kT 

2-1 --=--- (11-8) 

para partículas clásicas. 
Enseguida, se aplicará la condición de equilibrio té rmico (l l-4), a un sistema de bosont">s. Se 

escribe como: 

(] 1-Q) 

donde 111 y n2 son las poblaciones promedio de bosones e n dos es tados cuánticos intPresantes, 
R 1 " R 1""'"' 1 d . . ' b ó d E y 1:::2 , 2 • 1 son as razones e trans1c1on por os n , entre estos esta os. stas razonPs 

se pueden ex plicar e n términos de las razones obtenidas en el caso de partículas rlásiras, 
s implemente multiplicando las razon es clásicas por el factor de aumento ( l + n) que se derivó 
al fin a l de la sección 11 -2. Es decir, como existen en promedio n2 boson es en el es tado cuántico 
2, cuando se ll eva a cabo una transición 1 -+ 2 la probabilidad por segundo por part ícula 
real , R:::·~· , es mayo r por un factor (J + n 2) que el valo r R1_ 2 , que es la razón que tendría 
una partícula c lásica que no sal isf ace los requis itos de indis tingu ibilidad. A medida que n torna 
va lores desde ~o (para un es tado que casi nunca es ocupado por un bosón) hasta valores 
grandes (para estados que contienen cada vez más bosones), el factor de aume nto varía 
<lPsde ~ 1 (casi no hay aume n10) hasta va lo res cada vez mayo res (crecimientos cada vez 
mayores). Para resumir , se tiene 

R bos6n_( l )R 
l ... 2 - + 112 1 -2 (ll-10) 

y similarmente, 

R bosón ( l )R 
:.!- l = + 11¡ 2- 1 (11- ll) 

Combinando (11-9) , (11 -10) y (11-l 1), se ob tiene 

n 1(1 + 11 2)R 1_ 2 = n:i{l + n1)R2- 1 

o bien , 

n,(I + 11 2) 
=--=---

112(1 + 11¡) 

R e-cf 1 /kT 
2-1 

(l l-12) 

donde se ha utilizado (11 -8) para calcular las relac iones de las razones de trans ición clásicas por 
pa rtículas en términos de la di s tribución de Boltzmann. La ecuación (ll -12) se puede esrribir 
como 

11¡ 8 l kT 
---e ' - 11 2 etff2lkT (11-13) 
1 + 11¡ 1 + 11 2 

El primer miembro de es ta igualdad no implica propiedades del es tado 2, y e l segundo miembro 
no implica propiedades dPI es tado l. De esta manera, las propiedades comunes de ambos lados 
no pueden in volucrar propiedades comunes a ambos. Así es, obviamente, ya que la te mpera! ura 
de equilibrio común Tse e ncuentra en ambos miembros. Por lo tanto, se concluye que a mbos 
mirmhros de ( 1 J -13) son iguales a una función de T,qu e en forma más conven ie nte se escribe 
romo e- ª, dondf' a = a(T). Igualando el primer miembro al valor común, se tiene 

111 <!
1
/kT -a ---e =e 

1 + 11¡ 
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o bien, 
M1 -<«+81/kT) 

---=e 
1 + 11¡ 

de modo que 

o tam bién 

por lo tanto , 

l 
11 1 = - / 

1 _ e- <«+t11/k1'> eªe8 1 kT _ 1 

Si se util iza el segundo miembro de (11-13) , se obtiene un resultado completamente s imilar para 
la dependen cia de n2 en 6\. De hecho , este res ultado se obtiene para el n úmero de bosones 
promedio o pro bable que ocupe un estado cuánti co de energía C .Así, se obtien e 

1 
n(<f) = eª e"l kT 1 

(11-14) 

Esta es la distribución de Bose que especifi ca el número pro bable de bosones, de un s is tema en 
eq ui libr io a tempe rat u ra T,que se encontrarán e n un estado de energía C. 

El 11 1ismo tipo de a rg umentos se puede apli car a un s is tema defenniones en equilibrio ; para 
estas par tku las, la condic ión de equilibrio térmico , (11-4) , se escribe como: 

11 R ! crm ión _ 
11 

R C<-rmfón 
1 1-2 - 2 2- 1 (11-15) 

Aquí, Rt "1'.'~iónes la razón po r fe rmión para tra nsiciones entre los estados cuánticos 1 y 2, 
R~'::ii1,,n lo mismo pa ra trans icion es 2 -+- l y 11 1 y 112 ;;on la probabi lidad promedio de es tos 
estado~. Debido al princ ipio de exclusión, las poblaciones ins tantáneas de cualquiera de los 
estados puede ser ún icamente cero a uno. Las poblacio nes fluc túan e n e l tiempo debido a la 
natura leza es tadís ti ca de los procesos que ma ntienen el equilibrio térmico y tien en los valo res 
promedio dados po r n 1y 112.Las razones de transición para fermio nes se puede n expresar en 
térn1111 os <l <' las razones para partíc ulas clásicas , s impleme n te multiplicando las razones clás icas 
p<Jr el facto r <le inh ibic ió n ( 1 - n) que se es l udió a la mitad de la secció n 11-2. Como n se 
i11t e rpreta co mo la pob lación promedio de un estado cuánti co , (l - n) es el valor promed io del 
factor de in hibi ción , y j us ta menl e eslo es lo que aquí se necesita . A medida que 11 toma valores 
dt·~d<> ~ o (para un estado que cas i nunca cont icne un fermió n) has ta '.::::: 1 (para un estado 
c¡ ue ca:;i s ie mpre con ti ene u n fermió n), el fac to r de inhibic ió n varía desde '.::::: l (fac tor de 
i11l 1i bi <' iÍ>n cas i nulo) has ta '.::::: Ü (inhibición cas i to tal), e n concordancia con e l JJrincipio de 
1· xrlu :,, ió11 . Por lo tanto, se I ie11 e: 

R [cr111ió11 ( l )R 
1-2 = - 11 2 1 -2 (11 -16) 

\ ' 

R rc rmióu ( J ) R 
2 - 1 = -11, 2- 1 ( 11-17) 

Jond<' R 1 ·:! ~· R..._ .1 so11 las razones pa ra una pa rtíc ula clás ica que no sati sface los requi s itos 
Je 111cl1 :-. t111g u1hi liJ a<l que· t' onJut·en al princ ipio de exclusió n pa ra f crmioncs. 
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Combinando (11- 15), (11- 16) y (l l -17), se obtiene 

o bien 

(11-18) 

donde se ha utilizado (l l -8) para calcular la re lación de las razones de transición clásicas por 
partícu la en té rminos de las probabilidades de Boltzmann . La ecuación (ll-18) se puede 
expresar como: 

1 - n2 
(l 1-19) 

Por el mismo razonamiento u ti lizado anteriormen te, se puede ver que ambos miembros de esta 
ecuación son iguales a a lguna función de T.que una vez más se escribe como e-a., donde <1. = r:1 

(T). Igualando el primer miembro al valor común, se tiene 

o bien 

de modo que 

o también 

Por lo tanto , 

Esto se escri be como 

n1 8 1 /kT -a 
e = e 

1 - 111 

n1 -<«-t 4' 1/!.·T) 
=e 

1 - n1 

e-<«hf/kT) 
1'1 ¡ = - -----

1 + e-(a f"8 1/kT) eªe.t1 /kT + 1 

1 
n(<f) = 8/k'I' 

eªe + 1 
(11-20) 

donde, una vez más, se elim ina e l s ubíndice 1, ya que para todos los estados cuánticos, se 
obti en en los mismos resultados. Esto es la distribución de Fermi que proporciona el número 
promedio o probable de fe rmiones, de un sis tema en equilibrio a temperatura T,que deberá 
encontrarse en estado cuántico de energía <l. 

1 1.4, Comparación de las funciones d e dis tribución 

Considé rese primero, la distribuc ión de Boltzmann (11-6) 
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Si la constante multiplicativa A se iguala a e-«, la distribución de Boltzmann será 

Se sabe, de (11-14), que la distribución de Bose es: 

1 
nnose(C) = « llkT l 

ee -

y (11-20) dice que la distribución de Fermi es 

Cap. 11 

(11-21) 

(11-22) 

(11.23) 

En estas relaciones, k es la constante de Boltzmann y Tes la temperatura de equilibrio del 
sistema. El parámetro cx,para un sistema y temperatura dados, se especifica por el número total 
de partículas que contiene. Por ejemplo, al final del apéndice C se calcula A = e- « para una 
forma especial de la distribución de Boltzmann que se aplica a un sistema de osciladores 
armónicos simples; donde se define nnoit/C)como una medida de la probabilidad de encontrar 
a uno de ellos en particular en un estado de energía C. El resultado fue A = 1/kT.Si en ese caso 
se define n 0011,z(C) en términos de la probabilidad de encontrar cualquiera de los osciladores en 
el estado, o el número probable en el estado, obviamente se hubiera encontrado A = JV/kT, 
donde .,1Ves el número total de osciladores en e l sistema. Esencialmente, ésta es la forma como se 
define nnottz(C)ya que proporciona el número más probable de partículas clásicas en el estado 
de energía C. En otras palabras, A es la constante de normalización cuyo valor para una T dada 
queda especificado por el número total de partículas en el sistema descrito por la distribución de 
Boltzmann. De este modo, esto mismo se aplica al parámetro ex que aparece en esa distribución. 

a 
b 

e kT 

2 
T(ºK) a 

a 
a 1000 -2.84 
b 5000 -0.42 
e 10000 0.62 

o 1 2 3 
<$ (eV) 

FIGURA 11-1 
La función de distribución de Boltzmann en función de la energía para tres valores 
diferentes de T y <X. Esta función es una exponencial pura que cae por un factor de 
1 fe con cada incremento kT en energía. En la parte superior de la figura se muestra 
la energía kT para cada temperatura. La figura ha sido dibujada para un sistema de 
partículas con la misma densidad que la utilizada en la figura 11-3. Al escoger la 
densidad, la <X queda fija para cualquier temperatura T. 
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Asimismo, el parámetro <:t.. que aparece en la distribución de Bose para una T dada, se esperifica 
por el número total de bosones en e l sistema, y la distribución proporciona el n úmero probable 
de bosones en el estado de energía <f. Las afirmaciones correspondientes a la distribución rle 
Fermi , también son igualmente válidas. 

En la figura 11-1 presentamos la gráfica de la función de distribución de Boltzmann P:n 
func ión de la en ergía para los tres va lores diferentes de Ty ex. Nótese que esta distribución es 
una exponencial pura que cae por un factor 1/e con cada incremento kT en la energía '9',como 
se trató con cierta profundidad en el capítulo l. 

En la figura 11-2 se hace la gráfica de la distribución de Bose como fun ción de la energía para 
tres valores diferentes de T y ce Se escoge <:t.. = O en cada caso, de modo que eª == 1,raso que 
se aplica al gas de fot ones que se estudiará más adelante. Obsérvest> que para energías pequeñas 
comparadas con kT e l número de partículas por estado cuántico es mayor en la distribución de 
Bose que en la distribución de Boltzmann. Esto es consecuencia de la presencia del término -1 
en el denominador de la distribución de Bose. Sin embargo, para energías grandes comparadas 
con kT, la distribución tiende a la forma exponencia l característi ca de la distribuci6n de 
Boltzmann , ya que en este intervalo de va lores, e l factor exponencial en (11-22) es mucho 
mayor que el término - l. Esta es la región en la que el número promedio de partkulas por 
estado cuántico es mucho menor que uno. 

En la figura 11-3 se hace la gráfica de la distribución de Fermi como función de la Pnergía, 
para cuatro valores diferentes de Ty <:t... Debido a que en este caso se apl ica el principio d" 
exclusión, no se puede tener más de una partícula por estado cuántico. Esto justifica la forma 
tan diferente de las curvas a energías bajas, en comparación con las otras dos distribuciones, t>n 
las que no habrá restricción alguna para ocupación múltiple de los estados. Si se define la 
energía de Fermi como C F = -<:t..kT,de modo que <:t.. = -C FfkT, (11-23) puede escrihir!-P 
más convenientemente como 

a 
b 

2 

--.. 
~ ..._ 
i:: l 

a 

o 

FIG U RA 11-2 

l 
nFcrm,(C) = (tf-t! )/kT 

e ' + 1 

kT e 

a 
b 
e 

2 
~ (eV) 

T(ºK) a 

1000 o 
5000 o 

10000 o 

3 

La distribución de Bose contra energía para tres valores diferentes de T, todos con l't. 

= O. Para energías grandes comparadas co n kT esta función se aproxima a la forma 
exponenc ial de la distribu ción de Boltzmann, sin emba rgo, para energías pequeñas 
comparadas con k T excede los valores de Boltzmann, tendi endo al infinito cuando la 
energía tiende a cero. En la part e superio r de la figura se mut>stra la energía kT para 
cada temperatura. 

{11-24) 
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T (ºK) a 

a o -oo 
b 1000 -3.15 
e 5000 -1.51 
d 10000 -0.69 

0.5 

o l 3 
<1 (eV) 

FIGURA J 1-3 
La función de distribución de Fermi para cuatro valores diferentes de T y o:. El 
principio de exclusión fija un límite de una partícula por estado cuántico. En la parte 
inferior de la figura, se muestra la energía de Fermi C fi' para cada curva y la 
energía kT se muestra en la parte superior. La caída, que ocurre en una región de 
anchu ra kT con centro en C F,se vuelve más gradual al aumentar la temperatura. 
Para altas temperaturas y energías, esta función se aproxima a la función de 
distribución de Boltzmann. La figura ha sido dibujada para un material cuya densidad 
electrónica es similar a la del potasio y cuya energía de Fermi es de 2.1 e V. Al escogerse 
la densidad, tanto la energía de Fermi como ex quedan fijas, a una temperatura dada. 

Cap. 11 

Esro faci lita la interpretación de la función de distribución. Por ejemplo, para estados 
con 8 « 8'1,. el término exponencial en la ecuación de arriba, es esencialmente cero para 
temperaturas bajas y "Fcrmt = 1. Estos estados contienen un fermión. Para estados con 
6 » S F• la exponencial domina el denominador a bajas temperaturas y la distribución de 
Fermi se aproxima a la distribución de Boltzmann. Obsérvese que en esta región el número 
promedio de partículas, por estado cuántico es mucho menor que uno. Para e = e F,el 
número promedio de partículas por estado cuántico, es exactamente igual a un medio, debido a 
la forma como se definió <f F 

Cuando T = O, la distribución de Fermi da nFermi = 1 para todos los estados con energías 
por debajo deó'"Fy nFcr,ui = O para los es tados con energías mayores queCF. Por lo tanto, 
a T = O los estados de energía más bajos se llenan, empezando por el fondo y poniendo un 
fermión en cada uno de los estados sucesivamente más a ltos, hasta que el último fermión del 
sistema ocupa el estado de energía más alto en C F· Obviamente,esto minimiza el contenido de 
energía lo tal del sistema como se esperaría a la temperatura de cero absoluto. Nótese de la figura 
11-3 quP para T « 6).,/ k, ó 1,. se en cuentran a casi la misma energía que para T = O. A estas 
temperaturas rela ti vamente bajas, la energía térmica del sistema se consume en promover 
fermiones de estados de energía algo pordebajodelaenergía CF correspondiente a temperaturas 
cero, a estados por arriba de esa energía. Los cambios de población se restringen a una región de 
an<'hura igual a kT, ya que kT es una medida del contenido de energía térmica por partícula del 
sistema. La fal ta de poblac ión debajo de la energía CF correspondiente a temperatura cero, es 
basran te simétrica con la población por encima de esa energía a temperaturas pequeñas y, por lo 
tanto, <S¡,. que siempre es la energía para la cual n Fermi = 0.5 , casi no cambia. Para temperaturas 
mayores 6~~ se corre hacia menores energías y esta simet ría empieza a perderse. 

Dcl,c>n ci tarse ciertas característi cas generales de las tres funciones de distribución. A 
enc::rgías a iras (C)) k T ) donde el número probable de partículas por estado cuántico para la 
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F IG ll RA 1 1-- t. 
Cr.íficas fil- las íunrionl's df' dist ribu ción de 
Bo l1 1.ma1111, Bosc.> y Fnmi. c•on tra <f/kT para 
dos valort';.. cl if erl'ntes de <X, - 0. 1 y -l .O. 
D1·lH' linc,·rs,• notar <J ll t> si las 1·urvas pun tea­
das st' muv1aar1 hacia la izquinda. (-0. 1) -
(-1.0) = 0.9 unidadf's, coincidirían exacta­
m«·n tr• 1·011 las rurvas sólidac;. Es ta nbservarión 
p1wde 1•sdart>c<·r un poC'O má-; t> l c;ignifirado 
n ... i1·0 de• o:. 

1.5 

1.0 

0.5 

o 

\ 
\ \ 
\ \ 

--- (1 = - l Ü 

\ \ --a= -0.1 

\ \ Bose 

')Á Boltz~ann 
,< /{ Ferm 1 
· \ ./ Sose 

"- V~ Soltzmann 
' ' Y'F . ..... 'cy- erm, 

"'-..~, 
-:..~ ..._ _ _..,. __ 

1 3 
ll/kT 

5 

d ist r iburión clás ica, es mur ho menor q ue uno, y la distri bución cuán tica se traslapa <'on la 
di s lr ibuc ión clásica . Es dec ir, n 1,•crml ~ fl aott.z ~ nnoso, si n.Boltz << l. A bajas energía:) 
(8 « /... T) cuando este n úmero es comparable o mayor que uno, las di s tribuciones ruánticas 
caen e n lados opues tos de las di stribuciones clás icas. Es decir, n Fcrml < n nóltz < nuose, '-1 

n 11ottz ~ 1. En la figura 14. se pueden ver fácilmente es tas r aracter ís ti cas, donde se grafican las 
tres f unriones de d istr ibución como func ión de la relac ión de energías CjkT y un mismo valor 
de r1 .. Es1as ca rac terís ticas son j us tamente las que se esperarían de las consideraciones de la 

TABLA 11-1. Comparación de las tres funcione s de distribució n. 

Características 

bósicas 

Ejemplo de siste ma 

Eigenfunciones 

d e partícu las 

Funció n de 
distribución 

Comportamiento de lo 

función de d istri-
bución como función 

de r. /k T 

Problemas e specíficos 
a los que se aplico 

en este capitulo 

Boltzmann 

Se aplica a las 
particulas 
distinguibles 

B ose 

Se aplica a partículas 

indistinguibles que 
no estón sujetas al 

principio d e 
exclusión 

Partículas distinguibles, Bosone s-particulas 

o aproximación a las idénticas de sp in 
distribuciones 

cu ónticas 
cuando &' )) k T 

Sin requerimientos 

de simetría 

Exponencial 

Gases a esencialmente 
cualquier tempe-

rotura; modos de 
vibración en un sistema 
cerrado isotérmico 

cero o entero 

Simétrica ante 

inte rcambio de marcas 

de las partlculos 

Poro <f » k T, expo-
nencial. Poro tf « k T , 
quedo por encima 
de Boltzmann 

Gas de fotones (radio-

ción por uno cavidad); 

gas de fonones (copo-
cidad calorífica); 

Helio liquido 

Fermi 

Se a p lica n a pa rtículas 
ind istinguibles que 

o b e d e cen el 

p rincipio de 
exclusió n 

Fer miones-porticulas 
idéntico s d e spin 

semientero impar 

An tisimétrico ante 

interca m bio de marcas 

de las p ortlculos 

Poro d' )) kT, expo-
nenciol donde i5' )) cff,' 

Si cf F » k T, d ecrece 
abruptamente 

cerca de tS" F 

Gas de ele ctro nes 

(colo r especifico e lectró-

niico, potencial d e con-
tacto, emisió n 

termiónico ). 
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:-1'cc1ó11 11-2. Cuando 11 uonz « l habría poca opor tunidad de que se manifestasen los efectos de 
la indis tinguibilidad ya que la probabilidad de encontrar dos partículas en el mismo estado 
l'uá11ti<'o es de por sí muy pequeña. Por esta razón, es d e esperarse que las dis tr ibucio nes 
cuánt icas que se aproxi men a la distribución clásica, para naoltz « l . Cuando la distribución 
l' lási1'a pred ice una probabilidad apreciable de que haya más de una partícula por es tado 
cuánt ico, es decir, cua ndo n uottz ~ l , e ntonces, esta probabi lidad sería inhibitoria para 
fermiones y aumentada para bosones, y se esperará que las dis tribuciones cuánticas diverjan de 
las distribuciones clásicas en la forma indicada en la figura 11-4. En la tabla 11-1 se resumen los 
al ributo!> más importantes de las tres fun ciones de distribución: 

11.5 El calor específico de un sólido cristalino. 

En esta sección se presenta el primero de varios ejemplos de aplicación de la distribución de 
Boltzmann a s is temas cuánticos. En los exper ime ntos preliminares de Oulong y Petit , se 
i>ncoutró que el calor específico de un sólido (a temperatura ambiente) es muy similar para 
111 uchos materiales, aprox imadamente 6 cal/mol-º K. Es d ecir, la cantidad de energía calo rífica 
necesaria por molécula para aumentar la temperatura del sólido una cantidad dada, parecía ser 
aprox ima<lamente la misma, independientemente del e lemento q u ímico de que estuviera 
compuesto. En ese tiempo, este resultado podía ser interpretado ~n base a las s iguien tes ideas de 
la ,•st ad íst ica clásica: ex isten N 0 , e l número de A vogadro, átomos en un mol. Se considera que 
cada átomo lleva a cabo oscilaciones armónico-simples en tor no a s u posició n en la red , en tres 
d1mens10nes; de modo que un mol del sólido tiene 3N0 grados de liber tad. A cada grado de 
liliertaJ se le asigna una energía total promedio kT,de acuerdo con la ley clásica de la 
f'q11ipart ición <le la energía, de mod o que 

E= 3N0kT = 3RT 

donde Res la constante universal de los gases. Entonces, la capacidad calorífica a vo lumen 
1 onstanle es 

dE 
e = - = 3R = 6 ca l/ mol-º K 11 

dT 

Es te resul1aJo es conocido como le y de Dulong y Petil. 
~111 1·11d1argo, exper imentos posteriores demostraron que a medida que se disminuye la 

Lt"mpnatnra, las capacidades caloríficas mo lares var ían . De hecho, el calor espec ífico d e todos 
los ~ó lid o<; tiende a cero cuando dis minuye la tempe ra tura y cerca d el cero absoluto, e l calor 
espPl"ÍÍlf'o varía como T 3 • Eis tein í ue quien vio que el factor kT d e la equipartic ión clásica,tenía 
411e :-.er sustitu ido por o tro factor que tomara en cuenta la cua n tización de la energía de un 
osci lador armón ico s imple, mu y parecido al modo como P la nck atacó e l problema d e la 
radi ación por una cavidad. Representó el sólido como una colección de 3N0 oscíladores armóni­
c·os <l<> la misma frecuencia fundamen tal y sus titu yó kT por el resultado !zv/(e"v¡k'l' - l) de (1-
26), yuc Sf' obtuvo de co mbinar la cuan tizació n de la e nergía de Planc k y la dis tribución de 
Bolttniann. A:-..i , encontró 

3N 0 11J1 hv/ kT 
E = ' = J R T llvlkT e'"' J..'l' - 1 e 

(11-25) 

De lo antt>rior cal cul ó e l ca lor espec ífico como cu = dE/dT y e ncontró una concordanc ia 
!'ualitativa con los resu ltados experimentales a tempera turas razonablemen te bajas. A pesar de 
1.1ue todas las sus tancias presentan c urvas de Cu en función de T de la misma forma, debe 
<'sc:op;Nse una frecuencia caractcrbt ica v diferente para cada sus tancia, con e l fin de obtener 
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correspondencia con los resultados experimentales. Además, a temperaturas muy bajas, la 
fórmula de Einste in no contiene la dependen cia con la temperatura T 3 que requit-ren los 
resultados experimentales. 

Pe ter Debye, de modo simple y general en contró el tratamiento teórico que con buen éxito 
reproduce exactamente los res ultados experimentales. Los tratamientos anteriores considera­
ban los átomos del sólido como si vibraran independientemente entre sí. En realidad, los átomos 
es tán fuert emente acoplados. En lugar de considerar N0 átomos vibrando independientemente 
en tres dimensiones se debería considerar un sistema de 3N0 vibraciones acopladas. Un 
problema dinámico tal no sólo sería difícil de manejar di rectamente, sino que, como los átomos 
interactúan fuertemente, no se podría utilizar la estadística de partículas sin interacción. Sin 
embargo, Debye hizo ver que una superposición de modos elásticos de vibración longitudinal 
del sólido como un todo (cada modo independiente de los demás como los modos independientes 
de dos péndulos acoplados) proporciona los mismos movimientos atómicos individuales que el 
acoplamiento real. Las vibraciones térmicas de los átomos del sólido son equivalentes a una 
combinación grande de ondas elásticas estacionarias en un gran intervalo de frecuen cias. Las 
vibraciones atómicas de una red cristalina aparecen como vibraciones e lást icas macroscópicas 
del cristal como un todo. El problema sigue siendo la determinación del espectro de frecuencias 
de los modos elásti cos de vibración longitudinal. De allí en adelante, cada modo se puede 
considerar como un oscilador armónico independiente, cuyos e igen valores cuantizados ya ;:,Oll 

conocidos. Entonces, sumando se puede obtener la energía to tal del s istema. 
Antes de realizar el cálculo, es necesario puntualizar que la distribuc ión de Boltzmann si es 

ap licable en este caso. Los átomos individuales, en la formulación original del problema, se 
pueden considerar como partículas distinguibles; los átomos se dis tinguen entre sí por su 
posición en el espacio en los sitios de la red del cristal. Sin embargo, la suposición de las 
formulaciones anteriores, a saber, que estas partículas no interactúan, está claramenie 
equivocada. En el modelo de Debye, los átomos se sustituyen por modos elás ticos de vibración 
de l sólido como un todo. Estos son e lementos independientes sin interacción, es decir, 
osciladores armónicos independientes. Además, estos elementos son distinguibles entre sí, ya 
que cada modo de vibración (onda estacionaria) está caracterizado por un conjunto diferente dP 
números (nx,n

11
,n z) que esencialmente corresponden a un número diferente de nodos para 

cada modo de vibración. Ningún par de modos de vibración puede tener conjuntos iguales de 
estos números. 

Debye supuso que e l sólido se comporta como un cuerpo tridimensional, elástico y continuo, 
con el fin de obtener el espect ro de frecuencias de los modos de vibración , con los modos 
permi tidos correspondiendo a vibraciones longitudinales con nodos en las fronteras. En 
principio, esto es idéntico al cálculo de los nodos de vibración de ondas elec tromagnt>ticas en 
una cavidad, que se consideró en la sección 1-3. Por lo tan to, el número de modos ron 
frecuencias en tre l' y v + d,, es 

41TV 2 N(v) dv = -- v d11 
v3 

(11-26) 

donde v es la velocidad de ondas elásti cas y V el volumen del sólido. Esto es idéntico a (l-12), 
excepto que v sustituye a e, y se elimina un factor de 2 ya que, con ondas longitudinales Pn 

lugar de transversa les, no se ti enen dos estados de polarización. Además, Debye supuso que el 
número de modos está limitado a 3N0 por mol, es decir, el número de grados de libertad 
traslacionales de los N0 á tomos, para tomar en cuenta la natura leza atómica real de un sólido 
cri stalino. Entonces, los modos permitidos varían en frencuencia, desde cero hasta algún 
máximo ''m· Para obtener 11m Debye igualó 

vm 

J N(,,) dv = 3N0 

o 
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obteniendo 

o bien, 

47TV 3 
--3 'Vm = 3No 
3v 

- (9No)1;3 
'V,n - v 4?TV 

Cop. 11 

(ll-27a) 

(ll-27b) 

Ahora, si cada modo es tratado como un oscilador unidimensional de energía promedio <ff 
dada por la cuantización de P lanck y la distribuc ión de Boltzmann , 

<ff' = hv 
ehv/kT 1 

entonces, la energía elástica to tal de l sólido será 

Vm 

f hv 4?TV ., 
E = e"vtk7' - 1 ---;;a v~ dv 

o 

(11-28) 

Esta expresión se puede escribir en una forma más condensada, cambiando una variable de 
integración ad imensional x = hv/kT de modo que, xm = lzv,,JkT. Entonces 

Vm 0:m 

E= 47TVJ hv
3 

dv = 47TV(kT)\J x
3 

dx 
v3 ehv/kT - 1 v3 h ea¡ - l 

o o 

y, al sus ti tuir 47TV/v3 = 9N0/v::n rearreglando términos, se obtiene la fórmula de Dehye 

(11-29) 

Como x es una cantidad adimens ional, hvm/k tien e las dimensiones de temperatura y 
generalmente se conoce como temperatura caracterí.stica de Debye, E>, de la sustancia de q ue se 
trate. Entonces, con x

111 
= E>/T, (1 1-29) quedará como 

0 / T 

E = 9 R T
4 J .t

3 

d X 
E> 3 e:ll - l 

(11-30) 

o 

y la fórmula de Debye para el calor específico de un sólido es 

0/T 

e = d E = 9 R [4 ( T) a J x3 dx - 0 1 J 
11 dT 0 e"' - 1 T e0 1T - 1 

(1 1-31) 

o 

Como se verá en el ejemplo 11-2, la teoría de Debye implica un parámetro E> que, por su 
relación con las propiedades elást icas del só lido, puede determinarse independientemente de las 
medidas <le ca lor específico. Uti lizando estos valores determinados independiente:mente se 
obtiene una gran concordancia con las medidas experimenta les del calor específico, que se 
ilustran e n la figura 11-5. En parti cular, la teoría con cuerda con la ley observada de T 3 a mu y 
bajas te111peraturas. 
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FIGURA J 1-5 
Calor específico medido a volumen constante, como función de la temperatura para 
varios materiales. La línea horizontal I representa la ley de Dulong-Petit , mientras que 
la curva II representa las predicciones de la teoría de Debye. 
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Ejemplo 11-2 (a) Demos! rar cómo 0 se puede obtener directamente de las propiedades elásticas del 
sólido . 

Como 0 = hvmfk en primer lugar se deberá encontrar vm. A partir de (11-27b), 1•111 = 11 (9N0/4?TV) 
l / 3 de modo que 0 = (/w/k)(9N0 /4?T V)113• Todas las cantidades in vo lu cradas se pueden medir expi"ri ­
mentalmente de modo que 0 puede determinarse de medidas de V (volumen motar) y,, (velocidad de las 
ondas elás ticas). 

En realidad , como un sólido puede transmitir tanto ondas longitudinales (de compresión), como 
tran sversales (de cort e), y como sus velocidades son diferentes, se sustituye v por una expresión más 
general. En particu lar, si Vz representa la velocidad de ondas lo ngitudinales en e l sólido, y v, la veloridad 
de o ndas transversales, se requiere 3N0 = (41r V/3vr)i,~n + (41r V/3v:)2v~, en lugar de (11-27a)_ 
cJonde se toman e n cuenta los dos estados de polarización de las ondas transversales. 
Po r lo tanto, en (l 1·27b) se utiliza 

De medidas de vL y v1, se calcu la v Algunos valores calculados de 0 y v111 son: 

Fierro 0 = 465° K v,,. = 9.7 X rn12 seg 1 

Aluminio 0 = 395°K l' ,n = 8.3 X Lo12 seg i 

Plata 0 = 210°K 11111 = 4.4 X l o12 seg i 

(b) Demostrar que cuando T ~ O, e,, - const x T 3 en la fórmula de Dehye (l ].3 J). 
Se tiene 

0/T 

[ (T)3f x3 e I J 
e v = 9 R 4 0 e" l d.t: - T eel'l.' - J 

o 

A medida que T disminuye, 0/T se hace mu y grande. En efecto, cuando T - ~ -0, 0/T--+ oo,y el úllimo 
término se an ula. Por lo tant o, 

00 

( T)3 f ~.3 
et• --+ 9 R4 

0 
ex _ 

1 
dx 

o 
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pt:ro, ,·01110 J;' :c3/(e,,. - 1) dx = 7T4/ 15,se obtiene 

127T4 R 
Cu= ---T3 5 (:)3 

Cap. 11 

que e& la ley Je T 3que se buscaba, para muy bajas tempera turas. (c) Demostrar cómo se obtiene 0 a partir 
J<> medida::. del calor específi co. 
Si T =(::),Je (11 -31) se obtiene 

l 

c
11 

= 9R[4 J xª d.-i; - -
1
-] = 2.856R = 5.67 cal/mol-ºK 

ex- 1 e- 1 
o 

de modo que la temperatura de Oebye se puede definir como aquella temperatura para la cual 
c

11 
= 2.856R. Para una comparación con la parte (a), los valores que se obtienen son 455° K para 

fierro. 420°K para aluminio y 215°K para plata. ~ 

Es sorprenden te cómo un mocJelo tan s imple como el de Debye proporciona resultados tan 
excelentes. El espec tro de frecuencia real de los modos de vibración debería depender de la 
es truc tura real de la red del sólido cri s talino y podría diferir de los resultados del modelo 
cu111i nuo <le Debye. Esas diferencias, como las que de hecho se han encontrado entre el 
ex¡.,enmcn l o y las predicciones de Debye, se pueden explicar por las diferencias esperadas entre 
PI espectro rea l y el de Debye por lo que los hechos experimentales respecto de los calores 
específi cos, parecen es tar completamente comprendidos. Hasta aquí, se han considerado 
so lamente las co11tribuciones de las vibraciones de la red al calor específico de un sólido. En la 
:.erción 11 -11, St' considerarán las contribuciones apor tadas por los e lectrones libres al ca lor 
,·~pccífil'o de un sólido conductor. 

1 l.6 La distribución de Boltzmann como una aproximación a las 
distribuciones cuánticas. 

Ya se ha visto que cuando e l número promedio de partículas por es tado cuántico es mucho 
rnenor que uno , las distribuciones cuánticas convergen a las distribuciones clásicas. En--;sta" 
región , es particularmente útil e l factor de Boltzmann 

IIBnlli0\) = e-(t/1-8 1 ) / kT 

11 Ool~z{@\) 
(11-32) 

que proporciona el número relativo de partículas por estado cuántico con dos energías 
diferen les {, 1 y <á\, para un sistema en equilibrio térmico a temperatura T. Esta aproximación 
ya ha sido utilizada anteriormente, en el ejemplo ·4-7. Se puede aplicar a todos los sistemas 
cuánticos a energías de varios k T por encima del estado base (los estados están tan escasamente 
ocupados que n 11 ., 1t;,, es mucho menor que uno). Por ejemplo, cuando se consideran colisiones 
térmicas de un gas en equilibrio a una temperatura T los estados excitados de los átomos se 
C"ncuentran normalmente escasamente poblados. Por lo tanto , utilizando el factor de Boltz­
mann, 5e pueden obtener las poblac iones relativas en equilibrio de los diversos estados 
exci tados como función de la temperatura. Como las intensidades de las líneas espectrales 
dPJJenden de estas poblaciones, se pueden predecir las variaciones de las intensidades espectra­
les con la Lemperatura. Muy frecuentemente, e l procedimiento se invierte; es decir, empezando 
co11 las in tensidades relativas conocidas, se puede determinar la temperatura de la fuente, como 
e n el caso de la estre lla que se consideró en el ejemplo 4-7. Como se verá en el capítulo 12 la 
misma idea se aplica a los espectros moleculares. 
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La di stribución de velocidades de Maxwell de las moléculas de un gas que se mueven 
libremente dentro de una caja, puede ser válidamente deducida de la distribución de Boltzmann, 
porque n111111 z para todos los estados de partículas libre es muy pequeña en las condiciones que 
usualmente existen en la naturaleza de los gases ordinarios. 

Ejemplo 11-3. La resonancia magnética nuclear, es una técnica utilizada para ob tener información 
acerca de los campos magnéti cos internos en sólidos. Es más sensible que las técnicas químicas, por 
ejempl o, en la identificación de impurezas magné ticas en un cris tal. Sin embargo. principalmente permite 
utilizar el núcleo como una sonda para obtener información respecto a los sólidos, de manera similar como 
los trazados radiacti vos son utilizados en sistemas biológicos. Para núcleos co n spin diferente de cno, la 
degeneración de los niveles de energía con respecto al spin nuclear, es eliminada por el campo magnftico, 
(de modo análogo al efecto Zeeman}. La absorción resonante de potencia electromagnética ocurre cuando 
los fotones que bombardean un sólido tienen la energía apropiada para excitar transiciones entre estos 
niveles. La intensidad de la absorción depende de la difere ncia en poblaciones de los niveles implicados. 
Para ilus trar la sensibilidad de la técnica, utilizar el factor de Boltzmann para calcular la diferencia entrf­
las poblaciones, 111 y n2 de los dos nive les a temperatura ambiente, si la absorción resonante se dett>ct a a 
una frecuencia de 10 MHz. 

El factor de Boltzmann es 

se tie ne T = 300° K , S2 - $ 1 = hv , y v - 107 seg- 1• Por lo tanto, 

En co nsecuencia, 

o bien, 

112 - 11 vi A:'1' - =e 
"1 

= e-6.6Xl0-34j ou le-sci Xl07
1.t•g - 1 / 1.11x 10- 23J 011 lo-ºK-1X300ºK 

= e - 1.0x10-s ~ 1 - J .6 X 10- 6 

112 - 1.6 X 10- 6 
"1 

fl¡ - 112 

11 ¡ 
1.6 X J0- 6 

Por lo tanto, se put>de detectar una diferencia en las poblaciones dt> dos par tes en un millón, 
resultado que revela la alta sensibilidad de la técn_ica de NMR. El factor de Boltzmann es apl icable 
en este caso ya que la población se dist ribu ye sobre varios niveles muy próximos, dt> modo quf' 
tanto 11 1 como 112 son pequeños. ~ 

11.7 El laser 

En la sección an terior se ha visto que el número r elativo de partículas por estado cuántico, a dos 
e nergías diferentes, para un sistema en equi li brio térmico a temperatu ra T está dado, bajo 
c iertas c ircunstancias, por el factor de Boltzmann e-<<! : - 8 1>lkT. Enseguida se utilizará este 

resultado para explicar el funcionamiento de un dispositivo muy importante conocido como 
la.ser, acróstico por "amplificación de luz por la emisión estimulada de radiación". Un maser es e l 
s is tema correspondien te que opera en la región de microondas de l espectro electromagnét ico. 

Consideremos transiciones en tre dos estados de energía de un átomo en presencia de un 
campo e lec tromagnéti co. En la figura 11-6 se il ustran esquemáticamente los tres procesos df' 
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FIGURA 11-6 
Se ilustra (a) el proceso de emisión espon­
tánea, (b) el proceso de absorción estimulada, 
v (e) el proceso de emisión estimulada, para 
dos niveles de energía de un átomo. 

Emisión 
espontóneo 

Antes 
<fz ---o--- -

/!¡ --- - --
(a) 

B2---- - ­
Absorci6n ~ 
estimulada 

(b) 

/!2--~---
Emisión ~ 
estimulado 

&1------

(e) 

Ca p. 11 

Después 

transición , a saber, emisión esp ontánea, absorción estimulada y emisión estimulada . En el proceso 
de emisión espontánea, el átomo se enc uentra inicia lmente en el estado superior de energía 
<fJ\ y decae al nivel infer io r de energía C1 por la emisión de un fotón de frecue ncia 
v = (6'2 - <ff1 )/h. (La vida media de un átomo en la mayoría de los estados excitados es 
t0- 8 seg. Sin embargo, algunos decaimientos pueden ser mas lentos y entonces los estados 
excitados se llaman metaesta bles; en esos casos la vida media puede ser tan larga como 
10- 3 seg). En el proceso de absorción es timulada el átomo es estimulado por un fotón de 
frecuencia v, de un campo electromagné ti co a plicado a l á tomo, que induce una transición del 
estado de baja energía al de alta energía, en tanto que un fo tón es a bsorbido por e l á tomo. En el 
¡iroceso de una e misión estimulada, un fot ón de frecue ncia v estimula al áto mo para que realice 
una transición del estado de alta energía al es tado de baja e nergía . El átomo se queda en este 
est.ado más bajo, mientras que e mergen dos fotones, el inc idente y e l emitido. 

Los procesos de abso rción y emisión estimulada de ene rgía electromagn ética en sistemas 
cuánticos puede considerarse como análogos a la absorción o emisión es timulada de energía 
mecánica en sistemas clásicos resonan tes sobre los c uales se ejer ce una fuerza mecánica 
¡.,eriódica de la misma frecuencia que la frecue ncia na tural de l sis tema. En esos sis temas 
mecánicos, se puede agregar o res ta r energía dependie ndo de las fases relativas de l movimien to 
del sistema y de la fuerza ejercida. Sin embargo, el proceso de emisión espontánea , en un efecto 
estrictamen te cuántico . Como se a nalizó e n la sección 8-7, la e lectrodinámica cuántica 
demuestra q ue existen lluctuaciones en el campo e lectromagnético . Debido a la energía del 
¡.,unto cero de l campo elect romagnéti co, estas flu ctuaciones ocurre n aún cuando clásicamente 
no hay campo. Estas flu c tuaciones son las que inducen la llamada emisión espontánea de 
radiación por átomos en estados excitados. P or lo tanto, en los tres procesos se tra ta de la 
interacción de radiación con el á tomo. 

Enseguida se mostrará cómo se relac ionan estos procesos cuantitativamente . Sea p(v) la 
densidad espectral de radiación electromaJn ética aplicada a los á tomos. Considérese que 
ex isti>n 111 á tomos en un estado de energía <ff'i y n2 en un es tado @\, donde C2 > C1 .La 
probabil idad por átomo por unidad de tiempo (o razón de transición por átomo) de que un átomo 
en un es tado 1 ll eve a cabo una transición al es tado 2 (abso rc ión es timulada) ser á clara mente 
proporcional a la densidad de ene rgía p(v) de la radiación aplicada a la frecuencia v = 
( 6 2 - 6 1 )/ /1. En la sección 8-7 se argumentó que la razón de transición para emisión estimulada 
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también es proporcional a p(11). Sin embargo, como se explicó en la sección 8-7, la razón de 
transición para emisión espontánea no contiene a p(1') ya que el proceso no involucra el campo 
electromagnético aplicado. 

Las razones de transición tam bién dependen de las propiedades detalladas de los estados 
atómicos 1 y 2 a través del e lemento de matriz del momtmto di polar eléctrico de (8-42). Por lo 
tan to, la probabilidad por unidad de ti empo para una transición del estado 1 al estado 2 se 
puede escribir como 

{11-33) 

e n donde B12 es un coeficiente que incluye la dependencia con propiedades de los estados 1 y 2. 
La probabilidad por unidad de tiempo de que un átomo en el estado 2 realice una transición al 
estado 1, es la suma de dos términos~ la probabilidad por unidad de tiempo A 21 de emisión 
espont ánea y la probabilidad por unidad de tiempo B21 p(11) de emisión estimulada. Una vez 
más, A 21 y B21 son coeficientes cuyos valores dependen de las propiedades de los estados l y 2, a 
través de los elementos de matriz apropiados. Por lo tanto, 

(11-31) 

Obsérvese otra vez que la emisión espontánea ocu rre a una razón independiente de p(v), 
mientras que la e misión es timulada ocurre a una razón proporcional a p(11). 

Si ahora se considera que los n 1 átomos en el estado 1 y los 112 átomos en el estado 2 están en 
eq uilibrio térmico a una temperatura T con el campo de radiación de densidad de energía 
p(11), en tonces, la razón total de absorción para el s istema 111R1_.2 y la razón de emisión totfll 
11'.!R2 •1 deben ser iguales, como en (11-4). Es decir, 

Por lo tanto, se obtiene 

Resolviendo esta ecuación para p(11) se obtiene, 

p(,,) = 
n1 B12 
--- 1 

(11-35) 

(11-36) 

Enseguida, se supone que se puede utilizar el factor de Boltzmann, <ll-32), con hv = Ó 2 -

¡; 1 • para obtener 

111 = eC61-t11>!1<T = e111111.·T 

112 

de modo que () 1-36) se convierte en: 

B21 
p(v) = --~--

B12 1111/I.-T -e 
8 2 1 

(11-37) 
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Esta ecuación que proporciona la densidad de energía espectral de radiación de frecuen cia v 
que se encuentra e n equilibrio térmico a temperatura T con átomos de energía <9\ y 0'2 , debe 
concoruar con el espectro del cuerpo negro de Plan ck, (1-29) 

87Thv
3

( 1 ) 
p,r(v) = ~ e'111/kT - l 

Por lo tanto, se concl uye q ue 

(11-38) 

y 

=--- (11-39) 
B c;:i 2 1 

Es tos resultados f ue ro 11 obtenidos por primera vez e n 1917 por Einstein, y por lo tan to son 
ll amauos coeficientes A ,, B de Einstein. Nótese que el argumento no proporciona va lores de los 
coeficientes, s ino solo s us razones. Sin embargo, si se calcula el coeficiente de e misión 
espontánea A ~1 a par tir de mecánica cuántica ut ilizando las técnicas de la sección 8-7, de es tas 
fórmulas se pueden obtener los demás coeficientes. 

H ay mucho de in ter és fís ico en lo anter io r . Por una parte de (11-38), se e ncuent ra que los 
coefi cien tes de absorc ión estimulada y emisión estimulada, son igua les. Por o tra parte se puede 
ve r de {11 -39) que la relación del coeficiente de emis ión espontánea a l coeficiente de emisión 
est imu lada var ía con la frecue ncia como 1•3 _ Esto quiere decir, por eje mplo que entre mayor es 
la diferencia de Pnergía entre los dos estados, más probable es la emisión espontánea 
comparada con la emisión es timulada . La ecuación (8-43) muestra que 1, 3 está presente en 
es tas relaciones porque A~, intrínsecamente es proporcional a 11ª. Otro resultado que se puede 
obte ne r es la re lación ent re la probabilidad de emisión espontánea A 2 l y la probabilidad de 
c>misión estimulada B :nP( ,•) es decir, 

lt v/ k 1' = e - (11-40) 

Es to demuestra que , para átomos en equilibrio térmico con la radiación , la emisión espontánea 
<·s mucho más probable que la emisión es timulada si /z¡·)) kT. Como esta condición se ap lica a 
tra ns1c1ones electrón icas en átomos y moléculas, la emisión estimulada se puede ignorar en esas 
trans iciones. Sin em bargo, la emisión est imulada puede volverse signifi cati va si lrv ~ k.T , y 
puede ser <.l om inan te si In• « k T,condició11 que se aplica a temperatura ambiente, a transi­
c iones a tómicas en la región del espectro correspondiente a microon das donde v es re lativa­
men te muy pequeña. 

Ahora si, ya se es tá en condiciones de poder entender el concepto implícito del laser y del 
111as<-'r. En general, la relación entre la razón de emisión y la razón absorción se puede escr ibi r 
como 112 R2 .i/ 111 R 1_ . 2 o bie n , 

razó n de e misión 11 2A2 1 + n2B21p(i,,) 
-

razón de a bsorc ión n1B12p(v) 

( ll-41) 
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Si se tienen estados de energía tales que 8'2 - 8'1 « kT, o ft,, « kT, entonces (1 1-40) 
demuestra que se puede igno rar el segundo término en el paréntesis por Sf'r mucho mf'nor que 
uno, y se obtiene 

razón de emisión 

razón de absorción ll 1 
( 11-42) 

Este resultado es general e n el sentido de que no se ha supuesto una situación de equ ilibrio. En 
casos de equi libr io térmico , donde e l fac tor de Boltzmann es aplicable, se espera q ue 112 < 11 1• 

S in e mbargo, en condi ciones fuera de equilibrio, en pri ncipio c ualquier relación es posible. Si 
aho ra , po r algún arti fi cio, se invirtiese la población no rma l de los estados de modo que 
11'.! > 111 , enton ces la razó n de emisión excede ría la razón de absorción . Esto quiere decir que la 
radiación aplicada de frecuencia v = (lf'2 - 6'1)//i será amplificada en intensidad por t>l 
proceso de interacción , ya que emerge más de dicha radiación que la que entra. 

Desde luego que d ic hos procesos reduc irán la población del estado más a lto hasta qut> el 
equilibrio se restablezca. Po r lo tan to, para sos ten er e l proceso, es necesario u tilizar algún 
método que mantenga la inversión de población de los estados. Los di spositivos que realizan ésto, 
son llamados laser y maser, dependiendo de la región del espectro electromagnético en la qut> 
ope ra n. Se de be sumin is trar e nerg ía al s is tema media nte un método llamado bombeo óptico quf' 
será descri to más adelante, y lo que se o btiene es un haz de radiación intensa, cohnente } 
mo nocromática , com o se explica enseguida . 

En las fu ent es de luz atómica ordinarias, e xis te una relación a leatoria entre las fases de lo., 
fot o nes emitidos por átomos diferentes, po r lo que la radiació n resu ltan te es incoherente. La 
razón es que no ex is te co rrelación en los ti empos en los que los átomos realizan sus transiciones. 
Po r otra parte, en fu entes de luz laser los átomos radían en fase con la radiación inductora, y;1 

que sus oscilacio nes de ca rga se encuentran en fase con esa radiación. Como t>n f'l laser, la 
rad ia ción inducto ra es un haz paralelo cohere nte que se fo rma po r la refl exión en los dos 
ex tremos de una celda resona nt e, los fotones se enc ue ntra n todos en fase y aC't úan coherente­
mente. La in te ns idad resultant e, que es el cuadrado en las amplitudes combinadas const rurtiva­
me nte result a correspo ndien teme nte alt a . Los estados entre los cua les se realizan las transicio­
nes son un es tado superior metaestable, cuya vida larga le permite estar altamente poblado, y t'I 
ni vel inferio r co rrespondiente a l es tado base de vida infinitamf" nte la rga. De la relación <lf" 
incertidumbre o.E ~l ~ li , s i D. t es igua l a la vida del es tado superior , se concluye qui> la ineer­
ti d umbre en la di fe re ncia de energ ías de los es tados es pequeña, y la frecuencia de la transición 
rorrespo ndi e-nte a la e misión, e,stá bien definida, lo que produce un haz altamen te monorrnmá­
tico. En los di sposi ti vos prác-: ti cos el haz ta mbién es unidireccional, ya que la prop1f'rlad de 
ro he re n <' Ía le permite obte ner ese,ncia lmente una co lima<' ión o enfoquP p!>r f t>ctos. Esto 
aument a a ún más la concentración de la de nsidad de energía. El hecho de que un laser ron 
menor po tencia q ue un foco de luz típico, pueda producir un agujero en una plaC'a mf'táli C'a, es 
una ind icación de la con cen t rac ión de la en ergía en t>l laser . 

En el laser de estado sólido , que o pera con un cri s ta l de rubí, a lgunos de los átomos de Al en la 
molécula de A1:i0 3 son sus tituídos por átomos J e Cr. Es tos átomos de cromo como "impure­
zas" son las causas de la acción laser . En la figura 11-7 se muestra una versión simpli firada de l 
esqu ema apropiado de ni veles de e nergía del cromo. (En realidad , el n ivel más alto es un mult i­
plet e). El nive l de energ ía ó 1 es el es tado hase, y el ni vcl de e nergía C3 es el estado inestable de 
vida media co rta(~ 10 -11 seg), de modo que la di fe rencia de energías 8'3 - 8'1 co rrespondP a 
una lo ngitud de onda de aproximadame nte 5500 A. El ni vel es un es tado excit ado in t t>r medio 
r¡u <" es metaestable , su vida media ant e deca imiento espo ntáneo es aprox imadamentf' 3 x 
1 O 3 seg. Si los átomos de cromo están en equilibrio térmico, lo:; núme ros de poblac ión de- los 
es tados son tales qu t> n3 < 11 '.!. < 11 1• Sin embargo, s i se bombea con rad iación de 5500 A. sP 
indu ct> la abso rc ión de los fo tones inr ident es por los átomos de cromo en el Pstado bast>, 
.11Jmenta ndo de esa form a, e-1 número de po blación de l es tado de e11 ergía <f 3 va<' iando el e!,Lado 
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de energía 0 1 . La ern isió 11 espontánea que resul ta cuando los átomos pasan del estado 3 al estado 
2. produce un aumenlo en la población del es tado 2, que tiene una vida media relativamente 
l..irga. El rr·sultado de· esl<' bombeo óptico es Ji sminuir 111 y aumentar 112 , de moJo que 
11'!. > 11 1 y existe una inversión df' población. Ahora bien, cuando un átomo realice la 
transici6n del P!:.tado 2 al f's lado 1, e l fotón emitido de 6943 Á estimulará ot1 as transic iones . La 
emisión es timulada dominará la absorcic"n estimulada (porque 112 > 11 1 ) y la salida de fotones 
de longitud <le onda 6943 A aumenta co11siderablemente. Se obtiene un haz monocromáLico, 
coherente e intenso. 

En la práctica, el laser de rubí es una barra cilíndrica con extremos paralelos, ópticamente 
planos y reílejan tes, uno de los cuales sólo es parcialmente reflejante, como se muestra en la 
figura 11-7. Aquellos fotones emitidos que no se propagan a lo largo del eje, escapan por los 
lados sin ocasionar mucha emisión estimulada, sin embargo, aquellos fotones que se mueven 
exactamente en la dirección del eje, son reflejados varias veces, de modo que son capaces de 

Rodioción por 
bombeo~ 
5500;.. 

Estodo de vida corto 

Deco,miento espontáneo 

Estodo metoestoble 

~ Emisión 
estimulado 

6943 'fi.. 

f. 1 __ ....._ ____________ .__ __ Estado base 

\ E~pejo 

1 
-t- · ~ ·-

1 

FIGURA 11-7 

Lámparo embobinado 

externo 

Arriba: Niveles d<> energía relevan les del cromo en un laser de rubí. El estado 3 es muy 
ancho ( ~E grande) porque es de vida corta ( ~t pequeña). El estado 2 es muy 
estrecho ( ~E pequeña) porque es de vida larga ( l:!.t grande). El bombeo óptico sube 
al átomo de su estado base I al estado excitado 3, en donde la anchura de este último 
nivel facilita el proceso. Entonces, ocurre un decaimiento espontáneo al nivel 2 y la 
ent>rgía liberada generalmente se con vierte en energía mecánica del cristal de rubí, en 
lugar de radiación de fotunes. Finalmente. el estado 2 decae al es Lado base, ya sea por 
emi'iión espontánea o por emisión estimu lada debida a o tros fotones de otras 
11 ansiciones !>emejantes. Como el estado 2 es mu y est recho por definición y el estado 
ba!,C es infinitamente estrecho, esta radiación es muy monocromática. Abajo: Es· 
qt1(·rna de 11n laser de rubí que muestra la lámpara de bombeo óptico, el escape de 
lotones que no -;e mueven a lo largo del eje, sugiriendo la acumulación de los fotones 
qut: !>Í Sf' mueven a lo largo del eje y que por reflexiones sucesivas estimularán aún más 
la 1•111is1ó11, indi<'a11do también el escape de una fracción de los fotones axiales a través 
,lt· I <'spl'jo parf'ialmC'nle reílejante colocado en un extremo. 



Sec. 11 -8 El GAS DE FOTONES 463 

es timular la e mis ión varias veces. Por lo tant o, el número de fotonPs crece rápidamen te, dt> 
manera que aquellos que escapan por el extremo parcialmente re fl ector, producen un haz 
unidireccionaJ de gran intens idad y longitud de onda definida con gran p recisión. 

Obsérvese que lo anterior es una reminiscencia de la conclusión df' la sección 11 -2. en r l 
sentido de que n bosones que se encuentren en un estado cuántico, aumentarán la probabilidad 
de que uno más se les una por un factor de (l + n). Esta conclusión es apli cable a los fotones en 
los estados c uánticos de la barra cilíndrica, ya que los fotones son bosones . Apl i<'ando la 
dis tribución de Bose a los es tados cuánticos de los foton es en luga r de apli ca r la di s tribución de 
Boltzmann a los estados cuánticos de los átomos es pos ible desarrollar la teoría bás ica del Iaser, 
como se ha h echo aquí. S in e mbargo, los tratamientos están mu y re lac io nados (como debina 
ser, ya que conducen a los mismos resultados) de bido a que la de ns idad de energía p(1·) de (11-
34) es proporcional al número n de fotones en un es tado de e nergía /¡1• así que esa ecuarión es 
mu y s imilar a las ecuaciones de aumento, (1 1-10) y (11-11) que fu eron uf ilizadas para derivar la 
dis tribución de Bose. Además . (11-35) es idéntira a la condición d<> equili brio térmico de ( J l-•1,) 
que también fué uti lizada en la derivac ión de la dis tribu ción de Bose. 

Hablando en una forma genera l, el laser es un di spositi vo en e l cua l se pre para un material de 
tal man era, que el más alto de dos nivele-s de e ne rgía te nga una mayor población qu e el nivel dt> 
energía más bajo, es tando el material enr,apsulado en un resonador apropiado de respues ta hiPn 
definida. El s is tema produce radiac ión cohere nte a aquellas frecuenc ias que son comun es ron el 
resonador y con la diferencia de e nerg ía de los niveles . En la actualirlad ex is te una amplia 
variedad de laseres (laseres de gas, laseres de líquido, y lase res dP estado só lido) que cubren 
varias regiones de l espectro e lec tromagné ti co. La naturaleza coheren te e i nt ensa de la radiación 
que producen ha propiciado s u aplicación en campos tal es como radioas trono mía, espertros­
copía de microondas, fotografía, biofís ica y comunicaciones. 

11.8 El gas de fotones 

En es ta sección se empezará e l es tudio de las apl icaciones de la di s tribución de Rose. La primera, 
será una derivación del espectro de radiación de una cavidad (cuerpo n egro d~ Planck) en el 
cual, los fotones en equilibri o térmico a te mperatura T con las paredes de la cavi1fad, son 
tratados como un gas que obedece la dis tribución de Bose. De acuerdo con (11·22). la 
di s tribución es 

En e l a nálisis que siguió a ( 11-22) se indicó que e l parámrtro ()'_ se especifi ra a través del n Úmf'ro 
total de partículas qu e contiene el s is tema gobernado po r di cha distribución. S in embargo, para 
es te caso e n particular, el número total de partículas en el s is tema no es cons tant f'. Un fotón 
puede se r comple tamente absorbido a l chocar ron las paredes de la cavidad, o bien, la pared 
ca lien te podrá emi tir , a un ti e mpo, un nuevo fot ón. Por lo tanto, para un sis tema de fotones, la 
dis tribució n no podrá conten<>r e-1 término eª. Es dec ir, la distribución de Bose para fotonPs (o 

para otros bosones que puedan ser creados o destruidos dentro del s is tema) debe te ner la forma, 

1 
n(lf') = cf/k'I' 

e J 
(11-43) 

De hecho, el valor dt> o: ha sido especificado por e l n(1me ro to tal de partículas en el sis tema ; 
puesto qu e ese número varía, es necesa rio que ()'_ = O cie modo que eª = 1. La confirmación 
rlP la validez de este argumen to se ob te ndrá más adelante. 

S i N(I,) di: es e l número de estados cuánticos e n el inte rva lo di"' energías e ntre lí v 
t + di:, para los fo to nes e n la cavidad, e nt o nces, como 11(!:) es el n úmero probable <le 
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ÍnltHH':,, por e~ta<l o cuánl ico, el produ cto ntó) N(ó) d<ff dará el número de fotones en ese 
i111 en·alo de erlC'rgías . S in embargo, N(IJ) d(.) para la radiación confinada a una cav idad ya se 
eva lu ó median te argumentos geométri cos en e l ejemplo 1-3, excepto que e l lenguaje utilizado en 
l~S<' < a~o 1·~ diferente de l que se emplea aq u í; allá se habló de la radiació n corno o ndas, mientras 
YlH' aquí st> habla de e lla en términos J e partícu las (fotones). Allá se e ncontró que 

81T V ., d N(,,) c/11 = -- v- V 
e::¡ 

donde 1 · es el volumen d e la cav idad y 1• es la frecuencia de una onda conte nida en la ca vidad. 
Para <'Sic ca~o. utilizan<lo la re lac ión I, = /11 1 para calc ular, la energía asociada con un fo tón , 
si> e nc'U<'lltra, multiplicando y divi<lien<lo el t érmino 112 di• por h3 , que resulta: 

N( E·> 1 (1) = s7r v c 2 
dlf' 

o (() 3 3 
(.' h 

(11-44) 

~l ultiplica11 do esta expresión ¡.,or 11(6') . por la energía <l e cada fo tón, <ff y dividiendo e ntre el 
\Ol 111n<'ll I <le la cav idad, se obti ene, 

( 
P ft _ lfn(ñ')N(<ff) d4' _ 87rt'3 d6' 

PT o ) < ~ - - -------
V c3/i3(e81"·T - 1) 

dorlll<' p,,.(/; ) dl es la energía por un idad de vo lumen en el intervalo de energías é: y 
1~ + di,. El espect ro de Planck se o btie ne inmediatame nte utilizando la relación @ = hv 
parn ronvertir dr· 6 a 1·. Por lo tan to. 

. . I 81Tv2 Jn, I 
P:c(i•) l 1' = -.=l- ehv/kT l V 

e: -
(11-45) 

La ecuación ( 11-45) es idéntica a la ( 1-27) que se o btuvo en el capítulo 1 y que se verificó po r 
1 umparación con el ex perime nto. Obsérvese que es ta con cordanc ia confirma Ja valid ez de la 
Jistri bución de Bose para fotones, (1 L-43). En la derivación de Planck, la radiación es un 
,·onjunto de onJas confinadas a una cavidad . Cada una de es tas o ndas estacio na rias es un modo 
de vibrac ión que es di s tinguible de los demás, de la misma forma que los modos d e vi bración de 
la red en e l modelo de Debye, as í que es válido apli carles la dis tribución d e Boltzmann. En es ta 
derival'ió n , la radiación de la cavidad es un conjunto de partículas indis tinguibles, a sabe r 
loto11cs, a los que debe ap licárseles la dis tri bución de Bose. 

l 1.9 El gas de fonones 

E11 la J er ivación de la dis tribución <le la radiac ión térmicamente excitada e n una cavidad, fu e 
¡,osil..ilc utilizar la dualidad o nda-part íc ul a de la radiación electromagn éti ca, y se obtuvo ta nto 
d<·sde el punto de vista ondula tori o como corpuscular. Asimismo, la di s tribución de vibracio nes 
,·lásl icas tfrmicamenle excitadas en un só lido puede reducirse s i se aplica la dualidad onda­
parl íc11la a la radiación acústica. Así como los fo to nes son los quanta de la radiació n 
('lt'1·1 ro rn agnética, as imismo, los fonones son los qua nta de la radiación acústica. Así como los 
f 01011t•:-. son emitidos y a bsorbidos po r las vibraciones de los á to mos en la pared de una cavidad, 
así lus íono 11 es son emitidos y absorbidos por las vibraciones de los átomos en los puntos de la 
,·c·J dt: 1ir1 sóliJo. Las fu entes ele radiaciór. d e cada tipo es tán cuant izadas por lo que la pérdida o 
ganancia J e energía es discre ta; la energía discre ta que se transfiere a través d el sis tema ti ene un 
va lor /11•.do ndc 1• es la frecuencia dr: vibración acúst ica para fono nes, y d e vibració n electro-
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magnética para fotones. De la misma manera como el número de fo tones no es fi jo ni se 
conserva , asimismo el número de fonones no es fijo ni se conserva. La distribución de Bose con 
O'. = O, es decir (11-43), se apl ica tanto a fonones como a fotones. Desde luego, existen 
diferencias entre fonones y fotones. Por ejemplo, un fotón se propaga en el vacío, mi entras que 
un fonón se propaga en una red cris talina. Lo anter ior conduce a relaciones impulso-energía 
diferentes, asunto que se di scutirá en e l próximo capítulo. 

Debe queda r claro qu e la fórmula de Debye para el calor espec ífico puede deducirse, desde el 
punto de vista fonónico, de la dist ribución de Bose, de modo análogo a la deducción de la 
fórmula de P lanck desde el punto de vista fotón ico, utilizando la distribución de Rose. En otraR 
palabras, la dualidad onda-partíc ula de la radiación acústica, se utiliza de la misma forma como 
an tes se utili zó la dualidad onda-partícula de la radiación e lectromagn ética. E l cálculo fonónico 
no será reprodu cido aquí ya que es completamente análogo al cálculo fotónico y no cond1H'f" a 
resultados nu evos. El só lido contiene un gas de /anones dPl mismo modo como la cavidad 
conte nía un gas de fotones. 

11.10 Condensación de Bose y helio líquido 

En lo siguiente, se bosquejará una aplicación de la distribución de Bose a un gas ideal, con el fin 
de comparar los comportamientos cuántico y clásico de un gas. Como aplicación práctica, se 
considerarán después las sorpre ndentes propiedades del helio líquido. 

La forma general de la dis tribución de Bose es 

1 
n(ó') = « 8/k'J' 

e e 1 
( 11-4,6) 

Para aplicar esto a bosones c uyo núme ro to tal A · en un sis tema permanece constante, como 
útomos de helio, es necesa rio de terminar primero e l parámetro ix. Esto se logra igualando, 

a, 

JV = I 11 (<.&")N(g) dé: 
o 

donde N(C) dC es el número de estados cuánticos del sis tema en un intervalo de energías 
entre 8 y é: + dC y n(C) es el número de bosones por estado cuán tico. de modo que la 
integral es justamente el número total. Uti lizando () 1-46) se tiene: 

00 

r 
N(<S') dC 

%-- oc tf/kT 1 ee -·o 

(ll-47) 

Para seguir adelante, es necesario determinar N(<ff') d<ff', el número de estados en el 
intervalo de energías lf y 8' + dlf', para un gas ideal. Considérese las partículas del gas, 
contenidas en una caja cúbica de lado a. La energía potencial para una partícula en una caja 
tridimensional de ese tipo, es la correspondiente a un pozo cuadrado de potencial tridimen­
sional y de paredes infinitas. La ecuación de Schrodinger para un pozo c uadrado uni<limen­
sional de paredes infinitas, se resolvió e n la sección 6-8, habiéndose obtenido para las energías 
permitidas 6' 

11 
= (h2/8ma2)112 • Haciendo una extensión simple del cálculo anterior al caso de 

tres dimen siones, se encuentra que las energías permitidas estarán dadas por: 

h 
2 

2 2 2) ¿' = -- (11 :i: + 11 11 + n= 
8m a2 

(11-48) 
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en Jonde los números cuánticos 11 n n son enteros positivos. E l número de estados en un 
:_t't 11> = 

intervalo de energía puede obtenerse graficando, en un espacio formado por los ejes nx, nv, nz, 
los estados permitidos (que serán puntos donde n:i,, n 11 , n,. tomarán valores enteros positivos) 
y con tándolos. Esto ya se hizo, aunque en un contexto diferente, para el cálculo del ejemplo 1-3. 

En ese caso se definió r = Jn; + 11! + n!, y en 1-15 se encontró qu e el número de estados 
correspondientes a una r entre r y r + dr es: 

TT r 2 dr 
N(r) dr = --

2 

Lo mismo es válido en es te caso. Lo an terior puede con verti rse a la forma deseada N(<S') dC, 
utilizando (11-48) para escr ibir 

h2 
<ff = -- ,.2 

8ma 2 

y después tomando esta ecuación y su diferencial, para calcular 

7Tl'u dr = ~ _L_ <fl / 2 cf<f = 7T(I (2m3l/2¿'1 /2 (/@' ·• ( ¡ 2 ) -3/2 4 3 

2 4 8ma 2 '1 3 

De este modo, el número de estados cuando 8' se encuentre entre C y <ff + d@' es 

donde V= <.i3, es el volumen de la caja. 

(11-49) 

Si ahora se combina es te resultado con (11-47) y se realiza la integración se obtiene: 

V _ (2mnkT)
312

V -cr( _ l_ - « _ 1 __ 2cr .. ·) 
,/ - a e 1 + 3¡ 2 e + 3 / 2 e + 

h 2 3 

Para simplificar la forma de esta ecuación, sea e-cr = A de modo que 

(2mnkT) 312
V ( 1 1 2 ) 

.Ar = A 1 + - A + - A + · .. 
'13 23/2 33/2 

(11-50) 

Cuando la masa mes grande y la temperatura Tes alta, A debe ser pequeña puesto que JV está 
fija. Bajo estas circunstancias, los términos que aparecen con potencias mayores que uno se 
pueden J escartar. Sin embargo, m grande y alta T debería corresponde r a la región clásica. De 
hecho, se encuentra que el primer término proporciona el resultado clásico de Boltzmann, 

. (2mnkT)3 12V 
.A = A 

'13 

o bien, 

A - (27TlnlcT)3 12 V= e-« 
(11-51) 

Obsérvese que A = e ª es proporcional a .A ·, como en el resullado de Boltzmann para un 
si!5 Lema de osciladores clás icos, como se dijo después de (11-23). Obsérvese también que aqu í se 
concluye que como . 1 · es fija,« deberá ser muy grande (ya que A es muy pequeña), en 
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contraste con la anterior conclusión de que a es cero para un sistema de bosones en donde 
. f • varía. 

Si ahora se calcula la energía total E para un gas ideal, a partir de 

00 

E= J <fn(&')N(C) dC 
o 

se obtiene 

E= (27Tlnk.T)
312 v(~1,T)A (1 -1- A - 1- A 2 · · ·) 

/¡3 2 " + 2s12 + 3s12 + (11-52) 

Una vez más, se obtiene el resultado clásico para valores pequeños de A. Si se desprecian 
términos de potencias mayores que uno en A y utilizando (11-51), se obtiene E= (3/2). 1 ·kr. 
Esto corresponde a una energía promedio por partícula E/.A/~ igual a (3/2)kT, que corrt>sponde 
al resultado clásico de equiparti ción de la energía para un movimiento traslacional trid imn1-
sional. El resultado general de Bose para la energía promedio por partícu la, que se obtiene 
dividiendo (11-52) entre (11-50), incluyendo términos hasta A 2 es, 

E= Ji_ = lkr[1 - -1
- .A' h

3 

] 

.Á' 2 2512 V(27rmkT) 312 
(11·5.~) 

El término mayor que 1 en la expresión entre paréntesis cuadrados de (11-53), representa la 
desviación del gas de Bose, de la ley clásica, que algunas veces se llama efecto de degenerari6n. 
(El efecto de degeneración, o degeneración del gas, no está relacionado con la degeneración que 
describe estados cu,ínticos diferent es que tienen la misma energía). La ecuación (11-53) que 
desprecia términos de orden mayor, corresponde al caso de degeneración débil. Obsérvese que 
PI término de degeneración es negativo, de modo que la energía promedio por partícula es menor 
para un gas de Bose que para un gas clásico. Esto corresponde a un resultado anterior en donde 
se encontró una mayor probabilidad de tener dos partículas en un estado de energía para la 
di stribución de Bose qu e para la dist ri bución de Boltzmann, consecuen temente los estados de 
energía más bajos en el gas de Bose están relativamente más llenos que en un gas clásico. Esto se 
manifiesta físicamente, por ejemplo, como una presión del gas más baja (impu lso promedio 
rnenor) del gas de Bose que un gas clásico ala-misma lemperatura. 

Ejemplo l 1-4. Cuando la distancia entre parLÍ<'u las es comparable o menor que la longi1 ud de d.,. 
Broglie asociada a las part ículas en base a su temperatura , debería esperarse la observación de efectos 
ond ulat orios, es decir, efectos cuánticos en el sistema de partículas. Demostrar qu e este cri terio condure 
al requisilo de que el términ o dt> degeneración. f" /,3/V(2rrmkT)312no sea despreciablP <'amparado ron J si 
,e esperan detectar desviaciones del comportamien to clás ico. 

La longitud de onda de de Broglie de una partícula es J. = /1/p_. En un gas en equilibrio a temperarura T, 
la energía ciné1ica promedio es (3/2)kTde modo que p = J2111K = .J3mkT. Por lo lan to, 

/¡ 
J. 

- (3mkT)1' 2 

Si el volumen de gas es V y existen. Vátomos del gas, el volumen por partícula V/ .... Vpuede igualarse a d 3 , 

donde des la separación int cra tómica promedio. Por lo tanto, 

d = (.!::.)l /3 
.,v 
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Ahora L,ien, si A ¿ d se espera que los efectos ondulatorios sean importantes. Esto requiere que 

lz ( ~)l/3 
(3mk T)1' 2 ¿ v r 

o bien, elevando al cubo en cada lado, 

1,3 V 
¿-

(3mkT)312 .,/V 

lo que es lo mismo que 

A'""ª 
V(3mkT )312 

¿ 1 

Por lo ta nto , .,,vft3/ V(27TmkT)312 deberá excederse aproximadamente 1/3, y en consecuencia, el 
término después del 1 en la parte entre paréntesis cuadrados de (11-53) deberá excederse aproximadamen­
te 1/6 para cumplir con el criterio impuesto. ~ 

¿Bajo qué cir cunstancia podría de tectarse experimentalmente el efecto de degeneración? El 
término de degeneración es despreciable prácticamente, para la mayoría de los gases, ya que 
tiene un valor de aproximadamente 10- 5, de modo que la distribución de Boltzmann se aplica 
casi universalmente. Obsérvese que el término de degeneración, ./V h3/ V(2'TTmkT)312 , será más 
importante cuanto menor sean la masa rn y la temperatura T, y mayor sea la densidad %/ V. 
Los gases de masa más pequeña que están sujetos a la dis tribución de Bose (impulso angular de 
spin e ntero o cero) son H 2 y He. Si esos gases se preparan de modo que tengan alta densidad y 
baja temperatura, quedarán muy cerca de su punto de condensación. Por esta razón, y otra que 
se mencionará en breve, el efecto de degeneración también se le llama condensación de Bose. 
Para el H 2 el término de degeneración en su punto normal de condensación es menor que· 
1/100, mientras que para He cerca de su punto normal de condensación ( 4.2 °K ), el término 
de degeneración es 1/7. Por lo tanto, deberá ser más fácil obtener efectos observables para el 
helio. En este caso, la teoría será aproximada, ya que a tan altas densidades, e l comportamiento 
es más parecido al de un gas rea l de partículas en interacción, que al de un gas ideal de partículas 
sin interacción. En efecto, e n la fase líquida, o en la fase condensada, se o bservan los efectos no 
clásicos más impresionantes en e l comportamie nto del helio. A continuac ión se describen estos 
('Í ectos. 

El gas de hel io ordinario se compone casi en su totalidad de átomos neutros del isótopo He4• 

El impulso angular de spin de un átomo tal es cero , de modo que debe utilizarse la distribución 
de Bose para describir el comporta miento de di cho gas. A la presión atmosférica normal, el helio 
gas se condensa a líquido a 4.18 º K. Permanece como líquido, es decir , no se congela para 
formar un sólido, aún hasta e l cero absoluto de te mperatura , si se enfría a una presión igual a su 
presión de vapor. (Para obtener helio sólido , es necesario presurizar el líquido y se necesitan 
aproximadamente 26 atm de presión , mu y cer ca del cero absoluto). Si se reduce la temperatura 
del helio líquido a 2. 18°K, bombeando el vapor se observa un cambio dramático en sus 
propiedades. La temperatura de 2.18 ºK es llamada punto A ya que la gráfica del calor específico 
e n función tem peratura tien e una forma que se parece a la letra A con la anomalía e n 
2. 18 ºK. El helio líquido por encima de es ta temperatura se llama He l y Hell por abajo de esta 
temperatura. El He l es esencialmente un fluído clásico, su comportamiento es el usual, pero el 
Hell contiene una componente de superfluído que ocasiona una serie de efectos cuánticos a gran 
escala muy espectaculares, incluyendo los s iguientes : 

l. A medida que se disminuye la temperatura del helio líquido por evaporación y e l vapor es 
bombeado fuera,el líquido hierve en forma usual.S in embargo, cuando se alcanza y después se 
supera e l punto A la ebullic ión se suspende s úbitamente en todo el líquido y la temperatura y 
pres ión de vapor bajan y el líquido se muestra completame nte en calma (ver la figura 11-8). Esto 
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FIGURA J 1-8 
Transición del pun to J en e l h e li v líquido. Cuando el lwlio líq 111 do <'S Pnfriado a partir 
de s u pun to de eb11lli c i6n normal a 4.2 º K po r evapora<'ión. utilizando bombas de 
vacío, normalme nLe hie rve formando pequeñas burbujas. Al llevar a c1-1ho la transición 
de fase de He J a He ll Pn e l pu nt o ). , 2. 18 º K. de pronto h it>rv<- violentamen tf' (ver 
foros superior y de l medio) e igualmt>ntt' df' pronto dt>ja di' hNvir (vt>r la fo to inferior) . 
Por debajo df'I punto rle tra ns 1r ión, e l helio líq11ido no put>dt> hervir. aú n cuando SI" 

homltca, y la eva pornrión y p) enfriamiPnto rontiní1an. (Cortesía de A. Leitner. 
Ins titu to Po lit frniro Re n ssC'lan). 

469 
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se explica por el hecho de que se puede conducir calor fuera del líquido con prácti camente 
resistencia nula, ya que se ha medido que la conductividad térmica aumenta por un [actor de 
aprox unadamente un millón por debajo del punto A. 

2. Se puede determinar la viscos idad del helio líquido, midiendo su velocidad de flujo a través 
de u11 tubo capi lar fi no. En el punto ). e l valor medido de la viscosidad disminuye por un factor 
de aproximadamente un millón. 

3.Lo más ex traño y espec tacular es que, por debajo del punto ). el !helio líquido e n forma de 
película delgada es capaz de treparse por las paredes del recipiente que lo contiene, como se 

-------- --- ------ ----~=;::;;:;!.t.:-_-:,_-_-_-.: 
-------- ------- -- _________ - - - - - - -

(a) 

FIGURA 11-9 

----- ---- ---- ------ .... _ ---
~ -- ------- - -­-------- ------- --- . -- ---

-----· -- ---------- --- ---

(b) 

Demostración de la su perfluidez del Hell por el movimiento de tre pamien to de una 
pelícu la de He4 líquido por debajo del punto de transición . El comportamiento de la 
pPlícula, sugestivo del flujo de un líqu ido por un sif ón , se muestra esquemá ticamente 
para cuando los niveles del recipiente están (a) por debajo y (b) por encima del n ivel 
del recipi ente de He líquido. En (c) se presenta una fotografía de un vaso de vidrio 
parcialmente lleno con Hell líq uido , suspendido por hilos por encima de la superficie 
tlPI mismo líquido. que se ve en la parte inferior de la fotografía. El HeJJ se trepa por la 
pared i11terna, por ar riba del filo del vaso y se desliza hacia abajo, en forma de película 
<.lelgada, por la pared ex terna hasta formar una gota en el fo ndo. Cua11do esta gota cae 
otra se forma y así sucesivamente hasta que el vaso se vacía. (Cortesía de A. Leitne r, 
Instituto Politérn ico Rensselaer) 
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muestra en la figu ra) 1-9. La velocidad de este movimiento ordenado de masa, puede ser ~Ocm 
por segundo o m ás. El efecto implica pr imero que el helio se absorbe en la superficie total del 
recipiente frío, para formar una película delgada. D espués, la película actúa <'Orno un sifón, a 
través del cua l la película fluye con viscosidad casi nula. 

K. Mendelssohn escribió acerca del flujo de la película, lo s iguiente: 

"Si el vaso se re tira del baño, el nivel bajará hasta alcanzar el ni vel del baño. Si el vaso se saca c'omplela­
menle, el nivel co ntinuará bajando, y uno puede vn cómo se forman pequeñas go las de helio en el fondo 
del vaso y que regresan al baño. Este es e l I ipo de cosas que hacen que uno mire dos veces, se talle los ojos y 
se pregunte si es realmente verdad. Recuerdo muy bien la noche cuando observamos por primera vezes111 
transferencia de la película. Fue bastante después <le la cena y buscamos en el edificio hc:;1a qui> 
enron lramos a dos físicos nucleares aún trabajando. Cuando ellos tambi én vie ron las gotas, nos sen limo¡; 
más f PI ices". 

T odas las propiedades del helio IJ indican que tiene un alto grado de orden. Por ejemplo, la casi 
total ausencia d e viscosidad quiere decir qu e, cuando e l He ll íluye, no ocasiona turbulPn1·ias a 
pequeña escala que causan pérdidas de energ ía por fricción que son las causan tes dP la 
viscosidad de los líquidos ordinar ios. Este or<l en lo impone el factor ele aumento (1 + n) qui> 
frecuentemente se encuentra al es tudiar e l comportamiento a bajas energías de un sistem:! rle 
bosones. Cuando la temperatura es suficientemente baja para permi ti rlo, todo:; los átomos Jp 
h elio en un sis tema tienden a condensarse en e l mism o estado cuán ti co de más baja energía. La 
componente de s u perfluidez,cuya concentración rápidamen te se acerca al 100% al d,,nninuir la 
temperatura por debajo del punlo }. se forma con aquellos átomos que se encuentran en esr 
estado cuántico. En la medida en que todos los átomos pueden llegar a ese mism0 estado minos­
cópico, se convierte Pn el es tado del sistema macroscópico to tal , que só lo puede comportarse_~ PI\ 

forma o rdenada, de modo que la acción de un á tom o está correlacionada con la arrión de los 
d emás. La te nde ncia es extremadamente pronunciada ya que e l factor (1 + n) tiene nn valor 
ex tremadamente grande si n es algo parecido al número total de átomos en el vaso con helio 
líquido. 

11. l 1 El ~as de e:-lectrones libres 

En es ta y en la secc ión qut> s igue se ap liC'ará la di s tribuc ión de ff'rmi a s is temas< 11,ínti,·os. 
De un modo análogo a l seguido para C'I gas d e hosones, St> podría deducir e l ,·ompnrlamiPnln 

de un gas ideal de fermiones. En e l mismo grado de aproximación se porlría encon trar , por 
ejemplo, 'lu e la en ergía promedio por partícula es: 

E= - = -k.T 1 + - ------ E 3 [ 1 . í ·¡,:i J 
..1V 2 2r.t -J. 1 '(2m11/,T):1 -J. 

( l l .;;.1 l 

quP es f' l resultado de Fermi c:orrf'spondiente al rf's11lrado ele B.ose (l l-S1). El lÍ'rinirt<1 d1· 
degeneración (segundo té rmino ent re paréntes is cuadrado) <'s positiuo, de modo que la Ptwrgía 
promedio por parl íntla l'S nrn~'O r en ,,1 ~a<; dt' t l'rmi q111' en t' I gas rlás i,·o. Es to c·onduc ·P .1 1111a 
posibilidad menor (t'stric trmwnt t' et' ro) de <'nco11 t rar a dos partículas en f l rnismo 1•-,taclo 
cuántico para la Ji s trihu ción c( p F'Prmi qu e para la di:.;trihución ele Ilol t zmann, ::isí <Jll t' ,•n 1·1 gc1s 
c l:ísic'o, los estados d<> menor energía es tarán re lativamcntt' más llenos c.¡uP e11 t>I gas d,• F,,nni. 
F'ís icamt>nte esto se manifit's la como una mayor pres ión del ~as (impulso pronwdi1111rnyor) n la 
misma tt>mperatura, par:i un f!O.S ri<' Frrmi re:s pc<"to de un gas c lásic·o. Ohshvt"sf' una , ,·z m,ís 
como los resu ltados de Bosl' y Fl'rrni queJan en lacios opuestos del resultado clásico. 

Es natural prt"guntarse por ltn ejemplo ele un gas df' Ft>rmi cuyo t>feclo clP dPgt>nt'nwión st'u 

del ccLabl<'. En e l cap ít II I o 15 se en r.0111 rará II n f'jPrn pi o en I os prot o nt's y 11 eu t ron es con r111ad11-. a 
11n núcleo. El helio gas, qut• só lo contenga el isó topo He:1 tarnbi~n t'S l. a sujeto a la rJi ,., fril,uc·d ir, 
de r,~rmi, lo hacf'n todas las partículas con impulso angu lar dt' '-pin '-enlÍPntero, ~ pernwn ... c·,· 
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, o m u ~as, s in condensarse hasta una te mpera tura lo s ufi c ien te men te baja pa ra que e l t érmino de 
degene ración de ( 11-5·~) sea detec table. Es te isó to po es mu y ra ro y difícil de o btener en 
1·a111 idadl'!'\ g ra 11Jes, s in embargo, se ha o l>se r vado que e l comportamiento de los á tomos 
d1• Heª ('S notablemente dife rente que e l de los á to mos <le He4 de acuerdo con las predicciones 
d,· la, d1f e rC'11tcs funciones de distribución que se les aplican. Por ejemplo, la presión de vapor 
d1·I l lc:1 líquido, a una temperatura dada , es muclto rnayor que la del He.i líquido. En efecto, 
l' -. tt1 cons tituye la base de un mé todo prác ti co para enfriar a 0.02°K. 

S in embargo, sería s umamente fácil detectar los efectos del t érmijno de degeneración para 
ferrn1011 cs, si se pudiera ob ten er un gas de electrones. El t érmino de degene ración se puede 
esnibir co rno nh3/ (2mnk T) 312 , en donde n =vi'"/ V es la densidad de las partículas. Obsérve­
:,,e que una masa m peque ña y una al ta dens idad n puede n aumentar la importancia de este 
tt> r1111no. as í co m o también una baja temperatura T. Dado que la masa e lectrónica es varios miles 
de· ve1·e::. más pequeña que la de los á to mos, e l efecto <le degeneración para e lectrones debería ser 
de tectable aún a al tas temperaturas. Para los e lectrones de un metal, la densidad n de e lectrones 
d(· co11<lucción es también mu y alta , de modo que los e lectrones de conducción en un metal 
11w111fies ta11 efec tos de degen eración cuántica . La pregunta que preva lece es s i es posible 
co ns iJcrar <lic l1 os elect ro nes, a ún aproxi madamente, como un gas de electron es libres , es decir, 
u11 gas ideal. 

En un sólido cris talino, la ma yo r parle Je los e lectron es atómicos están ligados a los núcleos 
t' n los s itios de la red, pero si se tra ta de un conductor metálico , los electrones de las subcapas 
e ,t t' riores <le lus átomos se en cu entran re la ti vamente libres, de modo que estos e lectrones, se 
puede n mover por todo e l sólido . Es tos son los electrones de conducción. Debido a que s u 
rqHJls 16n mutua se ca11cela, en prom edio, por la atracción de los núcleos atómicos, los 
t< lec l 10 11 \°'s Je co n ducL:ión se pued en considera r , aprox imadamente , como partículas libres, y 
pul'Jtm -;er t rataJos , has ta una buena aproximación , com o un gas id eal de e lectrones (ver la 
figura 6-2•+). En efecto, e l interior de un sólido puede ser con s iderado como una región de 
p11te1H:ia l aprox i111ada111 cnte cons tante para estos e lectro n es , de modo que las front eras del 
rn f' tal a c túan como pare<lc-s ele potencial a lto. Entonces, e l e lectró n se com porla como una 
p:· lkula r>n u na caja cuyos estados cu ánti cos ya se conocen (ver la sección 6-8). 

l'éll a ob1ener e l número de es tados N(t) d8 en e l intervalo de en ergías ent re I y I + di 
.. 1,11pl1' lllC'Hlf> l>C cue nta e l número de ondas es tacionarias que representan u n estado de 
111c,v1111i<·ntu definido e n ese inte rvalo de en erg ía. Es te cálculo ya se hizo an te r iormente, para un 
gas 11lt>a l de u na caja, con los resultados descr itos en (11-49). Los resultados aqu í son los 
1111s 111os, después de lomar e 11 cu enta las <los posibles o ri entaciones <lel s pin para un electrón con 
una 1·1g1·11fu 11ció11 <laJa. 
I·." de,· i 1 : 

81r V(211i3)112 
..@ i , 2 d 1P 

N(8)dl= ~ ~ 
Ji ª 

(11-55) 

i\l ultipl ll'an<lo por el número probable de e lectro nes por estado cuánti co n(C), se obtiene, 

¿o112 d<ff' 
ó'¡,· = -rx.k.T (11-56) 

1·:-.ta 4'" la d1.,Lnhución de energías delgas de electrones para.los electrones de conducción en un metal. 
~1 ,·n -.(·gui<ln ~e !-> Upone que la temperatura es mu y baja (estri c la me nte hablando, T = O), se 

-.:dw c¡11t • todo" los es lados cuánti<"os , h as ta la energ ía de Fermi , <fJ' 1,, es tán ocupados, y que 
11111g u1 1u dr> los estado~ m ás a ltos es tá ocupado. En ese caso, e l núme ro total de e lectrones libres 
1· .. 1~1 ,a l a l 11 i'111wro tota l ck t>s ta<los d is tintos , lt as ta la energía 6' 1,, , y se tie11e e ntonces una forma 
tl1· ,·,il, ·11 la r la t>11c-rg ía Je Fer111i. 
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Es decir , 

4F ~F 

JV = J N(<ff) dé:= 81rV(2111:i)112 J c112 d<ff = _l 6_1r_V_(_2_n_1ª_)1_12 6'3 '2 
/7 3 3/z 3 , F 

o o 

O bie n 

lz 2 ( 3%) 2/ 3 
<fp=- -

8m 1rV 
( 11-57) 

Para tempe ra turas ta les que k T « <f F este resultado es una aproximación excelentP. Para 
me tales o rdinarios, se requieren tem peraturas del o rde n de varios miles de grados, an tes Je que 
la aproximació n deje de ser válida . 

Ejemplo 1 1-5 . Considérese pla ta en el estado metálico, c.on un electrón libre (de cond11rción) p<,r 
á tom o. 

(a} Ca lcul ar la e ne rgía de Fermi de (] l-57). 
La dens idad de la pla ta es 10.5 g/cm 3 y su peso a tómico es 108. En tonces, 

, v· 6.02 x 1023 ato m/ mo l x 10.5 g/cm3 , 
11 = - = 

08 
/ 

1 
x l e lectron libre/átomo 

V I g mo 

= 5.9 x 1022 electrón libre/cm 3 = 5.9 x 1028/m3 

Por lo ta nt o, 

= /,2 (311)213 = (6.6 x 10- 3
-1 j o ule-seg)2 x ( 3 x 5.9 x 10 - 28/m3

)
21:i 

8111 7T 8 X 9. 1 X I Q- :ll kg 7T 

= 8.8 x 10-10 joule = 5.5 eV 

(h) Calcu la r e l t é rmino de degeneración pa ra los e lectro nes de co nducción en la plata metálica a 
300°K. Se oht ien e, 

n l,3 5.9 x I02R/ m 3 x(6.6 x 10- 31 jou le-seg)3 
= 

(27T x 9. 1 x 10- 31 kgx l.38 x 10 ,!:!jou le/°Kx300"K)32 

~4700 

de modo que el segu ndo térmi no en los parént esis cuadrados <le ( 11-54) riene el valor 

1 nlt3 

5/ •) )31" ~ 820 2 - (2TTmk T · -

Por lo tant o, e l té rm in o de degeneración es ex tremadamente grande y domina to ta lmente el primer 
término (clás ico) de ( J 1-54). Ent o nces, se dice q ue el gas de e lectro nes es un gas de Fermi complctarnent .. 
dcge nera<lo, es der ir , se co mpor ta como si T = 0° K ron elec tron es en la con figuración rle menor e11t.·rgía. 
Un ga~ como ese mues tra u n comport amien to cuánt ico (es decir, no clásico) hasta la tempera! 11ra má,- aira 
q u e se puede ohtent'r en un metal ; e l gas de e lectron es en pla ta, se man t iene completamentt' clegenerado 
hasta tempera turas del orden de 105 º K .A esas tempera turas y mayores, e l t~rm ino de degeneración se 
vuelve peq u eño en com paración con u n o. ~ 

Ahora es pos ible f'x pli ca r u n resu ltado q ue la fí sica clásica e ra incapaz ele explicar, a sabe r, la 
o bser va<' ió n ex perime nl al de que los elec tro nes de conducc ió n n o cont ri buyen al calor 
t>specífi co <l e los me tal es a temperaturas ordina rias. De acue rdo con el p u nto de vista clásiro, los 
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cl<"ct ro11 es to m an par te de l m ovimie nto té rmico e n un me tal , cada e lectrón libre con un a e ne rgía 
promedio de (3/2)kT. P o r lo tanto, e l calor específico de un m e tal no debiera ser simplemente 
3R, dC'bido a las vi bracio nes de los á1omos en los s itios de la r ed , s ino que de bie ra ser (3 + 3/2) R, 
Jond e el térm in o (3/2) R , es la contribución de l gas de electrones por mol. El origen del término 
puede verse haciendo n o ta r que E= (3/2) kTN0= (3/2) RT, entonces Cv = dE/ dT = 3/ 2R 
Junde N 0 es e l núm ero d e Avogadro . De acu e rdo con e l mode lo de Fe rmi de un gas de 
e lectrones, éstos n o presentan es te comportamie nto clás ico, s ino has ta que la temperatura 
alcanza ap rox imadamente 105 º K. E s decir , no hay equipartic ión de la ene rgía entre las 
contribucio n es de la r ed y de los e lectro nes, de modo que e n este sentido, los ele ctrones no es tán 
ni s i4u iera ce rca de l equilibrio té rmico con los á tomos d e l metal que los confinan. Al 
au m entarse la temperatura , la di s tribuc ió n de Fe rmi de e lec tron es e ntre los ni ve.les de ene rgía 
disponible se afecta mu y poco, e n e l ex tremo de altas ene rgías (ve r fig . 11-3), de modo que la 
energía prom edio del e lectrón prácti came nte n o cambia. E s to qui e re decir que a las tempera­

turas ordin a r ias, e l gas de e lect ro nes n o contribuye, e n forma apreciable, al calor esp ecífico de l 
metal. Es decir, E ~ (3/2)k TN 0 , s ino que es aproximadamente inde pe ndiente de la tempera­
! ura, de modo que Cv = O. Ento n ces, la dis tribuc ión de Fe rmi con cu erda con los hechos 
experunenta les que implican e lectrones a te mperaturas ordina rias . 

A tC'n1perat uras o rdina ri as, y a ún a tempe ra turas sufi cientem en te a ltas pa ra que la ley de 
Dulo11g y Pet it , c11 = 3R sea una buen a aproximación de la contribuc ión d e las vibrac ion es de 
la red al calor específi co de l sólido, el calor específico e lectrónic o, es demas iado pequeño, 
conip::irnc.lo co11 el término r e lacio n ado con e l calo r espec ífi co a tó mico, pa ra que sea de tectabl e . 
A tnnperat u ras Ct"rcanas a l cero a bsoluto, do nde e l calo r específi co a tómico es muy peque ño, la 
contribución e lect rón ica excede rá la contribuc ión a tómi ca. Es e n esta r egión de unos cuan tos 
grados Kelvi n , do nde se obser va ex perime nta lme nte la d e pe n<l en c ia con e l ca lo r específico 
elet'lrónico, u n a vez más en con co rdan c ia con las prediccio n es de la di s tribuc ió n de Fe rmi. 

1 l. 12 Pote ncial <le contacto y emisión termiónica 

Hasta a h ora se ha cons i<le ra c.lo al e lec tró n en un me tal com o una partícu la en una caja , es dec ir , 
impl ícitamente se ha s upues to que los elec trones no se escapan de l m e tal , de modo que la caja de 
poten cial tiene paredes mu y a lt as, s in embargo, se sabe que los e lectro n es se puede n escapar d e 
los meta les, eom o en e l e fecto fo toe léctri co, la e mis ión te rmiónica, e t c ., por lo que de c ie rto 
mudo, se debe modifi car la fun ción po tenc ia l. Dent ro de l m e ta l la fun c ión po te n c ial es 
aprnximaJam ent e cons tant e y cerca de l límite de l me ta l, aumenta r á pidame nte para a lcanzar 
,,1ro valo r con s tante más alto, fu e ra J e l me tal. S i se toma e l cero de la en e rgía po ten c ial de m odo 

•¡ue cor responda a u n e lec trón que está fuera y lejos de l m e ta l, ento n ces - V0 podrá 
re¡m"'~Pnlar la profu nd idad del pozo de la en e rg ía po te n c ial r esulLant e como se ilus tra en la 
figura ll-10. 

A parti r Je exper ime n tos de e fecto fo toeléc tri co, se puede de te rmina r V0 específi camente 
d,•I hecho Je que ex is te una frecue n cia de co rt e V0 por de bajo de la c ua l los fotones n o puede n 
emitir e lectrones Je ) me ta l (véa se la sección 2-2). Lo ante ri o r s ug iere que los e lec trones de 
ma) Or e11ergía de l me ta l se en cuen tra n en u n inte r va lo de en e rgías /r110 por debajo de la parte 
s uperior de l pozo. E l hecho de que la fot ocorrien te a umenta r ápidam ente a m edida que la 
f' twrgía de l fotón au me nt a po r encima de l val o r del um bral, s ugier e un aumento abrupto, de l 
11 úm e ro de e lec trones con u na en erg ía c iné tica decrecie nte dentro de l me ta l. Esto correspo nde 
con las caracterísricas de la di s tribuc ión de Fermi , do nde los e lec tro n es más e ne rgé ticos ti e ne n 
la t•11crgía ci 11 é t ica (': 1 •• y muc hos o tros e lectro nes en la vecindad ti en en e ne rgías c iné ti cas 
111C'uores . Por lo tan to. se p uede manten er la di s tri b uc ió n <le es tados cu ánticos respec lo a la 
e nergía, q11e se encon tró para e l caso de una pa rtícula e n una caja . (Véase en la sección 6-8 un 
a11á]1c., 1s at·crca de la si militud de los ni veles d e en e rgía entre u na caja de po ten c ia l de pa redes 
infinitas y u na de parcdcs finitas). A T = O, todos los estados esta r án llen os h as ta una 



Sec. 11-12 

.2 
CJI 
ti 
e: 
w 

o-----

-Vo -
Vado 

FIGURA 11-10 

POTENCIAL DE CONTACTO Y EMISION TERMIONICA 
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Metal Vacío 

Energía potencial promedio para un electrón de conducción en un metal. El potencial 
es un pozo de profundidad V0 cuya pared se levan ta rápidamente cerca de la frontera 
del metal hasta cero. Los niveles de energía aumentan en densidad, proporcionalmentP 
a <f1' 2 ,y se van llenando hasta la energía de Fermi 6º ft' · La función trabajo es w 0 , y 

Vo = wo + éJ' F· 
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l'nergía éJ' F por encima del fondo del pozo, de modo que es te estado más alto tendrá una 
energía total -'111

0 . Es decir, - V0 + éf F = -hv0 . Ahora bien, recuérdese que h1•0 = 11'0 , 

la fun ción trabajo del me tal, de m odo que - V0 + <f F = -11•0 o bien 

Vo = éJ'F + ll'o (11-58) 

Para plata, la función trabajo es 4. 7 e V y éJ' Ji' es 5.5 e V, de modo que V0 es de 10.2 e V. Para la 
mayoría de los metales, V0 se encuentra ent re 5 y 15 eV, como se puede ver de la tabla 11-2. 
Desde luego que, a temperaturas ordinarias, la distribución de Fermi no presenta un cortP 

brusco e n ¿f F sino que se ensancha de modo continuo en un intervalo angosto de energía:,; 
cercanas a éJ' F· En una región del orden de kT a ambos lados de la energía de FE>rmi, es decir, 
una región de transición del orden de 2kT, el número de partículas por estado cuántico <'ambia 
de un valor cercano a uno a un va lo r cercano a <'<>ro. En el límite cuando T-+ O esta región rtf' 
transición se vuelve infinita mente angosta. 

Con este modelo para el comportamien to de los e lectrones en un metal, se puede explicar fo 
diferencia en potencial de contacto de dos metales y entender el proceso de emisión termiónica. 

TABLA 11-2. Función de trabajo y energía del nivel de 

Fermi poro algunos metales. 

Meta l w0 (eV) <f F (eV) 

Ag 4.7 5.5 
Au 4 .8 5.5 

Ca 3.2 4.7 
Cu 4.1 7.1 
K 2. 1 2.1 
Li 2.3 4.7 
Na 2.3 3.1 
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Izquierda: Se muestra la energía potencial para un electrón en dos metales separados 
A y B co n diferentes funciones de trabajo. Derecha: Ahora, los metales se e ncuen ­
tran couectados por un alambre, de modo que adquieren carga o puesta y presentan 
u11a diferencia Je potencial de contacto. 

Cap. 11 

Primero se considerará el proceso de emisión termiónica que es de gran importancia prác ti ca ya 
que es responsable de la emis ión de electro nes por un filament o cali ente en un bulbo. A 
temperaturas altas, (es decir , valores grandes de kT) la dis tribución de electro nes e ntre los 
estados de energía disponibles, se ex tiende bien por e ncima de C F· A temperaturas suficien­
t<.>mente altas, algunos electro nes adquirirán energías cinéti cas m ayores que V0 (es decir, 
mayores que 6\, + 11·0) y, por lo tanto, escaparán del meta l. Se puede calcu la r la densidad de 
corriente termoeléctri ca emitida por u11a superficie metáli ca, co rno función de la temperatura, a 
partir de la di st ribución Je fermi y a partir de la dist ri bución de Boltzmann. El cálculo implica 
determinar cuantos e lect rones llegarán a la superfi cie del metal moviéndose en la dirección 
deseada y con la energía c inética suficiente para escapar. Las dos di s tribuciones proporcionan 
difer<.>ntes despende11cias con la temperatura para la densidad de corriente, y los resultados 
experimentales se i11 clinan en favor de la dis tribución de Fermi para e lectrones. 

Respec to a la diferencia e n potencial de contacto de dos metales, considé rese dos metales A y 
B que in icialmente no están en contac to, como se indica esquemáti camente en el primer 
rniemLro de la figura 11-11. Fuera de l metal, la energía potencial de un electrón es cero . Dentro 
de los metales, el n ivel de Fermi del metal A se encuentra a w-"1 por debajo del cero y el nivel de 
Fermi de l metal B se encuen tra a 11·11 debajo del cero. Sea 11•0 > 11'....i de modo que el nivel de 
Fcrmi <le) me tal A es más alto yue el de B. Enseguida, considérese que los metales están 
roneclauos eléctri camente, como se ilus tra en el segundo miembro de la figura 11-11. Aquellos 
electrones de mayor energía de l metal A fluirán hacia el me tal B, llen a ndo los niveles de e nergía 
en B hasta justamente por encima de la energía de Fermi, dejando vacíos los ni veles superio res 
<le A. El proceso continúa hasta a lcanzar el equ ilibrio; es decir , hasta que los niveles de energía 
más altos <le A y B se encuentren a la misma energía, ya que cuando se llega a esta si tuación , se 
minimiza la energía total del s is tema. El resultado es que en este proceso, e l metal A se carga 
posil ivamentc y el me tal B se ca rga negativamcrite. En consecuencia, al conectarse eléctri ca­
mt~111e s<' es tablece una diferencia <le po tencial e ntre los me tales (,,.IJ - ll'A)/e resultado que 
cse11cialn,e11t e concuerda con los va lores experimentales . 

1 l. 1 ;3 D<·~<·ri p<·ioncs dási<.·a y <'uántiC'a del estado d e un s is tema 

l-,11 la ~1T1·1ón ~-IJ se v1ó un CJ<'mplo de como el eslado instantáneo Je movimiento de una partícula clásica, 
p1wdt· ,,,., representado por un punto en el cspat·io fase. Para el mo vi miento en una dimensión que se 
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consideró, el espacio fase era un espacio bidimensional cuya abscisa era la posición x y cuya ordenada na 
el impul so Px· Para un movimient o en tres dime nsiones, el espacio fase es un espnc-io df' seis d11nf'n sionf's 
de coordenadas .1., Y , z ,px,Pv• Pz· A medida que la partícula se mueve, el punto que la represen ta en el 
espacio fase traza una trayectoria en e l mismo y en el caso del ejemplo ant erior , d e un oscilador armónico 
simple, di cha trayec toria es una elipse. Si se tuviera un gran número de dichos o sciladores se tendría un 
gran núm ero de puntos representativos en el espacio fase que correspo nde rían a la ,fü,tribución 
instantánea de los osci ladores. Para la mayoría de los s is temas de interés, se puede escribir la energía de 
cada miembro como E = K + V= (p; + p~ + p ;)/2m + V(:i·, y, z) d e modo que la localización de 
un punto (x,y ,z, Px,Pv• p 2 ) en el espacio fase proporcion a la energía total de ese miembro del sistt>ma 
representado por el pun to. La dis tribu ción de puntos dará la dis tribuc ión en energía de todos los miembros 
del sis tema . 

Por lo ta nto, en mecánica estadís tica clás ica, se puede caracter izar la dis tribu ción e n enngía de 11n 
si~renia , por el núm ero de puntos en cada fracción de volumen del espacio fase !:::.:r:iyt::.z~rx:>.r,ijPz.· 
A cada uno de dichos elementos de volumen se le llama una celda en el espacio fase y los puntos en la c-elda 
rienen una Pnerg ía total entre E y E+ dE,que corresponde a los valores del impulso entre p~y 
Px + ópx, e tc. y va lores de la posición entre :r y x + ó.:t·, etc. La relda se escoge de modo tal que st'a lo 
bt1Ítcien1 emen te pequeña para que la en ergía total promedio de sus puntos representativos difif'ra poco de. 
la energía de c ualqui era de e llos; se escoge lo s ufi cient e mente grande para que ha ya mu,.hos puntos Pn lt1 
celda y que, po r lo tanto, se puedan apli car las ideas es tad ísticas. De esta manera, el tamaño de la celda e:; 
un tant o arbitrario e indefinido, pe ro una vez escogida, la celda se caracteriza po r su energía to tal promPd10 
) su número de población. La celda, entonces, es d análogo estadís tic-o de l estado cuánt ico, en la 
estadís tica cuánti ca. En la figura I L-12 se ilus tra la s ituación para un s is tt>ma unidimensio n al. 

En mecáni ca cuánti ca, este modelo se dehe modificar dehido al principio de incertidumbre. Por un lad o 
no se puedt> desrribir la trayectoria de un punt o representativo en el espacio fase bidimensional ya q1H· no 
se pued en saber, s imultáneament e, los valores exactos x y P x para la partícula. Lo mejor que se puede 
hacer es locali zar e l punto reprt>sentativo, a todo tiempo, entre x y :r + ~x p.,, y p.,, + .lp:r, dond t.> 
!J..r!:}.px ~ h,así que en lugar d t.> tener un punto que traza una línea , se tiene un a pequeña área c¡u<' lraza 
una trayec toria ancha en forma de lis tón en el espacio fase bidime nsional. Sin embargo, lo más importante 
!':, el hecho de que exis te un tamaño mínimo definido para una celda en la descripcmón cuán tica, ya quf' una 
crlrla que tuvi era b.xó.p:r menbr que h, no tiene s ignifi cado pues to qu e di cha e:specifir:ación ser ía rná~ 
precisa qu e lo qu e permit e e l principio de incertidumbre. Por lo tant o, para e l espacio fase gn1i>ral de 6 
dimf'nsiones, la celda más pequeña tendrá un "volumen" de Íl3 . 

Por lo tanto, en la desc-ripción cuántica es posibl e eliminar la arbitrariedad e indefinición del elemni to 
de vo lumen e n el espacio fase. Dado que el tamaño de la celda afecta o bviamf'nl e el c-onteo de divisione,; 
distinguibles de la energía total df' I sistema, ex is te una indeterminac ión en los resultados de la es tadísti ca 
clásica. Por ejemplo, la entropía de un sistema pueclf' t>scribirse comoS = k log Pdonde Pes el núme10 
de divisioni>s dis tinguibles de su c-on tE'nido de en er~ía (es decir, P es un a medida de la probabi lirl ad de que 
renga esa en erg ía particular). Sin Pmbargo, la t> ntropía clásica contiene una cons tan te arbitraria hásira· 
mrntl' dPbido a la inclererminal'ión del tama ño de la celda. El va lor <'uán ti l"O es t>xacto, del,id o a la 

FIGURA 1 J. 12 
Espario fase y puntos represf'nlativos para un 
s is r Pma II n id i mens ional. 
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dd1n1eión Je! tamaño de la celda y proporciona una constante absoluta de entropía en concordancia con 
las le)eS Je la termodinámica y los experimentos. De hecho, fué este resultado, y no los relativos a la 
radiació11 por una cavidad, los que convencieron a Planck de que sus ideas con respecto a la c uantización 
Je la energía y la constante h, eran cor rectas. Además, este tamaño mínimo es de una celda en el espacio 
fase en estadística cuán ti ca, lo que da lugar al factor h3 que aparece en muchas de las ecuaciones de este 
capítulo. 

De las co nsideraciones que aquí se han di scutido , es posible entender también la aplicabilidad <le la 
<listribuc1ón de Boltzmann clásica a tantos problemas cuánticos. Si no existe un tamaño mínimo para una 
celda e n el espacio fase, en tonces siempre se puede obtener una situación en la que no haya más de una 
partícula por estado . Pero justamente, este es el caso para altas tempera! u ras, donde las estadísticas clásica 
\ cuánti ca conc11erdan. La función de distribu ción c lásica es válida en este caso, inde pendientemenle de la 
,n<listinguibilida<l de las partículas. D esde luego que el mundo cuántico real no fija un límite de la 
pequeñez de la celda, de modo que la distribución clásica no será aplicable cuando el número de partíc ulas 
por relda sea ,nayor que uno. 

PREGllNTAS 

1. Exactamente ¿qué describen los factores de inhibición y crecimiento? 

2. ¿Podría diseñarse un ciclo de transiciones en tre tres estados qu e mantuviera el equilibrio en las 
poblaci0nes de estos estados, co n transiciones que violen el balance detallado?. ¿Sería razonable 
extender esto a un sistema con mu chos estados? 

:l. ¿Cuál es la razón básica por lo que las distribuciones cuánticas convergen a las distribuciones clásicas 
a energías mucho mayores que kT? 

l. ¿C61110 se explica que el comportami ento de la dist ribución de Boltzmann es intermedio en tre el 
correspondiente a las distribuciones de Bose y de Fermi? 

5. Proporcionar ejemplos de sistemas en donde la distribución de Boltzmann es aplicable, en principio . 
Como una buena aproximación. 

<>. ¿Quí- fac tores determinan el valor de C1. para las tres distribuciones? 

, . Interpretar físicamen te la energía de Fermi S F· 

H. La expansión térmica se relaciona con la naturaleza inarmónica de las vibraciones atómicas en un 
sólido . ¿El modelo de Oebyc ser ía apropiado para estudiar la expansión térmi ca de los sólidos? 

9 . E11 el modelo de Debye de un sólido, la frecuen cia máxima J'mcorresponde a una long itud de onda 
mínima. Dada la naturaleza discreta de un sólido, esta longitud de onda mínima correspo nde a una 
vibración en la que los átomos adyacentes se mueven a 180° fuera de fase en tre s í. Es decir, la 
Jic; tancia interatómica es media longitud de onda. ¿Esto es posibl e? Explicar. 

1 O. l11te1 pretar físicamen te la te mperatura caracterís tica de Debye 0 

1 1. En el análisis de los procesos de absorción y emisión de un átomo en un campo electromagnético, se 
despreciaron los efectos de retroceso . ¿Cómo afectarían aquellos resultados a estos efectos? ¿Se 
justifica el que se ignoren dichos efectos? 

1 2. ,;,Cuáles so n las dimensiones de los coeficien tes de Einstein A y B? 

1 :s. Se Jice que un laser no es una fuente de energía sino un co nvertidor de energía. Explicar. 

t l. Se ha ignorado la posible degeneración de los estados impli cados en el efecto laser. ¿Cómo se podría 
tomar t>n cuenta esto? ¿,Qué efecto te ndrían? 



PROBLEM AS 479 

15 . Realiza r un a comparación paso a paso de la dedu cción de la ley de radiación de Pla nck en base a las 
di stribuciones de Maxwell y de Bose. 

1 ú. Enl istar las di ferencias y semejanzas entre fo tones y fonones. 

17. A bajas densidades y a ltas temperaturas, el gas de Bose se comporta como un gas ideal clásiC'o. 
¿físicamente, como es esto posible? 

1 B. Al escribir sobre los experimentos de dipersi6n de partículas o: en helio, Ru t herford dijo: ''hahiJa 
;-uenta de la imposibilidad de distinguir entre las part ículas <:1. dispe rsadas y los núcleos dP He 
proyectados, los resultados están sujetos a cierta ambigüedad" ·fxplicar cómo el conocimiento dP la 
mecáni ca estadísti ca cuántica habría e liminado la ambigüedad.l¿Qué es lo que determina que un gas 
esté suje to a las distribu ciones de Bose o de Fermi? ¡ 

...J 

t (). ¿Cómo es e l estado ordenado del He ll? ¿Puede expli car su falta de resisten cia a la conduN· ión de 
calo r? 

20. Además de l gas de electrones y el gas de átomos de He3 ¿qué o tros ejemplos hay de un gas de fermi ? 

21. En las ecuaciones para un gas ideal se utiliza la masa en re poso de las partículas. ¿,Habría necesidad de 
utilizar alguna vez la masa relativista?. Considérese el efecto de la temperat ura y la naturaleza de las 
partíc ulas. 

22. Dar un argumento de pla usibil idad para la relación (ll-57), entre la energía de Fermi t!F y la 
densidad de electrones libres en un meta l. 

2:1. En la distribución de Fermi se obtiene el resultado de que a la e nergía de Fermi t!Ji' el número 
promedio de partículas por estado cuántico es exac tamente un medio. Esto, defi nitivamente, no es lo 
mismo que decir que 50% de las partículas tienen energ ías por encima de la en ergía de Fermi y SO% 
por de bajo. Explicar. 

:.? l. Justi ficar la suposición de que los electrones de conducción se comportan aprox imadament e comn u11 

s istema de part ículas libres sin interacción. 

.,­
_;). 

26. 

¿Existe alguna conexión entre V0 , profundidad del pozo de potenc ial para los electrones de 
conducción en un me tal , y los experiment os de difracción de e lectrones del tipo de Davisson-Germer? 
¿Puede de terminarse V0 de tal es experimentos? 

Explicar físicamente el e fecto de dejar qu e h - O en la expresión para la dens idad de estados, como 
en ( l l -49) . Expli car físicamente el e fecto de dejar que !, - O en las ecuaciones que contengan el 
términ o de degeneración cuánti ca, co mo en (11 -53). 

PROBLEMAS 

t. El estado de equili bri o corresponde, en te rmod inám ica . a una en tropía máxima S y en estadística, a 
una probabilidad máx ima P. Suponi endo que Ses fun ción de P , demostrar q ue debería esperarse 
S = k In P . donde k es una cons tante un iversal. A esta relación se conoce co mo el postu la<lo de 
Boltzmann . (Sugerencia : considere e l e fecto de combinar dos sis temas sobre S y P) . 

2. La distribu ción de Maxwell se puede obtener observando las colisiones e lásticas en tre dos par tículas. 
Si estas partículas tienen in icialment e las energías tf1 y &2 , y finalmente 4'3 y ~ , , en tonces 

Si todos los estados pos ibles so n igualmente probables , e l número de colisiones por segundo Pes 
proporcional al número de partículas en cada estado ini ~ial , es decir, 



480 EST AOISTICA CUANTICA Cap. 11 

Jonde P( tffi) es la probabilidad de que un estado esté ocupado, y Ces una constante. Análogamente 
Pu = CP( '13)P( <ff4) . En equilibrio para cada co lisión (l,2) -- (3,4) debe haber una colisión 
(3,4) - (1,2). Por lo tanto P 1.2 = P3 ,4 (a) Demostrar que P(~i) = e-tr,lkT resuelve esta ecua­
ción. (b) Ut ilizar un razonamien lo similar para derivar la distribución de Fermi . S in embargo, en este 
caso los estados in iciales deberán estar llenos y los estados finales deberán eslar vacíos y entonces el 
número de colisiones será: 

Después, demostrar que la ecuación P 1 . 2 = P 3 .4 puede reso lverse por 

de donde se oLtiene (11-23). 

[
1 - P( &';)] = Cerf, lkT 

P( <f¡) 

:{. (a) A partir de ( l l-25) demostrar que el modelo de Einstein para un sólido conduce a un calor 
específico dado por 

[ 

tJtvlkT (l,v Y] 
cv = 3R (ehv/kT - 1)2 kT) 

(b) Demostrar que c 11 -+ O cuando T - O pero que a baja T, c11 aumenta como e-1'v /kT en lugar de la 
ley T 3 que se requiere. 

4,. Demostrar que el resultado de Debye para el cal or específico, (11-31), se reduce a la ley clásica de 
Dulong y Pctil a altas lemperatu ras. (Sugerencia: desarrollar en primer lugar ambas exponenciales 
reteniendo sólo lér min os de primer o rden. Just ifi carl o). 

:i. lmagmar u11a cavidad a lemperalura T. Demos trar que el calor específico de la radiación cont enida 
está JaJo por (32ékV/ 15)(kT/hc)3.Explicar porqué c11 no tiene un límite superior, en este caso, 
mie ntras que si lo tiene en el caso de sólidos. 

ú. En c1er1a región de temperatura se puede cons iderar al grafito como un sólido de Debye bidimen­
sional, pero lodavía se lie ne n 3N0 modos por mol. (a) Demostrar qu e N(v) dv = (2rrA/u2)v dv 
donde A es el área de la muestra. (b) Encon trar una expresión para vmy 0 para grafito. (c) Demostrar 
qut> a bajas 1en1pera1 u ras la capacidad calorífica es proporcional a Ti. 

7. .1- · á1omos dislinguibles se encuen lran dis lribuídos en dos niveles de energía d 1 = O y ¿/2 = &. 
(a) Demos1rar qu e la energía del sistema está dada por 

(b) Demos trar qu e c11 está dada por 

.;V ~e-8/kT 
E=-----

1 + e-cflk'.l' 

v'Yk (-/:¡. J e-r!/k'.l' 

( 1 + e-di k'.1')2 

(EslC' P.S e l ca lor específico deSchottky y se observa en sólidos paramagnéli cos a bajas temperaturas. Los 
niveles dt' energía co rresponden al alineamiento paralelo o antiparalelo de los mome ntos magné-
1 icus ,·ora rnspecto al campo magnético). (c) Graficar la capacidad calorífica como función de la 
temperatura. teniendo cuidado con la dependen cia correcta a altas y bajas temperaturas. 

H. La variación d<" la densidad p co n la altura y de la atmósfera gaseosa de la tierra puede escribirse 
como p = p0e- u<Polí'(Jlv, donde Po y P0 son la de nsidad y presión a nivel del mar. (a) A partir de las 
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leyes para el gas ideal demostrar que lo anterior puede escribirse en la forma p = p0e- mavl kT. 

(b) Demoslrar que esto liene la forma de la distribución de Boltzmann. 

9. (a) Combinando 11( e!) de (11-21) y N( e!) de (11-49) para un gas ideal de partículas clásicas, con 

Nf13 
-------

(21rmkT)312 V 

Demostrar que 

n( cf)N( tf) d cr 

es la dis tribución de energía de las partículas en un gas ideal. (b) Demostrar que de aquí se puede 
derivar la distribución de Maxwell de velocidades de las moléculas de un gas, que liene la forma 
n(v) dv = Cv2e-m11212

kT dv, donde Ces una constante. 

l O. Suponer que los neu tro nes térmicos que salen de un reactor nuclear tienen una distribución de 
energía que corresponde a la de un gas ideal a una temperatu ra de 300°K. Calcu lar la densidad de 
neu rro nes en un haz de fl ujo 1013/m2 seg. (Sugerencia: co nsiderar la velocidad promedio y j11s1ifkar 
su uso). 

1 1. En un cierto núcleo, el momento magné lico es 1.4 x 10- 25 j oule-m2/weber . Calcular la diferen<: ia 
fracciona! en población de los niveles Zeeman nucleares en un campo magnético de 1 weber/ m2, (a) 
a temperatura ambiente y (b) a 4°K. 

12. La resonancia del spin elect róni co es muy parecida a la reso nancia magnéti ca nuclear, excepto quP las 
trans iciones electrónicas resultan de la excitación de niveles atómi cos de Zeeman. Estos experimen­
tos se realizan a la frecuencia de mi croondas. Si la onda electromagnética tiene una frecuencia dP 
32KMHz (ba nda K) calcular la diferencia fraccio na! de población e ntre dos n iveles atómÍC'OS de 
Zeeman, (a) a temperatura ambiente y (b) a 4° K. 

13 . (a) Determinar el orden de magnitud de la fracción de átomos de hidrógeno en un estado con número 
cuán t ico principal n = 2 con respecto a los que están en el estado n = 1 en un gas a 300 ºK. {b) 
Tomar en cuenta la degeneración de los estados correspondi ent es a los números cuánticos n = l y 2 
del hidrógeno atómico y determinar a que temperatura, aproximadamen te, un átomo de cada cien se 
e ncuentra en un estado con n = 2. 

14. Considerar la relación 11 1/112 = e<tf2-tf,) / kT, qu e es el facto r de Boltzmann para estados no degenera­
dos para sistemas en equilibrio, donde <!2 > 8 1 (a) Demostrar que n2 = O a T = O. (b) Demostrar 
que 111 = 112 a T = oo o T = - oo . (c) Demostrar que 112 > n1 a temperatura Tnegativa finita. (d) 
Demostrar que 111 ->- O cuando T - -0. (e) Por lo lanto, explicar las afirmaciones, "Las tempera­
turas negati vas absolutas no so n más frías que el cero absoluto, s ino más ralientes que una 
temperalura infini ta", y " Uno se acerca a temperaturas negativas por infinito, no por cno". (1) 
¿Podría sugerirse un cambio e n la escala de temperaturas que evitara la exist encia de temperattiras 
negati vas en este sentido? 

15. De terminar aproximadament e la razón de la probabilidad para emisión espontánea respecto de la 
probabilidad de emisió n estimulada, a tem peratura ambien te en; (a) la región de rayos-X del Pspectro 
electromagnético, (b) la región visible y (c) la región de mi croondas. 

16. , (a) D emostrar que a T = O, 11( 4') = l en la distribución de Fermi, para todos los estados en qut­
C ~ tf F y n( d) = O para todos los estados en los cuales e > tf F· (b) Demoslrar que 11( tf) = l /2 
para t! = t1 F· 

17. ' Considerar la dis t ribución de Fermi de (11-24),11(4') = 1/ [e<cf'- <1';,>lkT + l](a) Demostrar quP 
11(tf) = 1 - 11 (26'F - tf); esdecir ,con 6' - <fF = ó,demostrarque n( áF + Ó) = 1 -n(C1,, 
- Ó). Con esto se prueba que la distribución tiene si metría respecto a 11(CF) = 1/2 (b) Enconlrar 
11 ( e!) para ó = Ir - <f F = kT. 2kT, o 4kT. o 1 OkT. Hacer una gráfica aproximada de 11( tf')Mntra 
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,y para cualquier T > O. (e} ¿Qué error po rcent ual se come te al aproximar la dis tribución de Fermi 
a la distribución de Boltzmann cuando ó/kT = l , 2, 4, 10? 

18. Combinar (11-49) y (l l-47) para obtener (11-50), en la forma s igu iente. Sea x - <f/kT y obtener 

«> 

.V 
_ 2;rV(2mkT)312J x 112 d x 

J,3 e«+x - 1 
o 

Despues co n ce: posi tiva, utilizar las relaciones (e« 1-X - 1)- l = e-«-x(l - e-«-xr1 = e-«ce-tl.l + 
e-«-2x + .. ·)para obtener (11-50). 

t 9. Obtene r (11-52) e11 la forma siguient e. Sea x - 4/kT y demost rar que 

00 

2 rrk T V('J.mk T)312J x3/2 d.c 
E = ____ /¡_3___ e2 ~x - 1 

3 V(2-rrmkT)312 
( 1 

= 2 kT J¡3 e- « 1 + 2s12 e- « + .. -) 
o 

20. Demostrar que la degeneraci ón cuántica en un gas de Fe rmi ocurre si k T « ~ F· (Sugerencia: ver el 
ejempl o 11 -..J. y utilizar (11 -57) .) 

2 J. Demostrar a partir de la dis tribu ción de Fe rmi , que en un metal a T = Oº K la energía promedio de 
un elec trón es 3 <fp/5. 

22. U t iltzando 23 como e l peso atómico del sodio metálico y 9. 7 x 102 kg/m3 como su densidad, calcu lar 
la energía de Fermi bajo la suposición de que cada átomo de sodio proporciona un electrón a la banda 
de condu cción . (Sugerencia: ver ejemplo 11-5). 

23. Utilizando 197 como el peso atómico del o ro y 19.3 x 103 kg/m3 como su densidad, cal cular la 
profuudidad del pozo de potencia l para electrones libres en oro. La función trabajo es 4.8eVy hay un 
elect rón libre por á tomo. 

21. En un sistema un idimensional, el número de estados de energía por unidad de energía es 
(1/h)J 2m / ef, donde I es la longi tud de la mu estra y m es la masa de l electrón. Exis te n .,,V elec­
trones en la muest ra y cada estado puede ser ocupado por dos e lectrones. (a) Determin~r la energía de 
Fermi a Oº K . (b) encontrar la energía promedio po r electrón a Oº K. 

2:,. De n,o!ttrar que aprox imadament e un electrón de co ndu cción en mil tiene una energía mayo r que la 
energía de Fermi, en plata me tálica a tempera tura ambiente . 
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12 
Moléculas 

12.1 Introducción 

El materia l conte nido en los capítu los anterio res se considera com ún a toda la física cuántica. 
Los con ceptos y técnicas que se desarro lla ron en estos capítulos con el propós ito de est11diar los 
á tom os ha n resultado necesarias , o al me nos ú til es, en o tros campos donde la fís ica cuántica es 
aplicable . S in embargo, a pa rtir de los á tomos, las aplicac iones de la fís ica cuánt ica se div iden i"n 
dos ramas bastantes bien definidas y separadas. Una de ellas conduce a sistemas m ás grandes 
qu e los átomos, es decir, va ele átomos a mo léculas y después a sólidos. La otra ra ma <'011dui·e dP 

los átomos a s is temas m ás peque ños, es decir , a los núc leos y sus constituyentes, las part ículas 
elem enta les. En los próximos tres capítulos se seguirá la prime ra rama y e n los últimos trt's 
capíl u los de este libro, se explorará la segunda. 

Se sabe que dos o más át omos se pueden combinar para formar una m olécula estable. En lo 
que se presentará a continuación, se buscar á una descripción de las fuerzas in tera tórnica~ qut> 
e nlazan los á tomos para fo rmar moléculas. as í como ent e nde r la na tu raleza dP los t't.,pt=>ctros y 
ni ve les de e nerg ía mol eculares. Dado que un n úmero muy grande de átomo!'- se puerie unir para 
formar un sólido, del mismo modo como unos pocos se unen para formar una molécula, P.I 
fe nóm eno del enlace molecular es muy importante pa ra las propiedades de los sólidos. La 
mo ti vación pa ra e l es tudio de espectros molecula res, además de su interés inlrínst'<·o. rnd ica c11 

conside racio nes prácti cas. Por ejemplo, un campo nuevo ele la cirncia. <¡ ur se 1•xpandr 
rápidamente es la as tronom ía molecul ar , que in vo lucra la med ición de espectros molt>culan·:­
que se origina n en la materia interes tela r o int ergaláct ica, con el propósito de de1ermi11ar ~11 

composició n y condición . Además, como se verá más adelante, las m edidas de espt><·tros 
mo lecul ares h an proporcio nado, dura nte m ucho ti em po, la fuent e primaria ele informal'ión 
acerca de propiedades import antes de los núc leos conte nidos en la moliScu la. 

12.2 Enlaces iónicos 

Desde un punto de vis ta , una molécula es u n arreglo estable de u n grupo de n(1clt>n!" , 
electro n es. El arreglo exac to lo dete rmina n las íuerzas elec tromagn éti cas y las leyes de la 
mt>cá nica c uántica. Es te concepto de molécula es una extensión na tural del concepto ele áromo. 
Otro punto de vi sta considera a la molécula como una es truc tura estable formada por la 
asociación de dos o mas át omos. En es te punr o de vis ta , los átomos re tiene n su idPntidad, 
mie ntras que en el primer punto de vis ta m encio nado no lo haeen . Drsde lu ego que ambo'> 
puntos de v is ta son útil es y hay s il uacio nes e n las que cada uno es aplicable. S in embargo, por lo 
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geueral la estructura y propiedades de las molécu las se describe mejor por una combinación de 
ambos puntos de vis ta. Cuando una molécula se forma de dos átomos, los e lectrones de las capas 
internas de cada átomo permanecen fuertemente ligados al núcleo original y casi no son 
perturbados. Sin embargo, los electrones más ex te rnos ligados débilmente, son perturbados 
fuertemente e influenciados por todas las partículas del s istema (iones + e lectrones). Al 
acercarse los átomos entre sí, sus fun ciones de onda se modifican significativamente. De hecho , 
es esta la integración que conduce a l enlace, es decir , a una energía total menor cuando los 
núcleos o iones se encuentran muy próximos entre s í. Esta interacción , llamada fuerza 
interat6mica, es de · or igen· electromagnético. Por lo tanto, se puede ver que los electrones de 
va lencia tienen la importancia principal en el en lace molecular. 

Existen dos tipos principales de enlace molecular, el enlace iónico y el enlace covalente. La 
molécula de NaCl es un ejemplo de enlace ión ico mientras que la molécula de H 2 es un ejemplo 
de enlace covalente. Considérese la formación de una molécula de NaCl a partir de un átomo de 
Na y un átomo de Cl que inicialmente se encuentran muy separados. En la figura 9-15 se 
muestra que para extraer al electrón 3s más externo del Na y formar el ión Na+ se requiere 
una en ergía de ionización de 5.1 e V. El enlace atómico en el Na a lcalino es relativamente débil , 
ya que sus capas internas llenas apantallan eléctricamente al electrón de valencia de su 
respectivo núcleo, de modo efectivo, de manera que puede moverse en un campo más débil y en 
una posición más ex terna. Si ahora, este electrón es agregado al átomo de halógeno Cl, éste 
comple tará su capa 3p previamente incompleta para formar el ión Cl- El halógeno tiene una 
afinidad electrónica relativamente alta ; es decir, el ión con capa cerrada es más estable que el 
átomo neutral, ya que su energía se reduce en 3.8 eV. Por lo tanto, a un costo en energía de 1.3 
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e w 

3.6 eV 
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FIGURA 12-1 
Energía dt> los átomos 11 eutral es Na y CI, y de los iones Na+ y c1- , como función de 
la distancia de separación internuclear R. La combinación ión ica tiene una energía 
menor a una separación pequeña, mientras que la combinación de átomos ne utros 
tiene menor energía a separaciones grandes. Por lo tanto, a medida que los átomos 
neutros se aproximan entre sí, pasan a la forma iónica, cuando su separador se vuelve 
menor que cierto valor. 
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e V (5. 1 e V - 3.8 e V), se han formado dos iones separados dis t intos, Na 1- y C I ; pero 1>stos iones 
se ejercen mutuamente fuerzas de Coulomb atract ivas, y la e nerg ía de atracc ión es mayor que 
1.3 eV. Ahora bien, como la energía po te ncial de Coulomb mutua entre los iones PS m·ga ti va, 
in icialme nte la en ergía potenc ial de l sis tema combinado decrece a m edida que la distanciA entre 
los iones pau latinamente S f' reduce. Cuando los io nes se e ncuentran aún más próximos entrf' s í, 
las di s tribuciones de carga elect rón ica empiezan a traslaparse. Es to tiene dos ef eC' tos, cada u no 
de los c uales aumenta la ene rg ía potencial: (1) los núcleos ya no se encuentran tan bién 
apantallados en t re s í como an tes y empiezan a repPle rse y (2) a una separación int ern uclear 
peq ueña , se ti en e u n solo s is tema de modo efec tivo al cual se le aplica el principio df' exclusión, 
por lo que a lgunos electrones deberán ocupa r es tados de energía más al tos que antes para evitar 
vio lar este princ ipio. Por lo tanto, la curva de e nerg ía potencial presenta una part f' correspon­
diente a una fu e rza repuls iva, a dis tancias internucleares pequeñas y otra correspondiente a u11a 
fuerza at ract iva a separacio nes grandes. Existe una separació n para la cu al la en ergía es mínima 
y esta energ ía es 4.9 e V m ás haja, a es ta di s tancia de separación, que cuando lo~ il)nPs Sf' 
e nc uen t ran separados a una gran dis tancia. De esta forma, comparando con los dos átumos 
neutrales, Na + CI, e l s is tema combinado NaCI ha bajado s u energía 3.6 eV (<"s duir, E=­
l.3e V- 4.9eV = -3.6eV), de modo que energéticamente se favorece un es tado ligado, tal~· 
com o se ilus tra en la figura 12- l. La separación nu clear en equi librio del NaCI es 2.4 A. 

Ejem plo J 2 - 1. En la figura 12- J , eva luar aproxi m ada m en te la profundi dad del mínimo, s uponienJo 
que a la separación nu c lear e n equi lihri o R = 2.4 Á del NaCI, los io nes Na-1 y c 1- posPen distrihucion.-s de 
carga esféricame ntc:; s im é trica, que h as ta ese punto n o se tras lapan. 

Con esta supos ic ión, la ley de Gauss dt> la e lect rosrát ica permite la evaluación de la energía de l'n lacP de 
Cou lo mb de los ionPs co n ca rga uni ta ri a, a partir de la sen ci ll a l'xpresión. 

" e-
V= 

donde R 2.4eV. Así se o hriene 

9.0 x I o~ N -m2/co ul2 x ( 1.6 x 10- 19 c0uJ)2 
V= -

2.4 X 10 10 m 

J eV 
-9.7 x 1Q- 1!l joule x --------

1.6 x 10 tu joule 

-6.0 eV 

El es r ,1Ji a11 1 e podrá vPri firar r¡ ut· los res 11 lt ados de ('si a í'Va l u ación <.O!) ron s is t 1·11 1 t' ~ con lac; supo.:;icion,.<1, si 
extrapo la ha<.la R =2.4 Á,el comportamiPnto 1/ R e n la figu ra 12-l. ~ 

La molfr 11la de NaCI se manl iene unida por medio de r nlace iónico. Pt>ro, df'hidn a que las 
r t>gio ne~ d <> (·a rga pos iti va ( N a+) y carga nega l iva (Cl-) se en cue n t ran separadas, exislP un 
mo ment o dipolar e lé<.:tri ro permanente. Po r lo ta nt o , se di ce que una molécula iónica e~ 11nn 
mo lécu la polar. A~irnismo a enlace ión ico tambié n se le llama heteropolar. Los e nlaces ióni<.·o, no 
son clirerc io nal <'s, ya qu<~ cada ion posee una í'onfiguración de capa cerrada qu<> es esfé-r ica­
rn entt' s imé tri ca. Los e nlaces iónicos se puPden formar con más de un e lectrón de valencia, 
('Orn o en <' I ,·aso de l MgCI:! s ie mpre y cuanJo e l es tado molecular sea en ergét icamentt> más bajo 
que e l ror rPspondicn te a los átomos separados. El núme ro de enlaces ión icos <]U<' un iitomo 
pu<'de formar, J e pe nd l:' dr la es t ru r tura de las capas elec tró ni cas de l átomo, es J er ir , de los 
po te nr ialPs de ionización para ir sacando e lec tro nes sucesivamente . La fo rmación de enlacPs 
iónicos sed encrp;é ti ra rnt>n! P fav o rable, únicamentt" para aquellos (pocos) eler rr0nes ele las 
capas rn ás ('Xlernas cuyo!> po ten cia les <le io nizació11 se e nc uentran e n ciertos int ervalos. Lo .... 
<'<Jmpu es tos formados por los f' lern entos de la prime ra y penúlt ima columnas de la tablc1 
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peri6Jica, (los halogenuros alcalinos, tales como KO , LiBr, etc.) son iónicos, así como muchos 
de los fo rmados con la segunda y antepenúltima columnas (los óxidos de tierras alcalinas, 
sulfuros, e tc.). 

12.3 Enlaces covalentes 

Considérese a hora la formac ión de la molécula de H 2 Si en el caso de H 2 se ca lcu lara la energía 
necesar ia para formar iones de hidrógeno negat ivos y positivos, movie ndo un electrón de uno de 
los átomos de hidrógeno al otro y sumando después la energía de Coulomb de la interacción 
entre iones, se encontraría que no exis te una distancia de separación para la c ual la energía total 
sea negativa. Es decir , el enlace iónico no ocurre en una molécula ligada de H 2 • E l hecho de 
que H 2 esté ligada se expl ica en mecánica cuántica por el comportamie n to de las eigenfunciones 
electrónicas que describen la distribución de carga del sis tema, cuando dos átomos de hidrógeno 
se aproximan entre sí. Como pronto se verá, la d istribución de carga resultante conduce, en 
efecto, a una a tracción electrostática, pe ro es ta distribución de carga se puede interpretar como 
un compartimiento de electrones entre ambos átomos. E l enlace se le denomina covalente. 

En el enlace covalen te puede en tenderse mejor si se trata primero e l caso más sencillo que es 
el del ion molecular de hidrógeno, H! . En este caso se t ienen dos núcleos , cada uno de los 
cuales ejerce una repu lsión de Coulomb sobre el otro y ambos ejerciendo una atracción de 
Coulom b sobre un sólo electrón. Dado que el movimiento del electrón es muy rápido 
comparado con los movimientos nucleares, el procedimiento a seguir es suponer que los núcleos 
se encuentran en reposo a una distancia de separación R y el e lectrón moviéndose en sus campos 
de Cou lomb, para después determinar la energía de l electrón a partir de laecuacióndeSchrod inge r 
I::nseguida , se t rata a R como una variable y se consideran tanto a la energía del elec trón como la 
e nergía J e r epuls ión de Coulomb internuclea r, como fun ciones de la separación internuclear. 
La e ne rgía to ta l del sistema será la suma de estas dos en ergías y el s istema estará ligado si la 
ene rgía tota l exhibe un mínimo para a lgún valor de la separación inte rnuclear. 

En la parte s uperior de la figura 12-2 se indica la energía potencial en la que se mueve el 
elecl rón, grafi cando su valor a lo largo de un eje x que pasa a través de los dos núcleos, para una 
:,eparación in ternuclear R = 1.1 A. La energía po ten cial es simétri ca con respecto a un plano 
perpe11 di cular a la línea que conec ta los dos núcleos y que pasa por s u punto medio, ya que el 
potencial es la suma de un poten cial de Coulomb cent rado en un extremo de esa línea y un 
pote ncial de Coulomb igual centrado en e l otro ex tremo. Las densidades de probabilidad 1P*1P 
para un estado ligado del elec trón, tendrán valores iguales en dos puntos a ambos lados del plano 
v l'!quidistantes de él, ya que e l movimiento del elec trón en un estado ligado de este potencial 
lendrá la misma s imetría. Sin embargo, es te requiere que cada una de sus eigenfunc iones 1P 
re ngan pr<'cisarncnte el mismo valor e n a mbos puntos, o bien , que en un punto tenga un valor 
qu e- sea precisamente el nega tivo del valor en el otro punto. Es decir , las eigenf unc iones deberán 
ser par o impar con respecto a refl exiones en el plano. La s ituación se mues tra esquemática­
mente en la parte inferio r de la figura 12-2 donde se grafican las eigenfunciones normalizadas 
par <' impar J e mínima energía a lo largo de una línea que pasa por los dos núcleos. La idea 
importante es que la eigcnf unción impar necesariamente debe rá tener va lor cero en el centro de 
e~ ta línea y·a que obedece la ecuación 1p( - :r) = -1P(x), que _pe otra manera sería inconsis ten te 
c• 11 e l cc·n tro Jo11Je x = O. Sin emba rgo, la eigenf unción »»par no está tan restringida y por lo 
tan tu ti ene un va lor apreciable e n x = O. 

DaJo que un e lectrón con de nsidad de probabilidad 1JJ*rp con e igenfun ción impar debe evitar 
e l centro <l e la mol écula, evita has ta cierto punto, la región central. Como la integral de 1P*1JJ 
sobre toJo el espacio es igual a uno, si esa cantidad es rela ti vamente pequeña en la región en tre 
los n údcos, de berá ser re la ti vamente grande e n las regiones fu e ra de los núcleos. En estas 
regiones ex te rnas es donde el pote ncial es menos ligante y ese e lectrón se encuentra 
relat ivamente poco ligado. La eigenfunc ión impar podría es tar más co ncentrada en las regiones 
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FIGURA 12-2 
Arriba: Función potencial y los dos niveles de 
energía más bajos, para un electrón de la mo­
lécula de H ! cuya separación internuclear es R 
= 1.1 A. La fun ción po tencial se evalúa a lo 
largo de la línea qu e pasa por los dos núcleos. 
Abajo: Eigenfunciones par e impar correspon­
dientes a los dos nive les de energía , cal culadas a 
lo largo de la línea int ernucl ear . En la vecin­
dad de cada núcleo, ambas eigenfun ciones 
tienen magnitudes qu e son exponenciales de­
crecientes de la distancia al núcleo, como en el 
estado base del átomo de hidrógeno. 
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cercanas a los núc leos y aún ser cero en el centro , pe ro sólo si su curvatura fuera mayor. Como 
una curvatura mayor requiere de mayor energía c inética, esto no disminuiría la energía total 
del e lectrón. Cuando e l comportamiento de un electrón queda descrito por la densidad de 
probabilidad con e igenf un ciones pares, éste ti ene una probabilidad r elativamente alta de 
encontrarse en la región donde el potencial es más ligan te, es decir , en la región q ue va desde la 
vecindad de un núcleo, pasando por el centro de la molécu la, hasta la vecindad del ot ro nií cleo. 
Por Jo tanto, un e lectrón tal se encuentra fu ert emente ligado. En la figura 12-2 se muest ran los 
dos niveles de energía más bajos para un electrón en dicho potencial. Ahora puede verse porqué 
el más bajo de estos ni veles corresponde al estado cuántico en el que las eigenfunciones son 
pares. 

En la figura 12-3 se muestra la suma de la energía de l e lectrón con la en ergía de repulsión de 
Coulomb pa ra los dos estados de energía más bajos de la molécula H f,como fun r:ión de la 
di stanc ia internuclear R. Para R muy grande, el elec trón estará ligado a u no u ot ro de los 
núcleos en e l es tado de energía más bajo de un á tomo de H y la ene rgía de repulsión será 
despreciable , de modo que la energía de l sistema tendrá e l familia r valor de - 13.6 PV. Para el 

FIGURA 12-3 
Energía total de la molécula de H 2 correspon­
dient e a los dos niveles de energ ía e lectróni cos 
mas bajos, co mo función de la separación 
int ernu clear . La molécul a qu ena ligada sola­
ment e en e l estado en e l qu e las e igenfun­
ciones el ectróni cas so n pares. 
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estado cuánti co con e igenfunción par, la energía del sistema decrece, en un principio, cuando R 
decrec-t". La razó n es que la energía enlace ejercida sobre un e lectrón cercano a un núcleo se 
vuel\'e más negativa más rápidamente a medida que el otro núcleo se le aproxima, entonces, la 
e n ~rgía Je repulsión entre los núcleos se vuelve posi tiva. (El e lectrón en el estado con 
eigen función par a separac ión internuclear moderada tiende a es tar en medio de los núcleos, de 
modo que su distan cia a c ualquiera de los núcleos es menor que la distancia que separa a los 
n údeos). A medida que la separación internuclear continúa decreciendo, la energía del s istema 
pasa por un mínimo y después e mpieza a crecer rápidamente. Esto sucede porque la energía de 
enlace del electrón c uando los núcleos se tras lapan no puede hacerse más negativa que -(2)2 

x 13.6 eV = -54.4 eY,que corresponde a la energía del es tado base de un átomo de helio 
ion izado una sola vez, mientras que la energía de repuls ión internuclear aumenta s in límite 
cuando la separació n internuclear di sminu ye. Para el caso de la eigenfunción par, la molécula 
4uccfa es tablemente ltgada por medio d e un enlace covalente rudimentario. En equil ibrio, tiene 
R e:= l. l Á, c.¡ue es donde la energía como función de R tiene un mínimo de aproximadamente 
2.7 eY de profundidad. La energía de en lace medida, es decir, la energía necesaria para disociar 
H:? en H y l-(+,conn1crda bas tante bien con este valor. En e l caso del es tado con eigenfunción 
impar. la cu rva de energ ía molecular total correspondie nte, no posee un mínimo para ningún 
\ alo r d e R. <l ebiJo a qu e el e lectrón se encuentra s ignifi cativamente ligado e n forma más débil. 
Por lo tan to, la molécula no es tará ligada s i la eigenfunción del electrón es impar , ya que su 
energía s iempre disminuye cuando la separación nuclear aumenta. 

::.,i ahora se agrega un segundo electrón a H; para formar H 2 , la energía del s is tema 
di~minuye aún más, de modo que las fuerzas a tractivas adicionales que actúan entre este 
e lectrón y los núcleos se contraponen a la repulsión electrón-electrón. Para H 2 la energía de 
enlace es aproximadamente 4.7 eV y la separación internuclear en equilibrio es aproximada­
mente 0.7 A. De esta manera, H 2 es más compacta y más fuertemente ligada que Hi. El 
segu ndo elec trón en H 2 se co loca en un es tado cuánti co cuya eige nfunción tiene las mismas 
propiedades espaciales que la eigenf unción del primer electrón. Es decir, en el estado de energía 
más baja de H 2 ambos e lectrones se encuentran en un estado con la misma eigenfunción 
espacial. y esa eigenfun ción es par con respecto a una reflexión en el plano que queda a la mitad 
de la dis tancia entre los núcleos, así que la densidad de probabilidad para ambos muestra una 
concentrac ión en la región entre los dos núcleos . Desde luego que e l principio de exclusión 
demanda que los dos e lec tro nes te ngan diferentes eigenf unciones de spin; por lo tanto, tienen 
spin con componentes z opuestas. Utilizando la terminología más precisa de la sección 9-3, la 
e igenf unción que describe a un s is tema de dos electrones indis tinguibles, es el producto de una 
eigenfunción espacial s imétrica y la eigenfunción de spin anti simétrica (es decir, s ingulete). En 
esa sección se encontró que los dos e lectrones pueden encontrarse relativamente juntos cuando 
el sisl~ma es tá descrito po r una eigenf unción así. Desde luego que es to es consistente con la idea 
de que ambos tiene n una probabilidad razonable de ser localizados cerca del punto medio entre 
los n úcleos . 

Debido al tras lape total de las funciones de onda espaciales de los e lectrones indistinguibles 
c u H 2 , no es pos ible asociar , de finitivamente, a un electrón particular con un átomo particular 
de la molécula. Por el cont rar io, los dos e lectrones que son los causantes del enlace que une a los 
átomos en tre s í como molécula, son compartidos por la molécula o compartidos por el en lace 
mismo. Esta es la idea del par de electrones compartidos con spin " antiparalelos" que forman un 
enlace covaLente. Nótese que s i los dos electrones tu vieran esencialmente spin paralelos no 
poJrían es tar en la región ent re los dos núcleos. Por lo tanto, no podrían estar en donde 
op timizan la atracción que ej ercen sobre ellos ambos núcleos. Si imaginariamente se trala de 
formar H 2 acercando dos átomos de H separados, e l que los spin de los e lect rones sean 
'' paralelos" o "an ti paralelos" produ cirá u na diferencia decis iva. En la figura 12-4 se mues tra la 
predi cción de la mecánica cuánti ca para la energía total del s is tema como función de la 
separación intern uc lear para las dos pos ibilidades; e l enlace se obtiene só lo para spin 
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FIGURA 12--1 
Ent>rgía to tal df' 13 mol~<'1ila de H 2 para spi n 
f' l(~ctróníros "parale los" y "ant1para le lo.,", 
como fnnc,ón de la separación inl c>rnu clear. 
La molfrula queda ligada ~olam f> nte e n t>I 
estado e n que los s pin elC:"ctrónicos son "ant1-
para le los". 
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"antiparalelos··. Los cálculos que prod ujeron las curvas en la figura 12-1- Lomnn en cur-nla la 
repul s ió n e lec t rón-<' lf'<' I rón. Lo an ter io r Li t- ne 1111 eíec lo c uantitati vo en tan to qu e rPdun• d 
cnlacf' p<" ro no produce un camhio cualitativo en la d«~sc ripción presentada df' l origen de e n la1.e 
co va ln 1 t t>. 

No más de dos e lec trones pueden formar un e nlace covalente. Se dice que un e lectrón de un 
átomo se aparea con un ele<'! rón de spin "antiparalelo" de o tro á to mo. S i u n áto mo ti e11e vari11s 
electrones en una capa ex terna incomple ta, es decir, s i ti ene varios electrones de va lencia, cada 
uno tratará de for mar un en lace covalen te con un electrón de valencia en un á to mo vecino. Sin 
em bargo, s i en un átomo se tie nen dos elec trones de valencia con spin "ant iparalelos", un ele<'­
trón de vale nc ia adicional de o tro áto mo no se podrá enlazar con ninguno de ellos ya que éstos i:.e 
encue ntran apareados entre s í. Es decir, s i el spin del e lectrón adi cional es "antiparalelo" al spin 
de uno de f's tos e lec· lro nes,será"parale lo"al spin cl elotro.El e lec trón adic-ional no podrá ocupnr 
la misma región mo lecular energéticamente favorable que los e lectrones del par que ya ex is te, ya 
que e l princ ipio de e xc lusión actúa en la molécula ne tal manera, que previene que dos e lect rones 
con spin "paralelos" te nga n la misma e igenfunción espacial. Así pues , los e lec trones de 
valen cia de un áto mo que son efectivos en la formación de enlaces covalen tes son aque llos que la 
acció n de l prin r,i pio de exc lus ió n en e l átomo no los ha fo rzado de a n temano a formar parejas con 
spin "an t iparale los". Por ejemplo, en la teoría d f' Hartree los tres electrones 2pen N pueden te ner 
spin " paralelos" ya que existen tres va lores posih les para e l número cuántico 111, para ! = 1, de 
modo que ninguno de e llos está forzado a apa rea rse en ese á to mo. (En la teoría de la int eracción re­
s idual de C:011 lom b, los I res c:- lect roncs si ti enen spi n " paralelos" en PI estado basr- de l átomo N <'On 
acomplamif'nto LS). El rt>su ltado es que la m o lécula N2 tif"n e tres Pnlaces rnval«-'ntes. Sin 
embargo, O ti ene un cuarto e lec trón en la s ubcapa 2p y e l principio de exclusión lo funza a Lt>n<>r 
su c;pin "antipara lelo" a l spin de uno de los o t ros tres. Po r lo tanto, sólo hay dos f' lectroncs de-va­
len cia no apareados en O, y la mo lf'c ul a 0 2 sólo ti ene dos enlaces <·ova lcntes. En general. el 
núm<'rO de elec lronf'S de valencia no apareados es igua l al númr-ro dr- e lPctrones en la s uhcapa 
has ta e l punto en qu e <'sla se lle na a la mitad y es igual a l número de lugares vacíos, o agujeros más 
al lá df' e s le punlo. 

Co mo e n el caso del e nlace iónico, las fu e rzas se saturan en el enlace covalan te . Es J eci r , un 
á to mo dado só lo int f' ra,· tíi a ,·on un número limitado de otros átomos. La saturación se debe al 
númPro limitado de electronr-s o vacan tes en las subcapas ocupadas más externas del átomo. A 
difer f' n c ia nPI enlace iónico, el enlare covale nte es direccional. La propiedad direcc io nal no está 
prP,f'n te <>n H :! ya que la d f' ns idad de probabilidad del electrón de va lr-nc ia en cada átomo de H 
S<-'par::ido t'<\ csféricamente s im étri ca, así que la únira dirección de finida e n la mol écula H 2 es la 
c¡u e con t'cta a los dos níwleos y el e nlace covale nl e actúa a lo largo de esa d irección , cualquiera 
qu e f'S ta sf'a . En un r aso mlis típi co, la de ns idad de probabilidad de un electrón de valencia tiene 
s u pro pia d<'pendf'nc ia r:lirPc<·iona l y c ie rtas direcc io nes preferen tes pa ra formar e nlaces 
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covalentes. Las propiedades direccionales de los enlaces covalentes se manifiestan en las 
propiedades estructurales de las moléculas covalentemente ligadas, fo rmando así la base de la 
química orgánica. La di stri bución de carga de los e lectrones apareados en un enlace covalente 
ti en e una simet ría respecto al cen tro de la molécula , como se estudió en el caso de H 2 , de modo 
que no hay un momento dipolar eléctrico permanente asociado con e l enlace covalente. Por lo 
tan to, a lgunas veces este tipo de enlace se le llama homopolar. Estrictamente hablando sólo 
moléculas como 0 2 y N 2 son homopolares ya que el enlace en moléculas que no sean aquellas 
que contienen dos núcleos idénticos puede ser parcia lmente iónico, aunque principalmente 
covalente. 

12.4 Espectros moleculares 

Las moléculas pueden permanecer ligadas tanto en estados excitados como en el estado base. 
Los espect ros de absorción y emisión de las moléculas se deben a transiciones entre estados de 
ene rgía permitidos. El esquema de niveles de ene rgía es relativamente complicado y difiere en 
muchos aspectos del caso atómico. En primer lugar, ya no es posible clasificar estados de 
acuf r<lo con e l impulso angular orbital electrónico. La magnitud de su impulso angular orbital 
l, no se conserva ya que la fu erza sobre un electrón no es una fuerza centra l (por ejemplo, en 
una molécula diatómica existen dos centros atractivos nucleares separados). Con las palabras de 
la sección 7-9, las eigenfunciones de la energía no son e igenfunciones de l operador L ~p· Sin 
embargo en una molécula diatómica la distribución de carga total es simétrica respecto a un eje 
que conecta los núcleos, digamos el eje z, de modo que la componente de impulso angu lar 
respec to de es te eje, L:., se conserva. Entonces, se encuentra que las eigenfuncion es de la 
energía molecular son eigenfuciones de Lzop y ' que Lz tiene valores permitidos que son 
múltiples enteros de n, en analogía con los valores m ¡11 de los estados atómicos. 

Otra diferen cia entre los casos atómico y molecular es que en un átomo podía despreciarse el 
movimiento nuclear , o bien , podía tomarse en cuenta, de modo simple, utilizando la masa 
reducida del electrón. Desde luego que tanto en una molécula como en un átomo, no es 
necesario tomar en cuenta el movimiento traslacion al, ya que dicho movimiento, siendo de 
partícula libre, no está cuantizado. Sin embargo, en una molécula los núcleos pueden moverse 
relati vamen te entre sí. En una molécula diatómica, por ejemplo, los núcleos pueden vibrar 
respecto a la separación de equilibrio y además el sistema total puede rotar respecto a su centro 
de masas . En cada u no de estos movimientos, vibracional y rotacional , la energía esta 
cuanti zada por lo que se esperan muchos más niveles de energía en una molécula que en un 
áto mo. En efecto estos movimientos interactúan o se acoplan entre s í y un análisis exacto 
deberá lomar esto en cuenta. 

Desde luego que la solución de la ecuación de Schrodinger para cualquier molécula, 
exC'eptuan<lo la más simple, es muy difícil. Sin embargo, resu ltados empíricos de espectroscopía 
molecular demuestran que la en ergía de una molécula puede considerarse formada de tres 
pa rtes principales (electrónica, vibracional y rotacional). Los niveles de energía moleculares 
qu <'<lan en grupos ampliamente separados, y se dice que cada grupo corresponde a un estado 
Plcc trónico diferente de la molécula . Para un estado electrónico dado, los niveles quedan en 
grupos separados por inter valos de energía casi iguales; se dice que estos corresponden a estados 
sucesivos de vibración de los núcleos. Dentro de un estado vibracional existe una estructura 
fin a de niveles adscr itos a diferentes estados de rotación de la mo lécula. Esta estructura de 
ni ve les sugiere que se puede obtener una solución aproximada de la ecuación de Schrodinger 
separándola en tres ecuaciones, una que describe e l movimiento de los electrones, otra la 
vibración de los núcleos y otra la rotación de los núcleos. En el siguiente enfoque puede tomarse 
en cuenta el acoplamiento entre los movimientos electrónico y nuclear , tal como el que existe 
entre e l impulso angu lar electrónico y la rotación de la molécula y el acoplamiento en tre la 
vibración nuclear y los movimientos rotacionales. 
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El espectro emitido por una molécu la se pu ede di vidir e n tres intervalos espectrales 
correspondientes a los tres diferentes tipos de transic ión entre los estados cuánti cos molecu­
lares. En el infrarrojo lejano se observan los espec tros rotacionales que corresponden a la 
radiación emitida e n transiciones entre estados rotaciona les de una molécula que posee un 
momento dipolar e léctri co. En el infrarrojo cercano se observan espectros vibrorrotacionales 
correspondient es a la radiación emitida e n transiciones vibracionales de moléculas que poseen 
momentos dipolares eléct ri cos y en las cuales también ocurren cambios en los estados 
rotacionales. En la región visible y ultravio leta de l espec tro se observan espectros electrónicos, 
correspondientes a la radiac ión emitida en tra ns iciones electrónicas. Las vibraciones electró­
nicas realizan mu chos ciclos e n el ti empo reque rido para que una con figuración nuclear cambie 
(siendo ésta la razón fís ica que pe rmite, e n principio, sepa rar la e igenf unción en un factor 
electrónico y un factor nuclear), de modo que los espectros e lectrónicos poseen una estru<'tura 
fina de te rminada por el estado ro tacional y vibracional de los núcleos durante las transiciones 
electrónicas . 

En las secciones siguientes se examinará el movimiento y los espectros de moléculas 
diat ómicas para de allí ex traer información valiosa acerca de su s propiedades. 

12.5 Espectros rotacionales 

El movimiento ro tac ional de una molécula diatómica puede visual izarse como la rotación de un 
cuerpo rígido con respecto a s u centro de masas como se mues tra e n la figura 12-5. El cen tro de 
masas se encu entra sobre el eje que conecta los núcleos y e l impulso angular asociado con la 
rotación es un vector que pasa por el centro de masas en e l ej e de ro tación perpendicu lar al eje 
internuclear. La ro tación respecto a l eje inte rnuclear mismo es despreciable. La inercia 
rotacional , o momento de inercia respecto al eje de rotación debido a los núcleos es I = pR~, 
donde R11 es la separación (en equilibrio) entre los núcleos y ¡t es la masa reducida del s is tema. 
La energía ro tac ional es, c lásicamente, Er = L 2/2! donde L es el impulso angu lar del sistema 
respecto al eje de rotación, como se prueba en e l pie de la figura 12-5. De la c uantización de la 
magnitud de l impulso angu lar se obtiene L 2 = r(r + 1)/i2 con el número cuántico rotn.cional 
r = O, 1, 2, .... , de modo que 

t,2 
E = - r(r + 1) 

r 21 

La sepa ración de ni veles rotaciona les suces ivos es tará dada en en ergía por 

/¡2 /J2 

!:::..Er = Er - Er- 1 = - [r(r + 1) - (r - l)r] = - r 
21 J 

(12-1) 

(12-2) 

La ran tidad J, '1/ I para una molécula típica, ti ene un valor aproximado entre 10-~ eV y 10- 3 eV, 
de modo que se requiere de poca ene rgía pa ra e levar la molécula a un estado excitado rotaciona l. 
Por ejemplo, a temperatura ambiente la e nergía traslaciona l térmica de las molécu las es de 2.5 
X 10- 2 e Y, así que las co li siones ordinarias pueden transferir la ene rgía de excitación necesaria. 
A una temperatura dacia , las poblac iones de es tados ro tacionales obedecen la distribución de 
Boltzmann, ya qu e como cada población es peque ña se di stribuye e n m uchos estados. 

Si la molécula posee un mome nt o di polar e léctr ico, como todas las moléculas diatómicas que 
no ti en en n úcleos idénticos , se puede n observar espec tros rotacionales de e misión y absorción. 
La emis ión de rad iación se debe a la ro taci ón del dipolo e léc tri co, mientras que la absorción de 
radiación es debida a la interacción de es te dipo lo con e l campo e léctri co de la radiación 
incidente. Para la radiac ión del dipo lo e léc tri co, las transiciones permitidas entre estados son 
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FIGURA 12-5 
.( ,nba: 1 rnage11 s im plifi cada J e una mo lécula diá ro mica, cons is t ie ndo de dos masas 
m 1 ~ 111:! gira ndo e 11 to rn o a s u ce ntro de masas com ú n (CM) y separadas u n a 

c.l 1sta11 cia R 0 • Abajo: Un modelo din ámi co equi vale nte qu e co nsis te de una masa 
reJ u1·i J a ¡1 = m 1m2/ (m 1 + m.;J giranJo a un a dis tancia R0 de un punto fijo . S i ues 
la velocidad de la masa red ucida ¡1,en to nces, su e nergía cin él ica de ro tación estará 
Jada por E, = µu2/2 y s u impulso a ngular será L = ¡n·R0• De esta man era E ., = 
¡.,Uf'2µ:!Ri = t_"!./2¡, R~ = C·/11, d ond e / = µ R~ es s u iner cia ro tacio nal o mo­
mento <le inercia . 

Cop. 12 

las dadas po r la regla de selección análoga a la d e l impulso angu lar orbital e n tran s1c1o nes 
atómicas , a saber, ~r = ± 1. Las lo ngitudes de o n da A se o btien e n (12-2) y d e 

Es tleC'H", 

li 2 he 
- r = -
/ A. 

o bien, 

1 r, 
-=-- r 
}. 27TI e 

(12-3) 

<>11 dund<: re:-, e l nú m ero r u á nti co de l es tado rot ac io 11al m ás alt o . La sepa ración de las l íneas 
<>srw1·tral<'~ (e n tfr m in os de lon gitudes de o nda recíprocas), con !:i r = -l- 1, será ento n ces, 
~l 1 /i.) = r,/27T!C. q ue es u 11 a con s tante, com o se mues tra e n la figu ra 12-6. A partir tic m edidas 
d ,· , . ..,,a separac ión se o ut ic 11 c <' I va lo r d e l . la ine rc ia ro tac iona l de la m o lécu la, y de aquí se puede 
""11n1ar <' I va lur de la SC fJa raf' ión inte rnu c le ar en eq ui libr io R 0 • Po r ejemplo, e n e l caso d e l HCI 
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correspondiente a las transiciones permitidas. Abajo: Espectro de absorción rola· 
cional para HCI gaseoso, que muestra e l po rcentaje de absor C' ión como función di> una 
medida relacionada con la lo ngitud de onda recíproca. 

495 

se encuentra que ñ/27T!C = 2079.4 m- 1 , de donde se obtiene I = 2.66 X 10-4 1 kg-m2; dt" las 
masas conocidas de H y CI se obt iene R 0 = 1.27 X 10- 10 m como medida de la di s tanc ia <le 
separación de los átomos en la molécula. Los espectros ro tacionales pu ros caen en e l ex tremo 
infrarrojo o en la región de microondas, ya que las longitudes de onda correspondien tes, ). 
ap roximadamente son de 1mm a 1cm. En la figura 12-6 se muest ra un ejemplo. Las molécu las 
diatómicas con núcleos idénticos, como 0 2 , dado que no poseen momentos dipolares eléct ricos, 
no presentan espectros rotacionales puros. 

Eje mplo ] 2 - 2. (a) EnC'onrrar el cocient e entre "r• númi-ro de mo léculas en el nivel rotaciona l r, y 
110 , n(1mero en el nivel r = O, para una mueslra qu e se encuentra en equilibrio a la temperatu ra T. 
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Del fac tor de Boltzmann se tiene q ue 

11r .1V r - <E -E )fkT -=--e r o 
no .!V o 

en don J e las .!Vs son factores de degeneración , o nú me ro de es tados cuánticos degenerados para cada ni vel 
de energ ía. Para la energía Er exis ten 2r + 1 estados que correspo nden al número de valores posibles del 
número cuán tico de la componente z, m r asociado con cada valor der. P or lo tanto, .!Vr = 2r + 1 y 
.,v0 = 1, de rno<lo que 

(b) Demostrar que la población de n iveles de energía rotacional primeramen te au menta cuando r aumen ta 
pero después disminu ye a medida que r con tinúa a umentando. 

De (12-1) se t iene que Er = (ti2/2l)r(r + 1) y E 0 = O, de modo que 

ahora bien, a med ida que r au menta e l factor 2r + 1 aumenta mientras que el factor ex ponencial 
Jisminuye. Para r grande e l término exponencial domina así que al principio !I r aumenta co n r, pero 
pronto la exponencial s uprime el aumento y "r disminuye parar más grande. Por ejemplo, para HBr a 
temperatura ambiente, llr es máx ima en r = 3 con n3/n0 e:! 4, mien tras que cuando r = 9 se tiene que 
119/110 ~ J/2. 
(c) Relacionar estas poblaciones con las intensidades de las líneas rotacionales. 

Conside rando el espectro de absorción, la probabilidad de que una frecuen cia parti cular sea absorbida es 
proporcional al número de moléculas en el nivel de energía rotacional inicial. Por lo tanto, las variaciones 
de intensidad de las líneas de absorción (ó.r = + l ) son proporcionales a las poblaciones de los niveles de 
energía rotacional iniciales (ver la figura 12-6). El estudiante podría co nstruir un argumen to similar para 
el espectro de emisión. ~ 

12.6 Espectros vibro-rotacionales 

Desde luego, como se supuso anteriormente, los núcleos no mantienen una separación fija , así 
que la mo lécula no es como un cuerpo gira ndo, s ino que es to es mas bien una aproximación a 
la realidad. En efecto , la inercia rotaciona l I cambia de l valor supuesto anteri ormente, cuando la 
molécula gira ya que la distancia internuclear se alarga. Asimismo, lo s núcleos vibran respec to a 
alguna separación de equilibrio y este movimiento vibracional está c uanti zado. En lo s iguiente, 
se considerará el movimiento vibracional. 

Pa ra una configuración electrónica dada se tiene una curva d e ene rgía pote ncial cuyo mínimo 
se encuentra a una separación de equilibrio R 0 . Cerca de R 0 la curva es casi una parábola, de 
modo que las oscilaciones peque ñas son armónico-simples. La energ ía de esas osc ilacio nes es tá 
cuantizada y de acuerdo con (6-89) sa ti s face 

E 11 = (v + I /2)hv0 (12-4) 

con e l número cuántico vibracional v = O, 1, 2 , 3, .... , y do nde la frecu en cia de vibración clásica es 
v0 = ( l /27T)J C/µ. Obsér vese que los niveles de energía, e n este caso , se encuentran ig ual­
mente espaciados y que ex is te una e ne rgía del pun to-cero ( 1/2)hv0• La separación /rv0 es igua l a 
0.04 eV para NaCl y dado que la energía de disociación es aproximadamente 1 e V, ex is te n 
apruxirnadament e veinte ni veles vibraciona les en el pozo de potencial. En rea lidad, al aumentar 
la energía la curva de e ne rg ía po ten cial se vue lve inarmónica de mod o que los n iveles de energía 
ya 11 0 están 1gualme11le separados s ino que se van aproxi ma ndo unos a o tros. Los niveles 
rotac1onales se encuen tran aún más próximos, como se vió an ter iiormen te, habiendo aproxi­
madamente cuarenta niveles rotacionales para NaCl, y aproximadamente cincuenta para HCl, 
e ntre i.:ada par de ni veles vibracionales. 
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Ejemplo 12-3. (a) Dado q11e para una molécula de HCJ vibrando la constant e de fuerza equivalente 
C, es aproximadament e 470 N/m, estimar la diferencia de energías entre el primero y el más bajo de los 
ni veles vibracionales del HCI. 

Para HCI, se tiene qu e 

35 
/1 = 36 17111 y C = 470 nt/m 

y también 

11111 = 6.02 X 1023 g = 6.02 X 1026 kg 

De (12-4) se t iene que ~E = h 1•0 ,donde 1,0 =( 1 (2.-rr )J C/ ¡t. Por lo tant o, utilizando estos datos se obtiene c¡ue 
la diferencia de energía es /11•0 = (11/2-rr) JC/11 = 0.59 x 10- 19 joule = 0.37 eV. 
(b) S i la inercia rotacional de HCI t iene el valor [ = 2.66 X I0-47 kg-m2 , estimar la diferenda en energía 
en tre el nivel más bajo y el p rimer es tado excitado ro tacional de HCI. 

Como E r = (li2/2J)r (r + 1 ), el es tado rotacional más bajo tiene una ene rgía E 0 = O y el primer 
estado exci tado rotacional t iene una energ ía E1 = (/¡2/2/)2 = ñ2/l. Entonces, la d iferencia de energía 
requerida es J.E = /i 2

/ / . Por lo tan to, 

I 

(6.63 x 10- 31 joule-seg) 2 

= 4.2 x 10- 22 joule = 2.6 x 10-3 eV 
(2-rr}2 X 2.66 X 10- 47 kg-m 2 

En consecuen cia, la diferencia de energía e ntre los dos niveles vibracionales más bajos es mayor por un 
factor de 142 (es decir. 0.37 /2.6 x 10- 3) que la correspondiente a los dos niveles rotacionales más bajos de 
HCI. 

(e) A temperatu ra ambiente, las colisio nes de moléculas de HCl en un gas pueden transferir suficie111e 
energía cinética en energía interna, para excitar mu chos estados rotacionales. ¿A qué tempera! ura el 
número de molécu las en el pr imer estado excitado vibracional sería igual a 1/e (aprox imadamente 37%) 
del núme ro e n el estado base vibracio nal ? 
Se tie ne que 

donde los subíndices se refieren a t, = l o v = O. Los estados vibracionales no son degenerados así c¡ue 
• V 1 = 1 =. 1 ·0 . As imismo (E1 - E0) = hv0 de modo que 

y si kT = lt•·o 

por lo tanto, 

/11•0 
T=-

k 

0.59 x 10- 19 jou le 
0 

1.38 x 10- 23 joule/ºK = 4300 K 

es la t í'mpnatura pa ra la cual el número de moléculas de HCI en el primer estado exci tado vibracional f's 
aproximaclamf'n tc· :n% del número en el estado base. Eviden temente, el n úmero de moléculas dP IICl t>n el 
f's ta<lo ,. = 1 a tc--mpf'ra tura ambien te es despreciable comparado con e l núme ro en el estado ba!>e. ~ 

S i las moléculas, como HCI o NaCI , ti enen mo mentos dipolares eléctricos permanentes a la 
separación internuclear de equ ilibrio, presenta rán espectros v ibracio nales de emisión y 
absor r ión deb ido a las os<' ilac io nes en e l mome nto dipolar eléctri co que resulta de osrilaciones 
rn la !-wparac ión nu clear . La regla rl f> selección para trans iciones del dipo lo elfctrico es 

.. 
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ó.v = ± 1 de modo que J,.Ev ~ hv0 . Las líneas espec Lra les resulLantes se encuentran en el 
infrarruJo, en lre 8000 A y 50,000 A para la mayo ría de las moléculas. Las moléculas diatómicas 
con 11 (wlc>os idénL icos no poseen cspect ros vibracio nales porque no poseen mome ntos di polares 
e léc trico~ a ninguna separación nuclear. En una lrans i.c ió n vibracio na l, la molécula puede 
caml11a1 también su es tado rotacio11 al, as í qu e ca m bios vil,raciona les realmenle producen un 
e~¡wc t ru combinado vi l,ració n-ro lación. La trans ición vibrac io na l determina la región de 
lo ngil u des <le o nda del espec tro y las tra ns icio nes ro lac io nales <lf'terminan la separació n de las 
lín ea~. El cspccl ro <'O ns is tC' e n unn banda de líneas, como se mues tra e n la figu ra 12-7. 

Entrt' los rcsultaJos interesantes que se pueden o bL ene r de un a ná lis is de los espectros y 
es tauus vrbracio nales, está la abundancia re lati va de isóLopos nucleares. La frecuencia de 
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l rnha: Diagramaª" niveles de energía para t•s tados v ibra cio 11 a les y ro tac io nales de 
11 11 a mulécu la diatón11<'a, 4ue mut>s lra 1ra11sicio 11 es pe rmi t idas y la fo rmac ión de u11a 
l>Jnda de línt·as c4uidis 1antcs co mo st: 11111es tra e n el cs¡;eclro Je abajo. Obi,érvese llU e 
toda~ las tran s ic iones co11 .::::.r = O proJu c irán ío10 11 es de igual frec ue ncia 1•0 , pe ro 
, orno -,o n proh ibidas, las lí11ea~ n1rrespond1e 11 1es <"s lá11 ausent es d e l espectro. t lba10: 
'l'ra1.a t·n una¡!rafi,·aJ o ra Jt•l es pec tro viuru-ru tacional Je absorción de HCI. Obsér vese, 
1111a ,.",.· m ás, qu<· la lrans ició11 cen tra l c s1á ausc111 e . Las frt>c u c n c ias ligera m en te 
dd ,·rt·n t<·s e n cada lí11Pa de ab:..or c ión se drliP11 a la presen c ia de J os isótopos del cloro . 
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FIGURA 12-8 
La energía para H 2 , HD, y D 2 , es la misma 
fun c ión de la separación internuclear R. Sin 
embargo, la energía del estado base vihracio­
nal, ó , es diferente para cada molécula. 
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Vo 

R 

vibración, v0 = ( 1 /27r)J C/µ, depend e de las masas de los átomos en la molécula a través de la 
masa reduc ida µ . S i po r eje mplo, e n una mues tra de mo léculas d e HCl se encuentran pr<"sente..; 
los isótopos C l35 y Cl37, Pn to nces las frecuencias vibracionales y los n iveles de energía 
resu ltantes serán ligerament e diferentes pa ra los dos tipos de molécula (ver la figura 12-7). En 
co nsecue ncia, sus líneas espec trales estarán cor ridas, unas con respecto a las o tras, y midiendo 
intens idades espectrales se puede o bt ene r la abundancia re la tiva de los isótopos Cl3 º· y CF17 • 

D e un mod o un poco relac ionado se o btiene eviden cia exper imenta l para la energía finita del 
punto-cero d e un oscilador. Co ns idérese las moléculas H 2 , HD, y D 2 e n donde D denota un 
á to mo de deu te ri o . Pa ra todos los casos se obt ie ne la misma curva de e n ergía po tencial V(R}, 
po rque las fu erzas e léctr icas son iguales en esos casos, como se muestra e n la figura 12-8. La 
e ne rgía necesaria para di sociar la mo lécula es E" = V0 - b. S i la e ne rgía del estado bas<', ó, 
fuera ce ro , entonces las energías de disociación serían iguales, Ea = V0 , para cada tipo de 
mol écu la. La teoría c uántica da una e nergía de punto-cero finita , a saber, 1, = ( l/2)/n•0.Sin 
embargo, ó ti e ne un va lor diferen te para cada tipo de mo lécu la, ya que la masa redu<'ida fl 
int e rvi e ne e n la fórmul a para v0 , d e mod o que las energías de disoc iación difieren. De hechn. si 

y µ 11 n = (4/3)¡.tH 
2 

se pu<'den pred ecir la diferen cia y e ncontrar qu e las e ne rg ías d e di sociación obse rvadas difie ren 
exac tam enl e en lo predicho, verifi cando as í la ex is tencia de una en<"rgía de pu nto-rero. de 
acuerdo ro n los rt>qui sitos del principio de incf'rtidumhre. 

En la tabla 12-1 se presenta una li s ta d e las cons lantes rotacionales y víbracionales df' algu nas 
molécu las diató micas. 

TABLA 12-1. Constontes vibrocionoles y rotacionales de algunos molécu las d iotómicos. 

R0 (Á) 
r,2 

R0 (Á) 1•0 (cm- 1) 

1,2 
Moléculas 1•0 (c m- 1) - (eV) Moléculas 

21 
(eV) 

21 

H 2 0.74 4 395 7.56 X t0-3 LiH 1.60 1406 9.27 X J0- 4 

H D 0 .74 38 17 5.69 X 10-3 H Clªs 1.27 2990 1.32 X 10 3 

D2 0.74 3118 3.79 X 10 3 NaCl35 2.5 1 380 2.36 X 10 5 

L i2 2.67 351 8.39 X 10- /; KCl35 2.79 280 1.43 X J0 - 5 

N2 1.09 2360 2 .48 X IQ- 4 KBr70 2.94 231 9. 1 X 10 6 

0 2 1.2 1 1580 1.78 X 10- 4 H Br79 1.41 2650 1.06 X 10 3 
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12.7 Espectros electrónicos 

Los estados ro tacionales y vibracionales e n las molécu las son debidos al movimiento de los 
11 úcleos. Desde luego que tam bié n puede haber es tados excita<los electrónicos. Para cada uno de 
los es taJos e lectrónicos . correspondie ntes a configurac io nes e lec trónicas diferentes, exis te una 
dc¡.H:11 <lcncia <lifercnte entre la energ ía de la molécu la y la separación e ntre sus núcleos. Dado 
L!Uc los átomos se e ncuen tran menos ligados en los es tados excitados, las c urvas que 
rt>presen tan la e ne rgía potencia l de la molécula como fun ción de la separació n in ternuc lear, se 
vuelv,·n m enos profun<las y más anchas y la d istan cia de separació n e n equilibrio R0 aumenta, 
l'011forme la excitación elec trónica aum enta, tal como se muest ra en la figura 12-9. La 
sepanH.:1ón e n e nergía entre diferentes es tados electrónicos, se e nc ue ntra entre 1 y 10 e V, así 
que las transiciones entre dichos es tados e lec trónicos producen radiación en la región vis ible o 
ul1rn ... 1oleta de l espect ro e lect romagnético. 

• 
1 

Siguiente estado 
electrónico 

superior 

.2 
~ 

11\::::======-~-=====.l:=====:l::===!:========:;;::::::-"'..,-~­
lO 
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rotacionales Er'' 
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Un 
estodo 

electrónico 

11 u~t ració11 de• la e nergía molecu lar como fun c ió n de la scparaci ón 111 t crnue l<"ar para 
dos l'..,t;1dos elt-1·1rónicos. C:ada estad o elcc l r ó 111 co post·c· ~ 11 propio conjun to de 11ÍvC'lcs 

\ ihraciona l""· y <·aJa 11ivf' I vibracional pose<' s 11 propio 1·0111u1110 dt> 11 ivclcs rotacio­

nal c~. 
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Para cada es tado electrónico Ee exis ten muchos es tados ligados vibracionales d,· f'nergía 
E,,, y para cada es tado vibracional exis ten muchos estados ligados rotacionales de energía Er· 
Despreciando interacc iones entre estos modos, la e ne rgía total se puede escribir como L = 
Ee + E,, + Er· En una trans ición e lt>ctró nica las energías de los tres modos puedf'n camhiar, así 
qu e e n general se escribe 

( 1 :.!-S) 

Los estados inicial (con primas) y íinal (con dobles primas) vibracionales y rotacionnl<>s, 
diíi e ren en su e nlace, d e modo que cambian e l espac iamien to e n equilibrio, la ine rcia rotac wnal 
y la frecuencia de vibración fundam ental. Son muc has las trans icione5- que son posible., y 

produ cen un espectro d e lín eas mu y complejo que, como se mues tra en la figura 12-10, nparf'l'.'f' 
como una seri e d e bandas. De allí qut> se u1ili ce el término esp<>Clros de bandas. 

El término ~Eres la diferen cia d e energías entre los mínimos rle los dos estados electrónieus. 
El término vibrac ional es E; - E; = (u' + 1 /2)/n,~ - (v" + 1 / 2) /111~ y l"I término rota­
cional es E; - E; = (ñ 2/21')r' (r ' + 1) - (ñ2/2 l")r" (r" + 1 ). Para u na· tra ns ición eler r ró­
n ica dada, el espec tro consis le de bandas, donde <'ada banda rnrresponde a un va lor dado de 1' 

y v" y todos los va lores pos ibles de r ' y r~ Las reglas de se lecció n df'terminan las comhinar.io1w!> 
pos ibles de valores de v', i·" ,)' r ', r". En estf' <'aso. la reg la de sc l<.>cción ro tacionnl para 
radiación de l dipo lo t>léc tri co es ~,. = O, ± 1 En Ps te caso, la regla ("!'; más a mpli a r¡ue para 
rotaciones puras ya que se pe rmit e~,. = O l. La razón está en que e l cambio de configuración 
e lectrónica que acompaña al cambio rotacional, elimina las cons ide ra c io nes de paridad qul· 
anteriormente excluyeron ~r = O (ver la sección 8-7). La regla de selección vibra<'ional para 
radiación d el dipolo d éctrico es ó.1> = ± 1 para ,in osc ilador armónico s imple. Si n em bargo, s1 e:-1 
potencial se desv ía de l tipo armónico s imple, es decir, s i es inarmónico, Pntonces ~t· = 2. 3, ... , 
e tc., tambié n son pe rmitidos. Es tas reg las vibraciona les se aplican únicamente si f' l PSl:ldo 
electrónico no cambia y por lo tan to se aplican a bandas J e vihración -ro lación pura~. S i ex iste 
un cambio en el estado t>lec tró nico, entonces lac; reglas de SE'lección qu E'dan dete rm inada-; por 1'1 
llamado principio de Franck-Condon, que enseguida se expli<'ará. 

Ya se ha vis to que en una mo lécula ex is te una intf'racc ión mu y PE''l uPíia entrf' E-1 movimienln 
electrónico y el movimien to nu c lea r. Además, el tiempo caracterís ti co para una tiansici(m 
t>l ec trón ica es 6t ~ 10- 16 seg., mientras que para una vibració n nu clear, es tE' ti empo tit>ne un 
valor muc ho más grancie, ~/ ,-...J 10- 13 seg. El eíec to resu ltante es que la dist:mcia intcrn11clear 
pe rmanece cas i igual duran te una trans ició n elec trón ica y en la fig ura 12-9 dicha trans ición está 
apro piadamente r e-prt>sentada por una línea rec ta verti ca l (lín<>a de R <'Onslanl e). Si t> l t'stadn 
superior correspon<l<> a v' = 0,<>nlonces la íunción de dis 1rih11r· ió n de probabilidad para rl 
oscilador es grandf! cerca de la separa<'ión de equilibrio y una transición elec trónica al 1•s tado 
infe ri o r d<'ja la mo lfr ul a f' ll <' I pun lo P de la ,·urva d e potencial dt> esa íigura. Es to 1•orresp(l11dt' 
a v" = 7 para el estado inferior. Obsérvese- que, clásicament e, los núcleos ti enen energías 
cin éti cas pequeñas en cada caso, ya que inic ialmente u' = O y porque P correspo1 1de a un 
ex tre mo del movimiento vibracio na l para v" = 7. Es to sa lis íace el n~qui s il o dt> que la\ e l01·idad 
nuclear relativa sea la misma en ambos es tados e n el mo ment o de una r ransición c·on el íin d,· 
que el movimiento nuclear pueda ajus tarse rápidam<"nle a las nuevas condic io nes <> lec tr6ni ,·i'ls. 
Las trans iciones son mucho más favorables e n estas condiciones . En mecánica cuául ica St> 

o btienen e l mismo resultado ya que en el estado base de un os<' ilador, como ,' n l'
1 = O, lél 

ampli tud máxima de la eigenf un ción ocurre en el centro cl e l movimiento, mientras qu P para lns 
estados superiores , como en v" = 7, la eigeníunción ti ene amplitud máxima cerca de los 
extremos de la osci la ción. Las inte ns idades serán grandes únicame nte cuando las Pigt>nf11nr1n· 
nes de los estados superior e inferior tengan un translape espacia l s ign ifi ca ti vo . ya que la 
integral en e l ele mento de matriz del dipo lo elfc tri co, (8-42) q11 e de termino las int ensidack s 
relativas, o reglas de selección, involucra un producto de dichas e igenfunciones. En general. las 
transiciones más favorables son aquellas que puede n ocurrir , desde un punto de vi'ita cl,ísico. 
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Arriba: Diagrama de nive les de energía y transiciones qu e condu cen a la formación de 
una banda electróni ca. A dife rencia con la fig. 12·7, el espectro de bandas indicado se 
desdobla so bre sí mismo, dando lugar a una cabecera de la banda e n el ex tremo derecho 
del espectro. Una vez más obsér vese qu e la transición de frecuencia 1•0 está ausen te. 
Abajo: Bandas de las moléculas de CN y C 2 en u 11 arco <le carbón en aire. (Tomado de 
Spectra of Diatomic Molecules de Herzberg, 1950, D. Van Nostrand Co., lnc. , Nueva 
York) 
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para dis tan cias internuclea res iguales en ambos estados inicia l y final y con los núcleos ¡•n los 
extremos de su oscilación. En la figura 12-9, los ejemplos se muestra n con líneas vert ,calPs 
desde v' = 5 a u" = 2 o u" = 11.Estas reglas las dedujo Fra nck de <'onsiderac iones rlásicas y 
Condon las afirmó en bases mecanicocuánticas. 

Si el es tado excitado no está ligado, la molécula se disocia. El espectro correspondiente 
produce una banda <'Ontinua, porque tales estados no ligados poseen un continuo de Pnf"rgías 
pos ibles . De esta manera, la aparición de un continuo en e l espectro de absorción de una 
moléc ula , constitu ye una evidencia experimental df' disociac ión fotoquímica. 

12.8 El e fecto Raman 

En 1928. Raman descubrió experimentalment e un efecto inte resan te que proporciona mucha información 
acerca de los estados cuánli cos molecul ares. Este e fecto co nsiste en el cambio de frecuencia rli> la luz 
dispersada por moléculas. El estudia nte puede es tar familiarizado con otros procesos de dispersión J ,~ luz . 
En la dispersión de Rayleigh ordinaria, por molécu las, la frecuen cia dispersada es ig ual a la frecuencia 
incidente. En el proceso de ílu orescencia, la frecuencia de la luz in cident e coinc ide con una frt· cuencia de 
absorció n de las molé<'ulas dispersoras del gas; éste es un proceso de resonancia por rnr>dio del rual la 
mo lPcul a se eleva a un eslaclo ex citado y. después de permanecer all í un período mu-v corl o, v11c>l\'e a emitir 
luz a una frecuencia diferente. En el efecto Raman, la frecuencia dispersada es diferente de la frecuencia 
incidente y la frecuencia incidente no está relacionada con la frecuencia característica de la molécula d is­
persora; Si la radiación incidente es intensa y monocromática de frecuencia v, se encuentra que la luz. 
dispersada a 90° con respecto a la dirección de incidencia, contiene no sólo radiación de frecuencia ,, 
(dispersión de Rayleight) . s ino también radiación de frecuencia 11 ± 1/ (dispersión de Raman). Por lo 
tanto, el espectro dispersado contiene líneas de Raman débiles a ambos lados de la línea fiayleigh. Si 
se cambia la frecuencia incidente, una vez más se encue ntran líneas débiles a ambos lados de la 
línea de Rayleigh e n el espectro de luz dispersada, con la misma diferencia en frecuencia que anterior­
mente. En e l e feclo Raman , la diferencia de frecuencia 1,' entre la luz incidenteydipersada, en caracterís tica 
de t ransiciones en la molécula dispersora. Durante e l proceso de dispersión, la molécula puede cambiar su 
estado, de una energía permitida a otra. Con el fin de que se conserve la energía en el proceso, e l fo tón 
dispersado deberá tener una energía diferente a la del fotón incidente, por una cantidad igual pero de signo 
opuesto al cambio en energía de la molécula. 

Considérese una molécula dispersora en un estado rotacional r . En el espectro rotacional ordin ario se 
enconlrarán líneas que corresponden a las transiciones con D.r = ± 1. Sin embargo, en el espect ro de 
dispersión de Raman, se encuentran corrimientos de frecue ncia , respecto a la frecuencia inridente. que 
corresponden a transiciones rotacionales en la molécula dispersora, con D.r = ± 2 . Por lo tanto, las 
tran siciones pro hibidas en el espectro ordinario de e mi sión y absorción, son permitidas en t>I proceso 
Raman . Un anális is mecán ico-cuán1ico del proceso Raman conduce a la c-onclusión de que un a transición 
Raman entre los estados ex y fJ sólo puede ocurrir, s i ex iste un estado 7' tal que las transiciones 
ordinarias entre ex y y y entre fJ y y so n permitidas . Escomo si ~e fuera de ex a {3 a través de,,. En este 
caso, s i ex 1iene un número cuántico r, entonces el de y es r ± 1. Una trans ición ord inaria de J' a /1, 
s in embargo, requiere de ot ro cambio D.r = ± 1, de modo que el cambio tor al en r al ir dr> ex a ff es 
D.r = 0, ±2. La regla de selección D.r = O produce dispersión de Rayleigh y la regla de selección 
D.r = ±2 produce dispersión de Raman . Por lo tanto, en el espectro de dispers ión se encuen tran línPas a 
ambos lados de la línea in cide nte qu e se encuentran espaciadas aproximadamente al doble, «>n frecuencia, 
que las líneas del espectro rotacional ordinario. Lo anterior se muestra esquemáticamente en la fi~ura 12-
11. 

Existe también efecto Raman con estados vibracionales. Una molécula, en el proceso de dispersar un 
fo tón de frecuencia v, puede cambiar su estado vibracional. Dado qu e D.u = ± 1, e l nivel vibracional 
final de la molécula podrá ser el inmediato superior o el inmediato inferior del nivel ini cial. Por lo tanto, la 
frecue ncia de dispersión de Raman será v ± v', donde el cambio de frecue ncia v' es una frecuencia 
vibracional característica de la molécula. Si n embargo, a tempera turas ordinarias, la m ayor ía Je las 
moléculas se encuentran en su estado base vibracional, u = O, de modo que la molécula absorbe energía 
y pasa al estad o v = 1. De esta manPra, en el espec1ro Raman sólo aparece la línea de frecuencia 
menor v - v'.Sin embargo, s i el nivel v = 1 se enc uentra suficientemente poblado, para qu e oru rran e l 
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FIGURA 12-1 1 
Diagrama esque mático que muestra el origen 
de las líneas ro tacionales de Raman a ambos 
JaJos de la línea de dispersión de Rayleigh. 
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número su fi cient e de trans1c1ones entre u = 1 y u = O para que la intensidad sea detec table, 
en tonces se observará la línea de frecuencia mayor v + v' Lo anterior ocu.:re con mayor probabilidad entre 
menor sea la energía del estado u = 1 y entre mayor sea la temperatura del gas dispersor. 

Como ejemplo de la uti lidad de la dispersión de Raman, considérense dos moléculas con núcleos 
idénticos, como 0 2 y N 2• Puesto que estas moléculas no poseen un mom ento dipolar e léctrico, no se 
pueden observar directamente espectros rotacionales o vibracionales. Sin embargo, mediant e <lispcrsión 
<le Raman, si se puede obtener un espectro vibrorro tacional de esas moléculas . Es como si la radiación 
inciden te polarizara la molécula y de ese modo indujer a un momento dipolar eléctrico; ésto permite la 
emisión y absorción de radiación correspondiente a los movimientos de ro tación y vibración de la 
:nolécula. Desde luego que en una transición electrónica de l 0 2 o del N 2 la estru ctura fina del espectro 
revela la estructura rotacional y vibracional , pero tal espectro se encue ntra en el ultravio le ta y la 
est ruetura fina es muy d ifícil de resol ve r . Históri camente, Rasetti, utilizando e l espectro de Raman , fu e el 
primero en determinar la inercia ro tacional, o momento de inercia, de la molécula de N 2 • 

12.9 De terminación del spin nuclear y carácter de la simetría 

~ie ha n ignorado las interacciones más débiles que interv ienen en la estruc tura de tallada de los 
espectros moleculares, tal es como el efec to del spin nuclear e n los estados de e nergía de una 
molécula. Sin em bargo, no se puede ignorar un e fec to muy importanil. e del spin nuclear sobre el 
espectro de una molécula, aún cuando la interacción del spin e n s í sea despreciable . En una 
molécula diatómica con n úcleos idénticos, los estados que puede n ser ocupados y las trans icio ­
nes que son pe rmitidas es tán restringidas por requisitos de s imetría. Si los spin nucleares son 
enteros (0 , 1, 2, .. . . ), entonces, la e igenfunción completa de la molécula J ebe ser s imétri ca 
respec to de un in te rcambio de marcas de los dos núcleos (bosones) idé nti cos. S i los spin 
nucleares son sem ienteros (1/2, 3/2, . .. . ) , entonces, las eigenfunc io nes deberán ser antis imé­
t ricas a11 Le un in tercam bio de marcas de los dos núcleos , ya que éstos será n fermi o nes idén t icos. 

~¡ .;;e descart a n las pequeñas interaccio nes e ntre los modos asociados con el comportamiento : 
elt>ctrúnico, vibraciona l, ro tacio na l y de l spin nuclear, de la m olécula, la eigenfunció n 
mol1·•·til.ir ::;e puede escribir como el producto <le c ua tro fac to res. El fac tor electrónico n o 
111,nl11na las e tiquetas nucleares, mie ntras que los o tros tres s i lo hacen , y el fac tor 1/\., para 
,il,ra, io11,·s dt>I espaciamie1110 in ternuclear , es c11 Lodos los casos s imétri ca con respec to a un 
1111<'1.-ambio Je marcas 11 uclParC's como pucJ c verse inmediatament e J el hecho de que puede 
1· ·,1·ril11r"c' ctimu 

d,11 1d1· .1, , .,·:.i son lo:, coordenadas de lus n údeo::; marcados con 1 y 2, medidas a lo largo de la 
1 í1wa q111· une· sus c·enlros. l!:s dec ir , la var ia l,l e i11Jept> ndientc e n la e¡genfunc ió n vibracio 11 a l es 
la 111,1,1!J11t11,l d1• la disl:.11ll'ia <'nt rc los J os núc leos idénti cos. Como es ta dis tancia no cambia 
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c uando las marcas nucleares se intercambian , '!/',, , en s í no cambia y por lo tanto es simitrica 
respecto al intercambio. Por lo tanto, la s imetría de la e igenfunción mo lecular está gobernada 
por la s imetría del producto d e su fac tor rotacional y de s u factor de spin nuclear. 

Si se escoge adecuadamen te el origen de coorde nadas en el cen tro d e la molécula (es ctPcir, en 
el centro de masas, a la mitad d e la di s tancia entre los núc leos) ; la pregunta respecto a qué pRsa 
con el s igno del factor rotacional 1/',. , cuando se intercambian las m arcas nucleares, está 
ín t imamen te relacionada con la pregunta d e qué pasa con el s igno cuando se cambian los signos 
de todas las coordenadas. S i e l origen se escoge d e la forma señalada, la opera<'ión quf' cuest i<)Jla 
la par idad e n (8-44) (x -->- - .1.:,y -..- - y,z - -:::) alcanza, obviamente, lo mismo quP la 
operación que cuestio na la simetría ( J -+ 2,2-+ 1), y la s ime tría d e 7/'rse vuelve lo mismo que 
su paridad. Además, inmediatame n te se pued e aplica r la inte rpre tación de (8-47) par:l 
det erminar la paridad d e 1/'r ,sise inter cambiael númerocuán ticodel impulsoangularor bital./.quP 
a llá se u ti liza , po r el número cuántico rotacional, r, que aquí se utiliza, concluyendo que la 

paridad de tpres par , s i res par y la paridad d e '!Jlr es impar, sir es impar. La jus ti fi<'a('inn s~ 

encuentra e n que s i e l impulso angular rotacio nal de la mo lécula está cuant izarl o, f'ntonces no 
podrá n haber impulsos rota tivos ex ternos que actúen sobre éll a, por lo tan to, la función dP 
e ne rgía po ten cial que descr iba el medio ex te rno (si lo hay) en el que se realiza la rotación dt• la 
molécula, deberá se r esféri camente s imé tri ca respecto a l origen de coorde nadas escogido; é~le 
es e l único requi s ito para la va lidez rle (8-47). Resumiendo, Sf' tif'11t' que la e igenfunrióu 
rotacional VJ,.es s imé trica si res par y antisimétrica s i res impar. 

Considérese ahora la s ituación e n que e l número cuántico i, del impulso angula, del spin 
nuclear, posee uno de los valores i = 1/ 2, 3/ 2, 5/2, ... Entonces, la eigenfunción molernlar 
co m pleta deberá ser a n tis imét rica ante un intercambio de marcas nucleares. Existen dos modos 
e n los q ue puede suceder esto: (1) o bién, la eigenfunción del spin nuclear es a ntis imétrira y 1~ 
eigenfu n ción rotacio na l es s imét rica , o (2) la eigenfunción del spin nuclear es simétrica y la 
eigen f unción ro tacio na l es antisimétrica. Ambas pos ibi lidades pueden ocurrir, pero no en la 
misma molécu la. Las razones son: (1) la s ime tría del factor de spin nuclear d e la eigenfunción, 
está determ inada por la orientación relat iva de los dos spin nucleares (por ejemplo, para i = l /2, 
el caso s imét r ico co rresponde a cuando los dos spin se e nc uentran esencialmente paralelos, 
mientras que el caso anti simétrico será cuando se encuentren esencia lmente antiparalelos, 
exactamen te igual q ue para dos e lectrones con número cuántico de spin s = 1/2), y (2) la 
in te racción entre los spin nucleares es muy peque ña, de modo que s i los spin tienen una 
orien tación relativa pa r ti cular , la mante ndrán durante mucho ti empo (del orden de años). 

Prácticame nte, es como si hubiera dos especies dis tintas de moléc11las. A la especie con 
eigenfunciones simétricas de spin nuclear se le d enomina orto, y a la especie con eigen.fimcirmes 
antisimétricas de spin nuclerzr se le denomina para. como por ejem plo, ortohirlr6ge-no y 
parahidr6geno. La misma terminología se utili za del mism o modo , ya Sf'a i sem it>ntNo o entf'ro. 
S in e mbargo , s i i es semif'nt e ro , la especie o rto só lo posf'e eigeníun cionf's rol ac iona l1•s 
an tis imé tr icas, mientras que la especie para, sólo eigenfun cionf's rotacionales s imé-tricas, r·omo 
se ha estado considerando ; mientras que s i i es e nt ero, la simt'tría de la eige11f11n<'ión molt>1·1ilar 
completa cambia de modo e¡ li t' la f'spf'cie o rto sólo ti ene eige n í unci ones rotacio 11 alf's simétricas 
y la esperie para sólo tif'rH" eigenfunrio nes rotacionales antisimétri<'aS. Es tas re laciones se 
e rw ut> ntran resu midas en los diagramas de ni ve les d e energía ro tac io nales de la figura 12-12. El 
par del lado izr¡ui1~rrlo <'or rPspondf' n a molfculas cuyos núcleos posf'en spin sernienteros. Para la 
i-s1wcie orto d t- t·sas molf-c-ulas, sólo los es tados rotac io na les con r impar, pueden se pohlados, ya 
que la f'igeníun ción ro ta<'ional deh<>rá sPr an 1isimf1ri<'a, y f'S to 0<'11rre sólo parar impar. E11 la 
1·s1><T1t' para, sólo los t·st.1dos rolacionalt"s si métri cos pueJcn ser poblados, q11<-' -;011 los 
1·orr1·s1Hrndi1·n1t-><, ar par . l .as n·lacio nf's se in v iert e n para mo lf<· ulas con nú r lt>os df' c;p i11 enl l'ro, 
,·nmo si· indil'a c•n p ( par dt· dia~ramas de ni v<' lf's df' energ ía que apa recf'n al lado dPrPd10 d,· la 
figura 12- 12. l.os p11111os nc·p;ros e n la figura, sPñalan los nivelf's de f'n ergín que p11 f' rlt~n ser 
polilado-; y las rl1·1· li ns s1·i'ia la11 las tra 11 s iciones c.¡11e son po<iihles enlr<' t>stos nivelPc; . 
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Ilustración que muestra la relación entre los estados rotacionales y de spin que pueden 
ser poblados en mol écu las co n núcleos idénti cos de spin ent ero o semientero. Los 
puntos indican los estados posibles y las ílechas indican transiciones en tre estos 
ec;tados. 
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Como las moléculas con núcleos idén ticos no poseen momentos dipolares eléctricos, los 
espectros rotacionales emitidos en dichas transiciones no pueden ser observados directamente; 
sin embargo. las transiciones entre estados rotacionales pueden ser observados indirectamente 
en la dispersión de Raman, o en el espectro de bandas, como se explicó e n secciones an teriores. 

Las medidas del número de transiciones que real iza la especie para de esas moléculas, en 
r<'lación con el número de transiciones realizadas por la especie orto, constituye un procedi ­
miento utilizado muy frecuentemente para determinar e l valor del número cuántico de spin i de 
los núcleos que forman la molécula . Estos números son proporcionales a las cantidades 
relativas de las especies presentes en la mues tra y. a temperaturas ordinarias cuando se 
encuentran excitados muchos estados rotacionales, las can tidades relativas son proporcionales 
al número de estarlos de spin nuclear de las dos especies. En el ejemplo 12-6, se demostrará que 
la relación entre e! número de ~stados de sp in antisimétrico,.A ·para, y el número de estados de 
spin simétrico. j ·orto, es 

..A1.ort II i + 1 
(12-6) 

El número de transic iones debe concordar con esta relac ión, de modo que debe obtene rse una 
ailemac1ón de intensidades en f' l espectro Raman ro taciona l del N2 ,que se muest ra en la figu ra 
12-13, en la cual las intensidades de las líneas alternadas se midieron con mucha precisión y se 
encuentra que están e n la relac ión l /2. El espectro 0 2 es aún más interesante, ya que en ese 
caso la relación es O/ 1, puesto que las líneas alternas simplemente no se encuentran. Ese 
espectro no se ha mos trado porque el interés no es aparente sino hasta que se realiza una 
compararión ruidadosa entre las írecue ncias de las líneas medidas y las frecuencias predichas y 
se encuc•ntra c.¡ue la m itad de las I íneas están ausentes. 

Ejemplo 12-·l-. Determinar los va lores del número cuántico de spin nu clear i, para los núcleos 
en N 2 \ O:t, u til izando las relaciones de intensidades, medias, 1/2 y 0/ 1, en (12-6). 
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FIGURA 12-3 
In tensidades a lternadas en un espectro rotacional Raman de N2 , excita do por la línea 
de Hg de 2536.5 A . 
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Como los va lores posibl es de i se restringen a i = O, J/2, 1, 3/2, 2, .... , inmed iatamentt, ,;;e puede 
demosrrar por s imple inspección que la solu ción de 

1 

2 

i 
=--

i + 1 

es i = l. Este es el spin del núcleo de N (es decir, de su isótopoN14 que es el más abunclantC'). 
Para 

o i 
=--

i + J 

la solu<'i ón es obviamente i = O. Este es el spin del átomo de O (realmC'ntf' de su isótopo más 
abundan te.0 16 ,ya que los otros isóropos, 01 7 y 0 18 ,so n tan raros que f'I abundant<' domina i>I t>spertro). 

~ 
La razón pa ra la a usenc ia completa de- la mitad de las transiciones quf' involucran nivt>les 

rotacionales de molécu las con dos núc leos idénticos de i = O, es s implemente que cuando 1 = O 
esto s ignifica que los núcleos son bosones que no tie nen sp in , de modo que la eigenfunción 
molec ular es necesaria me n te s imé tr ica y no posee un facto r de spin en ella. Por lo tanto, su 
factor rotac ional debe ser siempre s imétrico , lo que requie re que la m olécula se encuen tre 
so lamente en ni ve les ro taciona les con r par. La prueba de qu e estas co nsideraciones de simetría 
son rea les, se encu entra en e l hecho de qu e c uando en 0 2 , los núcl eos 1110 son idénticos (por 
ejemplo, 0 1 6 - 0 17, o 0 16 

- 0 18
) entonces, la mi tad de las transiciones no están ausen­

tes. En realidad, es te hecho ex per imen ta l fu e el que condujo a l descubrimi ento de los 
isó topos 0 17 y 01s. 

Como ya se menc ionó, el procedimien to de l eje mplo 12-4 ha sido ampliament e aplicado. Fue 
11 ti lizado en la primera de te rminación del spin de l pro tón , i = 1/2, a pa r tir de la re lación 1/3 de 
in te nsidades medidas en el espect ro de H 2 . Las medidas son difíciles d e realizar so lamen te 
cuando i es m uy grande. 
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La determinación del carácter de sime tría de los núcleos idénticos en moléculas como N 2 se 
reduce a l problema de mantener la pista de cuales líneas del espec tro son las más intensas. 

Eje mplo 12-5 . En el N 2 se o bserva que aqu ellas transíciones qu e implican es tados rotacio nales con 
r par, producen líneas más íntensas. Determ inar el carácter de la s imetría d e los núcleos en esa molécula. 

Dado q ue (12-6) dem uestra qu e los estados de spin nuclear s imé tricos (orto) , son los co rrespondientes a 
la poblacíón más alta, y como lambíén los es tados rotacio nales de r par son s ímétri cos , entonces, los 
es tados Je spin nuclear si métrico está n asociados con estados ro tacionales simétri cos. Por lo tanto, el 
núcleo de N 14debe ser u n bosón. ~ 

Las de te rminaciones de l carácter de simetría realizadas de este modo en cierto número de 
núc leos, han contr ibuido a algunas de las primeras eviden cias de la correlación exis tente entre 
el carácter de simetría y el spin , como se muestra en la tabla 9-1. Ade más, en el capítulo 15 se 
verá cómo el hecho de que e l núcleo de N 14,en partícular,sea un bosón con i = 1, fue utilizado 
en los primeros años para demostrar que los núc leos de ben conte ne r protones y neutrones, en 
lugar de pro to nes y electrones. 

Ejemplo 12-6 . Demostrar que la relación entre e l n ú mero de estados de spín antis imétricos y el 
número de estados de spin si métricos es i/(i + 1), que concuerda con (12-6). 

El número <le estados de spin ind ivid uales posibles pa ra una par tícu la con númer o cuántico de spin i 
dado, es igual al número dt' va lores posibles del número c uánti co de la componente z, mi. Como 
usualment e suct>de. los valores de 111; difieren entre s í por números enteros y van d esde -i hasta i, este 
número será e l famí liar (21 + 1). De esta manera, el n úmero to tal de combínacio nes independie ntes Je 
t!staJos de spi n posibles para dos partíc ulas idént icas de spin i es (2i + 1) (2i + 1) = (2i + 1) 2• En (2i + 1) 
de estos estados. ambas pa rtícu las tendrá n la misma 111¡, así que se encuentran en estados de spin 
1dé11t1cos. Para estos estados, la cigenfunción del s is te ma de dos partícu la s es s imétrica con respecto al 
i11tercambio de marcas de las partículas (como los miembros de la parte más superior y más inferio r de (9· 
18). en el caso de i = 1/2). De los (2i + l ) 2 - (2i + l ) = 2i'(2i + 1) estados restantes, ante este intercambio la 
1111taJ serán s imétricos y la mitad antisimétricos, ya que una mitad implica suma de produc tos de 
e1gt'nfunciones de sp in individ uales y la o tra mit ad im plica difere ncias de productos (como los miembros 
de la parte cen tral de (9· L8) y (9· ) 7) en el caso de i = L/2) . Por lo tanto. el número total de e igenfun ciones 
s1ml!t ricas es 

. V s1mé1roca• =A · orto = (2i + 1) + ( l /2)2i(2i + 1) = (i + 1)(2i + 1) 

~ t'l número total de eigenfun cio nes antis imétr icas es 

~ I • 01111s1mé1rocas = • 1 ·pnrn = ( 1 /2)2i(2i + J) = i(2i + J) 

La relación del número de eigenfuncio nes, o estados de spin , es 

e11 1·oncordancia con (12-6). 

PREGU NTAS 

.,,, ,.J)nrn 

· V orlo 

i 
=--

i + 1 

1. Anal iza r la aíirmac1ó 11 de 4ue la ley para la fuerza in tera tómi ca debe ser atracti va para permitir fases 
,·011densadas y deb<' ser repulsiva para evi tar qu e el volumen sea cer o. 

2. ¡,i'udr ía <'sperarse que ex ist iera H 3 e11 u n estado ligado"? ¿ H e2 ?. Explicar. 
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3. ¿Cu á l de los lla m ados gases inertes formaría una m o lécula con o tros e lemen tos más fárilmente? 
Explicar. 

4. ¿Cóm o se p uede e xpli car la e xist e n c ia de estados ligados de XeF4 ,en v ista de que e l átomo de Xe no 
posee e lectrones de vale n c ia? 

5. Las e igenfunc io n es d e H 2 pares o impa res, ¿t ienen pa ridad par o impar? 

6. Expli car po r qu é sólo dos e lectro nes pueden fo r ma r un en lace covalen te. 

, . ¿ Podría predecirse e l e nlace ióni co o covalent e e n H 20 ? ¿En N H / ;,En CH,1 ? ¿Es necesario 
realizar un expe rimento pa ra decidir la cuesti ó n o es posible descar tar u n o u o tro tiro de enlace 
inde pendiente m e nte? 

R ¡_Qu é pue de conclui rse acerca de l e nlace y e l arreglo de los á to m os e n la mo lécula de C02 , dado que 
d icha m olécula no posee un m o m e nt o d ipolar e léctri co? 

9. Oe las mo léculas H 2 , D 2 , y HD , ¿cu á l tie ne la m ayor e n e rg ía de e nl ace? ¿Cuál tiene la m<'nor? 

1 O. ;.Qué quiere deci r que u na m olécula se e ncuentre e n un estado exci tado? 

1 1. Ex pli ca r cóm o es q u e la ex is te n cia de u n pu n to-cero finito de la e ne rgía vi bracio na l SP relac-iona con el 
principio de incertidum bre. 

12. La energ ía vibracio n a l fundam e nt a l del HCl es, aproxi m ada men te, diez veces mayor que la 
c-o rrespo ndiente de N aCI. Hacer és to pos ibl e con sidera ndo los fac to res q ue determina n estj.\ c·ant idad. 

1 :t ;.Qué e fecto tie n e sobre la e ne rg ía v ib raciona l de la m o lécul a, si acaso, e l im pul so a ngular creciente·de 
los estad os ro tac io na les m ás a lt os d t' una m olécu la d ia tó m ica? 

1 k ;.Qué e fecto tie ne el cambio <>n la separación int e rn uclear e n u na molécu la dia tómi ca, debido a su 
v ib ració n , (la cur va de s u e n e rgía de e nlace es asim é tri ca), sobre los niveles ro tacionale6 de la 

m o léc ula? 

13. La asim e tría e n la curva de e n eq:~ía d<> en lace, se debe a la expans ión térm ica de los sólidos. ;,Cóm o 
podr ía u til izarse la infor mac ió n q ue se obtiene d t> los ~spect ros mo lt>cu la res para determ in ar la forma 
dt> es ta curva? 

1 l>. Expl ica r por qu é la separación entre n iveles de e n e rgía vihraciona les es u n poco m<>n or en un es tado 
t>l<'c trónico e xc itado, qu e en e l es tado e lertróniro bast> (ve r la figu ra 12-9). Expl icar el mismo efect o 
pno para es tados v ib racionales. 

17. Si la!> l íneas ro tac io n a les Rarna n , r esul tan ele un momen to c.l ipo lar e léctrico inducitlo, ;,cómo se puede 
c•xplicar q u t> la regla de selN·rión sea ~,. = ±2 e n lugar de ó.r = ± 1? 

18. Ya q ue com o se sabe, se requt'r iría de u 11 li i>m po muy la rgo para que las especie!> ort o y rara de una 
molí·C' ul a se pueda n con vn ti r de u na a o t ra, e nt re s í, e n to n ces, la in t<'racción entre los spin nucleares 
dt· 1111a molécu la dc>l1e ser muy pcqut'ña. ;.Por l(IIP se espera q11e este s<'a el caso'~ 

PROBLEMAS 
1. Üf' los s ig ui entes datos, e n contrar la en e rg ía necesaria pa ra di socia r una m o lécula de K CI en u n á tomo 

rl e- K y u n á to m o de C I. El p rime r pot e n c ia l de io nizació n del K es 4.34 e V; la afi nidad e lect .-ónica del 
CI es ~.82 eV; la separac ió n e n equilibri o de l KC I es 2.79 A . (Sugere n c ia: demost rar q ue la energía 
potf'nc- ia l mutua de l K I y ci- es - () 4.40/ R ) e V s i la R est á dada e n A ngst ro ms) . 

2. El prim n pot e n c ia l d e ionizació n de l K es 4.3 eV; e l io n Br- t iene una e nergía q u e <>s 3.5 cV mf'nor 
q1w la df' I á to m o n e utral de bro m o. Calcula r la sepa ración m á xima de los iones de J(+ y Br- que 
prod 11 ,T un a m olécul a ligada de KBr. 
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3 . Para un sistema que ejecu ta un movimiento armónico simple respecto a su posición de equilibrio, la 
fuerza F está dada por 

(a2v) 
F = - - (R - Ro) 

oR2 R o 

donde V es la energía potencial y R - R0 es la desviación del equilibrio. Demostrar que la vibración 
de punto-cero de una molécula está dada por 

4. Empíricamente, la e nergía potencial del NaCl se puede describir por 

e2 
V = - -- + Ae-Rfp 

411'~0R 

donde Res la separación internuclear. La separación de equilibrio de los núcleos es 2.5 Á y la energía 
<le disociación es de 3.6 e V. (a) Calcular A y p/ R0 ,despreciando las vibraciones del punto-cero. (b) 
Dibujar en una sola gráfica , Vy cada uno de los términos de V. (c) Dar el sign ificado físico de A y p. 

5. Tomando de la tabla 12-1 la inercia rotacional del H 2 , encontrar la temperatura a la cual la energía 
c inética de traslación promedio de una molécula de H 2 ,es igual a la energía entre el estado base 
ro tacional y la energía del primer estado rotacional excitado. ¿Qué se puede concluir respecto a la 
ocupat.::ón de estados rotacionales excitados en una molécula de H 2 a temperatura ambiente? 

6. Determinar ,5, la energía del punto-cero, para NaCl, dado que frecuencia vibracional fundamental es 
de 1.14 vib./seg. 

7. (a) Demostrar que si Ed es la energía de disociación de una molécula , la fracción de molécu las que se 
d isocian a una temperatura T es e - h 'd! kT. (b) Se ha encontrado, (por estudios de difracción de 
e lectrones). que a medida que T aumenta, la separación internuclear aumenta. Explicar que efecto 
tiene ésto en la curva de energía potencial y en el resultado de la parte (a). 

8. En el NaCI, la separación en tre dos niveles vibracionales es, aproximadamente, 4 X J0- 2 eV. 
Utilizando la tabla 12-1 y observando que los ni veles rotacionales no se encuentran igualmente 
espaciados, demostrar que entre un par de niveles vibracionales, se en cuen tran , aproximadamente, 
40 niveles rotacionales. 

9 . Las energías potenciales de dos moléculas diatómicas con la misma masa reducida, se muestran en la 
figura 12-14. De la gráfi ca, determinar cual de las moléculas t iene mayor (a) distancia internuclear, 
(h) inercia rotacional (momento de inercia), (c) separación entre niveles de energía rotacionales con 
la misma r y v, (d) energía de enlace, (e) energía del punto-cero (Sugerencia: ver e l problema 3), (O 
separación entre los ni veles vibracionales más profundos. 

10. (a) A 1000° K, ¿qué fracción de moléculas de HCJ se encontrarán en el primer estado excitado 
vibracional? (Sugerencia: utilizar el factor de Boltzmann). (b) Encontrar la relación de moléculas de 
HCI e n el primer estado excitado rotacional, respecto a las que se encuentran en el primer estado 
excitado vibracional, a 1000°K. (Sugerencia: recordar los factores de degeneración). 

11. (a) Derivar una expresión que proporcione la relación entre la energía de transición entre el estado 
más bajo y el primer estado excitado vibracional, y la energía de transición entre el estado más bajo y 
el primer estado excitado rotac ional , para una molécu la diatómica. (b) ¿Cuál es esta relación para 
NaCI? ¿Para H 2 ? (Sugerencia: ver el ejemplo 12-3) 

12. (a) Demostrar qu e el corrimi ento relativo en frecuencia de una línea espectral, e n una banda 
rotacional que resulta J e la mezcla de dos moléculas dialómicas isotópicas, está dado por ó ·v/v = 
- ~,,¡ ¡1 , donde µ es la masa reducida de la molécula. (b) ¿Cuál es esta relación para una mezcla 
J e HCl35 y HCl37 ? 
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V 

FIGURA 12-14 
Curvas de energía po lPnc1al(JueseconsidPran en el problema 9. 

13. De l valor para la longi1 ud de o nda recíproca equivalen re a la vibrac ión f unJamental dt" una molicula 
de C l2 , 2940.8 cm- 1 e n la cual cada uno de los átomos ti en e un peso a tómico de 35, determinar la 
lo ngitud de o nda rt>cíproca correspo ndi en le a Cl2 cuando uno de su s álomos tie ne peso atómico 15y 
el otro 37. ¿Cuál es la separación de las lín eas espectrales en longitud de onda recíproca debida a este 
efecto isotópico? 

14 .. (a) Especificar la rE'solu1·1ón ~)./ }. , de un espectróme tro que apenas pueda resolver los espl'c tros 
rotacionales de Na23Cl3r; y Na23Cl37 su poniendo que R0 sea la misma para ambas mo léculas. 
(b) ;,Podría reso lver este espectrómet ro, los espectros vihracionales para ambas molécu las, supo­
ni endo que las constantes de la fu erza son iguales 7 

15. Calcular la diferen cia en energías de disociació n del H2 y D1, a parti r del valor de la longitud de onda 
recíproca equiva lent e a la vibració n funclam.-.ntal de una mol écul a ele H 2 4395.2. 

16. La t"nergía vibraciona l del punto-cero para H :.! es 0.265 e V.Comparar num éricamente los niveles de 
e nerg ía vibrac ional de H 2 , D:! , y HD para los ni veles de ene rgía más bajos. 

17. Explicar porq ué el ai r <' ec; tran spare 11ti> f'n e l visible, a partir del hecho de qu e el estado ele<"tr éinico 
excilado más bajo, en las moléculas de 0 2 y N2 , se encuen tran más de 3eV por encima del estado base. 

18. En e l espec 1~0 vibracional de Raman de Hf, se e nc ue nlran líneas Raman adyacentes de lo ngi1 udes de 
onda 2670 A y 3430 Á. (a) ;,Cuál es la frec uen cia vibracional fundam ent a l de la mol l-cula? (h) ¡,Cuál 
es la con s tant e de fuf'r za eq uivalt>n le para llF? 

19. Se uliliza un laser de rubí ( A = 6943Á) para excilar el espectro Raman de N 2. (a) ¿Cuá les son las 
lo ngitudes de onda de las líneas que resu ltan de las lra ns iciones permitidas de menor enf'rgía del 
espectro rotac ional puro de N 2 ? (b) ¿Cuál es la re lación de intens idades de las líneas del in ciso (a), a 
temperatura ambiente? (c) ¿Cuáles so n las longitudes de onda de las líneas que resultan de las 
tran siciones permi1idas hacia y desde el estado base vibraciona l? (d) ¿Cu ál es la relación de 
intensidades de las líneas del inciso (c) a la te mpera lura ambiente? (e) ¿Cómo cambiarían las 
respuestas a los incisos (a) y (c) s i se utiliza en laser para excitar e l espectro Raman de mol écu las 
dia1ómi cas con núc leos n o idénticos que tienen la mis ma inercia rolacional y cons tant e de fuerza 
que N 2 ? 

20. 1-:1 diagrama de nivel es de energía rotacio nales e n cada uno de los dos estados vi bracionales más bajos 
d1·l estado hase e lec trónico, se presenta en la figura 12-1 5, para una moléc ula di.alómi ca. Enco nl rar las 
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r' = 3----------

2 ----------
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FIGURA 12-15 
Niveles de energía considerados en los problemas 20, 21 y 22. 

Cap. 12 

energías de las trans1c1ones que dan lugar a las líneas espect rales permitidas en los espectros 
infrarrojo y Raman, (a) para moléculas que contienen dos núcleos idén ticos con i = O, (b) para 
molécu las que contienen dos núcleos idénticos con i = 1/ 2, y (e) para molécu las que cont ienen dos 
núcleos no idé nticos. 

2 l. Calcular, a la 1empcra1 ura ambien re, las intensidades relativas de las líneas encon tradas en los incisos 
(a) y (b) del problema 20. 

22. Urilizando la información Je la fig~ra 12-15, (a) calcu lar la inercia rotacional, o momen to de inercia, 
de la molécula en cada nivel vibracional, y (b) calcular la energía del punto-cero. 

2:l. (a) ¿Cuántos grados de libertad rotacionales se pueden esperar en una molécula poliatómica? ¿Grados 
traslac ionales? Si la molécula tiene N átomos (N > 2) se deberán tener 3N - 6grados de libertad 
traslac ionales, ( es decir, modos de vibración independientes. Explicar. (b) ¿Cuántos grados de 
liberrad vibracionales se tienen en una molécula de H 20? ¿En una molécula de CH4 ? 

2 &.. Co nsiderar las int ensidades relativas de los espectros de H 2 y D 2 para determinar que espectro 
H.aman rotacional pro<lu cirá líneas de intensidad alternada y cuya intensidad relativa es 1/2. 

:l5. l\ tedidas J et especlro de bandas de moléculas diatómicas que co ntienen núcleos de Cl35 producen una 
rela1·ión de int ensidades alternadas de 3/ 5. ¿Cuál es el spin del núc leo de Cl35 ? 
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13 
Sólidos-Conductores y 

semiconductores 

La física del es tado só lido constituye una parte importante de la física cuántica cuyo interés 
principal es en tende r las propiedades mecánicas, térmicas, e léctricas, magnét icas y ópticas de la 
materia sólida. Algun os aspec tos ya han sido estudiados e n capítu los anteriores, tales como las 
con tribu ciones de la red y e lect rónica a l ca lo r específi co de los sólidos, radiación de un cuerpo 
negro, emisión term iónica, y po te nciales de contac to. En esta part e, se hará é nfas is en el origen 
de las f uer1.as que mantienen unidos a los á tomos de un sólido y en los niveles de energía 
perrni t idos para los e lec trones en e l sólido, lo que conducirá a la teoría de bandas de los sólidos. 
Esta teo ría se ap lica rá después a fenómenos de mucho interés tanto práctico como reórico, 
inri u yendo semiconductores y dispositivos semi conduc to res. De es ta manera, muc has de las 
propiedades térmicas, ópticas y eléct ricas de los só lidos, serán más claramente entendidag. En e l 
capítulo siguiente, la teoría se ex te nderá a l fenómeno de la s uperconductividad y, asimismo, se 
C'onsidera rán las propiedades magnéti cas de los sólidos. 

13.2 Tipos de sólidos 

En el es tado gaseoso, la di s tancia promedio en tre las moléculas es muy grande romparada c-on el 
tamaño de la molécula, de modo que éstas se puede n considerar como qut> están ais ladas entre sí. 
Sin Pmhargo, muchas s11 s tanrias se encuen t ran en e l estado sólido a temperaturas)' presi0ne, 
ordinarias. En ese es tado, las moléC'ulas (o átomos) ya no pueden ser consideradas aisladac;. Su 
s<'paración es comparable con el tamaño molecula r , y la intens idad de· las fuerza:; que las 
manti<"ne unidas es del mis mo orden de magnitud que las fuerzas que ligan a los á tomos para 
formar moléculas . Po r lo ta nto , las propiedades de una mo lécu la se alteran por la presencia de 
molécu las veC'inas. Una característ ica de los sól idos c ri sta linos, es el arreglo regu lar e.Je Jo.., 
íi10mos. pa trón periódico recurrente ll amado red cristalina. El sólido se puede considerar como 
11na molécula grande, do n dí' las fu erzas en tre los á tom os se deben a las interacciones de los 
l' lec t rones a tómicos y donde la es tructura del sólido está de terminada por e l arreglo de nú cleos y 

<'lec trones que resu lta en un s is te ma es table desde el punto de vista de la mecánica cuántica. A 
pPsar dr que <·I n(1mero de átomos invo lucrado es muy grande, se encuentran arreglados en un 
pa trón rt>gular. En só lidos no cr istalinos, tal es como con creto y plás ti co, el patrón regular 
perfecto no se mantiene e n di stancias grandes, pero se ti ene un patrón ordenado en la vecindad 
dt- cualquier á tomo. En este libro, solo se anali za rán só lidos cristalin os. Estos sólido!:i Sf' 

l' lasifican df' acuerdo con el tipo de enlace predominante s iendo los tipos principales: molecular. 
iónico, cm,all'nte y melrílico. 
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Los sólidos moleculares consisten de moléculas que son tan estables que mantienen mucha de 
su indivi<lualidad cuando son co locadas muy cerca una de ot ra. Los e lectrones en la mo lécula se 
encuentran todos aparcados, de modo que los átomos en moléculas diferentes no pueden fo rmar 
enlaces covalc ntes entre s í. La fuerza de enlace es la débil atracción de van der Waals que se 
enc:uentra presente ent re di chas moléc ulas en la fase gaseosa. El mecanismo físico implicado en 
la atracción de van der Waals, es una interacción entre dipolos e léc tri cos. Todas las moléculas 
poseen un momento dipolar e léctrico fluctuante debido al comportamien to mecánico-cuántico 
fluctuan te de los electrones en una molécula, aunque para muchas de ellas por consideraciones 
e.le simetría, se requiere que la fluctuación ocurra en torno a un valor promed io igual a cero. Al 
tiempo que una molécula posea un mo m ento dipolar eléctrico instan táneo determinado, el 
campo eléctrico externo que produce inducirá un momento dipolar en la distribución de carga 
de una molécula vecina. El estudiante podrá convencerse inmediatamente de que la fuerza entre 
el dipolo eléctrico inducido y e l inductor siempre es atractiva dibujando diagramas rudimen­
tarios de las cargas y e l campo en los diferentes casos. La energía de interacción es proporcional 
al promedio del cuadrado del momento dipolar eléctrico inductor. La atracción resultante es 
débi 1, ya que las energías de en lace son d el orden de 10- 2 e V y la fuerza varía con el inverso de la 
sép tima po te ncia de la separación in termolecular. En un sólido, molécu las sucesivas poseen 
momentos di polares eléctricos que se alternan en orientación con e l fin de producir atracciones 
c;uces ivas . Muchos compuestos o rgánicos, gases inertes y gases ordinarios como el oxígeno, 
nitrógeno e hidrógeno forman solidos molec ulares en e l estado só lido. Dado que el en lace es 
<léLiL la so lidifícación se lleva a cabo a mu y bajas temperaturas, donde los efectos perlurbativos 
de la agitación térmica son muy pequeños. (Por ejemplo, e l punto de fus ión del hidrógeno sólido 
es t,iºK). El en lace débil hace que los sólidos moleculares sean fáciles de deformar y comprimir 
.! la carencia de el<>ctrones libres los hace malos conductores de calor o electricidad. 

Sólidos iónicos, tales como el cloruro de sodio, consisten en un arreglo regular tridimensional 
Je iones positivos y negativos allernados que tie nen una energía menor que la de los iones 
:.,t:parados. La estruc tura es es table, porque la e ne rgía de enlace debida a la atracción 
,·l<'1·t rost á t ira neta ('X rede a la energía gastada en t ransf eri r e lectrones para crear iones aislados a 
partir <l<.> átomos neutros, del mismo modo que e l en lace iónico en moléculas. El enlace iónico en 
,.,ú lidos 110 e!> direccional, ya que los iones implicados poseen capas cerradas esféricam ente 
<-1111{•t rwas. Por lo tanto, los iones están arreglados como esferas en un e11:paquelamienLo 
,·ompa< to. La s 1n1etría real <lel cri!>Lal depende de qué arreglo minim.ice la e nergía y ésto a su vez 
depe11Jt> dt· lo~ tamaño:; relat i vus Je los iones implicados. Dado que no exis ten e lec trones libres 
q11P p1wdan portar energía o carga, estos materiales son malos conductores de calor o 
,·ledri,·idad. Lo!> 5ólido::; iónicos por lo genera l duros, deb ido a que las fuerzas eleclrostáticas 
c·nlr(' los 1u11<·~ son grandes, asimismo, poseen puntos de fusión altos. Se pueden exci lar 
, il,r .. w1011es Je In red con energías yue cor responden a radiación e n el infrarrojo lejano , <le modo 
1¡1w lo.., '>ólidu:-. iónico:. muestran propie<lades de absorción óp ti ca mu y fuert es en esa regió n. Sin 
,·ml,arµ;o, la 1'xl"itació11 c lc<" lró 11ica po r absorción ópt ica requiere <le energías en e l ultraviole ta, 
d,• tlloclo qu<· lo:-. c-ri:-.tal<:'s ió11icos ~o n transparentes a radiación en el vis ible. 

Sólido.\ coi,alentes son aquellos que contienen átomos q ue están ligados por electrones de 
valencia compar tidos, como e n el e nlace covalente de las moléculas. Los enlaces son direccio­
nal e:. v det e rminan e l a rreglo geomé tri co de los átomos en la est ructura d el c ri stal. La rigidez de 
:.u es1rn ctura <' lectrónica, hace que los sólidos covale ntes sean duros y difíci les de deformar y 
o<'a..,1ona ~us altos puntos d e fusión. Dado que no existen electrones libres, los sólidos 
"urnle11l<'s son malos conductores Je ca lo r o elect ri cidad. En algunos casos, como e n e l s ili c io y 
gi·rmu111u, son semiconJurtorcs. Algunos só liuos covalen tes, como e l diamante, son transpa­
n·11 te:-. a Lrniperatura ambiente; la energía requerida para excitar sus es tados electrónicos, 
c·xc·ed<> la <le los fotones en la región visible de l espect ro de modo que dichos fo tones no son 
al,.,orb,Jos. Si11 embargo, la mayoría de los só lidos covalent es absorben en e l visible y por lo 
la1110 --011 opaco~. 
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Sólidos metálicos son aquellos que exhibe n un e nlace que puede ser considerado como un caso 
límite del enlace covalente, en la que todos los iones del cris tal comparte n elect rones. Cuando 
un cri s tal se forma con á tomos que tienen electrones débilmente ligados en las últimas capas, 
esos e lect rones pueden liberarse de los átomos individuales por la energía disponible al formarse 
e l enlace. Estos electrones se mueven en e l potencial combinado de todos los iones posi ti vos y 
son compartidos por todos los átomos del cristal. Se habla de un gas de e lectrones que o<'upa los 
espacios ent re los iones positivos y que eje rce fue rzas atractivas sobre cada ión, las cuales 
exceden las fu erzas repu ls ivas de los o tros iones, de ahí que result e el enlace. Los á tomos tienen 
espacios vacíos e n s us capas e lectrónicas más externas, y no existen suficientes e lectrones de 
valencia por átomo para formar enlaces covalentes fuertes. Los electrones son compart idos por 
todos los átomos y se encuentran libres para viajar por todo el cri s tal de á tomo en átomo, ya quP 

existen muchos estados electrónicos desocupados. En este sen tido se comportan como un gas, 
un "gas de e lectrones". Un sólido metálico es una red regular de iones positivos esféricamente 
simétricos, arreglados en forma de esferas compactas, a través de las c ua les se m ueven los 
electrones . Los sólidos metálicos son obviamente excelentes conductores de electricidad o 
ca lor, ya que los e lectrones pueden absorber fácilmen te energía de radiación incidPnte, o de las 
vibraciones de la red y moverse bajo la influencia de un campo eléctri co aplicado o un gradiente 
térmico. Dichos sólidos son opacos, ya que fácilment e pueden absorber radiación en la regióa 
vi sible del espectro e lect romagnético. Todos los álcali s forman só lidos metálicos. 

El tipo partic ular de e nlace que presenta un sólido , se puede determinar experimentalmente 
mediante estudios de difracción de rayos-X, propiedades dieléctri cas, emisiones ópti cas, y así 
sucesivamente. Existen a lgunos sól idos cuyo enlace puede ser interpretado como una mezcla de 
los tipos principales que han sido descritos. Ade más, no todos los sólidos poseen la estructura 
ideal que ha s ido implicada en e l anális is hasta este momento . De hecho, las llamadac; 
imperfecciones de la red o desviaciones de la est ruc tura cris talina ideal , conducen a muchas 
propiedades de los sólidos que son de gran importanc ia prác l ica por sus consecuenrias. 

13.3 Teoría de bandas de los sólidos 

Para poder entender el efecto de poner muchos átomos mu y próximos entre sí en un sólido, 
prime ro se considerarán dos átomos que inicialmente se e nc uentran mu y alejados uno del otro. 
En este sis tema de dos átomos, todos los ni veles de energía poseen u na degeneraf"ión por 
intercambio doble. Es decir, para el s is tema combinado, la parte espacial de la ei~enf un rión para 
los electrones puede contener, ya sea una combinación de eigenf uncio nes espaciales dP los 
átomos individuales que es simé tri ca ante un inte rcambio de pares de marcas de los electrones, o 
que es antisimétrica ante ese mismo inte rcamhio de marcas. (Desde luego. la eigenfunción total 
del sis tema es antisimét r ica ya que la eigenf unción espacial simétrica está asociada 
con una eigenf unción ne spin antisimé tri ca y viceversa) . Cuando los á tomos se t>ncuentran 
bas tan te separados, los dos tipos diferentes de e igenf unciones conduce11 a la misma energía y 

por lo tanto se dice que cada nivel de energía ti ene una doble degeneración df' intercambio. Sin 
embargo, cuando los á tomos se e ncuent ran próximos entre sí, la degeneración por intercamhio 
se elimina. La energía del s is tema depende de la sime tría de las eigenfunciones espacia les, 
porqu e la densidad f'lec t rónica en la importan te región in teratómica df'pende d~ q11«" la eigen­
fun c ión espac ial sea simét ri ca o antisimé tr ica cuando los átomos se enc uen tran tan próximos 
qu e las fun cio nes de onda de los átomos individuales se traslapen. Por lo tanto, un nivel dt=> 
energía dado de l s is tema se divide en dos niveles de en ergía dis tin tos cuando empieza e l traslape, 
y la di vis ión de niveles aumen ta a medida que la separación entre los átomos disminuye. Desde 
luego quf' un ejemplo famoso de este fe nóme no se encuen t ra en el nivel de en ergía correspon­
dient e al estado base de un sis t<'ma que con t iene dos á tomos de h idróg<> no, como se vió en la 
sPcción 12-3. En la fi gura 12-4 se muestra es te desdoblamiento para el nivel del estado base-
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FIGURA 13-1 
Dibujo esq uemático del desdoblamie nto de un nivel de energía como función de la 
distancia de separación R entre átomos adyacentes en un sis tema de seis á tomos. 
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únicamente, pero cada uno de los ni veles superiores del sis te ma se desdobla de la misma forma y 
por la misma razón, c uando los átomos se aproxima n entre sí. 

Si se hubie ra empezado con tres átomos aislados, se hubiera tenido una degeneración de 
intercambio triple de los niveles de e ne rgía. Cuando se juntan á tomos en una red lineal 
uniforme, cada uno de los niveles se desdobla en tres niveles distintos. Esto se ilustra 
esquemáticamente e n la figura 13- 1, para un nivel de energía típi co de un sis tema de seis 
á tomos. El desdoblamiento e mpieza cuando la distanc ia de separac ión atómica R, de centro a 
cen t ro, se vueive suficientemente pequeña para que los átomos e mpiecen a traslaparse. A 
medida que R disminuye de este va lor , ocurre una disminu ción en la energía de los ni veles para 
los cuales la si metría de la eigenf unción espacial conduce a una di stribución de carga 
electrónica favorable (es decir, la cua l co loca carga electrónica donde los iones ej ercen e l enlace 
más fu erte), y un a umento en la e 11 ergía de los niveles asociado con eigenfunciones espaciales 
c uya s ime tría conduce a una dis tribución de carga no favorable. Ent,re más o menos favorable 
sea la distribución de carga , mayor será el aumento o disminución e n la e nergía. Así, los niveles 
se encuentra n separados, por los requisitos c uánticos de indistinguibilidad, con respecto a una 
energía promedio que sería igual a la energía qu e tendría el s is te ma para una R dada , si di chos 
requisitos no ex istieran. Obsérvese que es ta ene rgía promedio aumenta rápidamente para R 
suficien temente peq ue ña. Es to se debe a la repulsión de Cou lomb que los iones se ejercen entre 
sí. 

Al considerar un sis tema que contiene N átomos de una especie dada, cada nivel de uno de 
estos átomos conduce a un ni ve! del sis tema de_ degeneración de orden N, cuando los átomos se 
encuentran bas tante separados. Cuando la separación disminu ye, cada uno de estos niveles se 
desdobla en un conjunto de N niveles. La separación en energía entre e l nivel más bajo y el nivel 
rnás al to de un conjunto particular, depende de la di s ta ncia de separac ión R, ya que R especifica la 
magnitud de l traslape que ocas iona el desdob lamiento. Sin embargo, no depende de modo 
signiíicativo del núme ro de átomos en el s is tema si se man tie n e la misma distancia de 
-; c-pa rac1ón. Por lo tan to, a medida que se agregan más á tomos al s is tema, cada conjunto de 
nive les desdoblados contendrá un mayo r número de nive les di stribuidos, aproximadamente, e n 
e l 11w,,n,, rnt er valo de e nergía a una R par! icular . Para los valores de R que se enc uent ran e n los 
sólidos, unos cuantos angst roms, el inte rvalo de en ergías es de unos cuantos e lectrón- volts (ver 
la fig11ra 12--~). Si entonces sc considera que un só lido contiene algo as í como 10 23 á tomos/mol , 
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FIGURA 13-2 
Arriba: Esqu ema de ni veles de e ne rgía para dos át omos aislados. A I centm. Esque ma de 
nive les de energía para los mismos dos át omos en una molécula diató mica. Abajo: 
Esquema de ni veles de energía para cuatro de los mismos átomos e n un cris ta l 
rudimentario unidimensio nal. Obsérvese qu e los niveles inferiores no se encuentran 
apreciablemente desdoblados ya que las eigenfunc io nes at ómicas correspondientes a 
estos ni veles, no se traslapan significati vamente . 
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se podrá ver que los n iveles de cada con jun io en e l sólido se encuent ran tan próx imos en energía 
f'ntre s í, que prácticamente forman una banda de energía continua. 

El proceso que se acaba de descr ibir está indicado en la figura 13-2. De esta figura se puede ver 
que los ni veles de energía más bajos se di spersan menos que los nive les más altos. La razón es 
que los e lec trones en los niveles más bajos son electrones de subcapas internas de los á tomos y 
que no son alt e rados significat ivamente por la presenc ia de átomos vecinos . Estos electrones se 
i>ncuentran locali zados en átomos part iculares aún cuando R es pequeña , ya que las barreras de 
potenc ial entre es tos á tomos para esos e lectrones son relativamente altas y anchas . Por o tra 
parte, los electrones de valencia se en cuentran to talmente deslocalizados para R pequeña, ya 
que forman parte del sistema total. El traslape de sus fun cion es de o nda resulta en una 
separación de s us niveles de energía. Debe subrayarse que e l nivel Is de un átomo individual se 
con vierte en una banda de N niveles , así como también su cede para e l nivel 2s si se cuPnta de 
modo tal, que para cada uno de estos niveles corresponden dos e lectrones de spin opuesto. Sin 
embargo, el nivel 2p está triplemente degenerado en e l núm ero cu ántico espacial m 1 en e l 
átomo ai slado ya que m l puede tene r cualqu iera de los valores -1, O, + l. P or lo tanto, e l ni vf"l 
2p en el átomo da lugar a 2,/V niveles en el sólido. Como pronto se discutirá, ésto puede pensarse 
como la formación de tres bandas de N n ive les, cuyos intervalos de ene rgía pueden coincidir o 
no. 

En la figura 13-3 se mues tra la formación de la banda para los niveles más a ltos del sodio, cuya 
configuración del estado base atómico es l s22s22p 63s1• En esta figura s,e muestran algunas 
caracte rísti cas gene rales de bandas permitidas (bandas continuas de niveles de energía electró· 
nicos) y bandas prohibid<lS (regiones donde no existen niveles de energía electrónicos). Las 
bandas permitidas que corresponden a s ubcapas internas como las 2p en e l sodio, son ex trema· 
damente angostas hasta que la dis tancia interatómica se hace más pequeña que la distancia rea l 
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FIGURA 13-3 
Se muest ra la fo rmación de bandas de energía a partir de los niveles de energía de 
átomos de sodio aislados, a medida qu e la separación interatómica d isminuye. La línea 
discontinua indica la separación interatómica obser vada en el sodio metálico. No se 
indican las múlt iples bandas traslapadas que constituyen las bandas p y d. 
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~ncontrada en el cris tal. Sin embargo, a l ir de las s ubcapas ocupadas a las s ubcapas desocupadas 
de un átomo en su estado base, a una separación interatómica dada, las bandas se vuelven 
progresivamente más anch as. La razón es, una vez más, que entre mayor es la energía de los 
elect rones, mayor es la región en la que se pueden mover y mayor es e l efecto de los iones 
vecinos. Por lo tanto, a l aumentar la energía, las bandas de energía permitidas se ensanchan y se 
traslapan. 

Una verificación exper imental directa de las bandas de energía proviene de la observación de los 
espectros de rayos-X de los sólidos. Por ejemplo, la transición 3s+2p en sodio,produce las líneas de rayos-X 
J e la serie l. Para sodio en estado gaseoso, se produce un espectro de líneas bien definidas, ya que los 
niveles 3s y 2p son extremadamente angostos. Sin embargo, las mismas líneas de rayos-X correspondientes 
a sodio sólido, se ensan chan ya que a pesar de que el nivel de energía mas bajo , 2p, es angosto, el nivel 3s es 
en este caso una banda de energía. La fo rma observada de las líneas de rayos-X de los sólidos, concuerda 
con el modelo de bandas de energías. 

Considérese ahora la ocupación de los niveles de energía. Aquellas bandas que se originan en 
ni veles electrónicos de capas cerradas de átomos aislados, tienen todos s us niveles ocupados. 
Las bandas que se or iginan de los electrones de valencia, pued en o no estar to talmente 
ocupadas. Si se apl ica un campo eléct rico ex terno al sólido, los e lectrones podrán adquirir 
energía ex tra so lo si se tienen ni veles vacíos di sponibles dentro del inte rvalo de energías que el 
e lectrón puede adquirir por la intensidad del campo aplicado. Si n o se tienen niveles vacíos 
disponibles, entonces, el electrón no podrá obtener energía y el sólido se comportará como un 
aúlante. Lo que determina qué tan llenas o vacías se encuentran las bandas de electron es de 
va lencia, es la va lencia de los átomos que cons tituyen el sólido, y la geometría de la red c ri stalina 
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en la que solidifican. Una banda aislada estará ll ena , si una celda unitaria de la red rristalina 
contiene dos e lect rones de valencia, uno para cada uno de los dos valores del número cuántico 
de spin m s· 

La geometría de la est ructura cristalina es un tema complicado muy importante en la física del 
es tado sólido. En este libro se tratará de evitar el tema, restringiéndose a redes cristalinas 
parti cularmente simples (generalmente unidimensionales). Al menos, se define una celda 
unitaria como el arreglo geométrico de átomos más pequeño que por repetición periódica a lo 
largo de los ejes de coordenadas, puede describir comple tamente el arreglo geométrico de los 
átomos de l cris tal. Asimismo se menc ionará que una red crista lina, la degeneración clP los 
e lec trones a tómicos de valencia con respecto al número cuántico mi se elimina total o 
parcialmente, ya que es tos e lectrones no se encuentran en e l potencial esféricamente simétri cn 
del á tomo a islado, sino que se en cuentran en un poten cia l cu ya simetría, más <'ompli<'ada, 
depende de la geometría del cristal. Por esta razón, los tres niveles degen erados correspondien­
tes a la subcapa p de un solo átomo, se convierten en tres bandas de N niveles, cada una de las 
cuales acomoda dos electrones de spin opuestos, en un cristal que contiene N de estos átomos. 
Estas bandas pueden no traslaparse, traslaparse parcialmente, o tras laparse totalmente en 
ene rgía, dependiendo de la geometría del cristal. El término banda aislada, utilizado para 
expresa r la condic ión para una banda llena , corresponde al caso en que estas banclas no s1' 
traslapan entre sí o con bandas de o tras subcapas. Entonces, si se tienen dos e lect rones de 
valencia por celda unitari a, cada uno de los N niveles de la banda más baja, se llenará con esos 
dos electrones. Obsérvese que la cantidad que determina la ocupación, es el número dP 
e lec trones de va lencia por celda unitaria, y no por átomo. En una red uniforme rle átomos 
idénticos en una dimen sión, como la considerada en e l a rgumento del cual se concluyó que una 
banda contiene N niveles, si e l cri stal contiene N á tomos, una celda unitaria deberá contenPr un 
á tomo y en es te caso no se puede es tablecer ninguna diferen cia. Cu ando se ex tiende est~ 
a rgumento a l caso de cri s ta les tridimensionales con á tomos de especies dif eren res, se encuentra 
que la conclusión pe rmanece igual , siempre y cuando N sea e l número de c<"ldas unitarias dPI 
cristal. Por lo tanto, si se tienen dos electrones de va lencia por celda uni taria, habrá <los en cada 
ni vt-1 de la banda, y la ban<la esta rá comple tament e ll ena. 

El problema de predeci r s i un sólido es o no un a islante, radica en e l muy important<> 
problema de l tras lape de bandas que depende de los detalles de la geometría de la t>Slructura 
cris talina (y de la geometría de las e igenf unciones atómicas). En lo que respecta a la va len<'ia, si 
lo que debería ser una banda completamente llena se traslapa con lo que debería ser una banda 
completamc>nte vacía, entonces se tendrán dos bandas parcialmente llenas. El resultado es que 
el sólido que deb ió se r un aislante será en realidad un conductor. Sin embargo, al menos P.S 

posible afirmar que definitivamente un sólido no puede ser un aislante a menos que sus celdas 
unitarias contengan un número par de electrones de valencia, ya que un número impar dr­
e lec tron es de valen cia jamás podr án es tar en una banda llena. La mayor ía de los só liclo c; 
<:ovalen tes como e l d iamant e, o sólidos iónicos, como el cloruro de sodio, son aislantes ; todos 
e llos poseen un número par de e lectrones de valen cia por celda un itaria. En el diamante, rada 
átomo de carbón ti ene cua tro electrones de va len cia , y hay dos átomos por celda unitaria. Los 
ocho e lectrones de valencia por celda uni taria, llenan comple tamente los 4N niveles de cua l ro 
bandas, una que se origina de la subcapa 2s de l átomo y tres que se originan de las tres su bC'apas 
2p. Estas bandas se traslapan entre sí, pero se encuentran bastante separadas de bandas vacías 
de mayor energía. El clo r uro de sodio contiene un ión de sodio y un ion de cloro por celd ... 
unitaria, y la banda de valen cia consiste en un conjunto de bandas completamente llenas que se 
t raslapan entre sí pero que no se traslapan con bandas vacías. Los átomos de ti erras alcalinas, 
como e l berilio, son di va lent es y forman c ri sta les con un número par de electrones de valencia 
por celda unit aria, sin embargo, estos sólidos son metales, no aislantes, ya que el traslape Jp 
bandas hace que ni veles de ene rgía ligeramente altos estén al a lcance, energéti camente:>, de log 
electrones. 
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En los sólidos formados de átomos monovalentes, como el sodio alcalino, la banda que 
contiene a los electron es d e valencia no se puede llenar y, por lo tanto , e l sólido se comporta 
como un conductor. Sólo la mitad de los niveles de la banda pe rmitida aislada 3s d el sodio se 
llenan , porque e l átomo de sodio ti en e un solo e lectrón en e l nivel 3s y e l principio de exclusió n 
permite que ese nivel acomode a dos electrones. P o r lo tanto, los e lectro nes en e l sólido 
fáci lmente pueden adquirir una peque ña cantidad de energía adicional. De esta manera, 
cualq u ie r campo eléctrico aplicado será efectivo para proporcionar energía a los e lectrones y e l 
sólido será un conductor. Com o se m en cio nó en e l párrafo a nterio r , los conductores también se 
e ncuentran en casos en que las bandas que contienen a los e lectrones de valencia se traslapan. 

Vale la pena establecer la diferencia en tre condu ctores y aislantes del lenguaje d~ energías al de 
impu lsos. Al no aplicarse un campo eléctrico, existen tant os electrones e n el sólido con vectores de 
impu lso en una di rección como los hay con veclores de impulso en la direcció n opuesta, ya que no hay una 
l'orr iente neta. Cuando se ap lica un cam po eléctrico, este equil ibrio se puede alterar ocasionando el flujo 
de corrientes. Esto es mu y posible para electrones en una banda parcialmente llena, pero no lo es para 
electrone~ en una banda completament e llena. 

Desde luego r:ue, a temperaturas arriba del cero absoluto, es posible que a lgunos e lectrones 
adquieran suficiente energía térmica para saltar e l intervalo de e n ergías de la banda prohib ida y 
pasen a una banda permi tida más a lt a, c reando en es te proceso espacios vacíos en la banda más 
baja, poniendo en dispo ni b ilidad una nueva banda permitida. A la banda casi comple tamente 
IIPna se le llama banda de ualencia y a la banda casi vacía se le ll a ma banda de conducción. La 
probabilidad d e yue ésto ocurra aumenta con la tempera t ura y depende fuertemente d e la 
anchura <le la banda prohibida. Las s us tancias e n las que la brech a de en ergía es pequeña se les 
llama $emiconductores. Un ejemplo es e l sili c io, sólido covale nle con una es tructura parecida a la 
Je) diamante, pero con una banda prohibida d e sólo 1 eY de anchura. Es razonablemente 
conductor a la tempera! 11ra ambien te a pesar de que a bajas Lemperat uras es un aislan te. P or o lra 
parte, el intervalo en tre las bandas llena y vacía es de aproximadam ente 7 eY para e l d iaman te. 
Por lo tanto, el diamante es un a is lante aún a tempera turas re lativamente altas. 

13.4 Conducción e léctrica e n metales 

A partir de ideas clás icas, se pueden obtener resultados muy útiles en relación con la 
conducción de electroues en metales. Al n o aplicarse un campo e léctrico, la dirección e n que se 
mueven estos electrones, es completamente a leator ia. La razón es que con mucha frecu en cia, los 
declrones chocan con impcrf ecc ion es en la red cri s ta lina de l metal , que resu ltan del movimien­
to térmico Je los iones respecto a sus posiciones de equili brio en la red, o a la presencia Je iones 
Je impurezas c 11 la re<l. Al chocar con es tas imperfecciones, los e lec tro n es sufren cambios en su 
\t'loc1JaJ, dirección, lo que h ace que su movimiento sea a l azar. Como en e l caso de colis io nes 
molN·tilares en u11 gal:> clásico, la frecuencia de las colis iones e lecl ró n-imperfec<'iones de la red ; 
puede ~er des.rita por una trayectoria media libre ..l,donde A es la distancia p romedio que v iaja 
un elecrrün entre coli siones. Cuand o se aplica un campo e léctri co a l m e tal, los e lectrones 
modtl1can !>U mo, imic11to a leatoria de modo tal que, en promedio, se cJ irigen len tamente e n 
Jirecrió11 opuesta a la del campo, ya que su ca rga es n egati va, con una velocida<l ud. Esta 
\cloc1dad es mucho mt>nor que la ve loc idatl ins tantánea efec ti va üde l m ovimiento a leatorio. En 
cubre- l',¡ es <lel orden de I O 2 cm /seg, mie ntras que ü es del ortlen de J 07 cm /seg. 

La rapide1. de Jesvial'i6n puede calcu larse en té rminos del campo e léctrico aplicado E, de ü y 

tlP A. C11a11Jo ~e aplil'a un campo a l e lect rón en e l m etal, és te experimentará una fuerza de 
magnitud eE que le imprimid una aceleración de magnitud a dada po r a= eE/m . Considérese 
ahora un <·lec trón 1¡u<· d1oca con una imperfección <l e la r eu. En gene ral , la colisión des truirá 
m0rnc11táneament1~ la tendencia <l c l e lec trón a desv ia rse y és te se moverá en una dirección 
v<'rdad,•ramc·n tl' al<·atoria, d espuP!; de la co li sión. Un poco antes de la s iguiente colisión, e l 
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elec trón habrá cambiado su velocidad, e n promedio, por a?i.f v donde J../v es el tiempo medio 
entre co lis iones. A és to es a lo que se le llama velocidarJ de de rrota vtt, de modo q11e, 

a.:l eEA 
Vd=-=--

Ü mü 

Si n es e l número de electro nes de conducció n por unidad de volumen y j es la densidad de 
corrie nte, entonces, vil = J/n<.> = eEJ,.Jmü. Combinando és to , con la defin ición de resistivi­
dad, p = E/J, se obtiene 

( 13-la) 

La ecuación (13-la) puede tomarse como una afirmación de que los metal es están sujetos a la ley 
de Ohm , ya que las cantidades r• y }:' que de terminan la resis tividad p no dependen del rampo 
e léc tri co aplicado, lo c ual constituye el criteri o para que la ley se obedezca. 

Frecu t>n tem ente, se trabaja con la conductividad 

1 ne2.:l 
Cl=-=--

p mü 
(13-1 b) 

Lo anterior puede se r esc rit o en una forma más útil definiendo una cantidad men c;urable, la 
mo1,ibilidnd ¡.t dada por la relac ión en tre la ve locidad de desv iación y e l campo eléctrico, es 
dec ir, 

l>t1 e.:l 
¡t, =-=-

E mv 
(13-lc) 

Por lo tanto, como <J = ne2J../111 Li,se ri e ne, µ = <1/neo hien, 

a= ne¡t (13-2) 

Si la condu cción c;e rea li za por rortadorcs tanto nega ti vos como positivos, la condu<'ti,-idarl 
esta rá dada por, 

donde p.,. y /J,, son las mov ilidades de los po rt ado res negativos y pos1t1 vos qn y q:,, son sus 
ra rgas, ~· n y p son los números dP es tos portadores por unidau de vo lu men. S i la conducción la 
rcaliza11 portado res de carga nega ti vos, la carga q del portador será negativa, mienlras qur si la 
co ndu r<' ión la rt>a li zan portado res de ca rga posil i va, q se rá positiva. Como e l s igno de fl depen­
de dt· I signo dC' q,rada lfrmi no c•n la C'XprC'sión para a f'S s iempr<' pos itivo. 

El s igno del portador de carga de la corrient e e léctrica en un metal , se puede determinar 
mediante medidas del efecto Hall. Es decir , cuando una placa conductora que ll eve corriente se 
coloca perpendicularmente a un cam po magnét ico, se establece un campo e léctrico que es 
perpendicu lar al campo magnéti co y el flujo de la corriente. Midiendo la dife re ncia de potenrial 
en tre la s dos superfi cies de l conduc tor, es posible deducir e l s igno y el valor de la can tidad 1/nq, 
ll amada coeficiente de Hall. En este caso, n es e l número de portadores de carga por unidad de 
volumen y q es la ca rga del portador. El campo eléctrico resulta de una acumulación de 
portadores de carga en la superfi cie debido a la fuerza vd x B que se ejerce sobre ellos <'uando se 
mueven con una velocidad de vd a través del campo magnéti co B. 

En a lgunos metales, como zin c y berilio, por eje mplo, el efecto Hall indica que los por tadores 
de carga ne tos son positivos . Esto se interpreta como debido a transiciones de e lectrones de la 
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TABLA 13-1. Coeficiente de Hall observado y número calculado de electrones 
libres por átomo. 

1/nq 1/nq 
Metal c10-10 m3/cou l) Número/ átomo Metal (10- 10 m3/coul) Número/ átomo 

Na -2.5 0.99 Be +2.4 -2.2 
K -4.2 1.1 Zn + 0.33 -2.9 
Cu -0.55 1.3 Cd +0.60 -2.5 
Ag -0.84 1.3 A s +40 - 0.04 
Al -0.30 3.5 Sb -20 0.09 
Li - l.70 J.O Bi - 5000 0.0005 

banda de valen cia llena a la banda de conducción, dejando agujeros (niveles de energía 
desocupados) en la banda de valenc ia. Estos agujeros corresponden a la ausen cia de un e lectrón 
y se comportan de modo semejante a cargas positivas. Cuando estos espacios vacíos se ocupan 
por electro nes que se mueven bajo la influencia del campo e léctrico, los agujeros se mueven en 
dirección opuesta a los e lectrones, como si fueran cargas positivas moviéndose en la dirección 
del campo. En el caso de metales con una configuración atómica s2 tales como el zinc y el 
berilio, la movilidad de los agujeros de la banda s es mucho mayor que la movilidad de los 
electrones Je la banda p . El coeficiente de Hall para estos metales es positivo, ya que el signo de 
dicho coeficiente depende de cual sea el tipo de portador con la mayor movi lidad. 

En la tabla 13-1 se en listan los coeficientes de Hall para algunos metales, así como el número 
de electrones libres por átomo. Es to últ imo se calcula a partir del valor del coeficiente de Hall, 
1/rtq, y la densidad del meta l. En el caso de los álcalis y otros metales covalentes, las medidas 
Hall con cuerdan con un electrón de conducción por átomo. Desde luego que e l modelo de 
e lectrón liurf", en el que se basa e l análisis simple del efecto Hall , no se espera que sea válido para 
roJo,; los meta les. 

13.5 Modelo cuántico del e lectrón libre 

En este punto se recordará la aplicación que se hizo en la sección 11-11, de la teoría cuánt ica y, 
la di striuuc ión de Fermi a los elect rones de conducción en un metal. En esa sección se vió que e l 
potencial en el que se mueven e l electrón puede ser aproximado por un pozo de poten cial 
rectan~ular. Este poten cia l constante suaviza las variaciones periódicas reales debidas a los 
io 11 es e incluye el efecto promedio de los e lectrones restantes. Esto es equivalen te a tratar los 
dec1 rones como u II gas ideal de fermiones dentro de l sólido. Esta ap roximación, que simplifica 
<'n gra11 parle los cálculos mecánico-cuánticos, resulta ser sorprendentemente buena en la 
cktermi nación Je mu chas ele las propiedades observables de los sólidos, como se vió en la 
secció11 11-12 Jonde se utilizó en la descripción de fenómenos ta les como el potencial de 
contacto, y (' I calor específi co electrónico. En re lación con este estudio, se puede utilizar el 
rr>sultado ( 11-56), para la dis tribuc ión en energía de los e lectrones l ibres de conducción en un 
melal, a saber , 

, , , 8 ·rrV(2m3)1 /2 c 112 d<ff 
n(<ff)N(C) d6' = 3 <ll-1! >l kT 

h e P + 1 
(13-3) 

donde n((~)N(6) d6 es e l nú mero de e lec tro nes con energías entre <ff'y <fJ' + d<fJ'en un metal a 
lt>mp<'ra l ura T. La justifi cac ión se encuent ra en que la dis tribución d e estados de energía en una 
banda, <'S casi igual a la d<' elect rones libres, si la energía de Fermi <ff F no se en cuentra próxima a 
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FIGURA 13-4 
Izquierda: Dis tri bución de la energía de e lectrones de conducción en una banda 
parcialmente llena, de anchura ó"nll\x en un sólido a T = O, de acuerdo con e l modelo 
del e lec trón libre. Derecha: Lo mismo a una temperatura mayor. 
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I! 

la part e su perior de la banda. Esta condición se ap lica, por ejemplo, a los metales alcalinos,) es 
la <'ausa del éxi to del mode lo de electrón libre en la descripción de sus propiedades eléctricas. 

Al lado izquierdo de la figura 13-4, se muestra la predicción de (13-3) para la distribución de 
energías de los e lectrones a temperatura de cero absoluto en una banda parcialmente lle11a, 
midiénrlose la energía a part ir de la energía más baja de la banda. La energía máxima permitida 
en la banda es 6 

11111
" y t'Sj., < á''mnx,como se mues tra en esa figura. A temperaturas mayorf-'s 

que ce ro, los elec trones de la parte más alta se excitan y ocupan los c:-stados próximoc; más altos 
disponibles y la función de distribución adquiere la forma que se mues tra al lado df-rec ho <lf' la 
figura J3-4. El número de estados c uánticos en un intervalo de energías entre 6 y 6 + dC 
es e l fac to r N(6) di: de ()3-1), a saber, 

( 3)1/" 
N(<ff) d<ff = 87TV 2m - Ct/2 dC 

h3 
(1 ~1-4) 

En la figura 13-4 N(I:) se muestra como una c urva punteada y corresponde a la densidad rfp 

estados por unidad de volurnE'n. La cu rva con puntos y guiones es n(<&), cor respondiente a la 
di s tribución de Ferm i del número de electrones por es tado. La c urva lle na (só lida) proporciona 
e l producto n(t) N(I:), cor r t'!spondiente a la di s tribuc ión en energía de los electrones o 
número de electrones por unidad de intervalo de energía. 

Ej emplo 1 :l- 1. La energía d t> Fermi, /f 1,., para lirio es 4.72 eV. a T = O. Calcular e l n,ím~ro de 
1·lt>c-tr<>nf'h cf¡, ,·ond1H·<-iñn por unidad de vo lumen en liti o. 

• 
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De (l l -53) se tiene 

ó = !!:_ (3 -")2/3 F 8m rrV para kT « <! F •(13-5) 

J e 111 0Ju que el número J e electro nes libres por unidad de volu men es: 

11= -= - 4' -
. r . (8m}s12 s/ 2 7T 

V 1,2 F 3 

donde mes la masa del elect rón . Ento 11ces, con t!F = 4.72 eV se Liene que 

11 
= ~ = [ 8 X 9. 11 X 10- 3l kg 13/2 (4.72 X 1.60 X I0- 19 jouJe)3/2 

7T 

V (6.63 x 10 3 1 joule-seg) ~ 3 

= 4.64 x 10'.!8/m3 = 4.64 x J 022/cmª 

es e l 11ú111ero de electrones de conducción por unidad de volumen en litio. 
Lo anterior co rresponde exac tamente a un elect rón libre por cada á tomo de litio, ya que el número de 

5 101110:; Je litio por unidad de volumen, e n liti o sólid o de densidad 0.534 g/cm3 , es 

g I mol ., á tomos 
0.534 cm3 x 6.94 g x 6.02 x 10-3 mol = 4.64 x 1022 á tomos/cm3 

Ejemplo J 3-2. Hac<:>r una es timación del número rela ti vo de electrones d e conducción en un metal 
yur so n e xcitados térmirament e a es tados de mayor energía. 

En la figura ¡ 3 .. i se mues tra qu e la mayoría de los e lec trones excitados se encuentran en un 
int er valo :i rf sobre la energía de Fer mi lf F• donde 6. 4' ~ 2kT. Suponiendo que kT « <!' F• el número 
de t· lec trun es exl' rlaJo~ :i ,,. se pueJe calcu lar de 

Di· la Pl'lia1· 16 11 ( 1 :i-.>) •w obti ene ,¡ue para k T « <! F 

\ olt> ( 1 :1. I } s t· uht 1e11e gue, 

l'or lo tanto, 

.A" = _ _ ¡f3/2 rrV(8m)312 

3 1,2 ¡,• 

rr V(8m)3
'

2 

N( <S'F) = - - 4'112 , 2 f¡ 2 F 

6.. 1 • N(<!1,,)kT 
-----., · ..,v 

rr V(8m)s12 e112 , T 2 -¡;:¡ F ,e 

7T V(8m)s12 t5 3/ 2 3 1z2 Jt' 

3 kT 
=--

2 C1,, 

kT 
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La fracc ión de electrones de conducción que puede ser excitarla tfrmicamente, es pequeña. A la 
tempera lura ambien te kT ~ 0.025 eV, y típicamen te c!F ~ 4 eV, de modo que .l. i·¡. f · ~ 1/160. 
Sin embargo. e l n úmero absoluto de electrones de conducción excitados es grande, porque A ·o~ por sí P.s 
muy grande. ~ 

Enseguida, se utilizará el modelo del electrón libre, para calcular la anchura en energía de una 
banda para e l caso simple de un me tal unidimensio nal. Para un e lectrón en e l pozo de pote11cial 
profundo que representa la atracción suavizada de los io nes, distribuída uniformemf'nte a Jo 
largo del eJe :r m ás la repu lsión promedio de los electrones restantes, las eigenfunciones son 
esencialmente ondas estacionarias senoidales de l tipo, 

2'7TX 
'l/J ex: cos -- = cos kx 

l 
y 

2'7TX . 
11' ex: sen -- = sen k .l: 

l 
(13-6) 

donde il es la longi tud de o nda y k = 2TT/il es el núme ro de onda. Las eigenfuncionec; poseen 
nodos e n los ex tre mos del pozo, ya que sus valores tienden a cero fu era del pozo. Estas 
condic iones a la frontera conducen inmediatamente al requisito de 'lue nA/2 = L,donde L ce; 
la lo ngitud del pozo. Cada valor del núme ro e ntero n = 1, 2, 3, .... , corresponde a una 
eigen f unción o nivel de e nergía diferente, si se permiten dos elect rones con spin opue5tos pnr 
nivel. Como la energía para e lec trones libres es <! = p 2/2m = h2/2ml2 = h2n 2/8mL2, el valor 
mínimo de n correspo nde al nivel de energía esencialmen te cero en el fondo de la banda, 
mientras que e l va lo r máximo de n corresponde con e l nivel de energía máxima en la parte 
superior de la banda, cuya an ch ura es aproximadamente igual a esa energía máxima. Si en el 
metal unidimensional de longi tud L hay N iones separados en tre s í por una distancia rt, 
Pn tonces, N = l /a . Como ya se explicó an ter iormente, el número de nive les en la hancla e:s 
justamente igual a N, de modo que e l va lor máximo den también será igual a N. Por lo tanto , la 
energía máxima, o anchura en energía de la banda de l metal 1inidirnensional t'S 

o bien, 

( ¡ 3. 7) 

Este ri>su ltado que depende de a pero que f'S independiente de N, con firm a la n.firmarifín hecha 
:interiormente de que la anchura de la banda depende de la separación entn· lo~ ionf's y no d,,. su 
núrnP.ro l'n la rt"d. 

El mode lo del elect ró n libre proporciona muy buenos resultados para mur'hos mt"tale:,. Es 
Pspecialmente hueno para los metales a lcalinos donde e l tras lape de bandas (<'orno en la figura 
13-3 pa ra el sodio) es tan comple to, qu e la densidad de estados N(6) .:.e comporta corno las 
curvas de la figura 13-4. Si n embargo, la dependencia comoó'1' 2de N(6) ron éf no Ps correrla 
en el caso de una banda aislada. A pesar de que la forma real de la curva de densidad de estados 
depende de la pos ición de la banda y de la Pstructu ra de la red, su fo rma e:, aproximadamente 
s imétri ca, como se muestra en la parte super ior de la figura 13-5, en el sentido de> que> disminuyP 
a cero en la parte s uperior de la banda. 

Para entender como suC'e<le es to, se considera un cristal uni<lim ens io nctl que es tan largo que>, 
rn primer lugar, se pueden ignorar las condiciones a la fron tera en sus extremos. Üec;¡rnés, la.., 
Pigenf11nciones más convenien tes para un electrón libre, son ondas viajeras scnoidales del tipo, 

y ( 1:3-8) 

• 



528 SOLIDOS-CONDUCTORES Y SEMICONDUCTORES 

FIGURA 13-5 
Arriba: Representac ión cualitativa de la den­
sidad de estados como función de la energía, 
en una banda aislada. Abajo: Lo mismo, pero 
para e l caso de dos bandas traslapadas lige ra­
mente . 

N(&) 

N(t,:) 

Niveles 
vacíos 

Cap. 13 

donde las expresiones con exponenciales positivas o negativas describen a un electrón que se 
mueve en la dirección positiva o negativa del eje x. Es más conveniente aún tomar sólo la forma 
tp ex: e'kz, donde k puede ser posi ti va o negativa. Enseguida, se puede escribir la energía <ff' de un 
e lec trón libre en términos de su número de onda k = p/li, donde pes su impulso. Es decir: 

p2 f,2k2 
<ff =-=-

2m 2m 
(13-9) 

La gráfica de esta relac ión es tá en la figura 13-6, en un in tervalo de valores de k que incluye 
tanto valores positivos corno negativos . Un valor posi ti vo de kcorresponde a un electrón que se 
mueve en la dirección pos iti va de x, y el valor negativo de k corresponde al movimiento en la 
dirección opuesta. La energía depende de k 2 , y son simétricas respecto a k = O. Comparando 
(13-7) con (13-9) se puede ver inmediatamente que 

FIGURA 13-6 
E,wrgía de un e lei-trón libre g raficada como 
func1ú11 dd número de onJa k. Los pun tos 
i 11d 11·a11 f•sq uemát icamen I e, los valores pcr· 

111itiJo..,, u11 1f'or111ernent f' f'S pa1~1a c..los, de k. Pa­
ra la pri,111::ra banda del crista l, iodos estos 
H il11rf's ljLlt'<la11 <lcnl ro d1·I intervalo -TT/a~ 
/, ~ + 1T/t1,dü11d1· a ps la sc¡.,arac ió11 entre 
lo.., ¡,.,w., d1• una n·c.l u111dime 11 ,,io nal en la qu e 
,·1 ,·lt·l'I rú11 se 1111it·v1• liLrPmcn t<· . - 1r/a. 

( 13-1 O) 

u + 1r/a 

, 1 
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F I GUR A 13-7 
Se muestra la dis tribución uniforme de los 
valores pe rmitidos de las co mponentes x y .Y 
del vector d e onda para un elect rón libre en la 
prime ra banda de una red cuad rada, bidimen­
sional , con separarión interióni ca a. 
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dN« kdk 

t.:.:.:.:.:..:.:.:==..:..:..:.:~~.:..:.i:::::~.c.:.:~.:.:.1 - Tr /(1 
- rr/a + 7r /n 

Es decir, los valores de k que corresponde n al valor máximo de C en la bancla son --;rf a v 
+ 7Tja, y el valor de k correspondien te a l valor mínimo C = O, es k = O en el medio dPl 
in tervalo, como k ex: 1 /Ji. ex: n y n = 1, 2, 3, .. .. , en ton ces, los valores die k permitidos por las 
condiciones a la frontera, se e nc ue ntran equidis tantes en todo este interva lo . Cada u no de ellos 
está a sociado con un es tado c uá n ti co diferen te del electrón. 

Considérese a ho ra un me tal bidimensional c uyos iones se en cuen tran igualmente espaciados 
a una dis tancia aen ambas direcciones x y y . Los valores permi t idos de las component e1, x y Y del 
núm ero de onda, kx y k

11
,se e nc uen tran unifo rm ement e dis tribuídos e n la banda, Pn un 

in tervalo que se ext ie nde de -n-fa a +7T/a, como se muestra en la figura 13-7. Cada pareja J e 
valores kx, y ,kv define un punto que especifica un estado cuántico. Para un e lectrón libre en 
el metal, estos pun tos se enc uentran un iformem ente dis tr ibuidos dentro del cuadro . Un círculo 
de radio k respecto al o r igen, donde k 2 = k ; + k~, pasa por todos los estados de ig ual energía, 
ya que en dos dimen siones, la ecuac ión (13-9) q ueda , 

IJ -
2m 2m 

El número de estados dN, para valo res de k e n el inte rvalo e ntre k y k + dk es igual al ntímc>ro 
de puntos conten idos en el área demarcada entre k y k + dk. Como los purttos c;p encuentran 
di s tribuidos uniformemen te, este número se rá proporcional a l área. En la figura se muesl raque 
sie mpre que k < -;r/a, dN aumenta conforme aumenta k; específicamente dN = 2rrk di,. 
Cuando k e mpieza a re basa r rr los aumentos s ucesivos de k produ<'en una disminu ción en r/N. 
Por lo tanto, dN/ dk = N (k) e l número de estados por unidad de interva lo de número de onda 
aumenta desde cero, para k peque ña, alcanza un máximo y vuelve a cer o cuando k alcanza el 
valor más grande perm itido pa ra la banda de l me tal bidimensional. 

Al convertir estos resu ltados de N(k) a N(6),el núme ro de es tados por un idad de energía 5<' 

enc ue n t ra PI mismo <'Omportamiento gen era l. También es válido para un metal tridim <"nsional 
rea l. F:s dec ir , la densidad de estados N(t) aumenta desde cero, para {f peque ña (fondo de la 

handa) , a lcanza un máximo, decreciendo después has ta cero para el valor máximo t mnx qut> se 
e ncuentra en la banda (parl e superio r de la banda). El comportamiento detallado de N(I,) 

depPnde de dos d<"Lalles geomét r icos del arreglo de los iones en e l metal crista lino. así cn rn o 
tamhién e l va lo r exac to rl e/,';1111 " . in embargo, el comporta mi ento general s iempre es romo -,p 

indi có y e l valor de IJ ,,,ax se ob t iene aproxi madamt>nte df' ( 13-7) s i a se interpreta romo lr1 
di s tancia e ntre io nes característ ica cle l c-ris ta l. 
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J 3.6 Movimiento d e e lectrones en una re d periódica 

El modelo del electrón libre que se ha utilizado, ignora los efectos debidos a in teracciones de los 
electrones con la red cristalina. Se empezará a considerarlos haciendo algunas afirmaciones 
generales acer ca del efecto de la variació n periódica en el poten cial. Por un lado la periodicidad 
de la red tiene e l efecto de que las funciones de onda pa ra una red infinitamente larga ya no sean 
ondas senoidales viajeras de amplitud constante, sino que presentan la periodicidad de la red en 
sus amplitudes. Además, los e lectro nes pueden ser dispersados por la red . De la misma manera 
como una onda electromagnét ica sufre una " re flexión" de Bragg, al sa tisfacerse la condición de 
Bragg; asimismo, cuando la longitud de onda de de Broglie del e lectrón corresponde a la 
perio<licidad del espaciamiento de los iones, e l electrón inte rac túa particularment~ fuerte con la 
red. Se verá que estas modificaciones resultan, en tre otras cosas, en cambios de la resistencia 
del cristal a la conducción de e lectr icidad . 

El enfoqu e u ti lizado para encontrar las en ergías permitidas de los electron es en sólidos, ho 
sido el de co nsiderar e l efecto de formar un sólido al ir aproximando los átomos que lo 
constituyen. Por ot ra parte, si se hubiere empezado por modela r el potencial pe riódico que 
experimenta un electrón en la red cris ta lina, por una serie de pozos cuadrados y barre ras de 
potencial, entonces, si se resue lve la ecuación de Schrodinger pa ra ese potencial , se encuentra 
que las solu ciones son ondas senoidales en ciertos intervalos de ene rgías (las bandas permiti­
das), y ondas exponenciales decrecientes, en otros intervalos de energía, (las bandas prohibi­
das). Este enfoque permi te cálculos cuantitativos detallados, pero aquí se presenta sólo cual ita­
tivamen te. 

A pesar de que los electro nes tienden a s uav izar las variaciones del potencial debido a los 
iones, dicho potencial no es constante sino que varía de modo periódico. La forma real del 
potencial de termina la solución exac ta de la ecuación Schrodinger para un electrón en la red 
c ristalina, pero la carac te rís tica más im portante del poten cial es su periodicidad. El efecto de la 
periodicidad es e l de cambiar la eigenfunción correspondiente a una onda viajera de una 
partícula libre de modo tal, que en lugar de que tenga ampl itud cons tante, tien e una amplitud 
variable que cambia con el pe riodo de la red. Si la periodicidad espacial de la red es a, enton ces, 
ne acuerdo con Bloch , las eigenf u nciones para un sistema un idimensional no tien en la forma de 
una onda viajera de par t ícula libre 1¡,(.r) = Aeikx de (1 3-8) , sino que tiene la fo rma : 

-ip(x) = u/x)eik:c (13-1 la) 

donde la per iodic idad de la re<l requ iere que: 

u¡.(.t) = uk(x + a) = uk(x + na) (13-llb) 

donde n es un en tero. Por lo tant o, e l efecto de la periodicidad es el de modular periódicamen­
te la solución para la am plit ud de l electrón libre. La función de on da es : 

\f'( x, t ) = uix)ei<k:c-wt> (13-12) 

donde el segundo factor (exponencia l) describe una onda de longitud onda íl = 2n-/k que v1a1a 
hacia +x si k > O y hacia -x si k < O, y el primer factor uk(x) describe la modulación. La 
función uk(x) se parece a la e igen función de un átomo aislado. Su forma exacta depende de l 
potencial particular que se suponga y de l valor de k. Una buena aproximación para V(x) de un 
cristal es un arreglo de pozos y barre ras rectangulares de potencial que tien en la periodicidad de 
la red, como se muestra en la figura 13-8. Cada pozo de potencial representa una aproximación a l 
po tencial producido por u n ion. Este es e l modelo de Kronig-Penney que, desde luego, es más fácil 
de tratar matemáticamente, que e l caso real , pero que mant iene todas las característ icas 
importantes. Enseguida se examinará e l modelo con más de ta lle. 

Para pozos profundos y ampliamente separados, e l e lec trón de no muy a lta ene rgía se 
encuentra prácticamen te ligado J en t ro de un pozo, de modo que los e igen valores más bajos son 
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,-\í\í\(\(\í Potencial 

real 

T 
Vo 

FIGURA 13-8 

1.-. a --1 

Potencial-modelo 
de Kronig-Penney 

Ilustración de como se puede aproximar el potencial para un electrón que se muevef'n 
una red peri ódi ca mediante el mode lo de Kronig-Penney que cons iste e n un arreglo de 
pozos y barreras rectangulares de potencial. 
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los correspondientes a un sólo pozo. Para pozos que se encuentran más prox1mos, las 
e igenf unciones pueden penetrar las barreras de potencial más fác ilme nte . Esto produce un 
ensanchamiento de lo que anteriormente era un sólo nivel, para más de una banda de niveles 
de ene rgía. A medida que la separación entre los pozos se reduce, la banda se vuelve más ancha. 
De hecho, en el límite, cuando la anchura de la barrera es cero, se obtiene un sólo pozo 
infinitamente ancho en el que todas las energías son permitidas , es decir , se obtiene el modelo 
de l e lectrón libre. En la figura 13-9 se comparan las energías pe rmitidas para un p ()ZO senci llo 

11/Vo 

2.0 

, . . 

1.0 
/ 0.86 ____ _ _ ___ .,,, --

0.51 ----------< ..._ 

0.23 ________ ...,. 

------------0.058 - - -------

Un solo pozo de potencial Arreglo periódico de pozos 

FIGURA 13-9 
Izquierda: Energías permitidas para un e lectrón en un solo pozo de po tencial. DerPcha: 
Ene rgías pNmitidas en un arreglo pe riódico de pozos y barreras. Los niveles que se 
muestran corresponden a una int ensidad del pozo dada por 2m V0 / 2/l, 2 = (11)2, y un 
espesor de la ba rrera dada por b = J / 16. Obsér vese co mo aparecen bandas prohibitlas 
aún para ene rgías¿ mayores qu e V0• 
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c-on las <le! modelo de Kronig-Penney de un arreglo de pozos y barreras. Obsérvese que cada 
bau<la pe rmitida corresponde a un nivel discreto de un pozo sencillo y que las bandas prohibidas 
aparecen aún para energías C mayores que V0 , o sea, k. profundidad del pozo. La anchura de las 
bandas p uede aprox imarse a la anchura de los niveles cuando a aumenta (la anchura de los 
pozos individuales l permanece fija) y tiende a un continuo, a medida que a disminuye. 

Al reso lve r la ecuación de Schrodinger para el modelo de Kronig-Penney, se deben satisfacer 
las concJiciones de continuidad en 't/J y d'tJ)/d t, de la misma forma como se hizo en el caso del 
pozo redangular. Esto res tringe la val idez de la solución de Bloch, (13-lla) y (13-llb) a ciertos 
in tervaJos de energía dando así las bandas permitidas. Para valores de la energía en las bandas 
prohibidas, las eigenfunciones decaen rápidamente a través de un factor exponencial real. La 
expresión ó (k) para las energías permit idas en términos del número de onda k del electrón es 
más complicada que la correspondiente al e lectrón libre, pero las discontinuidades en energía 
siempre ocurren en va lores k dados simplemente por , 

k = ± ~ ± 27T 37T . 
' ' ±- , ... a a a (13-13) 

en Joude a es la pe riodicicJad de la red. En la figura 13-10 se presenta una gráfica de C (k). A los 
valores de k iguales a los especificados en (13-13) se obtienen discontinuidades en la energía, 
mient ra:, que pa ra valores de k lejanos de esos valores , las energías son muy parecidas a las del 
e lect rón libre que se indican en la c urva discontinua de esa figura. De la figura, es evidente el 
origen de las bandas permitidas y prohibidas . Cada banda permi tida corresponde a soluciones de 
la ecuación de Schrodinger en la que el número de onda k toma valores positivos en un intervalo 
de anch ura -:J y también valores negativos en un inter va lo de la misma anchura. Obsérvese que 
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En e rgías perm itidas e n una red unidime ns ional de pe riodi c idad a, com o fun ción del 
n ú me ro de onda k. Para compa rac ión , la curva discontinua proporc iona el resultado 
df'bido a l mode lo de l e lec1ró 11 libre . Las bandas de e n e rgía permitidas y prohibidas qu e 
rc:-.u l1 a 11 se m uestran a la de recha. 
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lo anterior con cuerda con la conclusión obtenida desde un punto de vista muy diíPrt>nte en la 
última sección y expresada en (13-10) . 

Desde este punto de vista, los intervalos entre la parte s uperior de una banda permitida y la 
parte inferior de la siguiente hacia arriba, se pueden entender como consecuencias de una 
reflexión de Bragg de la onda viajera que representa al electrón propagán dose por la red. Si una 
onda que viaja hacia la derecha incide sobre un conjunto de barre ras que representan regiones 
entre los iones de la red; espaciadas una distancia uniforme a, será par cialmente reflejada por 
cada una de es tas barreras. Por lo general, las ondas reflejadas que viajan hacia la izquierda no 
estarán exactamente en fase entre s í y por lo tanto no podrán combinarse constructtvamentP 
para producir una onda reflejada neta de amplitud grande. Sin embargo, estarán en fase si la 
longitud de onda A de las ondas incidente y reflejada, está relacionada con el espaciamiento a a 
través de la versión unidimensional de (3-3), la condición de Bragg . 

2a = A, 2J, 3)., . .. r n-14) 

En este caso, 2a es la di stancia ex tra que viaja por la re flex ión de barreras sucesivas, ele modo 
que si es igual a un número ente ro de longitudes de onda A las ondas reflejadas estarán 
exactamente en fase y habrá una onda reflejada ne ta cu ya amplitud sea igual a la amplitud dt la 
onda incidente. Ya que A = 271'/k, la condición de Bragg es 2a = 271'/k. 2(27r/k). 3(27Tlk) 
... , o bien , k = ±7r/a, ± 27T/a, ± 3TT/a, .. . , donde se han introduc ido los signos± para 
tomar en cuenta el hecho de que la onda incidente podría moverse hacia la izquierda (hacia - t) 
o hacia la derecha (hacia +x). Comparando con (] 3-13), se puede ver que los valores de ka los 
cuales ocurren las discontinuidades en C(k) son justamente aquellos valores del número dt> 
onda para los cuales la longitud de onda A sati sface la condición de Bragg para reflexión 
construct iva. 

Las discontinuidades en sí, ocurren porque hay dos modos diferentes en q ue la amplitud de la 
onda reflejada es igual a la amplitud de la onda incidente, en cada valor crítico de k dondP estac; 
amplitudes son iguales. Por ejemplo, considérese una onda incidente de amplitud unitaria 
moviéndose hacia la der echa a lo largo del eje x con k = 7T/O. La e igenfunción dP la ondn 
viajera que describe és to es, e1k.r = /"x'ª . La onda reflejada, que también poseP amplitud 
unitaria para este valor de k, es e -ikx = e -iTTxln. La e igenfunción total se obtiene sumando estas 
dos, o bien , restándolas . De la primera posibi lidad se ob tiene 

y de la segunda 

.l / l ·e ' l 7T v1 = eª "ª .e+ e-' "·" x oc cos - :t: 
a 

V' = i<11ln)x - e-il11/"l:r OC sen~ X 
a 

(] 3-15) 

(1.3-16) 

En ambos casos, la onda refl ejada ti ene la misma amplitud que la onda incidente y por lo tanto se 
combinan para dar una onda es tac ionaria; sin embargo, ambos casos difieren de mo<lo muy 
significativo en lo que respecta a la pos ición de los nodos, de la onda es tacionaria y por lo tanto, 
en la pos ición de los máximos y mínimos de la densidad de probabilidad 1p*'/J· En el caso en que 
V' oc cos 7r:r:/a, la densidad de probabilidad será máxima en x = O, así como también en x = 
±a,±2a, ±3a, ... ,mientras que para ·tp ce sen TT.1:/a la densidad de probabilidad será cero 
en todos esos puntos. Si ésas son las posiciones de las barreras entre los iones, el e lectrón 
descrito por ,¡1 experimentará una repulsión mayor y, por lo tanto , tendrá una energía mayor 
en el caso del coseno que en el caso del seno. Si estos puntos corresponden a la posición de los 
iones, la si tuación se invie rte. Pero la conclusión básica (que hay dos en ergías rliferentes 
{; correspondientes al mismo valor de l número deondak cuandokescualquierade los valores 
dados por (13-13)) es independiente de cómo se defina el origen del eje x . 
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Examinando una vez más la función <f(k) que se grafica en la figura (13-10), se pueden ver 
los dos valores diferentes de C en cada uno de los valores críticos de k, donde ocurrirá la 
reflexión de Bragg. Puede verse también, como esta circunstancia ocasiona que la curva C(k) 
tenga una desviación, en forma de S, de la curva paraból ica para un electrón libre en cada región 
entre los valores críticos de k. El intervalo de valo res de k, entre -7Tja y +7T/a define lo que se 
denomina primera zona de Brillouin. Los valores de k comprendidos entre-27T/a y -7T/a y 
entre +1r/a y + 27T/a definen la segunda zona de Brillouin, etc., como se indica abajo del eje k 
en la figura. 

13.7 Masa e fectiva 

Al estudiar el comportamiento de un electrón en una red periódica bajo la influencia de un 
campo eléct ri co ex terno, es muy conveniente introducir el concepto de masa efectiva del 
electrón. Esto se puede hacer utilizando una relación desar rollada en la sección 3-4 para 
describir el movimiento de un electrón en términos de un grupo de ondas viajeras. De acuerdo 
con (13-13b), la velocidad 9 de ese grupo sería igual a la deriva de las frecuencias v de las 
ondas viajeras senoidales componentes, con respecto a sus longitudes de onda recíprocas k. Es 
decir, 

dv dw 
g=-=-

dK dk 

donde i• se convierte a la frecuencia angu lar w y K al número de onda k, multiplicando y 
dividiendo dv/dK por 27T. Para recordar al estudiante el significado de esta relación, se 
aplicará el caso sencillo de un electrón libre , cuya energía es: 

p2 ñ2k2 
<Íi=- =-- = ñw 

2m 2m 

La última igualc.lad depende de la relación de Einstein-de Broglie C = hv = /iw. Evaluando 
dw/dk de es ta expresión, se tiene que 

dw ñ2k ñk p m v 
g.o,-----------V 

dk 2m m m m 
(13-17) 

Se obtiene el resultado correcto de que la velocidad de grupo g es igual a la velocidad v del 
electrón cuyo movimien to está representado por el grupo. Desde luego que este resultado es de 
validez general. 

Enseguida , se considera un electrón en una red unidimensional, cuyo número de onda 
depende de la energía e n la forma C(k) que se ha venido anal izando. A este sistema se le aplica 
un campo eléctrico externo E. En un tiempo dt, el electrón de carga q se mueve una distancia dx 
y el trabajo realizado por el campo externo, será la fuerza aplicada qE multiplicada por dx. 
Como ésto es igual a la magnitud de l cambio en la energía del electrón dC util izando (13- 17) se 
obtiene 

dt' = qE dx = qE d:i; dt = qEv dt = qEg dt 
di 

l'ero dr e = ñw también se tiene 

dw 
dC = ñ dw = ft - dk = ñg dk 

dk 
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comparando, se obtiene que 

qE dt - ñ dk 

o bien, 

dk 
ñ- = qE 

dt 

S i se toma la derivada respecto al ti empo de 

se obtiene 

dg 

dt 

o bi en, utilizando (13-18) 

dw 1 dC 
g=-=--

dk ñ dk 

=---=-----
ñ dt dk li d k dt 

dg _ ! d
2
C E 

dt - r, 2 dk2 q 

fz dk2 dt 

Una vez más, empleando (13-17), lo anterior puede escribirse como, 

dv qE 
-=-
dt m* 

donde 

1 1 d 2
~ 

m* = ñ2 dk 2 
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(13-18) 

(13-19a) 

(1J-19b) 

La cantidad de 1/m* es el recíproco de la masa efectit•a del e lec lrón en la red cris talina. 
El electrón que se está es tudiando se mueve bajo la influenc ia de fuerzas in ternas que ejercen 

sobre é l los iones de la red, y una fu e rza ex terna que ejerce sobre él e l campo eléctrico aplicado 
E. Si se desea, (13- l 9a) puede ser utili zada para es tudiar el movimiento en términos de la fuerza 
Pxterna solamente, ya que esa ecuación ti e ne la fo rma de la ley de movimiento de Newton: 
acelt>ración es i~ual a la fuerza ex lerna div idida entre la masa. Desde luego 'lue los ef ectos debido:; 
a fu erzas inte rnas ya están inc luídos en la ecuación. Sin embargo, aparecen en la masa efectiva 
J /111* únicamente, la cual puede toma r valores bastan te dife rent es del recíproco de la masa 
verdadera del e lec trón , J/ m. 

Las propiedades de la red determinan 1 /m*ya que, como se vió antes en la sección precedente, 
de t<'rminan la forma de la fun ción o (k) y también su derivada d 28 (k)/ dk2 que aparece en (l3-
l 9h). En la figura l3- l l se mues l ra la primera y parte de la segunda zonas de Brillouin para un 
rri s tal unidime nsional. La cu rva sólida es ¿ (k) y la curva parabólica punteada es la relación 
para e l e lectrón lihrf' ó = h2k 2/2m. Cerca del centro de la primera zona, donde ó~(k) -:::::::. n2k 2/2m, 
J /m* = (r/ 26 /dfc"l) /n2 -:::::::. (li22/2m)/ñ2 = 1 /m. Por lo tan to, e n es ta región la red tiene muy 
poco efec to sobre e l electrón, ya que su recíproco de la masa efecti va es casi igual al recíproco de 
la masa e fec l iva y respo nde al campo eléctri co aplicado como si fue ra un e lectrón esencialmente 
libre. La curvatura de la función C (k} ca mbia sign ificativamentedela curvaturade laparábola, 
al proceder en cualquier dirección a partir del centro de la zona lo que provoca cambios dramáticC's 
e n e l recíproco de la masa e fec ti va del electrón y, por lo tan to, en su respuesta al campo aplicado. 
Como d 2/; /dk 2 se hace cero y luegu se vuelve nega tiva y de magnitud grande,a medida que le se 
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FIGURA 13-ll 
Ilustración <le la masa efectiva recíproca en 
varios p11ntos de la primera y segunda zonas de 
Brillouin para una red unidimensional. Los 
puntos <'11 el eje de las k inJican los valores 
permitidos y uniformemen te distribu idos dek. 
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a¡.,rnxima a cualquiera de las fronle ras de la primera zona,1/m*hace lo mismo. Por lo Lanto, en la 
fJUrtc superior del in lervalo de ene rgías de la banda correspondiente a la primera zona, el 
electrón en la red responde d e modo muy di feren te al campo eléctrico aplicado, en comparació n 
como la haría s i fu era un e lt>c lrón libre. Donde 1 /m *es cero , una fuerza aplicada dada qE no 
01..:asiuna aceleración e n e l electrón, y cuando 1 /111* es negativa, la fuerza produce una 
éH.'.eleración en dirección opuesta a la que experimentaría e l electrón libre. (Esto no tiene que 
\ t'r 1·011 t>I s igno de la carga e lectrónica, lacua l paraevitarconf us ión ,seha escrit o como q e n luga r 
de ·e). Para la segunda zona de Brillo uin, en e l fondo de la banda de energía,1 /m*es positiva pero 
aprec,alilcmcnLe mayor que 1/m para un electró n libre, de modo que la fu erza apl icada produce 
u na a,·elerac ió n Jcl e lectrón en la red rela ti vamenle grande. 

La re~puc::,la de un electrón en un cris tal a un campo e léc tri co aplicado puede ser entendida 
Pn I érrni nos de la ma ne ra como se refleja la onda e lectrónica por las barreras de potencial 
lontl izadas entre rada par de iones. En el fondo de la primera banda de energía, donde la 
magnitud d el número de onda tiene el va lor lkl ~ O prácti came nte no hay reflexión, ya que la 
cu11Jic ion de Bragg lkl = 7r/a es tá lejos de sa ti s face rse. Al apli carse e l campo, la fuerza que 
¡,rnclure au mentará el impulso d el electrón y el trabajo que realiza aumentará la energía del 
c lC'l'lrón. igua l que en el caso de l electrón libre . Más arriba en la banda, cuando /kl se acer ca al 
valor níLico tle Bragg rr/a, la re flex ión empieza a volverse apreciable. En esta región , el trabajo 
rra l1zaJu ~obre el ele<· trón seguirá aumentando su e nergía, pero ésto aumenta la can tidad de 
r, íl('xi6n y reflexión corresponde a invertir el s igno de s u impulso. En el punto donde 1/m*=O, 
la ganani..:ia de l im p ulso positivo debido al campo aplicado que act.úa directamente sobre el 
tlt>l tr c'm se compPnsa exa ctamente po r la ganancia de impulso negativo debido al aumento en las 
reflexiones del e lcct rón de los io nes de la reJ. En esta situación e l cambio neto en la velocidad 
del <' lel'trón es cero y desd e el punto de vista de su respuesta al campo aplicado, e l electrón 
pos,•,•, dC' moJo cfect ivo , masa infinita o masa recíproca cero . (Desde luego que la red recibe 
i rnpu h,o t•11 e l ef edo ge nera l de aplicar un campo, pero no el electrón). En la parte superio r de la 
ba11d.1. la ma~a efertiva rec íproca es grande y negativa ya que e l aumento e n las re flexiones que 
n·sultuu d<' la aprox imació n de la condic ión de Bragg para reflexión perfecta, es mucho más 
:-.ignif'icati vo l'll cambiar e l i111pu lso J e l electró n que la acción direc ta de l campo aplicado. Esta 
:-.it11.:wi(111 ~t' invierlf' t- 11 e l fon do de la s igu ie nte banda hacia arriba y, por lo tanto, la masa 
t'fr·<'l1va recíproca es gran<le y positiva e11 ese punto . 

Lu masa ,~fec li va 1an1hi én se utiliza, de un modo un tanto difere nte, para comparar para varias 
l,anda::-, la 1·un•a1 ura de la fun ció 11 C(k) en las regiones cóncavas hac ia arriba, aproximada-
1r11·11t1· ¡,arauólicas, que !->P e nc uentran cerca de la pa rte superio r d e las bandas . S i se to ma el cero 
d1• la A para que· esté en la fo nLe ra de la segunda zona , y e l cero de <ff> se toma e n el fondo de la 
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banda correspondiente, entonces <f(k) para la parte de la segunda zona c¡ue se mues t rn Pn la 
figura 13-11, puede escribirse como, 

C(/c) ~ ñ.21<.2 
2m* 

(l ~-20) 

S i la curvatura de <ff'(k) es g rande, de modo que tS' aumenta rápidament e con fo,·m e k aumenta 
e ntonces J /m*es grande en es ta expresión. Como los valores de/ese en cue n tran u nifo r mementP 
di s tribuidos a lo largo de l eje k de la figura 13-] 1, la den sidad de niveles correspondiente a In 
largo del eje, será baja s i <f aumenta rápidamente conforme a ume nta k. Por lo tan to, la ma~a 
rec íproca tambié n se puede utilizar para comparar densidades de niveles de las bandas, l:"'n 
regiones donde están sujetos a (13-20). Si la de ns idad de niveles es relativam ente baja, J/m*es 
rela ti vamente grande; s i la densidad de niveles es re la ti vam ente a lta, 1 /m* es relat ivamPnt<> 
peque ña. 

El concepto de masa e fectiva es útil e n una gra n variedad de fo rmas. Por ejemplo, la Lt>oría 
clásica acerca de l comporta miento de portadores de carga bajo la influencia de un campo 
e léctri co aplicado s<> resume en (13-lb), que predice que la ronductividad elértrica <"l d ,~I 
material que cont ie ne a los portadores, es proporciona l al recíproco de su s masas . Esto se p11lAd t­

modifi car fác ilmente para tomar en cu enta e l comportamiento c uántico dP lo~ e lertronPs 
portado res de carga e n una red cris talina , s us tituyendo la masa rec íproca verdadera, por la rnao.;a 
recíproca efec ti va, obt f' ni éndose 

1 
O' ex: -

m* 
( 13-21_) 

Co ns idé rese e l hie rro. Los e lec trones de valenc ia de este me ta l llenan sus bandas ~id 
parc ialme n te, que se e nc uentran traslapadas y son angostas ya que la subcapa 3d es una subcapa 
interna e n el elem e nto de transición hierro, de m odo que e l desdobla mient o del nivel 3d atómiro 
f' n las bandas 3d, no es muy pronunciado. Dado que las ba ndas son angostas, la densidad dt· 
n ive les es a lt a. Po r lo tanto, la masa e fecti va rec íproca es peque ña para los elec trones implicados 
Pn la condu cción eléc tri ca del fi e rro , s ie ndo e l va lo r de l /111 * aproximada mente 0.1/111. 
Consecue nte mente, es te metal no es un bu en conducto r elPctri co. La razón es que parn el <'n hre, 
las bandas 3d se e nc ue ntran lle nas y los elec tron es de conducción son elec tro nes 4s, los cualPs 
.;e e n cue ntran en una banda mu y a ncha (tras la pa las bandas 3d), con una baja dPn sidad de­
nive les y una masa e f eC' ti va recíp roca grande( l /m*es a prox imarla me nt e igua l a J / m). La banda 
,ls es a nc ha , porque és te es una suhcapa extern a de l á tomo y, po r lo tan to, f'l desdoblamiento en 
e l cri s tal de los n ive les 4s es grande. El result ado es que la condu <' t iviclad del rohrc p,:,; 11n ordf'n 
de magnit un mayor c¡ue la condu c- Li vidad de l hierro. 

l)f• lw h ar·,· r ..,i· no ta r que <> I 11 so el<> In masa PÍf'C' ti va recíproC'a f'n (l:{-2 1) significa lomar en cuenta la 

i11ílu1·1H' Ía dt· 11na rt>d rric; talina p«>rferta sohrP PI movim ient o a<·ele r a d o ele 1111 ele,·trón Pll 11n <'81ll(H• 

Pl<'<' lri<'o aplicado. Com o se t'Sl udi ó e n la ~t'o'c ión l ~- '1-, e l movi m ient o a<'elnnc.lo rien .. l11gar entr,· la:­
n d 1-.io1H''i dC' loe; C' IC'ct ront>s ro n las im perfpc1•io nes q11 <' r ealm Pnl P S<' Pn<'11 Pn l ran c•n la red de 11n n1a1 ... rial 

rt>al, d e bidas a l movi m ien to térrn i,·o dt> lo-. io1H's ó ahiones de impu reza. Estas colisionPs 1ii>1Hl1·11 '.l ha,'t' I 

qui· e l mov im iP n to elec lró niro '-<'ª a lt>a lo r io. ocasio 11a ndo <¡ u e e l mov im iento e le('trónico general s,·a di' 
d e ... via"1ó n o cl1• arra,. tr<' <'on u na v!' lo<' idaJ ¡iropor rio na l a la int e ns idad rie l cam po aplic:ido, t>n contrni.tP 

, ·011 1111a vt>lor·1dad si<-'m p n• 1·n·r in11e con a <·e lerarión proporc·io n a l a la int e n s idad del campo. Si no l111hiPst· 

1mp1·rfrc<'ion .. -; de la re d . despué:, de la a pl ic-a,-ión df' u n campo fijo, la co r rien lE' elec t rónir·a aumentaría 
1·011 el I iPmpo hasta airan zar valorf'S la n g ra ndes q u e sólo es ta r ía limi ta d a por considnacio1ws prart1cas 

q 111-- no lit>nen nada q ue ver f'O n la inl C' ns id a d de l ,·a m po o c-on las p ro pied ades del ma lPria l. Bajo t>c;as 

,. , rt·u 11:,Lanri a .... ;.,e podría de,· ir <¡ ue e l m a t Pria l t ie n p resis te nc ia cero (o a l m e nos se dir ía CJ UI' no est5 sujc>ta 
a la 1,·y dt' 0 11111 ). Ü <' esta ma ne ra, la prese nc ia de una r esis tt>ncia d ifc rc nl c d P. cero, o <'onduclividad 110 

i11 íi 1111 a. :,e· rl 1· lw a la p rese n cia d P impe rfeccio nes de la r ed. De h ech o, se p uede ve-r q11P la rt>c,is tenC'ia dt' 1111 

m(·tal a11 nwr1 1a r·onform e a um Pn ta n la le m per a tura y la eo nren lrac ión de impu r<>1.as. Üf' cua lqui,•r forma, 
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PI valur dl' 1 / 111':'quc tien e que ver co n las propieuades de la r ed perfecta, afecta los valores de la resistividad 
o 1·tmdllt'I i vida<l ya que influe n c ia la ganancia de velocidad promedio entre co lisiones con imperfecciones 
qu e proH11·u 11 mov imie1110 aleatorio y que determinan la velocidad de desviac ión o arrastre. 

En si r uaciones e n las que lodos los niveles de una banda aislada se encuentran lle no:,, 
exceptuando aquellos muy cercanos a la parte más superior , es conveniente pensar en términos 
Je agu¡ero:, representando la ausencia de electrones en lo que de otra forma sería una banda 
completame n te llena. Como la ausencia de un e lectrón cargado negativamente es equivalente a 
la presencia de una carga pos itiva, los agujeros se comportan como si estuvieran cargados 
positivamente. Además, como la masa efectiva es negativa para los nive les cercanos a la parte 
s uperior de la banda, los agujeros que describen la ausen cia de una masa efectiva negativa, se 
comportan como si tuvieran masa efectiva positiva. En las secciones siguientes se tendrá mas 
que dec·ir acerca de é llos. 

13.8 Sen1iconductores 

Lo~ semiconductores son de gran interés puesto que su comportamiento es la base de muchos 
dispositivos e lectrónicos prác ticos, tales como los transisto res. Asimismo, constitu yen ejem­
plos excelentes de las ideas estudiadas en las secciones anterio res. Los semicondu ctores son 
sólidos covalentes que pueden ser co nsiderados como "aislantes" puesto que su banda de 
va lencia se e ncuentra comple tamente llena y la banda de conducción completamente vacía a la 
te mperatura de cero absoluto, sin embargo, poseen un intervalo de e nergías prohibidas entre las 
bandas de conducción y valencia de no más de aproximadamente 2eV. Para silicio, este 
intervalo de e 11e rgías prohibidas es de 1.14 e V y para germanio, el intervalo es de 0.67 e V. A 
pe!:>ar de que el valor de la función de dis tribución de Fer mi que gobierna las poblaciones 
rclati vas de un es tado de energía e n la banda de conducción respecto a un estado de energía en la 
banda de valenc ia ,es pequeño puesto quekT'.:::'.0.025eVa temperatura ambien te,el número de 
esla<lo!) di sponibles e n la banda de conducción es alto. Por lo tanto, la excitación térmica de la 
banda de valen cia a la banda de conducción ocurre para un número significativo de electrones, 
5ie ndo este número el producto del número de elect rones por estado cuántico y el número de 
c::. lados cuánticos por inte rvalo de energía. Además, la condu ctividad de un semiconductor 
aumenta rápidamen te conforme aumenta la temperatura, por ejempio, el número de electrones 
excitados en silic io, aumenta por un factor de aproximadamen te 10 9 al duplicarse la tempera­
r ura de .100'' Ka 600º K. Como la banda de valen c ia se e ncuentra llena a bajas temperaturas, con 
los c ual ro ele<'lrones de valencia del sili c io o del germanio formando enlaces covalentes, cada 
t'X<' 1l:1c1ón c lcc tróni<'a de la banda de conducc ión deja un agujero en la banda de valencia. Estos 
agujeros, ac tuando como portadores de carga positiva, también contribuyen a la conductividad. 
En la figura 13- 12, se mues tra el esquema de bandas para un semiconductor. 

La conducti vidad Je los semiconductores que resu lta de la excilación térmica, se de nomina 
conduct1t·idad in trínseca. Existen otros modos de es timular la conducti vidad, tales como la 
fo tocx1·1tac ión. El inl<'rvalo de e nergías proh ibidas e n semiconductores es equivalen te a la 

FIGl fHA 1 :{- 12 
b ,t¡uPmu d<· ba11dus para u11 s<'nri co ndu c lor, 
<·11 PI l'Ual d rnterval o Jt• «·nergías prtJhihidas 
Pfll rl' la l,a,1da de va li· nc ía i111 c ialrn c 111<• lic ua )' 
la l1a11da d,, condu rr1ón inicialmente vacía, es 
¡wq,wiio. La 1•x1· 11 ,w1 6 n lt'r1111 ca <'leva algunos 
,·l1·1·tnJ1lt'!-. i-.o brt• ,,( i111t·r va lu pro hibido a la 
ba11 d,1 d ,· ,·011Ju1Tió11. dt·Ja 11do agujt:rO!> e 11 la 
l1a11d¡¡ d, · \ alf'IH'IU. 
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conducción 
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e nergía de fotones en la región roja o infrarroja del espectro e lec tromagn ét ico, de modo que los 
semiconduc tores son fotoconductores. Esta contribución a la conduC'li vidad aumenta con la 
intensidad de la luz y se hará cero , cuando la fuente de luz se apague y se r estaura la di s tril>urión 
térmica normal de los elec trones en equilibrio. Otra forma de aumentar la conductividad es 
agregar impurezas al semiconductor. Es decir, se reemplazan algunos átomos de l semiconductor 
con átomos de o tro elemento que tengan aproximadamente el mismo tamaño, pero va lencia 
d iferente. La conduc tiv idad resu ltante, cuyo origen se analizará aquí, se denomina conducti1,i­
dad extrínseca, y e l procedimiento se llama envenenamiento. 

Si se agrega una pequeña cantidad de arsén ico al germanio fundido, las impurezas del 
arsénico cris talizarán con el germanio en su estructura similar al diaman te. El arsénico tiene 
cinco elect rones por átomo, en la banda de valencia, y el germanio tiene cuat ro electronPs por 
átomo en la banda de valencia. Por lo tanto, cuatro de los electrones del ar sénico se utilizan para 
formar e nlaces covalentes y el quinto e lectrón es casi libre. No puede entrar en la handa de 
valencia llena y se en cuentra débilmente ligado en una "órbita" de radio muy grande e n torno al 
ion monovalente de arsénico. La atracción de Coulomb del ion de arsénico se encuentra, en gran 
parte, apantallada por la polarización de los átomos de germanio que intervienen , es dedr, el 
campo debido al ion, se debilita por la naturaleza dieléctri ca del cris tal de germanio. Debido a 

que es te quinto electrón ti ene una e nergía de e nlace tan pequeña con el arsénico se pued~ 
ionizar y pasar a la banda de conducción a una temperatura mucho menor de la <JUP sería 
necesaria para los e lectrones de la banda de valencia. Por lo tanto, este e lec trón en exceso, 
ocupará alguno de un conjun to discreto de niveles de energía lige ramf'nte por debajo de la banda 
de conducción a temperaturas bajas, pero fácilmente se puede exci tar térmicamente esa banda . 
A temperaturas comunes, todos estos electrones en exceso pasan a la banda de condu cción. La 
conductividad eléctri ca se puede controlar por medio de la cantidad de a,-sénico utilizado como 
impureza. Para obtener un e fec to significativo se necesita tan sólo un á tomo de impureza pl,r 
millón de átomos del semiconduc tor. Una impureza que cede e lectrones se le llama impureza 
donante y el semiconduc tor resultan te es llamado tipo - n (negativo) ya que posee un exceso <le 
electrones libres. 

Ejemplo 13-3. ll acer una cst imación a grosso modo de la energía de enlace del e lectrón donante dc>I 
arséni co en un c ris tal de germanio, tomando e l valor de la con s tante die léc l ri ca del c ristal como"= 16 y el 
valor de la masa efecti va del e lectrón como m* = 0.2m. 

El electrón do nant e se mueve e n el campo del ion de arséni co, A s 1-, y se C'omporta co mo e l t>leC' lrón del 
es tado base de un átomo s imilar al hidrógeno. La diferencia principal está en que este á tomo !iP muevf> i>n 
una red po larizable en lugar de en e l vacío. Debido a que la energía pot(>nrial del s istema ion-e lectrón ~s 
ah o ra -e2/K4 7Tt:0r,los niveles de e nergía tipo hidrógeno correspondient es, se- obti t-nen s 11s titt1 yPnrlo 
4TTe0 po r 1<4TTEo en la fórmula (4- 18) para los niveles de ent-rgía dt>I hidrógeno, sustitu yendo también la 
masa m que se encuen tra en aqu el caso. por la masa efectiva m*para tomar en cuenta el hech o de que el 
e le<' t rón se en cu entra realmente en una red c ris talina. Como e l e le<'trón se en<'11ent ra cerra de un extremo 
in f t>ri or di' la banda, do nde d 2 '1 /dk2 es grande, m* es pequeña;varias evidencias indican c¡ue el valor rle m* 

= 0.2m. 
Por lo tant o, se tiene q11<' : 

1 ( 1 )
2 

m*e
4 

E = - K2 4TTEo 2/,2112 

donde K = 16, m* = 0.2m, y ll - 1. Co mo para K = 1 y m* = m la en e rg ía Et ien e e l valor de 
- 13.6 eV, es fácil demos trar que 

E = - 0.01 eY 

P or lo tant o, de acuerdo c-on esta es tim ación la energía n ecesaria para io nizar e l t' lec trón dona11 te del 
arsénico en un c ris tal J e germanio y lleva rlo a l fondo de la handa de co nducción es de aproximadament e 
O.O I e V. El valor ohtenido directamente de medidas de la energía de fotones n ecesaria para ionizar, o 
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TABLA 13-2. Energías de ionización de donantes y aceptantes. 

En germanio En silicio 

Impureza 4'c - 4' donan1e (eV) 

Arsénico 0.0127 0.049 
Antimonio 0.0096 0.039 

Impureza tf aceptante 4' 11 (eV) 

Galio 0.0108 0.065 
Indio 0.0112 0.16 

111J1recta111ente de nwdiclas J e la JcpcnJe ncia co 11 la temperatura de la conduc ti vidad , es 0.0127 eV. Ve r la 
tabla 13-:! para los valurt'S rn<'Jidos e n otros casos. 

01>-.én f':,.t· ljllf' e l raJ10 d e la ó rbita lipo Bohr de l e lectrón donante es Km/m* !'.::::: 80 veces la 
1·orn':,.po11dien te al 1·s1adu l,a~t'. de l ál 0 1110 de li iJrógeno, com o puede verse al analizar (4-16). Así pues , el 
Plt>ctri'i11 ,,e· 11n1 t>, e t'll una órb ita quf' con 11 e nf' un gran número de átom os de germanio. Es to justifica el que 
r11 la P-.l 1r11t11·1611 a 11l f'nor :-e 11 tdi lara la <'011slar1tc dieléc trica , que es una cantidad macroscópica e n lugar de 
r11il'n, ... 1·opi1·a. q1w 1·arac11·r1za al cristal ele gPr111a1110 cuando éste es considerado com o un continuo. 

~ 

Si :-,e agrega una pequeña canti<lad de ga lio al ge rmanio, la s ituac ió n será diferente a lo que se 
a,·al,a Je cst ud1ar. El ga lio I iene 3 e lec tron es por átomo en la banda de valencia, de modo que 
t1Pt1C' una dcfi,·icncia de un e lectrón por á to mo en la formación d e e nlaces covalen tes. El 
re::.ultado es un agujero que puede moverse aleatoriamente por e l cristal, comportándose como 
11na rarga y masa positivas a medida que los electrones ll enan un agujero y crean otro. Desde un 
¡,unto rle v1s la e nergético , esta impureza introduce niveles di scre tos vacíos, ligeramente por 
t-r1,· ima de la parle superior de la banda d e valencia. Entonces , los electrones de valencia se 
¡.,uedl·n excitar fácilmente a es tos niveles de impureza que a su vez pueden aceptarlos, d ejando 
agujeros en la banda de vale11cia. La separac ión en e nergía en tre los niveles acep tantes y la parte 
»upt'rior Je la Landa d e valencia es pequeña, por la misma razón que se o btiene una separación 
pec..¡ueña e ntre los nive les douantes y el fondo de la bantla de conducción: una cons tante 
dit•léctrica alta y una masa efectiva pequeíia. Una impureza deficiente en e lectrones se 
d<"nom111a aceptante y e l semiconduc tor resultante se le llama tipo · p (posi ti vo) . 

Por medio J e l efec to Ha ll , se pu ede determinar s i la condu ctividad de un semiconductor es 
11po·p o tipo-11. E:n la figura 13- 13, se muestra esquemáticame nte e l diagrama de niveles de 
energía l'O rrespondie ntc a cada tipo. Los niveles de energ ía loca lizados de átomos de impureza 
nu Sf- ensan r han para formar bandas, ya que los átomos se e ncue ntran separados por muchos 
p..iránit'lro::. de la rtd inl eract uando e ntre s í, muy débi lmente. En la tabla 13-2 se presentan las 
1•11ergía:, Je los ni vele!, qu e introducen pequeiias cantidades de impurezas comunes en c ris tales 
.Je ger111an io ) s ilicio. Parn e l caso de impurezas donantes, se da la e ne rgía de los niveles 
Jtlna11tc•-. a la c> 11 crgía r~. del fondo de la banda de conducción, mien tras que para impurezas 
.1cc-¡,tan te.~, se' da la e nergía de la parte superior de la banda de valen cia, é

1
, a los niveles 

ac1·tllH1tl P.s . Nótese que, a teinperatura ambiente, estas energías son compara bles con kT= 
O.ll:25 <'\'. Po r lu tanto, se puede esperar una gran cantidad de ionización térmica a la 
t,·m¡><'rarura an1bit-nte. 

E11 un ..,t'm ico nduc tor in trínseco, f'I número de estados vacíos en la banda de valencia, es igua l 
al 11111111•ru de e~ tatlos ocupados eH la banda de condu cción, de modo que la energía de Ferrni se 
lo1·al iza 1·11 al¡:n111a parte de l intervalo J e energías prohibidas en tre las bandas. Si la densidad de 
1•..,1ud11, 1·11 las do~ bandas <'s :-.imftric-a, en lo nces la e nergía de Ferrni se e ncon trará e n medio del 
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intervalo de en ergías prohibidas. La energía de Fermi, como el estudiante recordará, se define 
como la energía para la cual el número promedio de electrones que ocuparían dicho estado 
cuántico es 0.5, donde el spin e lectrónico se trata de manera tal que la ocupación máxima es 1.0. 

\ Eiemplo 13-4-. J Considérese una banda prohibida de a nchura S 0 que separa una banda de valencia 
~banda de. cod ucción simétrica vacía, en un semi conduc tor intrínseco. Demostrar que la energía de 
Fer mi se encuentra en el centro de la banda prohibida, es decir, que ,f 1,. = ~ 0 /2 si ó' = O se toma como el 
extremo superior de la banda de valencia. 

Se puede continuar con la demostración examinando la figura (13-14) e n la parte de arriba. En la figura se 
graficó N ( 4') , o sea, el número de estados cuánti cos por intervalo unitario de energía, para la parte 
superior de la banda de valencia y la parte inferior de la banda de conducción. En la figura, la energía de 
Fermi, 6' F se coloca tentati vamen te en el centro del inter valo de anchura <1'

0 
entre las dos bandas . La 

densidad de estados N( 4') se traza de modo que su comportamiento descendent e aJ dirigirse a la part e 

FIGURA 13-14 
Número de electrones co mo función de la 
energía en las bandas de valencia y condu c­
ción para un aislante o semiconductor cuya 
banda prohibida tie ne una anchura Ór,, e xpre­
s:ido co mo el produ cto de la densidad de esta­
Jos N(I:) y la dis tribu ción de Fermi 11(6) . 
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superior de la banda Je valencia, sea simétrico a su co mportam ient o ascendente al alejarse del fondo dela 
ha11Ja ele conducción. Lo an terior se encuen tra en concordancia cualitativa con el co mportamiento 
gen<'ral de N(,') a lo largo de toda una banda aislada (ver, por ejemplo, la figura 13-5) . 

En la parte media de la figura 13- 14, se muestra la func ión de dis tribu c ión de Fermi 11( 6"), que es el 
num<'ro probable de electrones por estado. Para mayor claridad, se co ns titu ye una temperatura <lt= 
0pernción donde kT ,..._, éf0 • También se constru ye para r.F en el centro de la banda prohil,ida. 

La curva con tinua en la parte inferi or de la figu ra 13-14, mu estra el producto 11(8') N(ó), que 
propon·1ona el número J e electrones por unidad de energ ía en varios estados a la tempe ratura antes 
111c1H·ic,11ada. La curva discontinua , muestra la m isma cosa pero a la temperatura de cero absoluto. A T=O, 
los <'stados Je va lencia se encuen tran to talmente ll enos y los estados de conducción, comple tamente 
vados, de modu que la cu rva discontinua e n la región de valen cia es N( ó), mientras que es el eje 6 en 
la región de conducción. El área A que se encuentra en tre las curvas discontinua y co ntinua es 
prOfJorcíonal a l número de estados de valencia qu e deja el electrón cuando la temperatura aumenta; es 
<lec ir. es una medida del número de espacios vacíos creados. E l área 8, entre las c urvas continua y 
discontinua es propo rcional a l número de electrones que son promov idos a estados en la banda de 
conducción a la temperatura de operación. 

En un se inico11Juctor intrínseco, es necesario que e l área A sea igual al área 8, ya que la densidad de 
agujeros en la ba11da de valencia, es igual a la densidad de electro nes en la banda de co nducción . Es 
eviden te que esta cond ición se satisface e n la figura 13-14, ya que se constru yó con 81" en el centro de la 
banda prohibida. El estudiant e podr á ver rápidamen te que esto no se satjsface si 6 1,. se escoge de otra 
manera. debido a la s imetría de 11( 6') respecto a ó 1 •• , y a la si metría (apro.ximada) de N( ó') respecto al 
cen tro dt>l intervalo de energías prohi bidas que se encuentra entre las dos bandas permitidas. ~ 

Ejemplo 13-5. Hacer una est imación del número relativo de electro nes e n la banda de conducción a 
un aislante o semiconductor a tempera tu ra T. 

La figura 13-14 también niuest ra una imagen exagerada de la dis tribu ción de energías de los electrones 
como un producto de la dens idad de estados N( 6) y la distribución de Fermi 11( d) que sea apropiada 
en las bandas de vaiem:ia, prohibiJas y de condu cción de un aislante. S i, en lugar de la distribución de 
Fermi 11(6), se ti ene 1, - é.1,. » kT, ent onces: 

l 
n( 6) = e<,r- t1,..> k'J'+ 

de modo que en ese intervalo de energías, la distribución de Fermi varía con la energ ía, como la 
Jistriuucrón Je Boltzmann. De l ejemplo 13-4, se sabe que I:' - 6'/1' = tfu/2 e n el fondo de la banda de 
conducción de un aislante. s i 1,· se mide de la parte superior de la banda de valencia. Entonces, 
como l., » k T para un ais lante, en tonces se cumple la condición d - 6" F » kT. Por lo tanto, se 
puede to mar 

romu el número de elect rones por estado e n la banda de condu cción de un aislante. 
La distribución de Fer mi decae en su valo r por un orde n de magnitud, en un inter valo de energías de 

aµroxi 111adamc11te ~ 6" = 2kT de modo que se puede obtener una bue na estimación de t:i. V, el número de 
!'lcctroncs de runducción, calculando los que se encuentran en un int er valo de2kTpor encima del fondo 
Jp la ban<la de co11ducc ión. Ahora bien, como ó. 1 · = 11( C)N( (!) í:i <f enseguida debe evaluarse N( 4), la 
.Je11s1daJ Je estados. Dado qu e N( 6') empieza en cero, en el fondo de la banda de conducción, se obtiene 
1111 bu"n valor promedio 5obre e l in te rvalo t:. Gf = 2k T , evaluando N( 4 ) cuando G = kT. Por 
tanto, 

'.'-it· utilizarán aquí 105 resu ltados. , .= (2/3)8'1,.N(.1"F)del ejemplo 13-2 para un metal co mo una 
estimación Jcl número total de e lectrones. De (13-14) también se puede notar que N(kT)/N(SF) = 
(k T/ l"1,,)112, de modo r1uc se obtiene 
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o bien, 
Í1JV (kT)3/2 _.,,. /2kT 
-- e::: - e "" 
.A" ~ F 

Este el núm ero relativo de electrones de conducción para un ais lante. 
Esta fracción, es mu cho mPnor que e l resultado co rrespondie nt e kT{ /': ¡.• del ejemplo 13-2 para un metal 

en parte, porque la de ns idad de estados N(t/) es más pequeña cerca dt>l fondo de la banda de condu cción 
en un aislante que a la en ergía de F'ermi en un me tal, pero principalmente por el factor de ocupación 
e <fu l ?.A:'r.Si se toma &u= 6 eY como el inte rvalo de energías prohibidas en un aislante típico, rle modo 
que a la temperatura ambiente este factor es e lfp / ?.l:T = e- 150 = 1 o- 05. La fracción ~- 1 ·¡A· no sólo 
es ins ignificant e, s in o que el número absoluto de electrones de condu cción también es despreciahle para 
un aislante. Sin emba rgo, si tf O = 1 eY, como en un semicondu ctor, en tonces, a pesar de que e-tf,, 2kT = 
e-25 = l 0- 11 es una fracción mu y pequeña, el número de electrones de co nducción ya no es insig­
nificant e. ~ 

En un semiconduc tor con impurezas donantes, la en ergía de Fermi queda por arriba de la 
m itad de la banda prohibida, ya que ha y más electrones en la banda de conducción que agujeros 
en la banda de va lencia. En un semicondu ctor con impurezas aceptantes, la energía de f Prmi SP. 

encon trará por abajo de la mitad de la banda prohibida ya que habrá menos e lectrones Pn la 
banda de conducción que agujeros e n la banda de valencia. Resu lta instruct ivo considerar iuA 
efectos de las impurezas y la te mperatura sobre la energ ía de Ferm i, Se empezará a la 
temperatu ra de cero absoluto en un semiconductor tipo-n. Los niveles donantes se encuent ran 
todos oc upados pero n o hay e lec trones en la banda de conducción. La en ergía de Fermi deherá 
estar entre los nive les donantes y el fondo de la banda de conducción , ya que e l número de 
e lect rones por estado n(<S') es uno, hasta e incluye ndo los niveles donantes y cero en la banda 
de cond ucción. Ahora bien, a medida que se aumenta la tempe ratura, los e lectrones pueden 
elevarse de los niveles donant es a la banda de conducción. A esa tempe ra tura, a la cual la mitad 
de los estados donant es se e ncuentran vacíos, la energía de Fermi corresponde a la energía del 
n ivel donante. Con un aumen to aún mayor en la temperatura, los electrones de la banda de 
valencia se excitan y la ene rgía de Fermi baja aún más. Cuando el número de e lectrones en la 
handa de valencia es una fra cc ión muy grande de los que se en cue n tran en la banda de 
co nducción, el semiconducto r actúa com o si fuera intrínseco y la energía de Fermi baja a casi el 
centro de la banda pro hibida. S i se hu biera empezado con un semiconduc to r tipo-p, se habría 
f' nco n trado, de m anera similar, que al a ume n tar la temperatura, la en P.rgía de Fer mi se mueve de 
la pa rt e supe rior de la banda de va lencia y los niveles a<'f'ptantes al cero absolu to, a la mitad de la 
handa pro hibida a a ltas temperatu ras. A baj ac; tPmperaturas, dono<" kT « l:0 , la rnndurción 
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se debe básicamenle a impurezas, ya que no hay mucha exci tación de electrones de valencia. A 
al tas temperaturas, se han usado los niveles de impureza, es decir , habrán: o donado, o aceptado 
e lectrones, así que el semiconductor actúa como si fuera intrínseco. En la figura 13-15 se grafica 
la energía de Fermi como función de la temperatura para semiconductores con impurezas. 

13.9 Dispositivos semiconductores 

Se mostrará el uso de semiconductores con impurezas en electrónica, analizando brevemente la 
operación de 3 dispositivos semiconductores, el rectificador, el transistor y el diodo túnel. 

Un rectificador se forma si se tienen impurezas aceptantes (tipo-p)en una región del cristal e 
impurezas donantes (tipo-n) en otra región. A la frontera entre estas dos regiones se le 
denomina unión p-n. En la figura 13-6 se muestra el diagrama de bandas de energía de una unión 
p-n sin polarización a la temperatura ambiente. Las fronteras de las bandas deberán doblarse al ir 
de la región p y pasar por la junta a la región n, ya que la energía de Fermi se encuentra cerca de 
la parte superior de la banda de valencia en la región p y cerca del fondo de la banda de 
conducción en )a región n, sin embargo, e l nivel de Fermi deberá tener el mismo en todos lados. 
La razón se encuentra en que si la energía de Fermi no fuera la misma en ambas regiones, la 
ene rgía del sistema no se minimizada. Podría reducirse por el flujo de electrones de una región a 
estados desocupados de menor energia en otra región y por lo tanto el sistema no estaría en 
equilibrio. En la realidad, sí se produciría un flujo considerable de electrones al establecerse el 
equilibrio cuando inicialmente se ponen en contacto las regiones p y n. Esto conduce a una 
acumulación de electrones en la región p de la unión, o una acumulación de agujeros en el lado n 
de la unión. Por lo tanto, la región de la unión presenta similaridades con un condensador de 
placas paralelas con una carga negativa del lado p y una carga positiva del lado n, como se 
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muestra en la fig ura. Si un e lectrón se mueve a través de l campo e léct rico prod ucido dentru dt> 
esta capa di polar, su e nergía aumentará al pasar del lado n al lado p. Esto se refleja en la forma 
como se desplazan hacia arriba los niveles de energía en la parte superior de la banda dt> valencia 
y en el fondo de la banda de condu cción, al pasar po r la región de la u nión. 

Aún después de que se establece el equi librio , exis te un flujo de electrones e-n amhas 
direcciones a través de la junta. Por una parte, cada cierto tiempo, la excitación térmica puede 
ocasionar que un electrón salte a la banda de conducción de la r egió n p (dejando un agujero más 
en la banda de valencia). Entonces, el e lectrón puede moverse librem ente haci¿t la región de la 
unión, para después ser acelerado hac ia la región n por la ba rrera de potencial en es<1 rP.gión 
constitu yendo parte de lo que se de nomina la corriente térmica. Asimismo, un electrón en IA 
banda de conducción de la región n , con energía ligeramente por debajo de la banda clf' 
conducción e n la región p , puede ganar muy poca energía extra e n una íluctuación y ser capaz de 
moverse hacia la región p. All í se puede volver a combinar con uno de los muchos agujeros de la 
región p. Ese electrón es parte de la llamada corriente de recombinaci6n. Debe existir una 
corrie nte tal, po rque e n equil ibrio la corrie nte térmica se debe balancear, ,de modo que n0 f>1C ista 
una corriente neta a través de la unió n . 

Considé rese ahora una fuente de voltaje externa y aplicada a través de los extremos dd 
dispositivo, con el voltaje negativo aplicado a la región p, y e l voltaje positivo aplicado a la regi(¡n 
n. Esto aumentará la energía de todos los electro nes en la región p, y disminuirá la energía de lo• 
de la región n, aumentando la barrera de potenc ial entre las dos regiones en ese proceso. Como la 
región de la unión ya ha s ido agotada en s us po rtadores de ca rga, su res is tencia es relat1vamentP 
grande y la mayor parte de la caída de vo ltaje debida al voltaje aplicado. ocurre a través d,~ la 
unión. Como la cantidad de corrie nte térmica de pe nde de la temperatura y df' la anchura d,,.. 1.-i 
banda prohibida entre las bandas de valf' ncia y condu<'ción, ninguna de las cua les se modifica 
po r la aplicación de l voltaje, no se alterará la corri ente t érmica. Sin embargo, la corriente ne 
recombinac ión disminuirá por un factor grande, porque la altura de la barrera df' poten,•ial Sf'rá 
más alt a, de modo que ahora sólo aquellos pocos electrone::; en la cola dec reciPnte rle lii 
distribució n de Fermi de la banda de conducción e n la región n, tienen oportunirlacl de moven=w 
hacia la banda de conducción de la región p. El efecto nt>to sn á un flujo pequ eño de elrctronr~s 
en la dirección de la rt>gión p a la n , de bido a la corrie nte té rmica no balanceada. Df'sOf' ltu-•go. 
es te fluj o de corrif'nt e térmira es e n la direcc ión que se esperaría <lado e l voltajt> apli<'a<lo. Se 
trata de la pequeña corriente de polari zación in1,ersa indicada por las flechas en el fondo dP la 
fi gura 13- 16. 

El rectifi cador de unión rt>cibe una polarización direrta al aplicarse un voltajf' po..;1tiYo a la 
región p y un voltaje negativo a la región n. Esto di sminuye la altura dP la barrna d1• potenr.ial 
f' ntre las dos regiones. Una vez más, no existe un efecto a preciable Pn la corrien tt" tPrmica, pt>rn 
la cor ri t"nte df' recombinación aumenta f'n un factor grande. De pronto, todos elf'ctrorws 11uP. sf· 

e nc ue ntran cerca de I,' 1,. e n la dis tribuc ión de Ft>rmi de la región n, ti en en energía suficien tt> 
para pasa r a través de la unión a la banda de conducrió n de la región p, porque el fondo rle la 
banda de cond ucc ión ha bajado s11 e nergía. Estos electrones no responden instantáneam,•nt,• a 
la apli cación de una polarización directa, s ino que se difunde n a la región p de modo mu y similar 
a la forma como las mo lécu las de un gas se difunden a una región de menor densidad que• 
rqwntinarn i> nte se vue lve a<'<'<.>sible a e ll fls. La cor rien te e lec trón ica ne ta en un rPC'l1fi,·ndor 1•011 

po larización directa , íluye e n la dirección de la cor ri ente electrónica de recombinación. comn se 
indica e n la parte infe rior de la figura (B-1 6) . La un ión es un rectificador, porque la magnitud 
de la corri ent e de pola ri zación directa , es mucho mayo r que la magn itud de la corriente <le 
po lari zación inversa, dada una m agnitud dt>I vo ltaje de polarización. La razón es que la corrientP 
de polarización inversa es ta limitada por e l va lor pequeño de la corriente t érmica, mientras qut> 
la corri e nte de po larizac ión direc ta se vuelve muy grande , a medida que disminuye la altura de la 
barrera df' potencial aumentando la polarización directa. La resisten cia al ílujo de corrientt· ,..11 

f' I caso de po la rizac ió n in versa, es típi cament e más grande que la resistencia f'n l"aso de 
polarización direc ta po r cuatro o c inco órdenes de magnitud. Obsérvese que f'Sta explit~acil111 ha 

• 
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FIG URA 13-17 
Izquierda: Circuito en e l cual se pueden variar el voltaje a través de la ünión p-n. El 
volt aje se toma corno positi vo, cuando e l lado p se encuentra a un potencial más alto. 
Derecha: Corrient e a través de la unión como función del voltaje aplicado. Obsérvese 
qu e las escalas utilizadas para las porciones de la curva correspondie ntes a polarización 
directa y polarización in versa son mu y diferentes. 

Cap .• 13 

s ido expresada en términos de fluj o de electrones. Del mismo modo pudo haberse hecho en 
té rminos del ílujo de agujeros; ambos procesos ocurren, dando como resultado las mismas 
propiedades de rectificación de la unión. 

Un rectificador semiconductor, presenta muchas ventajas respecto de un diodo rectificador 
de tubo al vac ío (bulbo) , incluyendo una vida más larga y un tamaño mucho menor. Como en un 
diodo, la unión p-n es un elemento no óhmico, la relación voltaje corriente es no lineal, como se 
muestra en la figura 13-17. Sin embargo, a diferencia con el tubo al vacío, no hay necesidad de 
un filam ento cons umidor de potencia en el dispositivo semiconductor, de forma que su 
eficiencia es mayor. 
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FIGURA 13-18 
/:quierdu: Ci rr u it o en el cual un transisto r n-p·n acl úa como amplifi cador de potencia. 
1::1 flujo <l e elct:troncs es en la dirección señalada po r la flecha; de l emisor al co lec tor. 
Daecha: Cur vas características para un transistor actuando como amplificador de 
pu l enria. 
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Un transistor se puede considerar como una combinación de dos uniones rectificadores 
semiconductoras, como una combinación p-n·p o una n-p-n.. En la figura 13-18 se muestra un 
circuito que presenta el comportamiento de un transistor. Las regiones n-p-n se les llama emisor, 
base y colector, respectivamente. La conexión emisor-base se encuentra directamente polarizada, 
de modo que la resistencia al flujo de corriente es pequeña en esta parte del circuito. La 
conexión base-colector se encuentra polarizada en la dirección inversa, así que en esa parte por 
lo general hay mayor resistencia al flujo de corriente. Sin embargo, al aplicarse un voltaje en PI 
circuito emisor de modo que se establezca allí una corriente, los electrones que llegan a la re1:,rión 
de la base (que es muy delgada y de menor conductividad que el emisor) son atraídos por la 
diferencia de potencial entre la base y el colector. Por lo tanto, habrá una corriente en el 
circuito el colector. (Debido a que el emisor tiene una mayor conductividad que la base, la 
mayor parte de la corriente a través de la unión emisor base, se lleva por los electrones que se 
mueven del emisor a la base, en lugar de agujeros que se mueven de la base al emisor). 

La idea básica en la acción de un transistor, es que la corriente en el circuito emisor controla 
la corriente en el circuito del colector. Más del 90% de la corriente que pasa por el emisor, p;\sa 
por el colector, de modo que las corrientes son de magnitudes similares. Sin emhargo, el voltaje 
a través de la conexión base-colector puede ser mucho mayor que el correspondiente a través dt· 
la conexión emisor-base, ya que el anterior está inversamente polarizado, de modo que la salida 
de potencia en el circuito del colector puede ser mucho mayor que la entrada de potPncia en el 
cir cuito del emisor. Por lo tanto, el transistor actúa como un amplificador de potencia. En la 
figura 13-18, se muestran curvas características de corriente contra voltaje. Otras conP-xiones 
del circuito hacen el transistor un dispositivo muy útil como amplificador de corriente o de 
voltaje. 

Un diodo túnel es un dispositivo semiconductor que utiliza el fenómeno de penetración de 
barrera, estudiado en la sección 6-5. Puede considerarse como una junta p-n h echa con 
semiconductores de muy alta concentración de impurezas. En la figura 13-19a se grafica la 
energía del electrón a través de una junta no polarizada. Las bandas son similares a las que se 
muestran en la figura 13-16, excepto que (1) habiendo una mayor concentración de impurezas, 
la unión es más angosta, ya que entonces una longitud más pequeña del semiconductor cont iene 
suficientes portadores de carga para producir la requerida capa di polar a través de la unión , y (2) 
los niveles donantes y aceptantes en el material tipo p y tipo n ya no estarán bien definidos, sino 
que se volverán bandas anchas que traslapan las bandas de valencia y conducción, ya que los 
niveles donantes y también los aceptantes, se encuentran tan próximos entre sí, que interac· 
túan. Por lo tanto, la energía de Fermi se mueve hacia arriba dentro de la banda de conducción 
en el lado n, y hacia abajo dentro de la banda de valencia del lado p. 

Debido a que la unión es angosta (,...-,JQ- 8 m), los electrones pueden atravesar la banda 
prohibida en la unión, por un proceso que, en todos aspectos es similar a la penetración de 
barrera. Por ejemplo, la eigenfunción que describe a un electrón que, por proceso túnel , 
atraviesa la banda prohibida, tiene la misma forma exponencial que la eigenfunción de un 
electrón que por el mismo proceso, atraviesa una barrera. En equi librio, como se muestra en la 
figura 13-19a, la rapidez con que un electrón efectúa el proceso túnel a través de la barrera, es 
igual en ambas direcciones. 

Si enseguida se aplica un voltaje externo pequeño a través de los extremos de la barra con 
polarización directa, el proceso túnel del lado-n al lado p aumenta, ya que existen estados de 
energía permitidos del lado p de la banda de valencia, mientras que el proceso túnel de 
electrones en sentido contrario disminuye. Por lo tanto, como se muestra en la figura 13-19b, 
existe un flujo neto de corriente a través de la unión. A medida que el voltaje aplicado continúa 
creciendo, la corriente neta disminuye, ya que el número de estados vacfos disponibles para el 
electrón que realiza el efecto túnel, disminuyen. En la figura 13-19c, la corriente neta se reduce 
casi a cero ya que los electrones en el material tipo-n no encuentran estados de energía 
disponibles de los cuales fluir. Con un vo ltaje aplicado aún mayor, la corriente electrónica se 
vuelve la característica de una unión p-n normal. Es decir, los e lectrones flu yen por la junta sin 
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Tipo p Tipo n 

Banda de, 
conducción 

Región de 
la unión 

(a) 

---- --<fF 

(e) 

FIGURA 13-19 

(b) 

-Difusión : i--------
------1,'F 

(d) 

Diagramas de niveles de energía electr?nicos para una unión tipo-n y las regiones tipo­
p de u11 diodo túnel. En (a} el diodo no está polarizado. En (b} se aplica un voltaje 
peque ño t:ntre los ex tremos del dispositivo, siendo positivo el extremo tipo-p. En (e) y 
(J) el voltaje se va aumen tando progresivamente. Las flechas indican el flujo de 
elec trones a través de la unión entre las dos regiones. 
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efecto túnel, a estados de energía permitidos en la banda de conducción del material de las 
bandas , disminuye, haciendo posible que los electrones puedan difundirse a través de la unión a 
la banda de conducción de la región p. Este proceso se indica en la figura 13-19d. 

En la figura 13-20, se muestra la curva característica de corriente en función del voltaje para 
un diodo túnel típico. Las letras que señalan puntos en la curva corresponden a los cuatro 
voltajes aplicados de la figura anterior. En la región entre los puntos by e, la pendiente de la 
curva dl!dV, es negativa y el diodo túnel tiene una resistencia negativa, ya que la corriente 
di sminuye conforme aumenta e l voltaje aplicado. Esta caracte rística los hace particularmente 
útiles en los circuitos interruptores de las computadoras. 

La ventaja más grande que tiene un diodo túnel, es su rápido tiempo de respuesta cuando 
opera en la región a - c. El fluj o de corriente en otros tipos de diodos y transistores 
semi<:onJuctores , siempre Jepende del proceso de difusión. Como la razón de difusión puede 
cambia r tan rápidamente como cambia la distribución de portadores de carga, estos dispositivos 
pr~sen ta 11 una respuesta relativamente len ta, (más lenta que tubos de vacío) y es difícil su 
ut ilización a altas frecuencias. Sin embargo, la razón de tunelamiento puede cambiar, tan rápido 
"amo pueden cambiar las bandas de energía por el voltaje aplicado y ésta es una limitación 
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FIGURA 13-20 
Corrient e que flu ye a través de un diodo túnel 
como fun ción de la diferencia de potencia l 
apli cado. Los puntos denotados po r le tras, 
co rresponden a los cua tro vo ltajes aplicados 
de la figura 13- 19. Obsérvese q ue la resis te nc ia 
del diodo es nega tiva pa ra los vo ltajes apli ­
cados e nt re by c. La línea rlis<'on tinua indi ca la 
corrient e carac terís ti ca si no hu biera tun ela­
mie nto, es deci r , como en una un ión rectifica­
do ra comú n de german io. 
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b 
Diodo túne l de 
germanio t ipo 
1N2940A 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.6 
V (volts) 

mucho menos seri a. Los diodos túnel han sido utili zados como osciladores a frecuencias 
mayores que 10 11 H z, y como circuitos inte rruptores que operan a tiempos menores que 
10- 9 seg. 

PREGUNTAS 
l. En el tex to, el estado sólido se cont rasta con el estado gaseoso en términos de interacciones atómicas 

(6 moleculares) . En estos términos , ¿cómo podría caracterizarse el estado líqu ido? 

2 . Explicar la afirmación de que el principio de exclusión impide que los sólidos se colapsen a volumen 
cero. 

3. ¿Exi ste alguna analogía entre el desdoblamiento de un ni vel de e nerg ía cuando dos átomos se 
aproximan entre s í para formar una molécula y el desdoblamiento de las frecuencias de resonancia a 
medida que dos c ircu itos eléctricos resonantes se acoplan? ¿Por qu é? 

4. Muy a me nudo se afirma que un cris tal es una molécula gigante. Explicar. ¿Puede una molécula 
diat ómi ca considerarse como un sólido peque ño? 

5. ¿Po r qu é el enlace metálico ocurre generalment e con átomos q ue tienen un pequeño número de 
electrones de vale ncia? 

6. Cons iderando que sus estru cturas electróni cas son simila res, ¿por q ué e l litio es un metal y el 
hidrógeno un sólido molecul ar? 

7. Expli car por qué e l enlace metálico conduce a un arreglo compacto de los átomos; es decir, explicar 
por qu é en el e n lace metálico, la ene rgía más baja corresponde a la mfl yor densidad numérica de 
át o mos. 

k 8. ¿Por qué la mayoría de los sólidos me tálicos son opacos, los sólidos covalentes algunas veces opacos y 
los sólidos ióni cos casi nun ca opacos a la radiación v isible? 

9. De los cuatro tipos de enlace estudiados e n el texto , ¿cuál o cu áles son los q ue más probablemente 
producirían un a islante? ¿,U n conduc tor ? ¿Un semiconductor? 

10. Just ifi car la afirmación de que (1 3- l a) reune los requisitos de que un ma terial está s ujeto a la ley de 
Ohm. 
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J l. ¿,Cuáles son los mecanismos que dan cuenta de la resistividad ordinada de los metales? ¿Cuáles son 
los que dependen de la temperatura? 

12. ¿Cómo contribuyen los electrones a la conductividad térmica? Como portadores de energía 
calorífica, ¿son los electrones mejores que las vibraciones de la red? 

13. Explicar por qué la conductividad eléctrica de los materiales varía en un factor de 1024 mientras que 
la conductividad térmica de los materiales sólo varía en un factor de aproximadamente 108 . 

14. Explicar por qué el llenado secuen cial de agujeros por electrones es equivalente a una corriente 
positiva. ¿Podría considerarse este proceso como una corriente de electrones? 

15. ¿Cómo se relaciona el resultado del ejemplo 13-2, que trata de la fracción de electrones de conducción 
que pueden ser térmicamente exci tados, con los calores específicos de los metales a altas tempera­
turas? 

16. El t:jemplo 13-2 implica que solo ó.. v¡.,v de los electrones libres toman parte en la conducción de 
electricidad, mient ras que algunos experimentos, tales como el efecto Hall, indican que los .,V 

elec trones toman parte. Explicar. 

17. Explicar por qué una masa efecti va negativa no conduce a una violación de la ley de movimiento de 
Newton. 

18. ;,Cómo se relaciona la trasparencia de un semiconductor con el intervalo de energías de la banda 
prohibida? 

19. ¿Qué otros element os, aparte de arsénico y e l antimonio se pueden utilizar en el germanio como 
impurezas para fo rmar un semiconductor tipo-n? ¿Qué o tros elementos, aparte de indio y galio,se 
pueden utilizar para formar un semiconductor tipo-p? 

20. ¿El bombardeo e lectrónico podría afectar la conductividad e léctrica de un semiconductor? ¿El 
bombardeo de otras part ículas? 

2 J. ¿Qué efecto tiene un campo eléctrico aplicado sobre un aislante? 

22. Experimentalmente se encuentra que la adición de impurezas a metales aumenta su resistividad, sin 
embargo, la adición de impurezas a semicondu ctores disminu ye su resistividad. Explicar . Empero , 
muchos aislantes son muy impuros; ¿por qué las impurezas no afectan la resistividad de los aislantes? 

23. Enlistar las propiedades de los sólidos que son poco afectadas por la presencia de pequeñas 
concentraciones de impurezas químicas. Enlistar propiedades de los sólidos que se afectan fuer­
temente por la presencia de pequeñas con centraciones de impurezas quimicas. 

24. Dar un argu mento , similar al presentado en el texto para semiconductores tipo-o, que explique la 
variación de t:F con respecto a Ten un semiconductor tipo-p. 

25. Explicar por qué las curvas de energía de Fermi como función de la temperatura son diferentes para 
Jifnen tes concentrac iones de impu rezas como se muestra en la figura 13-15. 

26. Explicar por qué en un diodo semiconductor la región de transición en la junta es más angos ta cuando 
el envenenamien to es fuerte que cuando el envenenamiento es ligero. 

27. Rees tru cturar el anál isis respecto al funcionamien to de una unión rec ti ficadora p-n , en términos de 
llujo de agujeros. 

PROBLEMAS 
l. En la íigura 13-21 sf' mues tran esquemáticamen te cuat ro distribu cion es de densidad de carga para 

electrones de valencia corn o función de la posición de átomos iones o moléculas (que se muestran 
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como puntos en la parte inferior). Determinar, para cada d is tribución (a), (b), (c), (d), cual es el tipo 
de enlace de sólidos que les corresponde. 

2. Cada elemento en el renglón de la ~abla periódica que va del litio al neón tiene una forma sól ida 
(algunos a muy bajas temperaturas). También se pueden formar sólidos con ciertos compuestos de 
dos elementos de este renglón. Para todos estos sólidos, describir su enlace y definir si el sólido es un 
metal, un semiconductor o un a is lante. 

3. Describir el enlace de los sólidos que se forman con elementos simples de la columna de la tabla 
periódica que va del carbón hasta el plomo y definir si el sólido es un metal, un semiconductor o un 
aislante. 

4 . Describir el tipo de enlace en los sólidos que se describen a continuación . (a) Refleja la luz en el 
vis ible; la resis tividad eléctrica aumen ta con la temperatura; punto de fusión debajo de lOOOºC. (b) 
Refleja luz en el visible; la resistividad eléctrica disminuye conforme la temperatura aumenta; punto 
de fusión arriba de lOOOºC. (c) Transmite luz en el visible; conduce electricidad sólo a altas 
temperatu ras. (d) Transmite luz en el vis ible; no conduce electricidad sin importar la temperatura. 
(e) Transmite luz e n el visible; muy bajo punto de fusión. 

FIGll R A 13-2 1 
Densidades de carga para los e lect rones de 
valencia en los cuatro sólidos que se consi­
deran en e l problema 1. 

5. El campo E producido en un punto r por un dipolo eléctrico p está dado por r 7 

E= - -- - -3-,- r 1 (P r · p ) 
4rrE0 r 3 r • 

donde el dipolo se encuentra en el origen de las coordenadas. (a) Una molécula con un momento 
d ipolar eléctri co p inducirá sobre una molécula vecina, un momento dipo lar eléctrico p' donde 
p' = o:E, siendo o: la polarizabi lidad de la m olécula vecina. Demostrar que la energía potencial 
mutua de los dipolos interactua ntes es 

o: p2 
V = - p ' · E = - ( 1 + 3 cos 2 O) -; 

(4rrE0)2 r,; 

donde {') es el ángu lo entre r y p. (b) Demostrar que la fuerza es atrac tiva y que varía como ,. - 7• 

6. Para sólidos ión icos, encontra r el orden de magnitud del campo e léctrico necesario para liberar 
electrones de las capas ll enas de los iones. (Sugerencia: considerar la energía de en lace de un electrón 
y las dimensiones de un ion). 
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7. Encontrar la región del espectro electromagnét ico en la cual los cris tales de Si, Ge, CdS, KCI, y Cu se 
vuelven opacos. Las energías de las bandas de energía prohibida, 6'g son Si= l.14 e V; Ge= 0.67 e V; 
CdS = 2.42 eV; KCl = 7.6 eV; Cu= OeV. 

8. (a) Utilizando la física clásica demostrar que la resistividad de un metal a una temperatura cercana a 
la del ambien te, es proporcional a la potencia 3/2 de la temperatura absoluta, en desacuerdo con la 
depe11Jencia lineal que se obser va exper imentalmente. (Sugerencia: demostrar que iJ es propor­
cional a ocT112 y J. oc r -1 .) (b) ¿Cómo es que la apli cación de ideas de la mecánica cuántica y de la 
mecánica estadística proporcionan la dependencia correcta de la resistividad con la temperatura? 

9. Para electrones de cobre a temperatura ambiente, comparar los valores de; (a) velocidad de arrastre, 
(b) la velocidad térmica, y (c) la velocidad correspondiente a la energía de Fermi o velocidad de Fem,i. 
(Sugerencia: utilizar la tabla 11-2. Un alambre de cobre de 0.1 cm. de diámetro, fáci lmente puede 
transportar una corriente de 5 A). 

10. A partir del valor del coeficiente de Hall , -0.3 x 10- 10 m3/coul, calcular el número de electrones que 
conducen elect ricidad por cada átomo de aluminio. La densidad del aluminio es 2. 7 x 10 3 kg/m3. 

¿Qué sugiere este resultado respecto a la estructura de bandas del aluminio? 

11. (a) Demostrar que el coeficiente de Hall para un semiconductor, en el cual existe conducción tanto de 
agujeros como de electrones, está dado por (p11i - np~)/e(p¡1.P + 11p,1)2. (b) Si en cierto semi­
conductor no hay efecto Hall, ¿q ué fracción de la corriente se debe a los agujeros? 

12. El cobre es un metal monovalente, peso atómico 64, y una densidad de ~g/cm 3 • (a) Calcular la 
energía de Fermi en electrónvolts a Oº K. (b) Estimar la anchura de la banda de conducción. 

13. (a) Calcular la energía de Fermi de una aleación con 10% de zinc (que es divalente) en cobre, 
suponiendo que la aleación posee la misma estructura atómica y espaciamiento interatómico que el 
cobre. (b) ¿Cómo se compara la anchura de la banda de conducción de la aleación con la de l cobre? 

14. Hacer una estimación de la anchura de la banda de conducción en un metal cuya distancia 
internuclear tiene el valor típico de 3.5 x 10 - 10 m. 

15. La temperatura de Fermi se define como T 1,. = C1,,/k. (a) Utilizando la tabla 11-2, calcular la 
tempera! ura de Fernii del sodio. (b) ¿Qué dice lo an terior respecto a la aplicación de consideraciones 
clásicas a me tales a temperatura cercana a la ambiente? (e) ¿Qué dice respecto a la densidad de 
electrones de conducción en un metal a temperatura ambiente? 

16. La energía de Fermi en Litio es de 4.72eV. (a) Calcu lar la velocidad de Fermi. (b) Calcular la longitud 
de onda de de Broglie de un electrón moviéndose a la velocidad de Fermi y compararla con la distancia 
mtera1órr11ca. 

17. C..alcular, para el litio, una relación aproximada entre su calor específico electrónico y el calor 
específico de la red a temperatura ambiente. (Sugerencia: utilizar los resultados del ejemplo 13-2, 
justificando s u uso). 

18. (al Demostrar qu e e l efecto de la periodicidad de la red a sobre potenciales periódicos que tienen 
funciones de Bloch como soluciones consiste en modular la so lución correspondiente al modelo del 
electrón libre, de modo que 1p(.v +a)= 1r(.r)e''·ª. (b) Demostrar que e•ka = 1 en las fronteras de la 
1.ona de Brillouin. Comentar sobre el significado de este resullado. 

19. ;,A qué temperatura aumentará el número de e lec trones de conducción por un factor de 20 sobre el 
número correspondiente a temperalura ambiente, en e l caso del germanio? El intervalo de energías 
prohibidas es de 0.67 eV. 

20 (a) lJemos1rar que el número de eleclrones por unidad de volumen cu la banda de cond ucción de un 
semiconduclor intrínseco, está dado por . I ·ce t,f<-e,.>, kT, donde . 1 ·e = '2(271111k T)312/h3, y donde 
~, es la energía del umbral de la banda de conducción . (b) Demostrar que el número de agujeros por 
unidad de vol umen en la banda de valencia de un semiconductor intrínseco, está dado por 
• I ·,.e! tr. F-,r ,> "7,'donde. I ·v = 2(2 rrmkT)312/lt~ y donde ó'"v es el límite supe rior de la banda de valencia. 
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21. Utilizando las expresiones para el n úmero de e lectrones en la banda de conducción y el número de 
agujeros en la banda de valencia, dados en el problema 20 y la neutralidad de la carga, determinar la 
posición de la energía de Fermi en un semicond uctor intrínseco. 

22. (a) Demostrar que el producto del número de agujeros en la banda de va lencia por el número de 
electrones en la banda de conducción , depende únicamente de la temperatura y de la energía del 
intervalo prohibido. (b) Demostrar que la conductividad de un semiconductor intrínseco puede ser 
utilizada para medir la energía del intervalo prohibido, calculando el In a. 

23. Escri bir una expresión exacta para .,r¡ y . f"'9, o sea, las concentraciones de donantes ionizados y 
neutra les respectivamente, en un semiconductor que contiene impurezas en una concentración. 1 ·d· 

24. (a) La posición de la energía de Fermi en un semiconductor con impurezas, se puede determinar de la 
condición de neutralidad de carga : ,,,r

11 
+ .1V 0 = .A"' ,, + A";t, donde .,,v11 es el número de electro­

nes en la banda de conducción .A/'4 es el n úmero de aceptantes ionizados, ,,,v,, es el número de 
agujeros en la banda de valencia y .A''¿ es el número de donantes ionizados. Suponiendo que 
Ya = O y .Ar 11 » .Ar ,, demostrar que la neutralidad de la carga conduce a una ecuación 
cuadrática en et!,..lkT que tiene la solución 

donde é: e es el umbral de la banda de conducción y ó' d es la energía del nivel de donan tes. (b) Esta 
ecuación se puede resolver en dos límites. Uno de ellos es 

Esto quiere decir que . i ·,, es pequeño o que Tes grande. Ut ili zar un desarrollo binominal de la raíz 
cuadrada para demostrar que A·,1 = . 1 ·d y <fp = <fe + kT In (. ,Vd/.A ·e). Esta es la región de 
agotamiento. Todos los donantes se encuentran ionizados, pero ningún e lectrón de la banda de 
valencia es excitado. (c) En el otro límite, 

Una vez más, Y d es grande y T pequeña. Demostrar que 

,V _ I •r • · e-(t!0-t!all2kT 
• 11 - -y "'' d'' e 

y 

Esta es la región extrínseca. En este caso, los donantes están siendo ionizados. 

25. Dibujar un diagrama de niveles de energía, como el de la figura 13-16, para un transistor de junta n-p­
n y describir su acción como amplificador de potencia en términ os de la figura. 

26. La corrient e que flu ye en una junta p-n, es proporcional al número de etectrones en la banda de 
conducción. (a) Para una junta p-n no polarizada, demostrar que la corriente de la región pala región 
n es proporcional a e- C<Su- cf¡,l l k'l' y que esta corriente es igual a la que fluye de la región na la región 
p, de modo que no existe un flujo neto de corrient e. (b) Cua ndo se aplica un potencial de polariza<'ión 
demostrar que el flujo neto de carga por unidad de área de la uni ón es p:roporcional a 

e - <tr.- ó'¡,l f kT(ee1'/kT _ l ) 

donde eV es posi ti vo para polari zación di recta y negativo para polarización inversa. 
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FIGURA 13-22 
Circ ui to integrado cons iderado en el 
proLlema 27. 

V 

G 
(a) 

(b) 
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27. Una junta p·n es una capa doble de cargas opuestas separadas por una distancia pequeña y tiene las 
propiedades de un capacitor. La resistividad de un semiconductor se puede controlar adicionando 
impurezas {envenenamiento). Por lo tanto, los e lementos de un cir cuito transistor como e l de la 
figura 13-22a se pueden construir sobre un semiconductor p·n-p, sj se van eli minando las capas 
adecuadas como se muestra en la figura 13-22b. Esto es un circuito integrado. Denotar las partes 
apropiadas de la figura 13-22b con los números y le tras correspondientes de la figura 13-22a. 
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14 
Sólidos-Superconductores y 

propiedades 111agnéticas 

Superconductividad 

Poco después del descubrimiento del electrón, se confirmó que las altas conductividades 
eléctrica y térmica de los metales podrían atribuirse al movimiento de los electrones e-n el mc:.tal 
Las teorías clásicas de la conducción en metales trataban estos electrones como un gas de 
partículas independientes dentro del metal y que chocaban con las imperfecciones de la red. Se 
pudieron expl icar muchos hechos experimentales de las conduc tividades eléctrica y térmica 
utilizando métodos de la teoría cinética clásica. Con el advenimiento de la mecánica cuántir•a ge 
hi zo posible el tomar en cuenta la naturaleza ondulatoria de los electrones y el prinripio ele 
exclusión, así como la clarificación de un número de fenómenos que no habían sido explicados 
con anterioridad. Por ejemplo, la neces idad de u sar la distribución de Fermi para los ele<'tronc:.s 
libres condujo a la compresión de la contribución electrónica a los calores específi<'os de los 
sólidos. La posterior aplicación de las ideas ondulatorias condujo a la cuantización de los niveles 
de energía de la teoría de bandas de los sólidos, lo cual vino a explicar el amplio intervalo 
observado en las conducti bi lidades en los sólidos normales. El enfoque del modelo de electrón 
libre promediaba las variaciones en la interacción de los electrones entre sí y entre electrones 
con iones de la red y era capaz de explicar la resistencia al fluj o de electrones bajo condiciones 
normales. Sin embargo, una grave fa lla de este modelo de partícula independiente es s u 
incapacidad para explicar la s uperconductividad. Para entender este fenómeno se requiere 
tomar f' n cuenta el compor tamienlo colecti vo de los e lectrones y los iones, f'I ll amarle, efPctn di' 
muchos cuerpos, en los só lidos. Ahora examinemos la superconducti vidad. 

Como se vió, son muchos los factores que cont ribu yen a la res isti vidad eléctrica df' un sól ido 
Los e lec trones se dispersan por las desviaciones de una red per fec ta debido a los deff'r to~ 
t'Structurales o impurezas en un cristal. Además, hay vibraciones de los iones de la red en modos 
normales que constituyen algo como ondas de sonido que viajan a través de l sólido; y a laF 
('ua les nos referimos como fonones. Mientras más a lta es la temperatura , existen más fnnonPs 
presentes en la red. Cuando los fonones están presentes, existe una interacción electrón-fonón 
que dispersa los electrones de conducción y ocasiona más resis tenc ia. Por lo tanto, la resistt"ncia 
e léctrica de un sólido debería de crecer conforme lo hiciera la temperatura, pero se espera una 
resistencia res idual aun en las cercanías del cero absoluto debida a ias imperfecciones riel 
cri stal. Es to pone en evidencia que la resistencia eléctrica de algunos sólidos desaparece 
completamente a temperaturas suficientemente bajas. 

En 19] 1, Kammerlingh-Onnes encontró que la resistencia eléctri ca del mercurio sólido caía a 
un valor inconmensurablemente pequeño cuando se enfriaba por debajo de cierta temperatura, 
llamada temperatura crítica T". El mercurio pasa de un estado normal a un es tado superc-ondu"· 

557 
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FIGURA 14-1 
Gráfica de la resistividad P en función de la 
temperatura T, que muestra la caída a cero a la 
temperatura crítica T e para un s uperconduc­
tor y la resistividad finita de un metal normal 
al cero absolu to. 
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tor cuando la temperatura cae por debajo de Te = 4.2°K. Se ha encontrado que muchos otros 
e lementos y muchos compuestos y aleaciones se hacen superconductores con temperaturas 
críticas tan altas como 23° K, pero no todos los materiales se hacen superconductores. La figura 
14-1 muestra la resistividad a temperaturas muy bajas para un superconductor , estaño y un no­
superconductor, plata. En un superconductor se pueden es tablecer las corrientes y pe rsist ir por 
años sin que decaigan de manera notable. 

En 1933, Meissner y Oschnfeld encontraron que cuando se enfría una substancia super ­
conductora por debajo de su temperatura crít ica en presen cia de un campo magnético aplicado, 
expulsa todo el flujo magnético de su interior. Si el campo se aplica después de haber enfriado la 
substancia por debajo de su temperatura crítica, e l fluj o magnético se exclu ye del supercon­
ductor. Por lo tanto , un superconductor actúa como un material diamagnético per fecto. En la 
figu,::: 14-2 se ilustran ambos efectos Meissner. Según la ley de Lenz, cuando a través de un 
c ircuito está cambiando un flujo magnético, se estab lece una corriente inducida en una 
dirección tal que se oponga al cambio en e l fluj o . f.n un átomo diamagnético los electrones 
orbitales ajustan sus movimientos rotacionales para producir un momento magnético n eto 
opuesto al campo magnético aplicado externamente. Análogamente se puede decir que un 
campo magnét ico externo no penetra al interior de una substancia superconductora porque en 
un &uperconductor los electrones de conducción cu yo movimiento no está restringido como en 
un átomo, ajustan sus movimientos para prod ucir un campo magnético contrar io. A este 
respecto, e l s uperconductor se comporta comple tamente como un solo átomo diamagnético. 
Por lo tanto, la s dos característi cas principales de los superconductores, la excl usión de flujo 
magnético y la ausencia de resistencia a l flujo de corri ente, es tán relacionadas entre sí. Es 
necesario tener una corriente persistente (sin resistencia) para mante ner la exclusión del flujo 
cuando e l campo externo está presente. 

H if; O.'/'> T, . H I= O. T < T,. 1-1 = O. T < Te ll '1= O, 'J' < '/~ 

FIGURA 14-2 
Izquierda: Ilustración esquemática de la expulsión. Derecha: Exclusión de l flujo 
magnético en un superconduc tor . A ambos se les denomina efectos Meissner. 
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FIGURA 14-3 
Un imán permanente flotando sobre una superficie superconductora. 

La figura 14-3 muestra una fotografía de una levitación. Si sobre una superficie perfectamente 
conductora se coloca un pequei'io imán permanente, éste flotará. Si se coloca al imán sobre la 
superficie y posteriormente ésta se hace superconductora (bajando su temperatura) , éste se 
levantará y flotará. Debido a que e l cuerpo superconductor excluye las líneas de flujo magnético 
asociadas con un imán, se genera una fuerza repulsiva lo suficientemente grande como para 
sobrepasar el peso del imán. Se han hecho estudios de ingeniería bastante confiables que han 
indicado la factibilidad de utilizar este fenómeno para proporcionar soportes muy suaves para 
trenes de pasajeros de muy alta velocidad. 

Se ha encontrado que si el campo externo se incrementa más allá de cierto valor, llamado el 
campo crítico H e, el metal deja de ser superconductor y se convierte en normal. El valor de este 
campo crítico para un material dado depende de la temperatura tal y como se muestra en la 

FIGURA 14-4 
Variación del campo crítico H e con la tempe· 
ratura para el plomo. Obsérvese que H e es 
cero cuando la temperatura T es igual a la 
temperatura crítica Te. 
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figura 14-4 para el caso del plomo. De este modo, conforme el campo magnético externo 
aumenta, la temperatura crítica baja hasta que H > H c(8ºK) donde ya no habrá supercon­
ductividad para ninguna temperatura. Esto se puede entender como sigue. Suponga que a 
alguna temperatura por debajo de Te se enciende el campo magnético. Entonces, actuará el 
superconductor para excluir este campo (el efecto Meissner), e l decremento en la energía del 
campo magnético aparece con el incremento en la energía de los e lectrones que constituyen la 
corriente superconductora. Conforme aumenta la intensidad del campo magnético externo, 
también aumenta la energía adquirida por el superconductor. Para el valor crítico del 
campo, /-(:, la energía del estado superconductor se hace mayor que la energía del estado 
uormal de manera que el material se hace normal. 

En 1950 se tuvo evidencia de que las vibraciones de la red tienen un papel importante en el 
fenómeno de la superconductividad, lo cual ocurrió cuando el experimento reveló que la 
temperatura cr ítica de los cristales constituidos por diferentes isó topos del mismo elemento 
dependen de la masa isotópica, esta dependencia está dada por 

M 112Tc = constante (14-1 ) 

do nde M es la masa isotópica promedio del sólido, a esto se le domina efecto isotópico. Esta 
relación demuestra que al no haber vibraciones de la red (cuando M - >- oo), la temperatura 
crítica tenderá a cero (por lo tanto, no habrá superconductividad). La importancia de las 
viLraciones d e la red sugiere que una interacción electrón-fonón es la causa de la supercon­
ductiv1dad. Si se espera dar una explicación teórica de la s uperconductividad , no es posible 
continuar ignorando las inte racciones electrón-fon ón que fueron despreciadas en el modelo de 
súlidu de partícula independiente. En 1957, Bardeen, Cooper y Schrieffer propusieron una 
teoría microscópica detallada, ahora conocida como la teoría BCS, en la cual se incluyen esas 
interacciones. Las predicciones de la teoría BCS concuerdan muy bien con los resultados 
exper imentales . Ahora se considerará una descripción cualitativa de esta teoría. 

Cuando un electrón en un sólido pasa por iones adyacentes en la red, puede actuar sobre estos 
iones m~dian te un conjunto de atracciones de Coulomb que dan a cada uno un impulso que 
causa que ellos se muevan juntos ligeramene. Debido a las propiedades elásticas de la red, esta 
región de densidad de carga positiva aumenta y se propaga como una onda que lleva impulso a 
través de la red. ¡El electrón ha emitido un fonón ! El impulso que lleva el fonón lo ha 
suministrado el electrón que cambia su impulso cuando emite a aquel. Si un segundo electrón 
pasa por la región en movimiento de densidad de carga positiva creciente, experimentará una 
in Lt>racc1ón de Coulomb atractiva y así podrá absorber todo el impulso que lleva la región en 
movimiento. Esto es, e l segundo electrón puede absorber al fonón, absorbiendo de esta manera 
el impu lso suminist rado por el primer electrón . El efecto neto es que los dos e lectrones han 
r11tPr,;ambiado a lgo de impulso entre ellos y han interactuado de es te modo. No obstante que la 
mterat·ción fue en dos pasos, incluyendo un fonón como un intermediario , ciertamente fue una 
interacción entre los dos electrones. Además, fue una interacción atractiva ya que el electrón 
11n olucrndo en cada uno de los pasos participó en una interacción de Coulomb atractiva. La 
tc(lría BCS muestra que, en c ie rtas condiciones, la atracción entre d!os electrones debida a una 
succs1ó11 de inte rcambio de fonón puede exceder ligeramente la repulsión que estos ejercen 
Jirl'ctamente en tre sí debido a la interacción de Coulomb (apantallamiento) de sus cargas 
iguall's. Entonces los e lectrones se verían unidos débilmente y formarán el llamado par de 
r·ovper. Se verá que los pares de Cooper son la causa de la supercondu ctividad. 

La. c .. rnJirioncs para su formación en número suficientemente grande como para permi tir la 
supcrconductividad son: (1) que la temperatura sea lo suficientemente baja como para hacer 
qu< d número de fonones térmicos al azar presentes en la red sea pequeño. (Ellos inhibirían los 
pron'"'-os orde nados in vo lucrados en la superconduc tividad; (2) que la interacción entre un 
clec11 ó11 y un fonón sea fuert e, de modo que una s ubstancia qu~ tenga una resistencia 
relat1va 111cnte baja a temperatura ambiente, por razón de que sus e lectrones de conducción 
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inte ractúen débilmente con las vibraciones térmicas de la red, no será un posible supercon­
ductor a bajas temperaturas); (3) que e l número de electrones en estados justamente por debajo 
de la energía de Fermi sea grande (estos son los electrones energéticamente di sponibles para 
formar los pares de Cooper); (4) que los dos elect rones tengan sus spin "antiparalelos" (y que 
por lo tanto su función espacial sea simétrica en un intercambio de marcas, lo cual significa que 
ellos estarán lo suficientemente juntos para formar un par) y (5) que al no haber un campo 
eléctrico aplicado externamente, los dos electrones de un par tengan sus impulsos de igual 
magnitud pero dirección opuesta (como se explicará a continuación, esto facilita la participa­
ción del máximo número de e lectrones en la formación de pares). 

Debido a que los pares de Cooper están ligados débilmente, con frecuencia se rompen para 
formarse nuevamente , por lo regular con parejas diferentes; por la misma razón, los pares de 
Cooper son grandes. (En el ejemplo 14-2 se estimará que la separación típica de los electrones en 
un par es del orden de l 0" A .) Por lo tanto, dentro de la región ocupada por los electrones de u n 
par existirán muchos otros electrones que igualmente podrían partic ipar en el procft.::iO de 
aparamiento. Si ellos pueden hacer esto, el sistema estará ligado más fuertemente y por !o tanto 
será más estable. El sistema logra esto manteniendo el impulso lineal igual a cero al no haber Ur! 

campo eléctrico aplicado. El estudio de la formación de un par demuestra que e l impulso total ,l.,. 
cualquier par es una constante, ya que el resultado neto de cambiar un fonón entre dos electronf>.:: 
es preservar el impulso total del par. Si todos los pares ti enen e l mismo impulso total constan te, 
entonces no habrá inhibición al proceso de pares antiguos que se rompen y pares nuevos q ue se 
c rean, debido a que cualquier par se puede convertir en otro por el intercambio de un fonón y por 
lo tanto el número de pares que estará presenteserámáximo. Del argumen to cualitali voquesehi, 
dado, esta conclusión es posible y constituye un fundamento para los cálculos de la teoría BCS que 
muestra que las funciones de onda que describen la fo rmación de pares están en fase, se suman 
constructivamente y llevan a una probabilidad total grande para dicha formación t'uando todos 
los pares tienen el mismo impulso total. Al no haber un campo eléctrico aplicado. obviamen te las 
consideraciones de simetría requieren que el valor común de l impulso total del par sea cero. De 
esta manera, se puede observar la causa de que en estas circunstancias los dos electrones de cada 
par tienen sus impulsos lineales de igual magnitud pero dirección opuesta. También SP observa 
que el estado base del sistema está muy ordenado, en él, todos los pares en la red hacen exactamen­
te lo mismo en cuanto al movimiento de sus centros de masa. Este orden se ex tiende a través de 
la red y no sólo a la región ocupada por un par, ya que los pares son relativamente grande!S y hay 
muchos de ellos, de modo tal que existe traslape múltiple. El orden se propaga a través dP las r P­

giones adyacentes traslapadas. 
Cuando se aplica un campo eléctrico externo, los pares, que se comportan como part ículas 

con dos cargas electrónicas, se mueven a través de la red bajo la influencia del campo. Pero lo 
hacen de manera que preservan el orden ya que mantendrán su número en un máximo PClr lo 
tanto llevarán corriente moviéndose a través de la red con todos sus centros de masa ten iendo 
exactamente el mismo impulso. El movimiento de cada par está determinado por el movimien tC' 
de los restantes y así ninguno de ellos se puede involucrar en la dispersión caótica producida poi 
las imperfecciones de la red que causan una resistencia eléctrica a baja temperatura. Esta es Is 
causa de que el sistema sea un superconductor. 

Es tentador pensar que un par de Cooper actuara como un bos6n, ya que contiene dos fermiones. Si esto 
se pudiera hacer,la superconductividad sería solamente otro ejemplo de la condensación de Bose,como en la 
superfluidez del helio líquido. Esto es, sería un movimiento completamente correlaciona<lo de un 
conjunto de bosones en el mismo estado cuántico debido al efecto del factor de aumento (1 + n) de hosones 
estudiado en el capítulo 11. Las teorías que precedieron la teoría BCS trataron infructuosament e de 
utilizar este enfoque; la razón por la cual esto no es válido es que los electrones individuales en cada par 
están débilmente ligados al par, lo cual también signi fica que el par es grande. Como una consecuencia, las 
eigenfunciones para el sistema de pares traslapados deberá tomar en cuenta el intercambio de marcas de un 
electrón de un par y un electrón de otro par , así como el intercambio de marcas de un par completo con 
otro par completo. En este último intercambio la eigenfunción del sistema no cambiará de signo debido a 
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que las marcas de los dos fermiones se han intercambiado , pero en el primero, las eigenfunciones cambian 
<le signo ya que solamente se intercambia la marca para un fermión. Por lo tanto, los pares de Cooper no 
son ni puramente bosonoides (no cambian de signo), ni puramente fermionoides (cambian de signo), con 
respecto a todo el intercambio de marcas en las eigenfunciones que deberían considerarse. En un sistema 
de átomos de helio fuertemente ligados el único tipo de intercambio de marcas que se debe considerar es un 
intercambio de las marca de un átomo con la marca de otro. De hecho, tal intercambio involucra un 
número par de intercambios de marcas en los fermiones (cada átomo contiene dos electrones, dos protones 
y dos neutrones) de manera que la eigenfunción no cambia de signo y los átomos del sistema actúan como 
bosones. 

De acuerdo con la teoría BCS, la energía de enlace de un par de Cooperen el cero absoluto es 
alrededor de 3k7;.Conforme aumenta la temperatura la energía de enlace se reduce y se va a cero 
cuando la temperatura se iguala a la temperatura c rítica Te. Por encima de Te, un par de Cooper 
no está ligado. 

Para dos e lectrones, cada uno en un estado de partícula simple justamente por debajo de la 
energía de Fermi 8 1,. , con una interacción de enlace electrón-e lectrón en el cero absoluto es 
ventajoso energéticamente promoverse ellos mismos a un estado vacío jus tamente por encima 
de <1 ,.· donde ellos pueden interactuar de manera que formen un par de Cooper. La energía 
necesaria para poner los e lectrones en estados de partícula simple más altos está más que 
compensada por la energía disponible para e l enlace de los pares de Cooper que ellos forman. 
Por lo tanto, la distribución de Fer mi en e l cero absoluto de un superconductor es inestable, en 
e l sen tido de que los electrones en los estados dentro de un rango de l orden de kTc por debajo de 
la energía de Fermi dejarán aquellos estados y entrarán a estados dentro de un rango similar por 
encima de la en ergía de Fermi, donde formarán pares. El resultado es que la distribución a T = O 
de estados ocupados de un superconductor aparece como una distribución de Fermi a T = Te 
para un conductor normal. La razón por la cual los electrones deberán estar por encima 
de lf ,.· para encontrarse libres de formar pares, es que solamente por encima de <ff F, se en cuen­
tra un número grande de estados desocupados, que deberán existir para que los dos electrones 
de un par entren después de que han cambiado su impulso mediante la emisión de un fonón por 
parte de uno de ellos y la absorción de un fonón por parte del otro. 

No obstante existe una distribución casi continua de estados de partícula libre disponible 
para cada electrón en un superconductor a T = O, la distribución de estados disponibles en e l 
s istema está muy lejos de ser cont inua. Por lo que concierne a l sistema, existe su estado base de 
superconductor y una brecha de energúi de ancho '9'

9 
en la cual n o hay ningún estado y por 

encima de la brecha un conjunto de estados que no son superconductores. El ancho de la 
brecha t ·!I es igual a la energía de enlace de un par de Cooper. La brecha aparece si un electrón 
del sistema en un estado de partícula simple en la región de ancho ,..._,fcTc en las vecindades 
de 4,, absorbe energía de a lguna fuente, de modo que efectúa una transición de este estado a 
otro de partícula simple que difiere en energía en un infinitésimo, e ntonces el par del cual e ra 
miembro se romperá y la energía de enlace de l par se trasferirá al sis tema. Por lo tanto, la fuente 
deberá ser capaz de suministrar una energía igual a una energía de enlace del par antes de que un 
e lectrón cercano a f, 1 •• pueda realizar una transición al estado ener gét icamente más cercano. 
(Para un electrón que se encuent re por debajo de 6' 1 •. , deberá s uministrarse aún más ene rgía 
para excitarlo, despreciando el hecho de que n o se en cuentre en un par, ya que todos los estados 
cercanos están prácticamente ocupados). Por lo tanto, la energía mínima aceptable para el 
estado base del sistema, que es el ancho de su brecha de energía, es la energía de enlace de un par 
de Cooper. Los estados que empiezan encima de la brecha no son superconductores ya que en 
e llos el sistema tiene energía suficiente para qu~ los pares se rompan. 

El ancho de la brecha a T = O es (J' !J,..._, Jk Te.pero disminuye conforme la temperatura aumenta 
y alcanza un espesor igual a cero para T = T<. donde los pares dejan de estar ligados. Para 
temperaturas por debajo de T,. el estado base superconductor corresponde a un estado 
cuántico en gran escala en el cual los movimientos de todos los electrones e iones están muy 
correlacionados y, por lo tanto, le toma la brecha de energía gu para excitar a l sistema a l 
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estado más alto, que no es superconductor y ex iste más energía que la energía térmica 
disponible para e l s is tema. De hecho, para T = O. 1 T,. el va lor de la brecha de ene rgía se 
mant iene alrededor de lf'11 = 3kTr, mien tras la energía térmica es alrededor de kT = 0.1 kTr. 

Para la mayoría de los superconductores en las proximidades de T = O, la energía necesaria 
para vencer la brecha corresponde a foton es en el infrarrojo muy lejano o en la región de 
microondas. La existe ncia y ancho de la brecha se establece experimentalmente por un C'ambio 
brusco e n la absorción de radiación infrarroja o de microondas cuando la energía del fo tón /n, 
cae por debajo de la brecha de energía. 

Ejemplo 14 - 1. La temperatura crítica del mercurio es 4,2° K. 
a). ¿Cuál es la brecha de energía en electrón volts a T = O? Como se estableció con anterioridad, la energía 
de en lace del par de Cooper o brecha de energía es 

as í 

lf ~ 3kT 
(J r 

r.t) -... 3 x 1.4 x 10- 23 joule/º K x 4.2°K 

- 1.1 X 10- 3 eV 

1 .8 x 10- 22 joule 

b) Calcu lar la lo ngitud de onda de un fotón c uya e nergía es jus tamente la sufic iente para romper losparP:; 
de Cooper en el merc urio a T = O. ¿En qu é regió n del espectro electromagnético se encu,=mtran esos 
fotones? 
La e nPrg ía es 

he 
ltfl = /111 

dt> modo qu e la lo ngi tud de onda es 

he 6.6 x 10- 3·1 joule-seg x 3 x I os m/seg 
) = - ~ - l. 1 X 1 Q- 3 m 
· f, u · 1 .8 x 10- 22 joule 

estos fo tones están en la parte de la región de microondas de longitud de onda muy corta. 
e-). Para ondas l'ler rromagnétiras de longi1 ud<>s ti <> onda más e orlas que las enconlradas en la parte (h) ¿st> 
co mpo rt a e l metal como superco ndu ctor? Explicar. 

:'Jo, ya qu e la enPrgía de los fo tones con longi 1ud de onda más corra es lo sufic-ien1PmPntt> más alta como 
para romper los pares d<> Coopero exci tar los e lectrones de conducción a través de la brecha de energía 
hacia los es1ados no supercondu ctores qu<> se encue ntran por encima de la brecha. ~ 

Ej emplo 14·-2. Estimar e l tamaño de un par de Cooper de energía de en lace 11'
0

. La función ne onda 
cl1· un par de CoopC'r Psi á con si 11 u ida por ondas que dt>scriben sus dos elect rones compon l"ntes con n úmt>ros 
d<' onda ronl f'n idos en un intervalo .:::.k que corresponde a un intervalo de enngía ó.4 ,..._, r.

0
. El intervalo 

de energía es tá centrado en I: F y el intervalo de números de onda está centrado en e l correspondiente 
J.. 1 .•. Puesto que la en<>rgía de uno de los e lectrones es 

se tiene 

y 

p2 
t · =-

2111* 2111* 

~ ~ //2k ó.k2m* 2ó.k ó.k 
/, 111*/12k 2 = k ,._, k 
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Haciendo,~ = t' 1,,, k = kF, y ..ló = 6u,se tiene 

.J.k <fo 

k lt' ,.._, et Jó' 

Como,~,);<; 1,, ,.._, 1 O 4 en un caso típi co, se obtiene 

Cap. 14 

,·01110 st> vio e11 e l capít ul o 13 q u e e n la c ima de una ba nda k = Tr/a, s i los ceros de k y S se toman en el 

fc1ndo de la banda tal como se hizo aquí, se pude po ne r k p ,.,._, 1/a. También s e sabe que e l espaciamient o de 
la reJ es a -- 1 Á. En ton ces se en cu entra que 

t.'s el Intervalo de II úmeros de onda con tenido en la fun ción de o nda para un par de Cooper. Una propiedad 
111u~ !=(t'tll'rul Je l.u, ondas ((:3- 1.,t.), que co ndu ce o. l principio de incertidumbre) establece de inmediato que la 
t~:>..tens11111 de la función de onda e n e l espacio es 

1 
.::u· ,.._, - --- 1 0·1 A 

j,f.: 

Eslt' el tamaño de un par Je Cooper típi co. 
th) tst 1111ar la dcm,1dad d<' pares de Cooper en un supercondu ctor. 

El eJPrnplo 13- 1 mues tra que la de ns idad de e lectron es de conducción en un me tal es 11 ,.._, 1022/cm3• La 
fra,·nón t¡uc formará pa res de Cooper en un superco nductor es de l orden de ~k/kF ~ IQ- 4. As í que 

rl par~s dt- C:oopcr - 1018 /cn,:¡ 

( H,.,én t·se qu<' C'I volu m t> n dí' par es --( 10·1 A?= ( 1 O ·1 1.: 111):l = 1 O 12 cm3 • De modo que un volumen tal 
1·un1H·ne¡ ......_ 10 11 pares traslapados! ~ 

El andw <le la brecha pro hibida y la de ns idad de estados cuánticos en un superconductor se 
puede de termina r a pa rtir de las ca rac terís r icas vo ltaje-corriente de una unión tune!. En esas 
uniones, un metal superconducto r y uno no rmal se encuentran separados por una capa delgada 
de oxidu (- JO u m de espesor).Con la ay uJa de un voltaje aplicado , los electrones penetran a 
través de la ba rrera re presentada po r la capa de óxido no condu c tora. En 1962, Josephson 
pr<:'dijo 4ue s i lo!> me ra le!> en a mbo!> lados de la uni ón son superconduc tores es posible que fluya 
una corrien te s in vo ltaje aplicado. S i se apli ca un voltaje pequeño (unos cuantos milivolts), 
apa,cct- una corriente a lt erna cu ya frecuen c ia está en el inter valo de las microondas. Es tos 
1•fel l(.l~ !:,C pueden usar para de tec tar diferen cias de voltaj e ex tr emadamente pequeñas y para 
111,~Jir <''HI r norme precis ión la relación e/h utilizada e n la determinación de las cons tantes 
físit.:a!- f undamcntales. Otros e fec tos s upe rconducto res predichos por Josephson permiten que 
u11 numero de p ropiedades cuánticas se puedan visuali zar de una manera muy s imple, 
parriru larmc nt<> la c ua ntizac ió n del flujo magnético que se estudiará pos terio rmente . 

Exi:-.ten mu chas aplicacio 11 es importantes de la s uperconductividad . Una aplica ción obvia es 
la de lo~ Plectro imane::. s uperconduc to res , cu yos campos provie ne n de corrientes que fluyen s in 
rt>~istl·nc,a a través de l de va nado del imán y que se utilizan e n moto res eléctri cos y 
ge11.,ra<lo res. Una dificultad es la te nden cia a inducir campos magn éti cos en los alambres del 
dt>rnnado. los cuales tienden a des truir su superconducti vidad. Actualmente se trabaja en 
t'nrnn trar los ll amados superconductures tipo 11. los c ua les tie ne n pares de Cooper cuyas 
d1111ens1ones son lo sufi cienteme nl e pequ eñas como para permitir que un campo magnético 
atraviP~c :,u cam ino a lo largo de su lo ngitud en un conjunto de canales localizados. Es tos 
ca11a l t·:-. p1er<le n su !:> Upe rco nJu cti vida<l pero 11 0 as í los canales e ntre e llos. Se ha e ncon trado que 
\ana~ a leac iones de niobio titanio son s uperconductores de l tipo II y además tienen la 
1·n11,Pnie11 cia de lempera turas críti cas relativamente a ltas (T,. e:= 20 º K ). 
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La ausencia de disipación de po tencia e n los ele me ntos superconductore:- han· posible 
m uchas aplicaciones electrónicas en las cuales los requerimiPntos de Pspacio y dP tiempos de 
lransmisión son limitaJos, por eje mplo , en las computadoras . Debido a que los supPrcon­
<lu ctores son diamagnéticos se pueden utilizar para eliminar fluj os magnéticos in<lPsPahlPs por 
ejemplo, esto se puede utilizar para formar el sis tema de lentes magnéticas de un microscopio 
e lec trónico, para eliminar lín eas de campo y mejorar grandemente el poder de resolu,·ión 
práclico del ins trumenlo. 

Aparte de es tas aplicaciones tecnológicas de la supercond11c ti vidad, de las cual<-'s se pueden 
c itar muc has más, ex is te una aplicación crecient e de las ideas teóri cas a o tros ,·ampos rte la 
fís ica. Por ej emplo, es tas ideas se han aplicado al análisis de la es tructura nuc!Par teniendo 
muc ho éx ito e n la explicación de hec hos experimentales no explicados de otras man eras. En el 
capítulo s iguie nte se verán las s imilitudes e ntre el modelo colec tivo del nú~leo y ~1 modelo 
co lectivo BCS de la superco nductividad. Algunos de los métodos de la teoría de la supPrconduc­
tividad se han apl icado a las pa r tículas e lementales de la fís ica de a h as energías, cJp modo que> la 
leo ría sugiere una unicidad o bse rvada en varia s áreas de la fís ic:i cu5ntica. 

El efecto Meissner se pu t>de es tablecer de o tra manera, menciona ndo la pos ibil idad de inducir 1'.'0rrien tes 
t>n un espéci men en un campo magnético invariante en el tiempo , s impl emente bajando la temperalura. 
Eseenunc iadocontradice laec uacióndeMaxwell JE - d i = -d<ll ¡Jdr(o V x E= -oH/nr)) mue5· 
tra que e l e fecto Meissn er no es un efecto cl ásico s ino un Pfec to c u ántico que se manifiesta a i>sraln 
macroscópica. Es to se ha confirmado mediante experimentos en anillos s uper conductores. Si uno de estos 
anillos en un estado normal se coloca en un campo magnético uniforme y se enfría a l estarlo supercon­
cluctor, se establecen corrient es e léctricas que íluyen en direcciones opues tas en la superfic ies in terna) 
exlerna del anillo tal como se mues tra en la parte s uperior de la figura 14-5. Esto excJuyP P.I campo del 
interior del anillo , pero no afec ta e l ca mpo dPntro del o rificio del anillo. Cuand o se re rira el <'ampo externo, 
la rorriente en la s uperfi cit· l'X lerna desaparea, pt>ro la corrient e en la superficie inr erna pers iste. Se dice 

que e l anillo superco ndu c tor ha atrapado el campo magnético original en el agujero, como se muestra en la 
parte baja de la figura 14-5. Cuando se mide e l flujo magn ético atrapado en el anillo como una fun r.ión de la 
intens idad dPI campo magn ético aplicado, se en cuentra qu e e l fluj o está c uant izado, e~ oc>ci r, aumenta en 
pasos discr i> tos. El sistema actúa como un á tomo de Boh r macroscópico en el cu al una f'igen fun<'ión 

FIGURA 14-5 
Arriba: Un anillo de mater ial superconductor 
se e nfría por debajo de la tempera tura cr ítica 
en presencia de u n campo magn ét ico uniforme 
como se mu estra, las corrien tes se establecen 
sobre las superfi c ies interna y externa del 
ani ll o; excluyendo al campo del material su · 
percondu clo; que constituye al an ill o. Abajo: 
Se suprime el campo externo. La cor r ien te en 
la su perficie interna pers is te. El resu ltado es 
qu e e l flujo magn ét i<'o queda a t rapado en e l 
agujero f'n<'errado por el a n illo. 
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describe el movimiento correlacionado del conjunto comple to de pares de Cooper que viajan alrededor del 
anillo. La cuanl ización del flujo aparece debido a que la eigenfunción deberá ser monovaluada. El quantum 
de flujo es 2'1Tñc/q , donde q es la carga de un par. Las medidas confirman la predicción BCS de que 
e¡ = 2e. 

14.2 Propiedades magnéticas de sólidos 

Los materiales pueden tener momentos dipolares magnéticos intrínsecos, o pueden tener 
momen tos dipolares magnéticos inducidos en ellos debidos a un campo magnético externo 
aplicado. En presencia de un campo magnético de inducción los dipolos magnéticos elementa­
les , ya sean permanentes o inducidos, actuarán para establecer para ellos mismos un campo de 
inducción que modificará e l campo original. El estudiante recordará que los momentos 
magnéticos di polares que se pueden considerar como corrientes microscópicas (por ejemplo en 
átomos), son una fuen te de inducción magnética B así como lo son las corrientes macroscópicas 
(por ejemplo en devanados de imanes). De hecho se puede escr ibir 

(14-2) 

donde M, llamada la magnetización, es la densidad volumétrica de momento magné tico di polar, y 
H , llamada la intensidad de campo magnético, solo está asociada con las corrientes macroscó­
picas. El vector magnético H, que se puede escribir H = (B - µ 0M)/µ 0 , en el magne tismo 
ti ene un papel análogo al de D en la electri cidad, ya que Del desplazamiento eléctrico se origina 
sólo con cargas libres y no con cargas de polarización. El vector magnéti co M, que se puede 
escribir como µ / V. y que es e l momento di polar magn éti co por unidad de volumen tiene las 
mismas dimensiones que H. 

Para cie rtos materiales magnéticos se en cuentra, empíricamente, que la magnetizac ión M es 
proporcional a H. Por lo tanto se puede escribir 

M =xH (14-3) 

donde la can tidad adimensional X se conoce como susceptibilidad magnética. El problema 
principa l en el estud io de propiedades magnéticas de esos materiales es el de de terminar X para 
e llos y encontrar la manera como depende de la temperatura T y del valor de H. La 
magn eti zac ión M se puede poner en términos de X y B como 

x B 
M= ----

/Lo(l + x) 
( 14-4) 

Para esta expresaon se puede ver que la susceptibilidad es pequeña comparada con uno, 
en tonces M ~ xBf ¡,0 y la cont ribución a B debido a los momentos magnéticos, es deci r µ 0M 
en (] 4-2) es pequeña. De hecho es ap licable a materiales magnéticos que son diamagnéticos o 
param<1.gnét 1cos. 

Diamagnetismo significa susceptibi lidad magn ética negativa y paramagnetismo suscepti­
bilidad magnética pos itiva. En los materiales diamagnéticos la magne tización está en dirección 
opuesta al campo de inducción de manera que X es negativa en (14-4) .El valor de B es mayor en 
la regió11 del material diamagn éti co de lo que sería si el mater ial no estuviera allí. El origen del 
J iamagnC' t1smo es la ley de Lenz: El momento magnético di polar que proviene de las corrientes 
inducidas por un campo apl icado, se opone a dicho campo. Un mater ial diamagnético perfec to, 
ta l t·um o un superconductor, excluye todo ílujo de su interior de modo que B = O y X = -1 para 
e~ lus materiales. Sin embargo, para materiales diamagnéticos no superconductores, la rnagni­
t uJ de 1. es gen eralmente menor que 10- 5 

• Por supues to que en e l vacío no existe magneti­
zación y X =O.Todas las substancias exhiben diamagnetismo, pero los momentos magnét icos 
di polares inducidos causantes de éste es tán apantallados en la mayoría de las s ubstancias debido a 
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la existencia de un momento magnético dipolar pe rmanente. En esas substancias, llamadas 
paramagn éti cas, el momento magnético dipolar de los átomos tiende a alinearse en la dirección 
del campo aplicado. Aquí la magnetización M está en la dirección de B y la susceptibilidad 
magnética X es positiva. Para materiales paramagnéticos típicos X~ I0- 4 • En presencia de 
un campo de inducción intenso las substancias diamagnéticas se ven repelidas débilmente y las 
substancias paramagnéticas atraídas débilmente por el campo, correspondiendo al hecho de 
que X es relativamente pequeña para ambos tipos de substancias además de tener el signo 
opuesto. 

Un tercer tipo de materiales magnéti cos y sumamente importantes son los llamados 
ferromagnéticos. Ferromagnetismo es la presen cia de una magnetización espontánea en los 
mater iales aún en ausencia de un campo de inducción aplicado externamente. Los únicos 
elementos ferromagnéti cos son: hierro, cobalto, n iquel, gadolinio y dispros io, pero existen 
muchos compuestos y aleacion es de estos y otros elementos que son ferromagnéticos. Las 
subs tancias ferromagnéticas son fuertemente atraídas aun por campos relativamente dé.hiles 
siendo sus magnetizaciones muy grandes. Las susceptibi lidades ferromagnéticas son tan 
grandes como 105 • Existe una conexión entre e l ferromagnetismo y el paramagnelismo ; sólo 
aquellos cri stales cu yos átomos o moléculas son paramagnéticos indi vidualmente son capaces 
de presentar el tipo de comportamiento cooperativo que conduce al ferromagneti smo. En las 
secciones siguien tes se examinan en gran detalle el paramagnet ismo y el ferromagnetismo y se 
analizan s us re laciones entre sí y con el diamagnet ismo. 

14.3 Paramagnetismo 

En un mate rial paramagnéti co los átomos contienen momentos magné ticos dipolares perma­
nentes. Estos mo men tos están asociados con e l spin intrínseco del electrón y con el movimiento 
or bital de los e lectrones. (Los momentos magnéticos dipolares electróni cos, de modo que para 
nuestros fines se pueden despreciar). Un campo de inducción B aplicado externamente, tenderá 
a alinear estos momentos dipolares paralelamente a l campo. Debido a que la energía es menor 
cuando el momento magn éti co dipolar es paralelo al campo que cuando es antiparalelo, se 
prefiere e l alineamiento paralelo. El resultado es un campo inducido que ayuda al campo 
apl icado, de modo que la susceptibilidad es positiva. Comparati vamente, los efectos diamagné­
ti cos son despreciables. La tendencia de los momentos magnéticos dipolares a a linearse con la 
dirección del campo es contrarrestada por el movimiento térm ico que tiende a hacer aleatorias 
las direcciones de los dipolos magnéticos. Por lo tanto, la susceptibilidad es dependiente de la 
temperatura y su valor está determinado por la intensidad relativa de la energía térmica kTy la 
energía de inte racción magnét ica -µ · B. Se espera que la suscept ibilidad decrezca con el 
incremento ele temperatura y, con base en ello Curie encont ró, para campos pequeños y 
temperaturas no mu y bajas que 

e x=-
T 

donde Ces una constante pos itiva característi ca del material paramagnético part icular . Esta e!'; 
la llamada Ley de CurÍP . 

En átomos con subcapas ll enas, los momentos magnéti cos dipolares de spin y separadamente, 
los momentos magn éti cos dipolares orbitales, se cancelan por pares. Solamente su bcapas no 
llenas pueden tener e lectrones no apareados, de modo que solamente se espera paramagnetismo 
en materiales que contienen átomos cuyas subcapas e lectrónicas están parcialmente llenas. En 
esos mate riales la ori entación espacial de los momentos magnéticos dipolares totales puede 
cambiar sin que cambien las configuraciones electróni cas de los átomos constituyentes. Los 
gases inertes y muchos iones tienen configuraciones con s ubcapa cerrada, de modo que no 
presentan paramagnetismo y son excelentes para es tudios diamagnét icos. Similarmente, en 
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n1ateriale:, en los cuales se requiere el apareamiento del spin , tal es como los cris tales covalentes y 
u111 c.:ho:, cr is tales iónicos, los momentos magnéticos dipo lares no pueden cambiar de dirección y 
f·::.o~ materiales también son diamagnéticos. El requisito básico para el paramagnetismo en 
::;ó)iJos, es que los momentos dipolares magnéticos individuaJes tengan algún grado de 
aislamit:n to. Los átomos deberán actuar independientemente ya que si las funciones de onda se 
traslapan de manera significante, la operación de los requisitos mecánico-cuánticos que 
C"onciernen con la indis tinguibi lidad de las partículas tenderá a aparear los momentos magné­
ticos dipolares. Muchos de los elementos de transición y todas las tierras raras forman sólidos 
paramagnéti cos. En estos casos se tienen subcapas internas no llenas y el aislamiento requerido 
Je los momentos individuales resulta del apantallamiento de estas subcapas internas por las 
su l.>capas ex ternas llenas de los propios átomos. 

Calculando ahora la s usceptibilidad paramagnética para el tipo más s imple de sistema, que es 
uno que con tiene átomos separados, en cada uno de los cuales el impulso angular orbital es cero 
y ex is te un elect rón no apareado de impulso angular de spin con dos posibles orientaciones en el 
e::;pacio. Imaginando los elect rones no apareados co locados en un campo magnético B y 
Jesprec1ando la interacc ión entre esos electrones. Sea n el número de momentos magnéticos 
Jipolares no apareados por uniJad de volumen. Si n representa la densidad volumétrica de 
momentos que son paralelos al campo y n+ representa lo mismo para los momentos que son 
a111iparale los, entonces 11 _ + 11 . = 11. Para un alineamiento paralelo del momento dipolar 
magnético µ la energía potencial magnética es -¡,B, y para un al ineamien to antiparalelo la 
energía es ¡1 B. Entonces, de la di st ribución de Boltzmann se tiene para el número en cada 

/ ' Vi' /' J..1' estaJo de energía 11 = <·11c:1' ' y 11 1 = ene 11 
'· , donde e es alguna constante de propor-

c ionalidad. La magne ti zación res ultante, es decir, el momento magnético dipolar por unidad de 
vol umen es 

J\[ = /l(II - 11 
1

) = /tCII(ef'lllk'I' _ e - 1111 k'.l') 

... .., vo11vt' niente considerar el momento promedio ne to , definido como /i = M /11 y dado por 

Í\ [ 
/Í. -

11 

(1 

(11 + 11 ¡ ) 

c11(e1' 1;,,.,,. - e-,,1; k'l') 

= /l e 11( e'' U JJ.'I' + e-,, n J.·'1) 

e'"; 1.r - e- ,,t:,,,'j_· 
/í = I'· /' ' 'I' /' ''1' (!/1 JI, + e JI 1 / 1' 

(14-5) 

ptH·s l o que, bajo circunstancias ordinarias ¡, B « k T, se puede desarrollar las exponenciales y 
obtener 

( 1 + ,118/ /, T) - ( 1 - /18/ kT) ¡l·B 
/( ,._, fl = -
' ( 1 + ¡,B jkT) + ( 1 - ¡,BfkT) l<T 

e11tonccs, la susceptibilidad paramagnética está dada por 

1\1 11(i 11¡/-lJ ¡t1111¡t'1 1.=- = _,..._, __ ,.__, __ 
JI 1/ /, T JI /, T 

( 14-6) 

do11de :-e ha utilizado ( l4-4), para X· pequeñas, para escribir B ~ ,ti0 ff. Por Jo tanto, se 
obtiene u11a aproximación al resultado de Curie X = C/ T. en el cual C = ¡t011¡t2/k y la 
c;u!'wrpt1l>iliJaJ varía inversamente con la temperatura. Obsérvese que (14-5) muestra que si se 
quita ,,1 rampo aplic-ado B se tiene /i = O. y no existe magnetización neta. El alineamien to de 
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FIGURA 14-6 

PARA MAGNETISMO 
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Arriba: Gráfica de la magnetización M en función de la inducción magnética Ben una 
s ubstan cia paramagnéti ca , para dos temperaturas T 1 y T2 = J T 1 . Abajo: Gráfica 
de M/ Mmax en fu nción de BI T para la sal paramagnética sulfato de potasio cromo. 
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los dipolos elementales depende de la presen cia de l campo, y en su ausencia, el movimiento 
térmico ori enta aleatoriamente los dipolos de modo que la magnetización n eta es cero. 

En la parte superior de la figura 14-6 se representa la magnetización , /11 = 11/i de (14-5), 
como fun ción del campo apl icado B para diferentes temperaturas. Para valores pequeños de B, 
M es esen cialmente una línea recta cuya pendiente es mayor mientras menor es la temperatura. 
Conforme B aumenta la magnetización se aprox ima asintót icamente a l va lor 11/l • Esta es la 
condi ción de saturac ión en la cual todos los momentos magnéticos dipolares n o apareados µ 
están a lineados con el campo aplicado B. La intensidad de l campo req uerida para la saturación 
aumenta con la temperatura . 

En la parte inferior de la figura 14-6 se representa la r elación Al/ Af111 .. .,., donde A/11111 °' es la 
magnetización de saturación , en función de B I T para una sal paramagnética. La curva está 
predicha por los cálculos teóri cos exactos, (14-5), los cuales con cuerdan muy bien con los 
puntos exper imentales. La predicción de la ley de Curie , (14~6) se ve que es una buena 
aproximación para valores pequeños de BI T. 

Ejemplo 14-3. a) Un campo magn ético de inducción de 1.0 tesla, se puede alcanzar con un 
e lectro imán de núcleo de fierro. Compare la energía de interacción magnética de un momento dipolar 
magnéti co de spin electróni co con este campo con la ene rgía térmica a la tempera tu ra ambiente dt>I spin del 
dipolo. 

Para e l momento dipolar magnético de spin se obtiene 

eh 
,, = .,,,, = - = 9.3 x I o - :N joule/ tesla 

'2111 
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para la energía de in teracción magnética a la temperatura ambiente, t = 300°K la energía térmica es 

De modo que 

pB = 9.3 x 10 24 joule/tesla x 1.0 tesla = 9.3 x 10- 24 joule 

= 5.8 x 10- 5 eV 

kT = 8.6 x 10-s cV/º K x 300°K = 2.6 x J0- 2 eV 

¡,B 5.8 x 1Q- 5 eY 
kT = 2.6 X 10- 2 eV = 2·2 X I0-

3 

Por lo tanto, la suposición ¡,B « kT es completamente válida para las temperaturas y campos ordina­
rios, ¡1B viene siendo alrededor de 0.2% de kT en este ejemplo. En la prácti,ca, la región de saturación de 
la figura 14-6 se alcanza a temperaturas más bajas en vez de campos intensos. b) Estimar para este caso la 
susceptibilidad paramagné tica en un sólido que tienen = 2.0x 10 28 momentos/m3, que es un valor típico 
para substancias con un electrón no apareado por átomo. 
Cuando I' B « k T se tie11e de (14-6): 

., 
¡1011¡,¡.-

1. =--
kT 

4 ,r x 10-i tesla-m/ A x 2.0 x 1028/n,3 x (9.3 x 10- 24 joule/tesla)2 

1.38 X 10 23 joule/º K X 300°K 

= 5.2 X I Q- ·1 

El resultado es una est imación ya que la teoría utilizada es aproximada, puesto que desprecia las 
interacciones entre los electrones . Los valores medidos para la mayoría de las substancias paramagnéticas 
son algo menores que e l resultado obtenido. ~ 

Se ha e ncontrado que la relación de Curie deducida con anterior idad no es aplicable a los 
metales. aunque si lo es para los materiales paramagnéticos no metálicos. De hecho, en los 
metales la susceptibilidad paramagnética es mucho menor y virtualmente independiente de la 
te mperatu ra. Aquí se tiene una situación similar a la de la sección 11-11 donde se buscaba 
entender la contribución electrónica a los calores específicos de los metales. En el análisis que 
condujo a (14-6), se utilizó la distribución clásica de Boltzmann, que fue válida puesto que los 
e lectrones es taban asociados con á tomos diferentes y se podían distinguir por s u localización , 
pero en los metales se deberá de utilizar la distribución de Fermi ya que los elec trones se 
comportan e n este caso como un gas de Fermi de partíc ulas indistinguibles. Cuando se hizo esto 
s,i obtuvo una susceptibilidad menor que la anterior y resultó independiente de la temperatura 
tal como se ha explicado. 

En la figu ra 14-?a se muestra la gráfica de la distribución de energía de los electrones en un 
me ta l, los es tados de energía que corresponden a los momentos dipolares de spin a lineados 
anl1parale los al campo se han representado por encima del eje de energía mien t ras que los que 
corresponden a los momentos alineados paralelamente al campo se han graficado por debajo del 
eje. Aquí se supone que el campo 8 está muy próximo a cero. Cuando se incrementa 8, el primer 
efecto es que la energía <le los e lectrones se corre, la energía se eleva por µB para los 
mu111 <'ntos an tiparalelos y disminu ye por µB para los momentos paralelos, tal como se 
muestra en la figura 14-7b. A continuac ión algunos electrones efectúan transiciones desde los 
estados de mayo r energía (an tipara le los) a los es tados de menor en ergía, alcanzándose una 
situación J e equil ibrio con un mínimo de energía total que se mues tra en la fig. 14-?c. En el 
ejemplo M.3 se ha visto que ¡tB e::: l O ·1 eY para B = 1.0 tesla, que es un corrimiento en 
ene, gía muy pequeño comparado con la energía de Fermi <ff Fe::: l eV. Por lo tanto, el número 
<le elcctro11es con momentos parale los es sólo ligeramente mayor que aquellos con momentos 
anl iparalelos. dominando e l caóti co efecto térmico, de modo que la susceptibilidad deberá tener 
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FIGURA 14-7 
La distribución de electrones en un metal; los electrones ocupan los estados indicados 
por las áreas sombreadas. Estados con momen tos magnéticos dipolares de spin 
antiparalelos al campo aplicado se grafican por encima del eje de energía y los es tados 
con momentos paralelos al campo se grafican por encima del eje de energía y los 
estados con momentos paralelos al campo se grafican por debajo. (a) El campo aplicado 
es esencialmente cero. (b) La situación inmediatamente después de que el campo se 
increment ó hasta el valor B. (c) Situación de equi librio con el campo aplicado B. En 
estos diagramas la energía de interacción magnética está muy exagerada con relación a 
la energía de Fermi ó'F· 

un valor pequeño. Además, no debería esperarse que la situación fuera sensible a cambios 
razonables en temperatura ya que la susceptibi lidad sería práct icamente independiente de la 
temperatura tal como se observa experimentalmente para los metales. 

14.4 Ferromagnet ismo 

El fe rro magnetismo es una magnetización espontánea e n regiones pequeñas de un material y que 
exis te aún en ausencia de un campo de inducción externa. Resumiendo los principales hechos 
conocidos del ferromagne ti smo. Primero, la magnetización espontánea en materiales ferro­
magnéticos varía con la temperatura. La magnet ización es un máximo para T= Oº K y cae a cero 
para una temperatura Tc, llamada la temperatura ferromagnética de Curie como se muestra en la 
figura 14-8. Segu ndo, a temperaturas mayo res que Te los ma teriales se hacen paramagnéticos 
y ti enen una susceptibilidad magnética que está dada por la relación X = C/(T - T<') q ue es 
una modificación de la re lación de Curie para materiales paramagnétiros, en la cual X no está 
definida para temperaturas menores que T<' donde el mate rial tiene una magnPtización pt"rrna­
nente. Tercero, un material feerromagnéti co no sf' magneti za e n la misma dirPcción a lo largo df' 
todo s u volumen, pero t iene muc has regiones más pe()ue ñas de magnPti zación de dirf'<'<' ÍÓn uni­
forme, llamadas dominios, que es tán o ri entadas a l azar cada una sobr t=> In otra. Finalmente, los 
únicos elementos ferromagnét icos son: hier ro, cobalto, niquel, gadolinio y disprosio. Existf' 
una teo ría cuántica del fe rromagne tismo que puede expl icar todas estas prnpi<>dades ohserva-

FIGURA 14-8 
La magne tización espon tán ea M.~ en fun c ión 
de la temperatura Ten un material ferromag­
nétiro. T e: es la temperatura de Curi e fe r ro­
magnética. 
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Jas, pero antes de abordarla, se mos trarán en e l ejemplo que s igue que una expl icación clásica 
simple, que se sugiere por ella misma, no es sufi cienLe . 

Ejemplo 14-4. El campo de inducción producido por un dipolo magnético de momento¡, a lo largo 
de una I ínea paralela a su propio eje está dada por B = ¡ ,0¡t/21T.t:3 ,donde x es la distancia medida desde el 
dipolo. Calcular la euergía de interacción de los átomos de fierro, con sus momentos magnéticos di polares 
paralelos y co lineales µ = 2.2magnetonesde Bohr separadospor espaciosin teratómicosenel fierro,3 Á. 
A euntinuación, evalúe la temperatura por la cual la energía de in teracción magnética es igual a la energía 
térmica, para demostrar que esta interacción clásica de dipolo-dipolo no explica el ferromagnetismo en el 
hierro. 

La e nergía de interacción cuando un dipolo se alinea en un campo producido por otro dipolo, es negativo 
(de enlace) y de magn itud 

i 
/ 111/I 

E=-. 2 7T,l'3 

4 7T x 10- 1 tesla-ni/ A x (2.2 x 9.3 x 10- 24 jo ule/ tcsla)2 

21T X (3 X I o - lOm)3 

=3.1 x 10 21 joule 

Igua lando esta energía a la energía térmica kT, y resolviendo para T, se encuentra 

E 3.1 x 10 2 1 jou le 0 T = - = . = 0.22 K 
k 1.38 x 10- 2 :.1 joule/º K 

La temperatura es muy baja debido a que la energía de interacción de dipolo-dipolo es mu y pequeña. A la 
tempera! ura ambiente, la energía térmica es tres órdenes de magnitud mayor y la tendencia aleator ia de la 
agitación térmica de:.truiría completamente la tendencia dt> la interacción dipolo-dipolo a alinear los 
mo111C?'ntos dipolares magnéticos individuales y a producir una magnetización grande. Sin embargo, en 
realidad este alineamiento se encuentra en el fierro a la temperatura ambiente debido a que éste es 
frrromagné tico a esta temperatura. Por lo tanto, se co nclu ye que la explicación de ferromagnetismo no 
put-Jc sl'r la interacció n dipolo-dipolo clásica. ~ 

Para mostrar la teoría cuántica del ferromagnetismo se considerará e l hi erro, cobalto o 
níquel, los cuales son e lementos de transición que tiene n parcialmente ll ena las subcapas 
111 te rna::; 3d. Los números c uánLicos 111 1 y 111 5 para los electrones 3d e n un áto mo de un 
fe r roi 111 án que contiene esos átomos, tendrán aquellos valores que minimicen la energía de los 
::;isternas fer ro magnéti cos y que sean consis Lentes con los requisitos del principio de exclusión. 
Así.por ejemplo, s i la componente z de los núme ros cuánticos 111 1 del mmpulso angu lar orbi tal de 
Jos clect rones .Jd t iencn los mismos valores, las componentes z de los números cuánticos 1118 de 
impulso a ngular de spin deberán Lener s ignos opuestos. Si los valo res 111 1 son dis tin tos, los 
, atores 111 .. pueden ser el mismo, lo cual s ignifica que los spin pueden ser esencialmente 
paralelos. Aho ra bien , el factor g qu e espec ifica la relación del momento magnético dipolar total 
al impulso angu lar tota l Liene un valor para materiales ferromagnét icos cercano al valor g = 2 
que c1> r responde al spin del e lec trón (véase sección 10-6, part icularmente (10-23)). Esto indica 
que la magnetización se debe a l " paraleli smo· · de los spin en vez de a los momentos magnéticos 
di polares o rbi tal f's. Por lo tant o, los e lec l rones en la subcapa 3d de un átomo de hierro se a linean 
en tre ellos mismos de modo que los spin son esenc ialmente paraleJos . La razón es que esto 
rcdu,·e la energía del ,Ho mo. Esto es, dos electrones 3d permanecerán, en promedio, más 
a le¡ados s i s us spin so 11 " paralelos" que s i son antiparalelos, y s i están más alejados, su energía 
de repulsión de Coulomb se reduce. Es ta es justamente la tendencia (véase secc ión 10-4) para 
los !.. pi11 en una s11bcapa no ll ena a acoplarse ''paralelos" y maximizar el spin total, has ta donde 
lo permita el prin cipio J e exclusión, ya que esto minimiza la e nergía res idual de Coulomb. Por lo 
tan to. un só lo átomo de hi P.1-ro es paramagnético ya que tiene un momento magnéti co dipo lar de 
sp111 pcrma11 entl', deb ido hásicamenLe a la interacción e ntre las coordenadas de spin y las 
coorJe naJas espaciales impuesta por los requi sitos mecáni cos cuánticos conce rnie nte al 
intPn-arnhio de marcas de las partíc ulas inJis tinguibles . Por esta razón, a lgunas veces se di ce 
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que el acoplamien to de spin se debe a la fu ert e interacción de intercambfo que opera dt>ntro del 
á tomo. 

Ensf'gu ida se considerará una red cr is talina de átomos de hierro. También ex iste una fuerte 
inte racción de inter cambio entre á tomos adyacentes de la red debido a que los e lectrones en los 
átomos son indis tinguibles y los átomos es tán lo suficientemente próximos entrt' sí como para 
que la indis 1inguibil idad t'Stablezca una difer t'n r ia. Esta interacción de in lercam hio también 
conducirá a un acoplamiento dt' los spin , es dec ir , los spin to tales de átomos adyacentes, pero es 
más complicada que la int eracción dt' intercambio dentro de un so lo átomo dehido a quP la 
geometría del sis tema de átomos es más complicada que la geometría esféricamt'n te simétrir.a de 
uno solo. Los resultados de interacción de int er cambio pueden ser que la energía más baJa del 
sis tema ocurra cuando los spin de los pares de átomos adyacentes sean "paralelos" o qut: 
ocurran cuando éstos sean "antiparalelos". En el primer caso, el s is tema será ferromagnético y 
en e l segundo será antiferromagnéti co. 

El f erromagnet ismo se puede entender considerando los cinco traslapes de las bandas de 
e nergía 3d de un cri s tal compues to por uno de los átomos de los e leme ntos de transirión. La 
to talidad de estas handas, que aqu í se llamará banda 3d, pueden contener 10 electron,•s por 
átomo. Cuando la banda es lá ll ena, Liene c inco electrones con spin para a rriba y cinco con spin 
para abajo. Por á tomo, la banda es estrecha debido a que la subcapa 3d es una subcapa illterna 
ta l como se es tudió e n la sección 1.3-7. Sin embargo, e n los átomos ferromagnéticos la banda 3d 
solament e Pstá parc ia lmente ll ena. Por ejemplo en el fierro existe n seis electrones 3dpor átomo 
Si in icialmente se supone que tres de es los e lectrones tie nen spin con una orientación y lM 
otros 3 con la o tra, los elec trones ocupar ían los estados de energía más baja di sponible Pn cada 
una de las dos bandas parciales de s pin opuesto, no se podrá estar seguros quf' éste sea el estado 
de e nergía más bajo para e l s is tema, ya que la interacción de in tercambio de la red cor rf-'11 a las 
bandas parciales de signo opuesto con respecto a las o tras. La banda parcial de un spin, f's decir, la 
co lecc ión de niveles de en ergía en la cual todos los electrones ti enen una orif'ntación d"' spin, 
Sf'rá dis minuida e n energía por la interacción de intercambio y la banda parcial del otro spin será 
au mentada en energía por la interacción. Se podrían te ne r 5 elect rones por átomo en u na banda 
parcial y el sex to en la banda parcia l del spin opuesto. Si la energía total del sistema se 
di smin uyera más por la in teracc ión de int ercambio que lo que se eleva por la mayor energía que 
resulta de la población as imétrica de los niveles de ene rgía de e lect rones enlrf' las dos bandas 
parciales. Es to es, compitiendo con la tendencia de los elec trones de irse a la banda parcial de 
menor energía, es tá el hecho de que, si lo hacen, algunos se verán forzados por el principio de 
exc lus ión a irse a los nive les de energía super iores de la banda parcia l. Enseguida se presen tará 
una figura qu e mues tra, y aú n explica es ta compe ten<'ia. 

Los cáli-ulos demues t ran que para unos pocos e lementos una handa parcial efectivamf'n te SP. 

llenará mientras quf' la o tra no, de modo que en ellos ex istirá una gran magnt>tiza<'ión 
espontánea. Cuando se calcula la int E>racción entre spin como una función de la razón entre la 
mitad dE> la separac ión internuclear y el radio de la capa 3d en los f"l<·mentos de transición, st> 
Pncuentra que el a lin eamiento de s pi n paralelos se ve favo recido si c>sta razón ex,'f'df' a 1.S. Los 
va lores típicos de la razón son Mn 1.47; F'e, 1.63; Co, l.82; Ni, 1.98; dt> modo quP. c;e f'sp~raque 
sea n fnromagné Li cos fierro, cobalto y níquel y quP e l manganeso no lo sea. De hPcho, los 
c ri s tales de manganeso no son fe rromagné ticos. La t eoría se confirm a por f'l hecho df' qu<> 
c iertos compuestos (ta les como las a lf'acio nes Heusler) que contiene átomos de manganeso que 
f'S tá n mu y alejados son fe rromagné ti cos. 

En la figura 14-9 se hace la gráfica de la diferencia de energía en tre configu racione~ 
mngnPtizadas y no magne tizadas contra la razón de la semi st>parac ión inte rnu C'lear al radio .'Jrl. 
Conforme la separac ión entre los átomos au menta desde e l valor que da el máximo, las 
fnnci ones de onda 3d se traslapan cada vez men os y los requisitos de indis tinguibilidad 
desaparecen ráp idamf'ntf' ; por lo tant o, la int eracción de intercambio reduce la energía cada VP7 

menos. Si en una red cri s ta lina los radios de la subcapa de los e lectrones de valen cia son 
pN¡ue ños compa rados con f' I espaciamien to int e rnuc lea r,como en los elemPntos de las tiPrras 
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FIGURA 14-9 
La variación de la diferencia de energía entre 
configuraciones nomagnetizadas y magnetiza­
das con la razón de la separación internuclear 
al diáme tro de la subcapa 3 d, para algunos 
elementos de transición. 
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raras, se espera que el material sea paramagnético debido a que los momentos magnéticos 
dipolares de spin indi viduales están ais lados unos de otros. Conforme la separación entre los 
átomos disminuye del valor que da el máximo, las bandas de energía se ensanchan y el exceso de 
energía asociado con la población asimétrica en el estado de magnetización se incrementa más 
de lo que la interacción de inte rcambio reduce la energía. De hecho, nos aproximamos a la 
si tuación de las moléculas dia tómicas en las que los spin antiparale los dan la energía más baja ya 
que los electrones gastan la mayor parte de su tiempo entre los núcleos. En los elementos con 
electrones de valencia en las subcapas no llenas, el radio de la subcapa es lo bas tante grande 
comparado con la separac ión internuclear como para esperar que todos estos electrones formen 
pares con spin "an ti parale los" . Enton ces no existirá momento magnético dipolar de spin y el 
material será diamagné tico. La figura 14-10 ilus tra esquemáticamente la población de dos 
bandas parcia les de signo opues to, para separación internuclear menor que, igual a y mayor que 
el in tervalo de valo res que conduce al ferromagne tismo. 

Se ve q ue la si tuación ferromagnéti ca es una de las más delicadas en la cual el radio de la 
subcapa <le valencia es lo sufic ientemente grande como para permitir un traslape espacial 
s uficien te compatible con los requ isitos de indistinguibilidad , pe ro al mismo tiempo lo 
s ufic ientem<-·nte peq ueña como para prevenir que e l ancho de la banda de valencia sea excesivo. 
En estos casos en los cuales el es tado de magnetizac ión se favorece , la diferenc ia de energía 
en tre lo!> es tados magne tizados y no magn etizados es del orden de un décimo de e lectrónvolt por 
á tomo. As i, es ta situación deja en claro que la magnetización espontánea es dependiente de la 
temperatura y que la en ergía térmica adiciona l queda di sponible gracias a un incremento en la 
L<> mpera tura que puede e liminar las condiciones que favorecen e l alineamiento del spin 
causa11te tlel ferro magne tismo. A T = O'' K todos los alineamientosde l spin permitidos existen, 
pero conlorme la tempera tura se e leva, muchos de los alineamientos paralelos se distribuyen al 
aza r por e l movimiento térmico. Justamente por debajo de la temperatura de Curie Tc, los 
a linParn ienl os desaparecen rápidamente (véase figura 14-8) y esto ti ende por completo a irse po r 
encima de la temperatura T< ·· Para el fi erro la temperatura de Curie es 1043°K para el cobalto 
t>S 1 1.00°K v para el níquel 631°K. 

QueJ a por exp licar el o rigen de los <lominios. En los materiales ferro magn éticos no se observa 
c¡u<:' sean rnagne tizados a menos que se les ponga previamente en un campo magn ético externo. 
E~ <lecir. que a menos que ex is ta magn etización espontánea, la magnetizac ión en una región 
pequeña, o dominio, de un material fe rromagné ti co se puede orientar en una dirección diferente 
a la que ti ene e 11 o tro dominio, de modo que la magne tización mic roscópica resultante puede ser 
ce ro. Los Jominios apa recen en primer lugar debido a que la energía elle un cristal grande no es 
un mínimo cuando és te se en cuentra magne tizado uniformemente. El tamaño y formas 
particulares de un domi nio es tán determinados por un proceso que minimiza e l to tal de los tres 
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Ilustración esquemática de la estructura de la banda de valencia para tres espacia­
mientos internucleares diferentes de un sistema de átomos que son individualmente 
paramagnéticos. Con el decremento del espaciamiento, las funciones de onda de los 
electrones en las subcapas de valencia de átomos adyacentes se traslapan y tienen lugar 
efectos de in tercambio. Estos causan que el nivel de valencia se desdoble en una banda 
y. desde e l punto de vista de la banda, se descompone en dos bandas parciales de spin 
alineados en oposición, también causan que las bandas parciales se desplacen entre sí. 
La pos ibilidad del ferromagnetismo aflora debido a que, en un caso favorable como el 
que se muestra, al decrecer el espaciamien to, el desplazamiento se incrementa tan 
rápido como disminu ye el ancho de la banda. Esta relación no se mantiene en 
espaciamientos muy pequeños ya que e l ancho de la banda aumenta más y más rápido 
con el decremento del espaciamiento (ver figu ra 13-3). Para todos los espaciamientos. 
los ni veles de las dos bandas parciales se ocuparán de tal modo, que las energías de 
Fermi sean iguales, ya que esto minimiza la energía total del sistema. Para la situación 
descrita por la figura central , el número de e lectrones de valencia en la banda total es 
suficiente para llenar completamen te todos los niveles de la banda parcial de spin más 
bajo. pero sólo los niveles más hajos de la banda parcial su perior. Entonces, el sistema 
es ferromagnético ya que la mayoría de los spin de los electrones de valencia están 
alineados en la misma dirección. Esto no ocurre en la figura de la derecha debido a que 
las energías asociadas con ambos efectos de intercambio son pequeñas comparadas con 
kT. En la figura de la izquierda esto no sucede porque el ancho de la banda es grande 
C'omparado con los desplazamientos parciales de la banda. Entonces el ferromag· 
rwti smo rPquiPrc> no sólo rp1e exista un intervalo de traslapt> de las subcapas de valencia 
donde los dos efectos de intercambio tengan una relación particular, si n o también que 
la rol ación en tre el espaciamiento internuclear y el diámetro de la subcapa de valencia 
sea tal, que el traslape en el sistema real sea en este intervalo. 
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t ipos diferentes de energía involucrados . Primero la energía del campo magnético. Si, por 
ejemplo, el espéc-imen sólirlo comple to fo rmara un solo dominio existi r ía un campo externo 
intenso y una energ ía magnética grande asociada con e l campo. El campo magnético externo se 
puede reducir bastante y, con secu en temente, disminuir la energía en é l, dividi endo e l 
rsp<'cimc'n en domin ios cuyas magnetizaciones tiendan a cancelarse entre sí como se muestra 
e n la fi gura 14-11. Sin embargo, las fron teras del dominio o paredes, son s itios de campos 
magnéticos n o uniformes al tamente loca lizadas y de intensidad considerable y que requiPren 
pa ra s u c rcar ión un segu ndo tipo de energía. La tercera ene1·gía es la diferencia de energía entre 
una s ituación en la riue el espécimen está magnetizado en una dirección relativa al eje del cristal 
y una s ituación en la cu a l est á magne tizado en otra dirección . 
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FIGURA 14-11 
Dominios ferromagnéticos. Izquierda Arriba: 
En un monocristal los vectores de magnetiza­
i;ióu deberán de estar a lo largo de ejes equi­
valentes del cristal. Este cristal no tiene mag­
netización neta, no obstante que cada uno de 
lm, dominios está magnetizado. Arriba dere­
cha: En una substancia policristalina los ejes 
del cristal están orientados aleatoriamente de 
manera que los vectores de magnetización 
están orientados aleatoriamente. Abajo: Pa­
trones de dominios para un monocristal de 
hierro conteniendo 3.8% de sílice. Las líneas 
blancas muestran las fronteras en tre los do­
minios (cortesía de H. J. Williams. Bell The­
lephone Laboratories). 
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Arriba: Crecimiento de dominios en un monocristal en un campo magnético exter· 
uamente aplicado H. se muestra esquemáticamente el crecimiento preferencial de los 
tlom inios, la rotación de éstos y la saturación. Abajo: Campo magnético externa­
mente apli cado dirigido hacia la derecha. En cada dominio se muestra la magnetiza­
ción por ílechas blancas. La frontera del dominio se mueve hacia abajo a través de una 
rngión en la cual e>.iste una imperfección en el cristal como crecimiento preferencial 
del dominio. (cortes1a A. J. William, Bell Telephone Laboratories) . 
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En una pieza de fierro no magnet izada, los dominios individuales entre ios cuales los 
momentos dipola res magnéticos están alineados, es tán orien tados al azar. Conforme se 
magnetiza e l fierro colocándolo en un campo magnético externo, ocurren dos efectos. Uno es el 
crecimiento en tamaño de los dominios que son favorecidos a orientarse con respecto al campo a 
expensas de aquellos que no lo son , tal como y se muestra en la figu ra 14-12. El otro es una 
rotación de la dirección de magnetización dentro de un dominio hacia la dirección del campo 
aplicado. El bien conocido efecto de histéresis en el cual la magnetización de los materiales 
ferromagnét icos no vuelve a cero después de qu itar el campo ex terno apl icado se debe al hecho 
de que las fronteras de dominio no regresan completamente a sus posiciones originales cuando 
se quita el campo exte rno. El movimiento de estas front eras no es reversible y se ve afectado por 
imperfecciones en e l crista l tales como impurezas y esfuerzos. El materia l continúa magnetizado 
a pesar de que no exis ta campo aplicado externamente. Una condición denominada magnetismo 
pennanente. 

14 .5 Antife rromag ne tismo y fe rromag n e tismo 

Otros dos tipos de magneti smo íntimamente re lacionados con e l ferromagnetismo son P.I 
antiferromagnetismo y el fer rimagne tismo. En los materiales antiferromagnéticos, de los cuales el 
MnO 2 es un ejemplo, las fuerzas de interacción de inte rcambio entre átomos adyacentes 
tienen orientaciones de spin "antiparalelas", como se muestra en la figu ra 14-13b. Por ejemplo, 
en el MnO 2 , el ion de oxígeno, que es negativo, tiene a cada lado un ion de magnaneso que es 
positivo; los · momentos dipolares magné ti cos de los iones positivos están esencialmente 
antipara le los debido a que cada uno está apareado con uno de los spin electrónicos del ion 
oxígeno orientados en dirección opuesta y que se encuentra en la configuración de mínima 
energía del sistema. Por lo tanto, esos mate ria les muestran un magn etismo externo muy 
pequeño. Si se les calienta lo s ufic iente, los ma teriales se hacen paramagné ticos y la interarcióu 
de intercambio deja de actuar . En las sustancias ferromagnéticas están presentes dos tipos 
distintos de iones pa ramagnéticos ; en la fe rrit a de níquel los dos iones son Ni++ y Fe l-1+ . La 
in teracción de intercambio fija a los io nes en una con figuración como la que se muestra en la 
fígura 14-13c. La interacción de intercambio que ali nea los momentos magnéticos dipolares 
"antipara lelos" también existe, pe ro ya que están presentes los iones con dos diferentes 
magni tudes de momentos d ipolares magnét icos, la magne tización neta no es cero. Los ef e-ctos 
magn éticos ex ternos son intermedios entre el fer ro magne tismo y antifer romagnetismo y aquí 
también la in te racción de in tercambio desaparece si se calienta el mater ial por encima de cinta 
temperatura crítica. Las fe rri tas son crista les que t ienen condu ct ividad eléctrica pequeña 

FIGURA 14-13 
Se m uestra como se o rien tan los d ipolos mag­
nét icos elemen tales por la int eracción de in­
tercambio in teratóm ico en (a} ferromagnetis­
mo, (b) an t iferromagnet ismo y (e) f errimag­
ne l ismo. 
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comparada con los materiales ferromagnéticos y son muy útiles en situaciones de alta 
frenienc ia debido a la ausencia de pérdidas significativas por corrientes de eddy. 

PREGUNTAS 
l. ¿Por qué las corrientes de superconductividad fluyen sobre la superficie de un superconductor? 

2. ¿Por qué en el in terior de un superconductor el campo eléctrico es cero? 

3. La conductividad perfecta requiere que el campo magnético interno de un cuerpo sea cero. 
¿Qué es lo que requiere del campo magnético inte rno? 

-i .. ¿Cómo s<> podría medir el campo crítico de un superconductor como función de la temperatura? 

5. El campo magnético externo crítico en el cero absoluto varía con el material como M - 112 • Explique. 

6. A partir del hecho de que a temperatura ambiente la conductividad eléctrica del aluminio es mucho 
mayor que la del plomo, ¿podría usted decir si el plomo o el aluminio tienen la temperatura crítica de 
superconductiv1dad mayor? 

7. Una película superconductora se puede usar como un bolómetro . (Un instrumento para medir la 
radiación calorífica). Explique . 

8. En un par de Cooper. ¿qué tanto pueden alejarse dos electrones si se les piensa atados a los ex tremos de 
Je u11 resorte? ¿Qué propiedad del sistema constituye el resorte? 

9. ¿Cuál es exactamente la diferencia entre los estados de energía de un electrón en un superconductor y 
los estados de energía del superconductor mismo? 

H). ¿Existen analogías entre superconduct ividad y superfluidez? 

11. Los superconductores cuyos pares de Cooper son lo suficientemente pequeños para permitir la 
existencia de campos magnéticos portadores de canales también tienen temperaturas críticas 
relativamente altas. ¿Cuál es la razón para este comportamiento tan conveniente de los supercon­
ductores tipo 11? 

12. Analizar el uso como termómetro de una sus tan cia paramagnéti ca. ¿En qué intervalo de temperatura 
sería ú til? 

) 3. En un gran contraste con la situación paramagnéti ca . la magne tizac ión inducida en una esfera 
diamagnética median te un campo magnético externo no varía con la temperatura. Haga esto posible. 

14,. El movimieut o o rbital de un electrón contribu ye al comportamiento paramagnético del átomo, o 
solamente lo hace el spi n intrínseco del electrón. 

15. La susceptibilidad paramagnética de las tierras raras, gener:!lmente es mayor que la de los elementos 
Je transición. Tome en cuenta la estructura de capas elec trónicas y explique el por qué. 

H>. ¿E11 e l análisis del para magnetismo es justificable el despreciar el momento di polar magnético del spin 
nuclear? Explique . 

) 7. A partir del hecho de que la mayoría de las moléculas o rgánicas ti enen momen tos magnéticos 
Jipolares de menos que unos cuantos magnetones de Bohr, demuestre que los procesos vitales no 
pueden afectarse por campos magnéticos de los producidos en un laboratorio. 

18. ¿,Por qué los elementos ferromagnéticos provienen de la mitad del grupo de los elementos de 
lransit: ión o de la mitad de las tierras raras, en vez de provenir de los extremos de los grupos 
respect ivos? 
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19. F:I cobre tiene una su hcapa elect rónica 3d ll ena y un e lectrón de valenria 4s. Explique por qué no 
t>speraría us ted que fu era ferromagn ético. 

20. En los material es fe rromagnéticos por qué no está definida la susceptibilidad para temperaturas 
menores que la tempe ratura de Curie. 

2 1. Las configuraciones electró nicas del gadolini o y del :lisprosio son consistentes con el hecho de que 
éstos sean materiales ferromagnéticos? Explique. 

22. ¿_Po r qué la interacción de intercambio puede tener un efecto s ignifica tivo sobre una banda estrecha 
con una alta densidad de estados (como en la banda 3d de los elementos de transición) no obstan te que 
la energía de interacción es pequeña? 

2:l. Se coloca un clavo sobre una mesa lisa y próximo a un imán potente se lo suelta y es atra1do por el 
im án. ¿Cuál es la fuent e de la energía ci nética que tiene el clavo jus to a nt es de que pegue en el imán? 

2 l-. ¿Po r qu é para imanes permanentes se uti lizan materiales co mpu estos por pequeños crrstalt":, y qur 
tienen grandes imperfecciones? ¿Por qué para imanes de transformadores se u tilizan matnialrs 
compuestos por cris tales grandes y que ti enen pocas impe rfecciones? 

PROBLEMAS 
l. (a) Demuestre, mediante las ecuaciones de Maxwe ll, que la resis tividad (conductor perfecto) implic:1 

que D = constante en el inte rior del mat erial. (b) Demuestre mediante las ecuaciones de Maxwell qui, 
8 = O en el int erior del material (superconductor) implica qu e la resistividad del material es r =O. 

2. Demues tre a partir de la ley de Lenz que el efecto Meissne r implica condu ctividad perfecta, pero que 
condu cti vidad perfecta no implica el efecto Meissner . 

3. El pun to crítico de l estaño a 2°K es 0.02 weber / m2 • Haga una gr áfica de la magne tización a 2°1' pára 
una muest ra larga y de lgada de estaño como una función de l campo a plicado. 

4. En la figura 14-14 se muestra parte del diagrama de & en función de k para los electrones en un 
superco nductor. (a) Haga una curva de la densidad d e e lectrones como fu nción de (f' para un 

FIGUHA 14-14 
La energía como fun ción del número de onda 
positivo para un supe rconductor . 

1...-....::::==-~~~~~-1..~~~~~k 
o 

supercondu c tor a T-OºK (b) haga una gráfica de la energía necesaria para coloca r a~11jPrc,~ 1·n un 
estad o de superconduc tor y electrones e n el estado normal. Esta es una gráfica d~ ( 6"·- cf F )1en lu1wiéi11 

de k; ~F está en el centro de la brecha para un superconductor. 

5. Cuando dos me tales están separados por un ais lador mu y delgado, los electrones desde 11n nwtal 
pueden " tunelar" a tra vés del aislador hasta el otro metal. Los electrones ílu yen has ta que lo:; n1velPs 
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de Fermi de los dos metales se igualan . Cuando entre los dos metales se conecta una batería como se 
muestra en la figura 14-15, los niveles de Fermi se desplazan y fl uye una corriente siempre que existan 
niveles electrónicos llenos en un metal, en contraposición con niveles vacíos en el o tro. Haga una 
gráfica de voltaje-corriente característicos para las sigui entes uniones (a) metal normal-me tal 
normal. (b) me tal normal-superconductor. (c) superconductor-superconductor. (Sugerencia : La 
energía de Ferm i de un superconductor se encuentra en el centro de la brecha de energía) . 

6 . Use la ley de inducción de Faraday para demostrar que un agujero en un s uperconductor atrapará 
flujo magnético, es deci r , dB !dt = Oen el agujero. Recuerde que el campo e léctrico E = Oen cualquier 
circuito a través del su perconductor que encierre el agujero y que también el efecto Meissner no es 
aplicable al agujero. 

Metal M etal 

FIGURA 14-15 
Circuito considerado en el problema 5. 

7. Derivar (14-4) para la magnetización, ut ilizando (14-2) y (14-3). 

8. Demuestre de (14-2) y ( 14-3) que x = - 1 para un superconductor. ¿ Este resultado concuerda 
con ( 14-4)? 

9. Calcular la magnetización de un mol de oxígeno a temperatura y presión normales en el campo 
magnético de la tierra. La susceptibi lidad del ox ígeno es 2.1 X 10-5 y el campo magnético terrestre 
es 5 x JQ - 5 tesla. (b) ¿Cuál es la magnetización de saturación de un mo l de ox ígeno? Su momento 
magnético dipolar es 2.8 magnetones de Bohr. 

lO. Calcular la temperatura de la muestra del ejempl o 14-3 cuando e l campo magnético se reduce 
1sentrópicamen te de un tesla al º K a 0.01 tesla, suponiendo la ley de Curie. (Un proceso isentrópico 
es aquel en el cual las poblaciones de los estados no cambian . Por lo tanto la magnetización debería de 
permanecer constante). A este proceso se le llama demagnelizaci6n adiabálica y es mu y útil en la física 
a bajas temperaturas. 

1 l. ¿Cuál es la magnet1zació11 del sistema de dos ni veles estudiado en conexión con (14-5), cuando 
¡,B ;,> kT? 

12. A partir de la figura l+ 7 se puede argüir que la magnet ización debida a los electrones de conducción 
debera ser proporcional al número de electrones den tro de la energía de Fermi. (a) Demuestre que 
esto eon<lucc a que la susceptibilidad esté dada aproximadamen te por 

3N0¡1~ 
x=---

2k.Tp 

J o11t.l e N0 es el número de Avogadro, /11, es el magne tón de Bohr y TF es la temperatura de Fermi. 
(h l Eva) úe l. para el cobre. 
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13. (a) Demostrar que el calor específi co para campo constante CII para el sistema de dos niveles 
estudiado en co nexión con (14-5) , está dado po r 

(2 B)2 
.Ark --ffr e2¡,1J/kT 

(e2µIJ/kt + 1 )2 C¡¡ 

14. Un ferroimán se puede considerar similar a un paramagneto a excepción de q ue existe un campo 
molecular int erno Hw que tiende a alin earlo espontáneamente con los dipolos elementales (a) El 
ma terial se magni-tizará espontáneamen te cuando la energía de interacció n en tre el dipolo y el campo 
molecular es igual a k T c, Calcular <-1 valor de Hw para el fi erro donde el momento magnético es 2.2 
magnetones de Bo hr y Te es 1000° K. (b) ¿Cuál es la magnetización de una muest ra df' l cm 2 de fierro 
que tiene un solo dominio?(densidad 7.9g/cm3; peso a tómico= 56) (c) ¿Cuáles la energía en el rampo? 

15. El campo molecular del pro blema 14 se puede to mar como proporciona l a la magnetización de la 
muestra , de modo que H w = J..M . (a) Demu estre que esto conduce a un a susceptibil idad dada por 

e 
x- T-Te 

do nde T e = C J.. (b) Calcular el valor de J. para el fi erro. 

16. Un modelo simple de an tiferromagneto es un a red de dos t ipos de iones paramagn éticos tales. que los 
vecinos próx imos de los átomos A son átomos B. Si las int eraccio nes antif erromagnfticas son 
solamen te entre vecinos próx imos, la magne ti zación de la mu estra por enc ima del pu nto de Curie se 
puede escribir co mo 

Tlvf_.1 = C'(H - J..Mn) 

y 

aquí C' es la consta nt e de Curie para una subred solamE'nte. El campo efectivo en la subrf'<l A 
es H - J. /\111 , y J.. positi va corresponde a int eracciones ferromagnéticas en tre átomos A y B. 
Dem uestre qu e esto cond uce a un a susceptibilidad por encima de Te d ada por 

e 
x -

T + Te 

donde C = 2C' y Te = C' J . 

17 . Haga esqu emas de rurvas de ;C1 co ntra Tpara T > Te para (a) un paramagneto, (b) un ferromag· 
nr to y (c) un an tife rro magne to y ana lice e l s ign ificado de la in tf' rsección con <>jf' T. 
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Modelos nucleares 

1 ntroducción 

Papel de los mode los; comparació n entre las esca las de energía a tómiril y 

nuclear. 

Generalidades sobre algunas propiedades nucleares 

Informació n previame nte introducida e información nul'va respec to a las 
masas, cargas, radios , momentos dipolares magnéti cos, spin, s imetría y mv· 
me ntos cuadrupo lares e léctricos nuc lea res; fu e rzas nuc lea res y su carácter 
fuerte, atractivo, de corto alcance, independiente de la ca rga; los neutronf>s 
como constituyentes nuc leares . 

Dimensiones y densidades nu<'lt-ares 

Mf>didas por di spers ión de elf>c t rones de las di s tribul'io nes de rarga nucleares; 
den sidad de ca rga; radi os correspo ndientes a la mitad del valor; espesor ele la 
su perficif"; valores s imilares de la de nsidad d<> masa interior para todos los 
núcleos. 

Masas nudeares y s u s abundancias 

Espectrometría de masas; unidad de masa; isó topos; balan re de energía en 
reacciones ; re laciones del valor Q; resultados de las determinaciones clP 
masas; de fici encias de masa ; energía de enlace por nucleón y s u va lor aproxi­
madame nte cons tante para casi todos los núcleos; saturación ; fisión; fu s ión; 
relación en tre los va lores estables de N y Z; te ndenc ia para N par y Z par. 

El modelo d~ la gota 

Relació n entre los valo res universales de la densidad de masa interior y la 
e nergía de e nlace por nu cleón co n las propiedades de una go ta; argumentos 
clás icos para los términos de volumen, superficie y de Coulomb de la fórmula 
dP masa; introdu cció n de los términos de as imetría y paridad ; parámetros; uso 
de la fórmu la para predecir la energía de enlace de los ne utro n es; de LNmina­
rión de l paráme tro del tf'rmino vo lumé tri co por la teoría de Brueckner. 
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15.6 Números mágicos 

15.7 

15.8 

15.9 

Evidencia experimental; analogía con la física atómica; dificultades aparentes 
e n considerar el movimiento de partículas independien tes. 

Modelo del gas de Fermi 

P ote nciales nucleares netos; producción de l movimiento de partículas inde­
pendientes por el principio de exclusión; est imación de la energía de Fermi; 
origen de los términos de asimetría en la fórmula para la masa. 

Modelo de capas 

Relación con la teoría de Hartree; eigenfuncion es; número cuántico de nodo 
radial n; ordenamiento de los niveles de energía de acuerdo con n y l; 
potenciales centrífugos; construcción de núcleos a partir del principio de 
exclusión, falla para explicar números mágicos mayores; introducción de in­
teracción spinórbita, fuerte, in vertida. 

Predicciones del modelo de capas 

Spin e n o cerca de los números mágicos; acoplamiento ]]; interacción 
at ractiva residual; tendencia de apareamiento antiparalelo; origen del término 
de apareamiento en la fórmula para la masa; spin y paridad de núcleos con A 
impar o A par, con N y Z pares, núcleos con A par con N y Z impar; 
dificu ltades con los momentos dipolares magnéticos. 

15.10 Modelo colectivo 

Potenciales nucleares netos deformables describiendo movimientos colec­
t ivos; predicción satisfactoria de los momentos dipolares magnéticos; 
dificultades del modelo de capas con los momentos cuadrupolares eléctricos y 
predicciones satisfactorias del modelo colect ivo. 

15.11 Resumen 

Tablas de las caracterís ticas de los modelos nucleares . 
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Modelos nucleares 

15.1 Introducción 

Las consideraciones de los capítulos anteriores han conducido de los átomos a los sistemas más 
grandes, moléculas y sólidos, de los cua les los álomos son constituyentes. Ahora la dirección es 
en sentido contrario, y se considerar án sistemas más pequeños, los núcleos,queson constituyen · 
tes de los átomos. 

Existe una pronunciada diferenc ia entre e l estudio teórico de los átomos y e l correspondiente 
de los n úcleos. Mucho antes de que fu era desarrollada la teoría que explica las pr opiedades de 
los á tomos, ya se conocía en deta lle la naturaleza básica de las fuer zas e lectromagnéticas que 
actúan sobre e lect rones individuales de los átomos. Sin embargo , duran te la mayor parte del 
período en que se desarrollaba el conocimiento de las propiedades de los núcleos, se conocía 
mu y poco acerca de los de ta lles de las fue rzas nucleares que actúan sobre los protones y 
neu trones del n úcleo. A pesar de que recientemen te se ha obten ido un conocimiento bastante 
completo de las fu erzas nucleares, resultan ser tan complicadas que aún no es posible utilizar 
este conocimient o para construir una leoria completa de los n úcleos. Es decir, no es posible 
explicar todas las propiedades de los núcleos en términos de las propiedades de las fuerzas 
nucleares que actúan entre sus protones y neutrones. Sin embargo , existe cierto número de 
modelos , o teorías rudimentari as de va lidez restringida que pueden explica r u n número limitado 
de propiedades nucleares, utili zando argumentos que no implican todos los detalles de las 
fu erzas nucleares. A pesar de que se progresa en el desarrollo de una teo ría completa, los 
estudios introductorios acer ca de los núcleos en su mayor parte comprenden el estudio de los 
di versos modelos nucleares. En es te capítulo se tratan los modelos más importantes y se uti lizan 
para explicar las propiedades de los núc.leos en s u estado base. En e l capítu lo 16, se ut ilizarán 
estos modelos para estudiar los núcleos en sus estados excitados y estudiar las transiciones que 
ocurren de modo natural entre los estados nucleares (decaimiento nuclear , incluyendo 
radiac ti vidad) y las transiciones artifi cialmente producidas (reacciones nucleares, incluyendo 
fi sión y fusión ). Las propiedades de talladas de las fuerzas nucleares se tra tan en el capítulo 17, 
donde se considerarán las partículas e lementales que constituyen los núcleos. 
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Se presenta una gran diferencia entre el estudio experimental de los átomos y el estudio 
experimental de los núcleos, debido a la diferencia entre sus energías características. La energía 
caracterís tica de un núcleo es del orden de un Me V. Por ejemplo, en el capítulo 6 se vio que el 
potencial nuclear atractivo que se ejerce sobre un n eutrón que se encuentra en un núcleo, es de 
varios Me V de profundidad y que la altura de la barrera de Coulomb repulsiva que separa a dos 
núcleos ca rgados posi ti vamente también es de varios Me V. Muy pronto se ver á que la energía de 
enlace de un protón o un neutrón en un núcleo típico, se caracteriza por ser del mismo orden de 
magnitud, así como la separación en energía entre el estado base y el primer estado exci tado. La 
energía característ ica del átomo es de 1 e V. Debido a que ésta es tan baja (no mucho mayor que 
la energía térmica correspondiente a la temperatura ambiente, kT= 0.025 eV) los átomos se 
pueden excita r fácilmente y sin mucha dificultad se combinan para formar moléeulas y sólidos. 
En los núcleos, se requieren circunstancias muy especiales para producir excitación, debido a 
su muy alta energía característica. Weisskopf ha descrito muy bien la situac ión: 

"En nues tro medio ambiente inmediato, los núcleos sólo existen en su estado base; afectan el mundo en 
que vivimos únicament e por su carga y su masa y no por sus intrincadas propiedades dinámicas. De hecho. 
todos los f enórnenos nucleares interesantes ..... se ponen de manifiesto bajo condiciones que nosotros 
mismos hemos creado en máquinas aceleradoras. Es, hasta cierto punto, un mundo hecho por e l hombre. 

',i11 t>mbargo, no es completamen te hecho por el hombre. El centro de las estrellas son regiones del 
universo en las que se llevan a cabo reacciones nucleares y, por lo tanto, donde la dinámica nuclear 
representa un papel esencial en el curso de la naturaleza. Por consiguiente , los fenómenos nucleares son la 
base de nuestra fuent e de energía en la tierra, tanto en reactores como en el sol. Pero la física nuclear es 
más impor tante aún, en el mundo en que vivimos , desde el punto de vista de la historia de l universo. La 
1.:omposició11 de la materia. como se observa en la actualidad, es ti producto de reacciones nucleares que se 
realizaron hace mucho tiempo en las estrellas o en explosiones de estrellas, en donde las condiciones que 
prevalecían son las que simulamos en las máquinas aceleradoras. Por lo tanto, las bases materiales del 
mundo en que vivimos las constituyen las leyes de la física nuclear. La mejor forma de ilus trar la 
111terconexión entre los hechos de la naturaleza, la estrechamente tej ida red de las leyes de la física, es 
s~íialando la cu rva de abu ndancias de los elementos en nuestra parte del universo (ver la figura 15-1). Cada 
máximo y mínimo en la cur va de abundan cias, corresponde a algún truco de la dinámica nuclear, una capa 
cerrada por aquí, una sección eficaz grande para neutrones por allá o una baja energía de enlace. Si la 

Abundancia relativa de los e lementos. Obsérvense las fuertes fluctuaciones super­
puestas a la tendencia general decreciente respecto a A creciente, el número de masa. 
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resonancia de 7.65 MeV en el carbono no existiera, entonces, de acuerdo con Holye y Salpett>r, 
prácticamente no se habría fo rmado el carbono y posiblemen te nosotros no hubieramos evolucionado para 
contemplar estos problemas. Cada vez que sondeamos la naturaleza- ya sea estudiando la estructura de los 
núcleos, o aprendiendo acerca de macromoléculas, o acerca de partícu las elemen tales, o acerca de la 
estructura de los sólidos · siempre obtenemos alguna parl e esencial de este gran universo". (De 
" Problems o/ Nuclear, Structure", por Víctor Weisskopf, Physics Today 14, 7, 1961). 

15.2 Generalidades sobre algunas propiedades nucleares 

Se empezará el estudio de los núcleos, repasando rápidamente lo que ya se ha aprendido acerca 
de ellos en el proceso de estudiar átomos y moléculas. Los puntos de información nueva serán 
considerados sólo brevemente; cada uno de ellos será estudiado más adelante con mayor detalle, 
a saber : 

l. Ya se vio (capítulo 4) que la masa de un núcleo sólo es ligeramente menor que la masa del 
átomo que lo contiene. Por lo tanto, la masa nuclear es aproximadamente igual al entero A por 
la masa del átomo de hidrógeno o aproximadamente igual a la masa de un protón, el núcleo de un 
átomo de hidrógeno, por A. El número entero A, denominado número de masa, es el más ~t'rcano 
al peso atómico del átomo que contiene el núcleo en cuestión. Ya se vio también (capítulos 4 y 
9) que la carga de un núcleo es exactamente igual al número atómico Z del átomo correspon­
diente , por el negativo de la carga electrónica, o exactamente Z veces la carga del protón. El 
número atómico proporciona la pos ición de un átomo en la tabla periódica de los P-lementos. 
La tabla (capítulo 9) muestra que A es aproximadamente igual a 2Z, excepto para el caso dPl 
protón, en que Z = A = l. 

2. El anál is is de la dispersión de partículas rJ.- por núcleos de A pequeña (capítulo 4) indicó 
que los radios de esos núcleos son un poco menores de l OF, donde el radio se define. como la 
distancia entre el centro del núcleo y el punto en que el potencial actuando sobre la partícula­
~ empieza a desviarse de un potencial de Coulomb. Analizando la razón de emisión dP 
partículas o:. -por núcleos radiactivos de A grande (capítulo 6) se encuentra que el radio de 
estos núcleos, definido del mismo modo, es -::::'. 9F. El s ímbolo F representa la unidad de 
longitud, llamada fermi, que se utili za en física nuclear. Su valor es 

J F = 1 x 10- 15 m (15-1) 

Obsérvese que esta longitud, característica de los núcleos, es cinco órdenes de magnitud menor 
que la longitud 1 Á caracte rísti ca de los átomos, ya que 1 A = l X 10 - lCl m. 

3. Tanto la di spersión como la emisión de partículas, o:.- al analizarlas, demuestran la 
existencia de una fuerza nuclear, que es atractiva, y que actúa en tre la part ícula y el núcleo 
además de la fu erza repulsiva de Coulomb que actúa entre ambos. Indican que la fuerza nuclear 
es de muy corto alcance, es decir, que se ex tiende sobre una distancia apreciablemente menor 
que lOF. Los análisis también indican que la fu erza nuclear es fuerte, comparada con la fuerza de 
Coulomb, ya que la domina , pues siendo esta última repulsiva se produce una atracción sobre la 
partícula o:. cuando ésta se encuentra cercana al núcleo. Experimentos modernos que invo­
lucran la dispersión de protones por protones, demuestran que e l alcance de la fuerza nuclear 
es -:::'.2F y la magnitud de la energía negativa asociada con la fu erza atractiva, es mayor que la 
energía de Coulomb cuando los protones se encuen tran separados por esa distancia, en un 
fac tor de 1 O. Además, los experimentos que involucran la dispers ión de protones por neutrones, 
indican que la fuerza nuclear es independiente de la carga. Es decir , la fuerza nuclf'ar entre 
proton es y neutrones es igual que entre neutrones y neutrones, o entre protones y pro tones 
(exceptuando efectos del principio de exclusión que se aplican so lamente en los dos últimos 
casos). A pesar de que los experimentos de dispers ión , que proporcionan una prueba expP-­
rimental directa de la independencia respecto a la carga de las fuerzas nucleares, son 
relativamente recientes, en una e tapa muy inicial se hizo un pronóstico bastante acertado dF: 
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que la fuerza nuclear debería presentar esta propiedad simplificadora. Dichos experimentos de 
dispersión se considerarán en el capítulo 17 y otras evidencias de la independencia de la carga, 
se considerarán más adelante en este capítulo y en el capítulo 16. Mientras se llega a ese punto, 
aquí también se hará la suposición de que la fuerza nuclear es independiente de la carga. 
Fina lmente, debe mencionarse que la fuerza nuclear es extremadamente fuerte comparada con 
la fuerza gravitacional. La magnitud de la energía asociada con la fuerza nuclear actuando entre 
dos protones separados por menos de 2F, es mayor que su energía gravitacional por un factor de 
aproximadamente 10"º· 

4. Se ha mencionado (capítulos 8 y 10) que los núcleos poseen momentos dipolares 
magnéticos, que resultan de los momentos dipolares magnéticos intrínsecos de los protones y 
neutrones del núcleo; y de las corrientes que circulan en los núcleos por el movimiento de los 
protones . Los momentos dipolares magnéticos nucleares se estudian utilizando equipo de 
espectroscopía óptica de extremadamente alta precisión, con el fin de medir el desdoblamiento 
hiperfino de los niveles de energía atómicos que resultan de la interacción con el campo 
magnético producido por los electrones atómicos. El valor de la energía de interacción ó.E 
depende de la orientación del momento dipolar magnético nuclear en el campo magnético 
interno, y está dado por la ecuación 

ó.E = C[f(f + 1) - i(i + 1) - j(j + 1)] (15-2) 

donde j , i, y f, son números cuánticos que especifican las magnitudes de, el impulso angular 
electrónico total, impulso angular nuclear total, e impulso angular total del átomo, respectiva­
mente. Esta ecuación es completamente análoga a (10-15) que describe la energía de interacción 
spin-órbita del átomo. La constante C es proporcional a la magnitud del momento di.polar 
magnético nuclearµ. Efectuando mediciones de t::,.E,y consecuentemente de C, se demuestra que 
para todos los núcleos,µ es del orden de magnitud del magnetón nuclear µn.Esta cantidad es 

eñ 
µn = 

2
M = 0. 505 X 10- 26 A -m 2 ~ 10-3

µb (15-3) 

donde Mes la masa del protón y µbes el magnetón de Bohr. Las medidas del desdoblamiento 
hiperfino, también demuestran que el signo del momento dipolar magnético nuclear (que 
proporciona la orientación relativa del vector de momento dipolar magnético y del vector de 
itnpulso angu lar del núcleo) es positivo (paralelo) en algunos casos y negativo (antiparalelo) 
en otros. Los núcleos, para los cuales A y Z son pares, poseen µn = O. 

5. El número cuántico del impulso angular nuclear total i, usualmente denominado spin 
nuclear, se puede obtener contando simplemente el número de niveles de energía de un 
multiplete de desdoblamiento hiperfino. Si el multiplete está asociado con un valor de j mayor 
que i, entonces, f puede tomar 2i + l valores diferentes, de modo que habrá 2i + 1 diferentes 
niveles de energía. Se encuentra que i es un entero para núcleos con A par, i = O si además Z 
también es par, y si A es impar, entonces i es semientero. La magnitud I del impulso angular 
nuclear total se puede dar en términos de i mediante la relación usual l = ,/ i(i + 1) !i. El 
impulso angular total de un núcleo resulta de los impulsos angulares de spin intrínsecos de sus 
protones y neutrones y también del impulso angular orbital debido al movimiento de estas 
partículas dentro del núcleo. Debe hacerse énfasis en que en física nuclear la palabra spin se 
refiere frecuentemente al impulso angular total del núcleo, en contraste con la física atómica 
donde la palabra se refiere al impulso angular de spin intrínseco únicamente. Cuando haya 
posibilidad de una confusión, se seguirá utilizando la terminología impulso angular de spin 
intrínseco y se continuará utilizando el símbolo s, cuando se refiera a una parte del impulso 
angular de una sola partícula que no tiene que ver con el impulso angular orbital (por ejemplo, 
los impulsos angulares de spin intrínsecos de ambos protones y electrones están dados por s = 
1/2) . 

6. Muy estrechamente relacionado con el spin de un núcleo se encuentra el carácter de la 
simetría de la eigenfunción para un sistema que contenga dos o más núcleos de la misma especie 
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(capítulo 9). Esto se estudia analizando los espectros de molécu las di atómicas que contif'nen 
dos núcleos idénticos (capítulo 12). Se en cuentra q ue los núcleos con número cuántico de spin, 
i, entero (núcleos con A par) son del tipo simétrico, es dec ir , son bosones, mientras que núcleos 
con i semientero (núcleos con A impar) son del tipo antisimétrico, es decir , son fermiones. 
Dichos espectros moleculares proporcionan medidas independientes de i que confirman los 
valores obtenidos del desdoblamiento hiperfino. 

7. Como ya se indicó anteriormente, los núcleos se compon en de protones y n eutrones. El 
neutrón es una partícula sin carga de aproximadamente la misma masa que el protón y con 
precisamente e l mismo impulso angular de spin intrínseco y carácter de simetría (s = 1/2, 
antisimétri co). Un núcleo con número de masa A y número atómico Z, contiene A nucleones, 
palabra que se ut iliza para ambos protones y neutrones, de los cuales Z son protones y A . Z son 
neutrones. Esta regla conduce, obviamente, a una carga y una masa en concordancia con el 
punto 1. 

Antes del descubrimiento del neutrón se pensaba que un núcleo con un número de masa A y 
número atómico Z, con tenía A proto nes y A - Z electrones. Esta regla también conduce a una 
masa y carga en concordancia con el punto 1, sin embargo, ya se ha vis to que la energía del 
punto cero es inconmensurablemente alta si una partícula tan ligera como un electrón sr 
encuentra confinada en una región tan pequeña como un núcleo (capítulo 6). Además, el spin y 
e l carácter de la simetría de los núcleos compues tos por proton es y neutrones son, en todos los 
casos, concordantes con las medidas descritas en los puntos 5 y 6. En núcleos en los que A es par 
y Z es impar , el spin y el ca rácter de la simetría no concuerdan con las medidas si los núcleos se 
componen de protones y e lectrones. 

Ejemplo 15-1 El número de masa y el número atómi co del núcleo de la var iedad de n itrógeno más 
abundant e son: A= 14, Z = 7. El spin nu clear med ido y el carácter de la s imetr ía so n : i = l, s imétrico. (ver 
los ejemplos 12-4 y 12-5) . Demost rar que el spin y el carácter de la s imetría no concuerdan r.on la 
s uposición de que los núcleos conl ienen A protones y A · Z e lectrones. Demostrar también que el spin y el 
carácter de la s ime tría son concordantes con la suposición de que los n úcleos contienen A nucleones de los 
cuales Z son pro tones y A · Z son neu trones. 

S i el nú cleo conti ene 14 pro tones y 7 electrones, co nti ene un número impar, l 4 + 7 =21. de las partíc-ulas 
que poseen números cuán ticos del impul so angu la r de spin inr rínseco, semien tero. (Todas tienen s = J / 2). 
l.as reglas para combinar los números cuánticos de impul so angu lar , presen tadas t>n la sección 8-5, haren 
ev ident e que, ya sea q ue estas parl ícul as posean o no impulsos angulares orbitales, cada uno de los 
núme ros cuánticos de su impulso angular total serán semie nteros, ya que los n úmeros cuánticos del 
impulso angular orbital, son en teros. Además, es evident e que los nú cleos que conti enen un n úmero impar 
de part ículas, rada un a de las <'Uales t iene un número cuántico dPl impulso angular total semientero, 
so lament e pueden rener un número cuántico de impul so angu lar total semientero. En o tras palabras, su 
spin nu clear será semi entero, que no concuerda con las mediciones. 

También result a eviden te, del estudio de la sección 9-3, q ue el carácter de la simetría de un núcleo qtlf' 
conti enf' un número impar de partícu las anlis imétri cas debe ser anl isimétrico. La razón está en que un 
intercambio de marcas de dos de esos núcleos es equi valente a un número impar de intercambios de las 
marcas de las part ículas ant is irnétricas. Esto impli ca un factor multipli ca ti vo con la eigenfu nción 101al del 
s is tema que es una po tencia impar de menos uno, lo que es igual a me nos uno y, por lo tanto , la 
eigenfun ción total es an ti s imétrica. Una vez más se ve que el núcleo de nitrógeno no puede contener 14 
protones y 7 electrones. dando así un núm ero impar de parlículas, ya que las mediciones indican que es un 
núcleo de tipo simétrico. 

S i el n úcleo co ntiene 7 pro tones y 7 neu tro nes. el n úmero total de partículas es 7 + 7 = 14, un número 
par. Co mo los neu tro nes ri ene n el mismo impulso angu lar de spin in trínseco y e l mismo carácter de la 
s imetría qu e los protones (o ele('trones), ent o nces se puede ver , que e l núcleo será simétri ro, ya que en un 
intercambio de marcas en rre dos núcleos, la eigenfun ción estará multipli cada po r una potencia par de 
menos uno, y una potencia par de menos uno es igual a m ás un o. Su spin nucl ear será ent ero, ya que un 
núme ro par dr partíc ulas co n números cuánti cos del impul so angular de spin intrínseco semienteros darán 
h1 ga r a un númf'ro cu ánti co del impulso angu lar rotal ent ero. Estas dos predicciones SP enruenlran en 
1·oncordancia co n las mPdic-iones. ~ 
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Descripción esquemática del arreglo experimental utilizado por Chadwick en el 
descubrimiento del neutrón. 

Cap. 15 

Algunos años antes de su descubrimiento, Rutherford sugirió la existencia de una partícula 
que tuviese las propiedades de lo que hoy se llama neutrón. Fueron muchos los que tra taron de 
realizar experimentos para detectarla. Esto fue difícil, ya que muchos de los dispositivos 
utilizados para detectar partículas dependen de la ionización y al no tener carga el neutrón, no 
puede ionizar átomos fácilmente cuando pasa a través de la materia. En 1932, Chadwick tuvo 
éxito detectando neutrones emitidos por núcleos de berilio cuando éstos son bombardeados con 
partículas (/. obtenidas de una fuente radiactiva. Uti lizó un contador Geiger colocado detrás de 
una capa de parafina. Los neutrones chocan con los protones de la parafina y les transfieren una 
fracción apreciable de su energía cinética. Enseguida, los protones penetran en el contador 
Geiger donde son contados con gran eficiencia ya que estando cargados producen mucha 
ionización. El arreglo experimental se encuentra indicado en la figura 15-2. 

8. Muchos núcleos no tienen forma esférica precisamente, sino que tienen la forma de una 
elipsoide. Las primeras evidencias de lo anterior provinieron de medidas precisas del desdobla­
miento hiperfino de los niveles de energía de los átomos que contienen a dichos núcleos. Si el 
desdoblamiento hiperfino fuera debido totalmente a la energía de orientación del momento 
dipolar magnético nuclear en el campo magnético interno del átomo, como se supuso en (15-2) 
la analogía con (10-15) para la in teracción spin-órbita requeriría que el patrón formado con los 
niveles de energía atómicos desdoblados estuvieran sujetos a una regla del intervalo como la de 
Landé (10-16). Pero en el desdoblamiento hiperfino de muchos átomos, se obser van desvia­
ciones de una regla del intervalo como esa. Las desviaciones indican que el desdoblamiento 
hiperfino se debe en parte a una interacción entre una distribución de carga nuclear elipsoidal y 
el campo eléctrico atómico. Es decir, en estos átomos la energía depende de la orientación de la 
distribución de carga nuclear elipsoidal en el campo eléctrico interno del átomo, así como de la 
orienlaci611 del momento dipolar magnético nuclear en el campo magnético interno del átomo. 

La desviación observada en la distribución de carga nuclear de la simetría esférica, está 
especificada por el momento cuadrupolar eléctrico nuclear q. Como se ilustra en la figura 15-3, 
para q>O la distribución de carga el ipsoidal se encuentra e longada en la dirección de su eje de 

FIGURA 15-3 
Izquierda: Distribución de carga prolata (en 
forma de balón de futbol americano) que ori­
g111a u11 momeuto cuadrupolar q positivo. 
Derecha: Distribución de carga oblata (en for­
ma de ca labaza) que origina un momento 
cuatlrupolar negativo. Ambos elipsoides son 
s1mét riros respecto al eje que pasa por sus 
C-eJ il l"(.>S. 

ó 
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sime tría, la etongación crece a m edida que q se vue lve más positi va. Para q <O la disl ri burión ele 
carga elipsoidal se aplana en la dirección de su eje de simetría, aplanándose más a medida quf' q 
se vuelve más negativa. En la sección 15-l O se dará una defini ción más precisa rle q. 

En núcleos con spin i > 1 ,las medidas del desdoblamiento hiperfino dem uest ran que existen 
casos para los que el momento cuadrupolar eléctrico q > O, así como también casos para los 
que q < O. S in embargo, para núcleos con i -= O o i =112, estas medidas siempre dan q = O:es 
dec ir , para dichos núcleos no se observa una desviación de la forma esférica en estas medidas. 
Resulta fácil entender por qué un núcleo aparen tará tener una forma esférica, si su spin nuclt>ar 
es cero. Si no tie ne spin nuclear , no tendrá una orientación particular en el espacio ya que no 
ex is tirá un vecto r de impulso angula r tot al que deba mantener una componente fija en alguna 
dirección. Puede pensarse que el núcleo asume, en sucesión muy rápida, todas las orientaciones 
en el espacio posibles. As í que aunque en la realidad no sea esférico ésto no podría determinarst> 
de m edidas de desdoblamiento hiperfino ya que dicho desdoblamiento, como muchos otros 
e fectos observables, dependen de la fo rma de l núcleo prom ediada en el tiempo. Diciéndolo <le 
ot ro modo, la mayoría de las medidas s imple mente no poseen la resolución temporal requerida 
para de tec tar la forma ins tantánea del núcleo. Sin embargo, las medidas qne implican 
reacciones nuclea res s i poseen esa resolu ción, y como se estudiar á el próximo capítulo, muchos 
núcleos con spin nuclear i = O rea lmt>nte no son esféricos a pesar de quP ésto no puedP 
de te rminarse por medio del desdoblamient o hiperfino. Argumentos ele s imetría más compli­
cados, demuestran que s i el spin nuclear es i = 1 /2. deberá observarse que, mediante desdohla 
mien to hiperfino y otras medic iones que impliquen promedios e n t=>I tiempo, los ntíclt>os son 
es fé ricos. 

Los va lo res más g ra ndes de q se en cuentran en núc leos correspondien tes a e lementos en la 
región de las tierras raras. En el caso más ex tre mo, la dimensión más grande dt> la dis tribución ne 
carga elipsoidal se en cuentra a lo largo del ejP. de sime tría y excede la dimensión más pt>queña 
por aproximadamente 30%. Sin embargo, para núcleos típi cos con i > 1, la diferencia en tre las 
dimension es mayor y menor del e lipso ide es en un por centaje mu y bajo. Por lo tanto , para la 
mayoría de los propós itos, res ulta una buena idea suponer que los n 1ícleos típicos son P.sfériro~, 
partic ularme nte s i más de la mitad de todos los núcleos poseen i = O,por lo tanto, en la mayoría 
de las circ unstancias parecen ser precisame nte esféricos. 

15.3 Dimensiones y densidades nucleares 

Se empezó e l análi s is detallado de los núcleos con siderando los resultados de las medidas de sus 
dim ensiones. Las mediciones más di rectas y exac las implican la dispersión rle eler trones, con 
energ ías cinéticas de varios cit=>ntos de Me V, de blancos mu y delgados que con tienen átomos 
cuyos n úcleos se rá n investigados. Como la fuerza nuclear no ac túa sobre el elP<'trón, su 
di spers ión se debe a su interacción de Cou lomb con la distribución de carga n uclear. lln 
elec trón que se di spersa con un ángulo apreciable, ha tenido un <' n cuen tro fuerte ron un 
núc leo, de igual forma como en la dispersión de partícu las por núcleos (ver la sección 4-2). Por 
lo tan to, las mediciones de d ispersión e lectrónica de berían proporcionar in formación acerca de la 
di s tri bución de ca rga nuclear , tal como s u tamaño. Desde luego la di s tr ibución de carga ec; sólo 
la dis tribu ción de protones en e l núc leo, s in embargo, existe muc ha evidencia adicional quP 
indica que los neu trones poseen aproxi madamente la misma di s tribu ción que los pro1011P.s. 

El m étodo puede conct=>b irse como el uso de un " microscopio e lect rónico" para "mirar" la 
distribu ción de carga. Lo que realmente se ve, no es la dis tribución de carga misma, s ino un 
pa trón de difracción que se procluceal di spe rsa r la fun ción de onda electrónica. Cual i1 a1 ivamí-'nti> 
st=> sabe c¡ue la separación angu lar entre mínimos adyacentes del patrón de d itracción, O, estará 
sujeta a la re lación de difracción usual (ver capítulo 3) 

A o c:::: -
r' 

( 15-4) 
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donde A es la longitud de onda de de Broglie y r' es e l radio de la distribuc ión de carga. Por lo 
tanto, una medida de () nos proporciona inmediatamente una estimación de r'ya que A se 
puede obtener al conocer la energía cinética. 

Ejemplo 15-2. Un blanco de núcleos dispersa electrones con una energia cinética K=500 Me V, por 
una distribución de carga de radio r' produciendo un patrón de difracción que posee mínimos con una 
separación promedio de fJ ~ 30°.Estimar r'. 

En prime r lugar, se deberá evaluar la longitud de onda de de Broglie A a partir del impulso del electrón 
p. Dado que la energía total de los electrones E es muy alla comparada con su energía de masa en reposo 
m0c2 = 0.5 1 Me V, se podrán utilizar las expresiones que son válidas en el límite relativista 

E K 
p =- = -

e e 

500 MeY l joule 
= 3 x 108 m/segx 6.2 x 10 12 MeY = 2 ·7 x IO- lo kg-m/seg 

Entonces, de la relación de de Broglie se obtiene 

/¡ 

p 
6.6 x 10- 34 joule-seg 

= 2 4 X 1 Q-fo m 
2. 7 X I Q- lO kg-m/ seg . 

Convir tiendo O a radianes y utilizando (15-4), se encuentra 

' r ~-
O 

2.4 X JQ- 15 111 
......, 0.53 rad = 4.5 X 10- 15 111 = 4.5 F 

co mo una esti mación del radio ele la distribu ción de carga. 

Se puede o btener una de terminac ión más precisa de la di s tribución de carga nuclear, si se 
aua li za, cuantit at ivam e nte, e l patró 11 de difracción de los e lectrones. Lo anterior implica sumar 
pa r tes de la función de o nda di spe rsadas por cada región del núcleo, en proporción a la densidad 
<lt' carga supuesta en e!:>a r egión y tomando e n c u enta las dife re n cias d e fase que producen 
in terfcrencia cons truc tiva o des tru c ti va a dif eren les ángulos de dispers ión, lo que con s tituye e l 
pat rón <le <lifracción. La di s tribu ción de ca rga supues ta se varía, has ta que se ob ti en e e l mejor 
aJustc con el patrón de difracción m edido. Se e n cu entra que este ajuste es muy sen s ible a los 
detalles de la di s tribución <l e ca rga, de modo que podrá determinarse muy bien aún si e l patrón 
<le difrar<'ió n so lo posee un mínimo. El anális is está relacionado con los cálculos de la dispers ión 
de Schrod inger e n una dimens ión del capítulo 6. S in embargo, es muc ho más complicado, ya 
que es t ritlime ns ional y re lativis ta, de modo que se debe emplear la versión de Dirac de la 
rne cá ni <'a cuánti ca. Por lo tanto, só lo se citarán resultados . 

En la figura 15-4 se mues tra e l aparato expe rimental uti lizado por Hofs tadte r y colaboradores 
para nwdir la dispersión de e lec l rones de a lta energía por varios núcleos. Los e lectrones se 
produ1'1'11 en un acele ra <lo r linea l, par te <lel cual se mues tra e n la figura. Opera de modo a lgo 
par<'c1dn a lo f1u e ser ía una versión a mu y grande escala de los cañones e lectrónicos que se 
u1i li zn11 1'11 microscopio~ e lect rónicos o c inescopios de te levi s ión. Los e lec tro nes son d is per­
... adu~ por una pc lír.u la delgada, cu yos áto mos conti en en los núcleos de inte rés y que se 
1•11nierilra localizarla e11 t?I centro de una cámara de dispersión evacuada. Los e lectrones 
dtspf-'r:-.ados se d<'l<'C'la 11 1•n <' I espectrómetro que determina su energía cinét ica al de ílectarlos en 
1111 ca111¡,o rnugnfti,·o. Solo se cuentan los e lt>,... troncs e lás ti camente dispersados, es decir, 
aqtll' llos ,·u\a erwrgía c inética t'!, igual a la de los cle c.:t ro nes del haz incide nte, salvo la pequeña 
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Sec. 15-3 DIMENSIONES Y DENSIDADES NUCLEARES 
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Uno de los aparatos utilizados para estudiar la dispersión de electrones de alta ,mergia 
por un blanco con núcleos . Sólo se muestra el extremo final del acelerador lineal de 
electrones. En realidad , se trata de un tubo evacuado muy largo e n el cual los 
electrones son acelerados por campos de radiofrecuencia hasta la energía requerida. 
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energía cinéti ca de retroceso de los núcleos. Este requ1s1to asegura que los núcleos se 
mantienen sin perturbación, de modo que se obtienen las distribuciones de carga correspon­
dien tes al estado base. 

En la figura 15-5 se muestran los resultados obtenidos de la dispersión de electrones de 420 
MeV del núcleo con número de masa pequeño 6C. La ordenada es la sección de Jispersión 

FIGURA 15-5 
Medida del número de electrones dispersados 
por 6C como fun ción del ángulo de disper­
sión, para electrones incidentes de 420 MeV. 
La sección diferencial de dispersi ón da/d0. es 
la medida utilizada. Se evalúa en términos de 
la unidad de área comúnmente empleada en la 
física nuclear, llamada barn; l bn = 10- 24 

cm 2• La curva resulta del ajuste a los puntos 
experimentales obten idos del análisis de la 
dispersión que se describe en el tex to. 
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Densidades de carga para varios núcleos. La densidad de carga denotada por 6C 
produj o el ajuste a los datos de dispersión de la figura 15-5. El parámetro a del radio de 
medio valor , e l espesor de la superficie 2b, y la densidad de carga interior p(O), son los 
correspondientes a 6C. 
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dife rencia l da/dü, cantidad que se definió en (4-8) y que es proporcional al número de 
elec trones dispersados a cada ángulo. Los puntos con precisión estimada son los datos y la curva 
llena es e l mejor ajuste que se obtuvo del análi sis de los datos. La distribución radial de densidad 
de car~a nuclear p(r) , que produce este ajuste, se muestra en la curva señalada con 6C en la 
figura 15-6. 

Para una energía del electrón dada, los patrones de difracción medidos que corresponden a 
núcleos con números de masa A mayores, presentan mínimos adicionales cuyo espaciamiento 
se vuelve más pequeño a medida que A aumenta. La ecuación (15-4) indica que lo anterior 
significa que e l radio de la distribución de carga aumenta conforme aumenta A . Los resultados 
cuantitativos se mues tran en las curvas de la figura 15-6 que representan las densidades de 
carga p(r) obtenidas para cierto número de núcleos . Todas estas densidades de carga, se 
pueden describir con bastante precisión, a través de la ecuación empírica 

p(O) 
p(r) = ---­l + e<r- a)lb 

donde los parámetros a y b tienen los valores 

a = 1.07 A t / 3 X 10- 15 m = 1.07 A t / 3 F 

b = 0.55 X lQ- lfi m = 0.55 F 

(15-5) 

(15-6) 

(15-7) 

De las ecuaciones ( 15-5) a la (15-7) y de la figura 15-6 se obtienen las siguientes conclusiones: 
l. La dens idad de carga de los núcleos, que esencialmente es la distribución de protones en el 

núcleo, es co!lstante en el interior del núcleo decayendo rápidamente hasta cero en la superficie 
nuclear. 

2. El radio para el cual la densidad tiene la mitad de su valor en e l interior a, aumenta 
len tamente conforme aumenta el número de nucleones en el núcleo, A. Específicamente, el 
radio a es proporcional a A 1 3 • 
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3.El espesor de la superficie nuclear está dado aproximadamente por la cantidad 2b. ya que la 
mayor parte de la caída de valor del factor 1 / [ 1 + e<r-n)/b],de su valor uno en el interior al valor 
cero en la superficie, ocurre cuando la r cambia de a · b a a + b. Este valor del espesor de la 
superficie 2b, mantiene aproximadamente el mismo valor para todos los núcleos. 

4. El valor en el interior de la densidad de carga, p(O), disminuye lentamente conforme 
aumenta A. 

5. Si se supone que la distribución de protones en núcleos es aproximadamente igual que la 
distribución de neutrones (existen buenas evidencias para esta suposición), entonces, la 
densidad de carga p(r),que proporciona la densidad de protones en el núcleo, es igual a la 
densidad de masa p M(r), que proporciona la densidad de todos los nucleones en el núcleo, 
excepto por un factor proporcional a Z/ A, cociente del número de protones entre el n úmero 
total de nucleones en el núcleo. Es decir, 

z 
p(r) ce - p M(r) 

A 
(] 5-8) 

Por lo tanto, la disminución de p(O) conforme aumenta A se puede explicar totalmente por la 
disminución de Z/ A al aumentar A. (La tabla periódica muestra que Z/A '.::::' l /2, cuando 
A e::'. 40, mientras que Z / A c::'. 1/2. 5 para A e::'. 240). Esto indica que el valor interior de la densidad 
de masa p .ll(O), es aproximadamente igual para todos los núcleos. 

Ejemplo 15-3. Evaluar aproximadamente la densidad de masa interior de un núcleo. 
Se pueden obtener resultados aproximados muy fácilmente, observando que el cocientP entre la 

densidad de un núcleo y la densidad de un sólido. que contiene átomos con ese núcleo , es 

densidad del núcleo ex: [ volumen del núcleo J-l oc [( radio del núcleo ) 
3]-l 

densidad de la materia sólida volumen del átomo radio de l átomo 

Para todos los núcleos 
densidad del núcleo r-J 

10
_5 

radio del átomo 

Por ejemplo, el radio de la capa más externa de un átomo de carbón 6C es un poco menor 
que 2 A.=2 x I o- 10m, mientras que el radio de la mitad del valor de su carga nuclear o distribución 

de masa es un poco mayor que 2 F = 2 x 10- 15 m. Por lo tanto. se obtiene 

densidad del núcleo r-J I o1s 
densidad de materia sólida 

Como la densidad de la materia sólida es del orden de 103 kg/m3 ,se encuent ra qu e la densidad de un núc-leo 
tiene el extremadamente grande valor 

densidad del núcleo r-J 1018 kg/m3 

Las densidades nucleares son aproximadamente l 5 órdenes de magnitud mayores que las densidades c¡ue 
se encuentran en el mundo macroscópico. Por lo tanto, no es sorprendente que otras propiedades 
nucleares puedan diferir considerablemente de las propiedades de objetos macroscópicos. .... 

15.4 Masas nucleares y sus abundancias 

Mediciones muy precisas de las masas nucleares proporcionan información acer ca de algunas de 
las propiedades más básicas de los núcleos. Ahora, conociendo el número de Avogadro y 
utilizando técnicas químicas, se puede determinar la masa de átomos de una Z particular pero 
posiblemente con una mezcla de A, con varias cifras significativas. Como fa masa de un núclE>o 
difiere de la masa del átomo correspondiente por una cantidad conocida, estas técnicas 
proporcionan determinaciones muy precisas de las masas nucleares. Sin embargo, las determi-
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V 

B (hacia dentro) R B (hacia dentro) 

FIGURA 15-7 
Aparato utilizado para medir masas atómicas. Los polos magnéticos colocados por 
arriba y por abajo del plano del papel, proporcionan un campo magnético uniforme con 
dirección hacia el papel, en toda la región comprend ida por la línea discontinua. El 
aparato que se muestra, está contenido en una cámara de vacío en su totalidad. 
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naciones extremadamente precisas requeridas en el estudio de los núcleos, requieren de 
técnicas físicas como espectrometría de masas o balance de energía en reacciones nucleares. Ambas 
proporcionan información acerca de masas atómicas con Z y A particulares. A partir de estas 
masas se pueden evaluar las masas de los núcleos correspondientes restando Z veces la masa del 
elect rón. Las masas equivalentes a las energías de enlace electrónicas son suficientemente 
pequeñas para poder ingnorarlas. 

Un ejemplo de los muchos tipos de espect rómetros de masa es el diseño Bainbridge, que se 
ilustra en la figura 15-7. La fuente produce átomos ionizados con carga +Ze, masa M y una 
distribución de velocidades. Estos átomos viajan por una región evacuada con campos eléctricos 
y magnéticos cruzados que actúan como un filtro de velocidades, y pasan sólo aquéllos con 
velocidad u que sat isfacen la ecuación 

ZeE = BZev 

Los términos a la izqu ie rda y a la derecha, son las magnitudes de las fuerzas opuestas eléctri ca y 
magnética. Los átomos de velocidad v = E/ B que entran a la región de campo magnético 
uniforme se flex ionan en un semicírculo de radio R, cayendo sobre una placa fotográfica donde 
reproducen una imagen. La distancia en tre el diafragma 52 y la imagen es 2R, donde R satisface 
la ecuación 

Mv 2 

BZev = --
R 

El término a la derecha es la masa por la aceleración centrípeta . Resolviendo para M, se obtiene 

M = RBZe = RB
2
Ze 

V E 
(15-9) 
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La masa atómica se puede determinar de medidas absolu tas de las cantidades que aparecen en el 
segundo miembro de (15-9). Sin embargo, en la prácti ca se utilizan varias moléculas de 
hidrocarburos para calibrar el aparato sobre un amplio intervalo de masas, en términos de la 
masa de l carbono, como estándar. La razón principal por la que el carbon o se util iza como 
estándar, o unidad de masa, es que h ay una gran variedad de hidrocarburos diferentes y 
accesibles. De hecho, la fu ente de iones por lo general produce algunos hidrocarburos ionizados 
automáticamente, ya que en el aparato se encuentran hidrocarburos presentPs en forma de 
aceite de bomba de vacío. 

Con la técnica de espectrometría de masas se pueden realizar medidas ex tremadamente 
precisas. Como ejemplo, considérese el núcleo 2°Ca40 . (El s ubíndice antes del símbolo químico 
proporciona el valor de Z; e l subíndice después del símbolo proporciona el valor de A). La masa 
de l átomo con este núcleo se encuentra citada como 

M ~oc•a4o = 39.962589 ± 0.000004u 

El s ímbolo u representa una unidad de masa; se define en términos de la especie predominantP. 
de carbono, de modo que, 

!11&c12 = 12.0000000u (15-1 O) 

En la tabla 15-1 se encuentran muchos otros ejemplos de masas atómicas. 
En 1911. utilizando el primer espectrómetro de masas , Thomson descubrió la existencia de 

isótopos. Cuando la fu ente conte nía una mezcla de gases nobles, encontraba una imagen en la 
placa fotográfica correspondiente a A = 20 y una imagen asociada más d ébil correspondiente a 
A = 22. Cierto número de pruebas corroboraron que ambas imágenes eran de bidas a un gas 
noble y és te so lo podía ser Ne, que tie ne un peso atómico químico de20. 18. Estos resultado:. los 
interpretó en el sentido de que había dos especies químicamente indistingu ibles de á tomos de 
Ne, llamados isótopos, uno con A = 20 y abundancia relativa de aproximadamente 91 % y otro 
con A = 22 y abundancia relativa de 9%. Químicamente son indistinguibles puesto que tienen 
exactamente la misma es tructura de e lectrones atómicos y puesto que sus núcleos tienen la 
misma ca rga y, por lo tant o, la misma Z, sin embargo, físicamente son dist inguibles ya que 
tienen diferente masa, puesto que sus núcleos tienen diferente A. Los núcleos de los isótopos de 
Ne son: 1ºNe20 , 10Ne2 1, 10 Ne 22 ; el segundo aparece con una abundancia relativa de 0.3%, y no 

TABLA 15-1. Masas atómicos y energías de enloce. 

Energía de enloce en MeV 

Total Por nucleón 

z A Maso en u ( t:.E) (~E/A) 

o11 t o 1.0086654 ( ±4) 
1 H1 l 1.0078252 ( ± 1) 
1H2 l 2 2.0 141 022 (± 1) 2.22 1.1 1 

i H :i 1 3 3.0160500 (± 10) 8.47 2.83 
2 H e3 2 3 3.0160299 ( ±2) 7.72 2.57 
2 H c4 2 4 4.0026033 ( ± 4) 28.3 7.07 
4 Be!J 4 9 9.012 1858 (±9) 58.0 6.45 
11c12 6 12 12.0000000 ( ±O) 92.2 7.68 
8 QIG 8 16 15.994915 (± 1) 127.5 7.97 

29Cu G3 29 63 62.929594 ( ±6) 552 8.75 
r,osn1 20 50 120 J 19.902 1 ( ± 1) 1020 8.50 
7,1w1 s,1 74 184 183.95 1 O ( ± 4) 1476 8.02 
02LJ23tl 92 238 238.05076 ( ±8) 1803 7.58 
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pudo ser detectado por el apara to de Tomson . Los tres núcleos contienen 10 protones; sin 
embargo. el pr imero contiene 10 neutron es, el segundo 11 n eutrones y e l tercero contiene 12 
neutrones. 

Los t:spectrómetros de masa modernos, que utilizan detectores muy sensibles que ti enen una 
respuesta lineal, proporcionan determinaciones muy precisas de la abundancia re lativa de los 
diversos isótopos. Como ejemplo, las abundancias de los isótopos de 80 que normalmente 
(J{ urren en forma de mezcla, son 

8Ü 16 = 99.759 % 
80 17 = 0.037 % 
80 18 = 0.204 % 

Otra técnica para la determinación precisa de la masa, que proporciona una verificación 
~uplemeutaria a la técnica de espectrometría de masas, es e l estudio de l balance de energía en 
reacciones nucleares. Considérese la reacción nuclear 

(15-11) 

Una purticu.La proyectil 2He 1 (una partícula <X ) interactúa con un núcleo blanco 7N 14 para 
producir un núcleo residual 8 0 17 y una partícula producto 1 H 1 (un protón). Esta fué la primera 
reacción nuclear artifi cialmente producida, descubierta por Rutherford en 1919, utilizando 
part1culas (l. de 7.7 MeV de una fuente radiact iva. Hoy día, se utilizarían partículas <X de una 
variedad de energías, obtenidas tal vez de un generador electrostático, para investigar esta 
rPacción típica. Como se analiza en e l apéndice A, la masa y la energía cinética no se conservan 
separadamente en las reacciones nucleares. En su lugar, se conserva la en ergía relat ivista total, 
E= K + mc2 donde K es la energía cinética y m se utiliza aquí como masa en reposo. Para el caso 
general que se ilustra en la figura 15-8, una partícula proyectil a interactúa con un núcleo 
blanco A. para producir el núcleo residual By la partícula producto b; es decir, 

a+A--B+b (15-12) 

En este caso. la conservación de la energía relativista total , en el sis tema de referen cia del 
laboratorio, será 

(15-13) 

Obsérvese 4ue K., = O puesto que A está es tacionario en el sistema de l laboratorio. Como 
puede haber un in tercambio entre energía cinética y energía de masa en r eposo, es posible que la 
<:. ncrgía cin éti ca final K 11 + K 1, sea mayor , o menor que la energía cinética inicial K0 • A la 
difen·nC'la se le llama, valor Q de la reacción. Es decir , 

Q = Kn + Kb - Ka (15-14) 

FIGUUA 15-8 
Reacción nuclear en la que una partíc ula a 
1nc1Jc sobre un núcl eo-blanco A. Después de 
t¡tw se lleva a cabo la reacción la partícula 
prnducto b es emitida a un ángulo O, y el 
núcl eo rE>sidual l:J recula de modo tal. que el 
impul so se conserva. 

A 

G--e>- _ Q- - - Antes 

Bd 
I 
I 
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De (15-13) ésto también se puede escribir romo 

Q = (ma + m_1 - mn - m b)c2 (15-15) 

Puede verse que una medida del valor Qde la reacción proporciona información respecto a las 
masas en reposo de las entidades implicadas en la reacción. El valor Q puede medirse, si se 
determinan K,,, Kb,Y K11 .Sin embargo, esta última cant idad es difícil de determinar. Esta 
difi cu ltad se puede evitar si se ut iliza la relación que proviene de la conservaci ón del impulso 
para eliminar Kn de (15-14). Esto es fácil de hacer en el límite 

donde pueden uti lizarse expresiones clásicas como Kª = m"1•i/2 y p., = llla l'c, El resultado es 
que en este límite clás ico, 

( /}J b) ,, ( /17 (1 ) 2 , , 1/2 Q = KIJ 1 + - - K(I l - - - - (K. f<. 1,111 1111 ) cos O 
/11 117 111 n 11 

1J JI fl 
(l S-16) 

donde O es el ángulo de emisión de la partícula produ cto , definida e n la figura lS-8. Estt': 
resu ltado es de suficient e precisión para el análisis de reaccion es nucl eares a las energías que s,! 
han u t ilizado en la mayoría de los experimentos. 

En (15-15), las masas se refieren a las masas en reposo de los núcleos A y By a las masas Pll 

reposo de las partículas n ucleares a y b completamente ionizadas. Sin embargo. hasta la 
precis ión de la aproximación en la que el equivalente en masa de la energía de enlace dd 
e lectrón, se ignora, esta ecuación puede también ser conside rada como 

Q = (Mª + /1(1 - A1n - M 1,)c
2 (lS-17) 

donde la M mayúscula se refi ere a las masas de átomos n eut rales. La segunda forma se obtiene rle 
la primera, agregando (Z,, + z_,)mc2 a los primeros dos términos y res tando(Zn+ Z 1,)111c

2 de los 
úl timos dos.donde mc2 es la energía de la masa en reposo del electrón. Es te procedimiento .-s 
válido, puesto que la relación 

Z 11 + Z.1 = Z 1; + 2 1, ( l ;>- 18) 

rl ebe ser válida en cualquier reacción nuclear con el fin de que la carga se conse'r\'f". 

Ejemplo 15-4 . En la reacción cie R11th erford , (15-1 L), las partíc ulas proyecti les 21-k ~ (partículas 
'Y. ) de energía c inética K,, =7.70 Me V, in teractúan con un n,írleo hlan co de• 7 N 11 para produrir 
núcleos residuales de 110 17 y partículas prod ucto 1 1-11 (protones). Se en<-uentra que los protonP~ 
e mitidos a 900 respecto del haz de partículas IX incidentes, poseen una energía cinéti ra K,, = ·t,.4,1 Me V. 
(a) Deter minar el valo r de la Q de la reacción. (b) Después, u t ilizar ese valor para determin11r la masa 
at ómi ca del 1<0 11 en términos de las otras tres masas atómi cas implicadas en la reacción. 

{a) Como el ángulo de emisión es O = 90'' , (1 5- 16) se simpli fi ca y Q quena dado por 

( /JI¡, ) ( 111,, ) Q = K,, 1 + - - K,, 1 - -
11111 111 /i 

El cocien te entre las masas de la partícula producto y núcleo residual, 111¡,/ lll¡J, se puede tomar con 
suficient e exactitud. como 1/ l7; asimismo, el cociente de la masa de la part ícu la proyectil y la masa dd 
núcleo residual. 111,, / 11111 , se puede to mar co mo 4/ 17. Po r lo tanto, 

Q = K1,( I + 1/ 17) - K,, (1 - 4/ 17) 

= I .06K 1, - 0.765Ku 

= 1.06 x 4.44 M eV - 0.765 x 7.70 MeV = - 1.1 8 MeV 
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(b) Las masas atómicas involucradas en la reacción, están relacionadas al valor Q dividido por c2, tal que 

Q l.1 8MeV 
c2 = c2 

Para expresar lo anterior en términos de unidades de masa, se utiliza la relación 

uc2 = 93 1.5 MeV 

r¡uc viene de evaluar la energía de la masa en reposo de una pa rtícula cuya masa en reposo es l u. Se obtiene 

1.18 M eV uc2 

x 
9 

V = - 0.001 27u 
c2 3 1.5 Me 

De acuerdo con (15-17), la masa atómica del 80 17 se puede expresar en términos de las o Iras masas 
atómicas. y Q/c2, en la forma siguiente 

Por lo tanto, la masa atómica del 80l7 puede ser determinada del valor medio de Q, si las o tras masas 
atómicas so n conocidas con precisión. ~ 

El análisis del balance de energía en un gran número de reacciones, proporcionan resultados 
quf' concuerdan, precisamente, con los resultados obtenidos por espectromet ría de masas. 
Además, la concordancia entre estos dos métodos proporciona la confirmación más exacta de la teoría 
relaLiuista de la masa y la energía, en la cua l se basa el balance de energías. En la tabla 15-1 aparecen 
algunas de las muchas masas atómicas que se han medido por estos métodos, así como la masa del 
neutrón. Ensegu ida se empezará a ex traer información ace rca de los núcleos de las medidas 
pr,:cisas de sus masas. 

Ejemplo 15-5 . Uti lizar los datos de la tabla 15-1 para comparar la masa del átomo 2He4 con la masa 
de sus ¡,arles constitu yen1es. 

La masa del álomo 2 Hc4 es, 

M211"~ = 4.002603311 

La rnasa de sus parles constituyentes es la masa de dos átomos 1H 1 más la masa de dos neutrones; es decir 

'.!M1¡p + 2Mu 11 1 = 2 X l .0078252u + 2 X J .0086654u 

= 4.03298 J 2u 

Tanlo M2 11 c, como 2Mqp + 2Mu,.1 con tienen dos masas electrónicas en reposo. S in embargo, la 
primera es menor qu e la segunda por la cantidad 

uM = 4.032981211 - 4.0026033u = 0 .030377911 

Como se verá inmediatamente, este resultado es una manifestación de la energía de enlace del núcleo 
Jt> 2He4 ~ 

Para cualquier átomo, cálcu los como los del ejemplo 15-5 demues tran que su masa es menor 
que la masa de sus parles constituyentes por una cantidad ~M denominada deficiencia de 
ma.sa. F.:sto ti ene su or igen en el núcleo y en la equivalencia entre la masa y la energía. Por 
ejemplo, considérese uno cualquiera de los c uatro nucleones del núcleo de 2He4 Como el 
nuc.:lt'ó11 !,e encuentra ligado establemente al núcleo, deberá moverse en algo así como un 
potf'ncial atrac tivo que represente la atracción neta de los otros tres nucleones. Además para 
el>tar ligado debe tener una energía negativa E< O. En la figura 15-9 se muestra es ta situación . 
La energía req uerida para ex traer un nucleón del núcleo, dejándolo como un n ucleón libre con 
e11erg1a cinét ica despreciable en r -.co,t:s!EI . Por e l contrario, si un nucleón libre viene 
de· r - >- Cf.J y se combina con los otros nucleones para formar el núcleo, su en ergía debe dis minuir 
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FIGURA 15-9 
Representación esque mática de las energías 
potencial y total, para un nu cleón de helio. El 
potencial se extiende más a ll á de la distri bu­
ción de masa nucl ear, en aproximadament e el 
alcance de la fuerza nu clear y después se va a 
cero rápidamente. 
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por la cantidad IE/. La energía e n exceso se puede extraer por la em1s1on de radiación 
electromagnéti ca. La misma situación es váJida para los o tros nucleon es del núcleo. 0P est;i 
manera, se puede ver que cuando un sis tema disperso de nucleones libres se combina para 
forma r un núcleo, la energía total del sistema debe disminuir en la cantidad !1E, la energía de 
enlace del núcleo. La di sminución !1E en la energía to tal del s istema debe estar, de acuerdo con 
la teoría de la relatividad, acompañada por una dism inución !1M en su masa, don<ie 

!1Mc2 = !1E (15- 19) 

Para 2 He 1 , la deficiencia de masa es 11M=0.0303779u. Por lo tanto, s u energía de amarre e:­
!1E = ~Mc2 =28.3MeV, donde con venien temente se ha tomado del ejemplo 15-4, la relación 

1 u x c2 = 9 3 l. 5 Me V (lS-20) 

Este va lor de ~E se encuentra en listado en la penúltima columna dP la tabla 15-1. La última 
rolum na de la tabla en lis ta !1E/ A ,denominada energfo de amarre promedio por nucle6n. quP <:>s la 
energía de amarre del núcleo di vidida por e l número de nucleones que cont iene. Para 2 He 1, P[ 

va lor de ~E/A es 28.3 Me V/4 = 7.07 MeV. 
Una de las caracterís ti cas más importan tes de un núcleo es la energía de amarre promedio por 

nuc león . En la figu ra 15-10, se encuentra grafi cada esta cantidad como función de A. Los 

9 
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FIGURA 15- 10 
F:nerg ía de en lari> pro medio por nucleón para núcleos estables. La curva suave se 
ohr in1e a parl ir de la fórmula se mi empíri,·a de la masa desarrollada en la sección 15-5. 
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11111110s sun los datos obt enidos de las masas medidas en la forma antes descri ta. Obsérvese 
qut> ::::.E/.·l neee rápidament e conforme aumenta A, a l pr in cipio, pero mu y pro nto 6.E/A se 
11rn11lil'11e aprox1111atlamente cons tante e n un valor d e 

ó.E/A '.:::::'. 8 MeY (15-21) 

~i cada 11uclcó11 en e l núcleo ejerciera la mis m a atracción sobre todos los d em ás nucleones, la 
1·nergía Je e nlace por nucleón continuaría creciendo a m edida que más y más nucleones se van 
agregando a l núcleo; es <l<"cir, ó.E/A sería propo rcio nal a A . El hecho extremadam ente 
impurt a11l<· ele que j.E/A n o es pro porcio nal a A, se debe, en parte, a l corto alcance de las 
ilH'rzas nucleares. En e l capítulo 17 se presentará una explicac ión comple ta de la saturación de 
las juer:.,is nucleares. causante del hecho d e que 6.E/ A ti en e aproximadamente e l mismo valor 
t'll casi toda la taLla periódica. Es ta saturación ti en e c ierta analogía con la saturación d e fuerzas 
niulecularcs en e l en lace covalente, s in embargo, com o se verá en est e capítulo, e l origen <le los 
JL1!> fenóm enos J e sa turació n no tiene re lación a lg una entre sí. 

Examinando la Cigura 15· 10 se demues tra que 2lE/ A ti en e un máximo e n aproximadamente 
8. 7 l\.l c.>\ para A ,-...; 60,di smin uyencl o d espués lentamente has ta aproximadame nte 7.6 Me V 
para A -=:= 240. ~e encontrará que la disminuc ión se debe a las repuls iones de Cou lomb e ntre los 
p1 otu11es dd núcleo. Una de las consecuencias es e l fen ó m eno d e la fisión nuclear, en e l que un 
núdeo ,·on . ./ g ran<le, como 92 U23ll ,se di vide en dos núcleos con A intermedia, porqu e los 
nucleo~ con A intermedia son m ás es tables que un núcleo con A grande. 

Ejemplo J 5-6. Utilizar la fi gura 15- 10, para estimar la difere n c ia entre la energía de enlace de un 
11 út· leu dt' !I:? U 23A y la su m a de las e ne rg ías de enlace de dos núcleos que se produ cirían s i se fis ionara 
.,¡ 111Pt ncamenll'. 

La figura muest ra qut> la energía de e nl ace promedi o po r nucleón para un núcleo c uyo número de masa 
... ,, t' lllUentra en torno a A= 238 es --7.6 Me V. Por lo tanto , la e ne rgía de enlace para un núcleo present e 
antf'& de la fi&ión es - 238 x 7.6 M e V ._, 1810 Me V. La figura muestra tambié n , que la e ne rgía de e n lace 
promedio por nu cleón , c uyo número de m asa se encuentra en torno a A= 238/2 = 119 es =:::::: 8.5 Me V. 
P or lo ta11lo. cada uno de los núcleos present es des pués de la fisión tendrá una e ne rgía de enlace de 
~ 119 > 8.S MeV -- IOlOMeV.La s uma<le s usene rgías <leen lacees --2020MeV.Es ta s umaes ma yor 

que la t"nergia de enlace ini c ial Je 1810 Me V, aproximadamente por 210 Me V . P o r lo tanto, el estado final 
(cif'SJJU C', de que el n úcleu se fisiona) es más estable que e l estado inicial (an tes de que el núcleo se fi sione) 
dado quf' la energía d<' t>nlai.:e to tal es m ayor e n e l ei- tado final. Cuando la energía de enlace to ta l aument a 
¡iur 1 1 ll 1\1('\' P ll la f1 s1ón, se libera esta mis m a cantidad de e n ergía. La ma yor parle de e lla se con viert e e n 
l'1tergía c111ét1ca dt' los dos núc leos produ c idos e n la fi s ión. En un reactor nuclear. es ta e nergía c inética se 
d1•grada a <'ner~ta tPr11111·a, lo que co ns t ituye la fuen te de pote n c ia de l reacto r. 

l::n la (11sw11 nuclear. dos o más núcleos con A mu y peq u e ña, se combinan para formar un 
nucleo má~ grande t.¡ue tendrá un energ ía J e enlace promedio por nucleón mayo r , ya que s u 
valor de A es tará más ce rca d el valor A '.:::::'. 60 para e l cual ó.E/ A tien e un máx imo. Parecería que 
-.ólo algu nos núc-leos cercan os a A = 60serían estables. Est o no es c ie rt o debido a otros 
lactore:.,, t¡ue !>C e::,L udiarán más ade lante, los que inhiben la fi s ión y la fus ión . 

Es ta bccc ióu se ro11cluye, con s iderando la distribución d e los valores de Z y A de los núcleos 
t>stahks. lo que con s tituye una información adic ional que se obtiene de las m edidas de 
l'Spectrornetría J e masas. En la figura 15· 11 , se encuentran g rafi cad os los datos . Cada núcleo 
t·stabl<' se encuentra i nc..li cado con un cuadro cuya abscisa es e l número neutrónico, N= A - Z el 
11ümeru d<" n eutro n es e n e l núcleo, y cu ya o rdenada es e l número atómico Z, el número de 
protonf's e n e l núcleo. Obsérvese qu e para Z pequeña exis te una tende nc ia de que Z =Nen los 
111wko.., e!-. tables. Se verá 4ue es to se debe a l h ech o de qu e las fu erzas nucleares operan 
-.in11'trirarne11lf' en pro tones y neutrones, puesto que las fue rzas nucleares son independientes 
dt' lu <'arga, ,·orno st> me rn.: io nó en la sección 15·2. Para Z grande, los núcleos estables ti enden a 
tc,rwr 7 < N. Este es o tro pfecto e.le las repulsiones de Coulomb entre pro tones, que producen 
una cm•rgía pos iti va p\·9 po rc io nal a Z2• El efecto disc r imina en ergé ticamente en contra d e la 

I 
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Distribución de núcleos establ es. 
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prf'sen cia de prot ones en n úcleos de Z grandf', pero no es important e en núcleos de Z pequeña 
donde la tendencia Z = N domina. 

Existe una tenden cia de los núcleos es tables de ten er Z par y también N par. E¡.,to puede 
ve rse de los datos de la tabla 15-2, en donde se en lis ta el número de núclPos estables de los 
diversos ti pos. Se en contrará que esta tendencia es tá presente porque dos nucleones de la misma 
f'specie pueden for mar un par mu y próximos en tre sí, e n donde inte ractúan de modo particular­
me nte fu e rt e y por ese mol ivo realizan una contribu ción parti cu larmf'n te grande a la f'nergía de 
t" nlace nuclear. 

TABLA 15-2. Distribución de los núcleos estables. 

Número de 

A N z núcleos estables 

--- ----

Por Por 166 

Impar 

Por Impar 8 

Por Impar 57 

Impar 

Impar Por 53 
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16.5 El modelo de la gota 

Ens<>guida, se empleará el modelo nuclear de la gota y la información obtenida a partir de los 
datos relacionados con la distribución de los valores de Z y A para núcleos estahle::s,con el fin de 
obtener una fórmula para las masas de estos núcleos. El modelo de la gota se basa en dos 
propiedades que se ha encontrado son comunes a todos los núcleos, excepto aquellos de A 
pequeña; (1) sus densidades de masa interior son aproximadamente iguales y (2) sus energías de 
enlace total son aproximadamente proporcionales a sus masas ya que ~E/A~ constante. 
Ambas propiedades se pueden comparar con otras análogas relacionadas con gotas macroscó­
picas de algún líquido incompresible. Para esas gotas clásicas de diversos tamaños (1) sus 
densidades en inte riores son iguales y (2) sus calores de vaporización son proporcionales a sus 
masas. La segunda comparación es significativa, ya que e l calor de vaporización es la energía 
necesaria para di spersar la gota en sus moléculas constituyentes y, por lo tanto, es comparable 
con la e nergía de en lace del núcleo. La fórmula para la masa será desarrollada utiliza ndo el 
modelo para sugerir o tras analogías ent re el núcleo y una gota clásica, sin embargo, será 
necesario incluir términos en la fórmula que describan ciertas propiedades nucleares cu yos 
orígen es no son clásicos. 

El modelo de la gota aproxima el núcleo a una esfera con una densidad interior uniforme, que 
cae a cero bru!:,ramente en su superficie. El radio es proporcional a A113 ; e l área de la superficie 
es proporcional a A 213 : y el volumen es proporcional a A. Como la masa es también proporcional 
a ·I . que es e l número de nucleones en el núcleo, se obt iene el resultado de que la densidad= 
ma!:>a/ vo lumeu ex: A / A = cons tante, en concordancia con las medidas de dispersión de 
elcct rones. 

La fórmula para la masa cons is te de una s uma de seis términos 

M z .. , =/0(Z,A) + ft(Z,A) + / 2 (Z,A) + flZ,A) + / 4 (Z,A) + fs(Z,A) (15-22) 

donde M z.A representa la masa de un átomo cuyo núcleo es ta especificado por Z y A. El primer 
tPrrniri o es la masa de las parles consliluyenles del átomo 

/ 0 (Z,A) = 1.0078252 + I .008665(A - Z) (15-23) 

El 1·oefi,· iente de 7, es la masa de l átomo 1H 1 en unidades de masa y eJ coeficiente de (A· Z) es la 
masa Jd neutrón, 011 1 , en las mis mas unidades los s iguientes términos corrigen para los 
1•qui rnl1•11te:-, de~ ma~a e.Je varios efectos qu e con tribuyen a la e ne rgía de en lace total del núcleo. 

De suma importancia, es el término del volumen 

fi(Z,A) = -a1A (15-24) 

Esto corresponde a una energía de enlace proporcional a la masa o volumen nuclear. El término 
Jesc ribe la tenJencia de que la energía de enlace por nucleón sea constante. Un término como 
ese, es taría presente en el caso de una gota clásica. Debido a que es negativo reduce la masa y, 
por lo tanto, aumenta la energía de enlace. 

Eniwguida , se encuentra el término de la superficie 

(15-25) 

Esta e~ una co rrección proporcional al área de la superficie de l núcleo. Como el término es 
po:-, iti\ o, aumenta la masa y consecuentemente reduce la en ergía de enlace. En una gota clásica, 
, . ..,,, . 1t'-r111111 c, r"rH·f'scn taría el efecto de la tensión superfi cial. Aparecería por el hecho de que 
1111 a nio lérula en la superfi cie de la gota sólo experimenta fuerzas atractivas de un solo lado, de 
111 od1, qu t> <; U c11 f' rgía cl<> enlace es menor que la energía de enlace de una molécu la en el interior 
1¡1w 1·xpNirnenla fuerzas atractivas por todos lados. Por lo tanto, si la energía de en lace total se 
li.w1· ...,, 111pl1·1111·nl<" proporcional al vo lumen de la gota se estará sobreestimando la en ergía de 
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enlace de las moléculas de la superfic ie y entonces deberá hacerse una corrección proporcional 
• al número de esas moléculas, o al área de la superficie, con el fin de reducir la energía de enlace. 

En un núcleo sucede lo mismo. 
El término de Coulomb que es 

z2 
fs(Z,A) = +a3 113 A 

(15-26) 

Toma en cuenta la energía de Coulomb positiva del núcleo cargado que se supone t iene una 
distribución de carga uniforme cuyo radio es proporcionalA1 13

. El efecto de las repulsiones de 
Coulomb entre los protones aumenta la masa y reduce la energía de enlace. Un término simi lar 
estaría presente para una gota cargada de un líquido clásico. 

El siguiente término introduce una propiedad específica a los núcleos. Es e l término de 
asimetría 

(Z - A/2)2 

fiZ,A) = +a4 ----'---'­
A 

(15-27) 

que toma en cuenta la tendencia observada de tener Z = N. Obsérvese que es cero para Z = N = 
( A - Z), o2Z=A, pero de otro modo es positivo y aumenta conforme aumenta la desviación de esta 
condición. Es decir, entre mayor sea la desviación de Z = N, mayor será la masa y menor la 
energía de enlace. La forma utilizada en 15-27 es la más simple que tiene estas propiedades, pero 
ex iste también alguna justificación teórica, que involucra la independencia de la carga de las 
fuerzas nucleares, como se indicará más adelante. 

La tendencia de los núcleos de tener Z par y N par es tomada en cue n ta por el término de 
apareamiento 

- -/(A) 

fr,(Z,A) = O 

= +/(A) 

si Z par, A · Z = N par 

si Z par, A · Z = N impar 

o Z impar , A - Z = N par 

si Z impar , A - Z = N impar 

(15-28) 

Si ambas Z y N son pares, la masa disminuye, y si ambas Z y N son impares, aumenta. Por lo 
tanto , la energía de enlace se maximiza si ambas Z y N son pares. Una explicación cualitat iva 
sobre el origen de este término será dada más adelante; implica propiedades cuánticas 
relacionadas con la indistinguibilidad de partículas idénticas. Sin embargo, la fo rma exacta de la 
fun ción f ( A) por lo general se de termina ajustando los datos. En el caso de una ley potencial 
simpl e, el mejor aj uste se obtiene con 

(15-29) 

Juntando de (15-22) a (15-29) se tiene 

M z.A = 1.0078252 + l.008665(A - Z) - a1A + a2A213 

(en u) (15-30) 

Esta es la llamada f 6rmula semiempírica de la masa porque los parámetros a1 hasta a5 se 
obtien en empíricamente ajustando las masas que se miden. Weizsacker en 1935, desarrolló por 
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primera vez una fó¡mula de este tipo. Desde esa fecha los parámetros h an sido determinados en 
varias vt"asiones. Un conjunto que proporciona buenos resultados es 

01 = 0.0 169 1 

02=0.019 11 

03 = 0.000763 

a4 = 0.10175 

05 = 0.012 

(en u) (15-31) 

Utilizan<lo es tos parámetros, la fórmula proporciona una gran concordancia con el comporta­
miento promed io de las masas medidas de todos los núcleos es tables excepto aquellos con A muy 
pequeña. En la figura 15-10, se muestra una comparación en la que la curva suave es ó.E/A 
calculada a pa rtir de la s uma de los términos de volumen, de superficie, de Coulomb y de 
asimetría. En la figura 15-12 se muestran estos términos indiv idualmente. La fórm ula 
-,emiempírica de la masa es de gran utilidad práctica porque es una fórmula simple que predice 
con considerable precisión las masas y, por lo tanto, las energías de enlace, de más de 200 
núcleos estables y otros muchos más núcleos inestables. Como se verá en el siguiente ejemplo, 
las predicciones de la energía de enlace nuclear pueden conducir inmediatamente a otras 
predicciones de cantidades de interés. 

Ejemplo 15-7. Utilizar la fórmula semiempírica de la masa para predec ir la energía de en lace que 
esta rá cl1spon1ble s i un núcleo de H2 U:!3.; captura un neutrón. Es ta es la e nergía que induce la fisión del 
11úc·leo !1:lu:!3ü que se forma en la captura. 
La energía de e n lare es 

1-:1 término t't11· l primer paré11t csí~ cuadrado es la masa de u II á tomo 92 U235 más la masa de un neutrón ,que 
.. 1J11 lo-; con ~t itu~cnt<'~dcl á tomo H:!u.i:w cu ya masa aparece en elsegundoparéntesiscuadrado.Como la 
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Ilus tración de dirn o los términos de volumen, de s uperficie, de Cou lomb y de asimetría 
de la fórn1ula i:,emiernpíri ca de la masa se co mbinan para producir la energía de enlace 
por nu.-león. 



Sec. 15-6 NUMEROS MAGICOS 607 

masa del neutrón /\10 .1, es precisament e l.008665u, los primeros dos términos de la fórmula semiempírica 
de la masa () 5-30), se <"ancelan en la expresión para En- Se obtiene e nt onces 

{ [ 

" 13 (92)2 (92 - 235/2)2
] 

E11 = -a1 (:!35) + a:i(235)- + n3 (
235

)113 + n.1 
235 

[ 

.,13 (92)2 (92 - 236/2)2 
O¡¡ J) ,, 

- -n1 (236) + ª2(236)~ + a3 (236)1/3 + 04 236 - (236)"2 e~ 

- { ((?36)2/3 - (?35)213] (92)2[ l - 1 J 
- 01 - ª2 - - + 03 (235)1/3 (236)1 /3 

[
(26.0):? (25.5)2

] 05 } 2 
-O.¡ 236 - 235 + (236)112 C 

,_, {0.0 169 - 0.0191 X 0. 11 + 0.00076 X 1.9 - 0.1018 X 0.097 + 0.0 12 X 0.065:C2 

= {0.0169 - 0.0021 + 0.0014 - 0.0099 + 0.0008Jc2 

= {0.007 I u}c2 = 6.6 MeY 

donde se ha utilizado (15-20) par convertir a MeV. 
S i e l neu trón posee una energía cinéti ca despreciable antes de ser capturado.el núcleo de 92U 2:i11 se forma 

en un estado cuya en ergía de exci tación es igual a E11 • Como se discutirá ampliamente en el siguiente 
capítulo la energía de excitación frt!cuentemente se traduce en una vibración del núcleo en la que os<"ila 
entre una posición de elongación (teniendo un momento cuadrupolar positivo) y una posición aplanada 
(te niendo un momento cuadrupolar n egati vo). Esta vibración n o puede realizarse s in la energía dr 
excitación ya que el término de superficie de la fórmula semiempírica para la masa in hibe las desviacío11t>s 
del núcleo de la forma aproximadamente esférica que posee en su estado base. Cuando el núcleo tit>ne una 
elongación m áxima el efecto del térmi no de Cou lomb puede ocasion ar que se fi s ione. 

En la tecn o logía de reactores nu cleares el hecho de que En para la captu ra de un neutró n por un 
núcleo º2 U 23B sea menor en aproximadamente 1.5 MeV que el valor que se acaba de calcular para la 
captura por !12 LJ:?:la es de gran importan cia. Los térmi nos e n las expresiones precedent es tienen aproxima­
damente los mismos valores excepto que la con tribu ción del término de apareamiento (el último tfrmino) 
es negat ivo en lugar de positivo. Como todos los núcleos 92 U requ ieren de una excitación de aproximada­
mente 6 MeV para sobreponerse al término de inhibición de la superfi cie, el 92LJ:?3R se fisionará 
únicamente si e l n eulrón que captura trae más de aproximadamente 1 Me V de energía cinética, adem ás de 
su energía de enlace. Se verá que és to quiere decir que el !J:!U 238 no es muy útil en la "reacción tn cadena" 
qu e tien e lugar en los reactores. • 

El modelo de la gota es el modelo nuclear más antiguo y más clásico. Cuando se desarrolló por 
primera vez la fórmula semiempírica de la masa, se tenían disponibles datos de masas pero no SP 

conocía mu cho más que eso acerca de los núcleos. Los parámetros eran totalmente empíri<'os y 
no se tenía ni siquiera un conocimiento cualitativo de los términos de asimetría y apareamiento. 
Sin embargo, la fórmula fue significati va porque describió con bas tante exactitud las masas <lt> 
cientos de núcleos en términos de só lo 5 parámetros. En la actualidad, ya se t iene una visión más 
profunda sobre e l origen de los dos términos mencionados. El parámetro más importantP, el 
término del volumen a1 ya no es puramente empírico. La teoría nuclear ha s ido desarrollada a 
tal punto que predice, razonablemente bien, el valor de 0 1 , en términos de las propiedades 
detalladas de las fuerzas nucleares. La teoría nuclear, que en una gran parte se debe al trabajn de 
Brueckner, es muy simi lar a la teoría de Hartree del átomo en el sentido de que implica cálculos 
autoconsistentes para un sistema de f ermiones, sin embargo, los cálculos son aún más 
complicados debido a la complicada naturaleza de las fuerzas nuclear es. No se hará ningún 
intento de describi rlas. 

15.6 Números mágicos 

El modelo de la gota proporciona una buena descripción del comportamiento promedio de 
núcleos en lo que respecta a su masa y su energía de enlace. Como la energía de enlace t>S una 
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medida directa de su estabilidad-entre mayor sea la energía de enlace de un núcleo mayor será 
su estabilidad-el modelo de la gota describe bien el comportamiento promedio de los núcleos 
con respecto a su estabilidad. Sin embargo, núcleos con ciertos valores de Z y/ o N muestran 
desviaciones significativas de este comportamiento promedio al ser desusadamente estable. 
Estos valores de Z y/o N son los números mágicos 

Z y/o N = 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126 (15-32) 

Esta situación es análoga a la rara estabilidad de las capas electrónicas de un gas noble que 
con tiene Z = 2, 10, 18, 36, 54, 86 electrones. Sin embargo, en el caso nuclear las indicaciones no 
son tan pronunciadas como en el caso atómico, y es necesario considerar varios de ellos para 
demostrar el carácter "mágico" de los números citados en (15-32). Las dos más convincentes 
son : 

l. Los núcleos prefieren tener Z y/o N mágico. Esto se puede ver si se examina la figura 15-11. 
Para citar dos ejemplos , existen seis isótopos estables para Z = 20, mientras que el número 
promedio de isótopos estables en esa región es aproximadamente dos. Para Z = 70 existen diez 
isótopos estables, mientras que e l número promedio en esa región de la tabla periódica es 
aproximadamente cuatro. Todas las expl icaciones posibles de como .los núcleos se formaron 
originalmente relacionan abundancia con estabilidad; es decir, en tre más estable es un tipo de 
núcleo particular más abundante es. 

2. En la figura 15-10 se muestra que la energía de enlace promedio por nucleón es 
signifi cat ivamente mayor para los núcleos que tienen Z y/o N = 2 u 8 que lo que sería para 
núcleos vecinos. El ejemplo más sobresaliente es 2He4 , para el cual Z = N = 2. E.l efecto es aún 
más grande si se considera una medida de estabilidad más sensible que 6.E/ A. Esto es Eno E 'P la 
energía mínima requerida para separar un neutrón, o un protón, del núcleo; esto es general­
mente IJamado energía de enlace del "último" neutrón o prot6n. Como ejemplo, para 2He4 el valor 

E 11 es 20.6 Me V (es decir, se requiere esta cantidad de energía para producir la reacción 
2 He" .._ 2He3 + 0111). El valor de E,, para 2He4 es 19.8 Me V. Estos valores son anormalmente 
altos. En la figura 15-13 se muestra una gráfica de la diferencia entre e l valor deE11 medido para 
numerosos núcleos y el valor predicho por la fórmu la semiempírica de la masa. Excepto por el 
efecto del término de apareamiento e l valor predicho es una función suave que decrece 
len tamente de aproximadamente 8 Me V para valores intermedios de N. hasta aproximadamente 
6 Me V para valores grandes de N (como se vio en el ejemplo 15-5 donde se predijo En para 
»:iLJ 236). La rara estabi lidad de los núcleos con N = 28, 50, 82, 126 se muestra por la 
excepcionalmente gra,1de energía requerida para extraer su último neutrón. 
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FIGURA 15-13 
Diferencia en tre la energía de enlace del último neutrón y la predicción de la fórmula 
semiempíri ca de la masa como función del número de neutrones en el núcleo. Estos 
d3tos proporcionan evidencias claras en favor de los números mágicos 28, 50, 82, y 126 
de neutrones. Evidencias similares también demuestran que 20, 28, 50, y 82, son 
números mágicos para protones. Sin embargo, no existen evidencias concretas, en 
favor o en contra, en relación con 126 protones ya que los núcleos con valores de Z tan 
grandes, todavía no han sido detectados. 
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Existen otras evidencias, un tanto menos convincentes, en favo r de los números mágicos, 
tales como e l hecho de que para la mayoría de los emisores espon táneos de neu trones, 
como 80 17

, 
36Kr87

, y s.iXe 137 , N es igual a un número mágico más uno. Esto im pl ira una 
afinidad desusadamente pequeña para el neutrón extra. 

La analogía entre los números mágicos atómicos y nucleares mot ivó a mucha gente a buscar 
una explicación del fenómeno nuclear que fuera similar a la de l fen ómeno atómico. El 
estudiante recordará que el punto clave en esa explicac ión es la formación de capas cerradas por 
los electrones que se mueven independientemente en el poten cial a tómico. Sin embargo, cuando 
los números mágicos nucleares fu eron analizados seriamente por primera vez, alrededor rle 
] 948, parecía muy difícil de entender cómo podrían moverse los nucleones independientement e 
en un núcleo. La razón era que el modelo de la gota había sido dominante durante cierto número 
de años y parec ía ser básico en este modelo, que un nucleón en un núcleo (con densidad 
,...._, ¡ 018 kg/m 3 !) interactuaría constantemente con s us vecinos por medio de la in tensa fuerza 
nuclear. Si así fu era, e l nucleón sería dispersado repetidamente a l viajar por el n úclPo y -.pguiría 
una trayectoria errática, parecida a l movimiento Browniano más que a l movimiPnto de un 
elect rón que se mueve independientemente en la órbita de un átomo. 

15.7 Modelo del gas de Fermi 

Weisskopf fue el primero en señalar que existe una explicación simple de cómo los nu<' leones se 
pueden mover independientemente a través del núcleo en s u estado base. La expl icación se bas.a 
en el modelo del gas de Fermi del núcleo. Este modelo es esencialmente igual a l modelo del gas de 
electrones libres , considerado en la sección 11-11 para los electrones de conducción en un 
metal. Supone que cada nucleón del núcleo se mueve en un potencial neto atractivo qut­
representa el efecto promedio de sus interacciones con otros nucleones en el núcleo. El 
potencial neto posee una profundidad constante dentro del núcleo ya que la distribución de. 
nucleones es cons tante en esa región ; fu era del núcleo se va a cero en u na distau cia igual al 
a lcance de las fuerzas nucleares. Por lo tanto, el potencial n eto es aproximadamente igua l a un 
pozo cuadrado finito tridimensional cuyo radio es un poco mayor que el radio nuclear y cuya 
profundidad será determinada en el ejemplo 15-8. En e l estado base del n úcleo, sus nucleones, 
que son todos fermiones con spin intrínsecos= 1/2, ocupan los niveles de ene rgía del potencial 
neto, de modo tal que minimizan la energía to tal s in violar el princip io de exclu:5ión. 

En la figura 15-14 se indican los estados cuánticos que se en cuentran llenos por neutrones en 
el estado base de un núcleo. Como los pro tones son di stinguibles de los neu trones, el prinr.ipin 
de exclusión opera independientemente en los dos tipos de nu cleones y se debe imaginar un 
diagrama separado e independiente que represent e los estados <'Uá nticos q uP llPnan lns 
protones. De estos diagramas resulta inmediatamente ev iden te por qué el principhJ rle e.t:clusicín 
evita que los nucleones sean dispersados entre s í cuando e l núcleo está en su <>i:;tado hasP. F.1 
punto es que cas i todos los estados energéticamente accesibles se encuen Lran ya completamentP 
llenos, por lo tanto, escen cia lmente no podrán ocurrir colisiones e:xceplo en aq uellos ra1->fls en 

FIG URA 15-14-
Representac ión esq uem áti ca ele los niveles de 
energía qu e lle na n los neutron es en e l estado 
base de un núcleo. Los ni veles más hajos s t> 
van llenanclo ele acuerdo rn n las limitacio nes 
del prin cipi o de excl usión. has ta la energ ía de 
Fermi <f'1,,. 

1--------<í 

o 
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los que los dos n ucleones del mísmo t ípo in tercambíen estados cuán ticos. Sin embargo, el efecto 
ne to de un íntercambio tal, de dos partículas índistinguibles es el mismo que si no hubiese 
habído colisión. Desde luego que si existe un conjunto de estados degenerados, parcialmente 
ll enos, a la energía de Fermí, los pocos nucleones en estos estados podrán chocar entre sí, pero 
una sola fracción pequeña del número total de nucleones podrán estar en dichos estados . Por lo 
tanto, se puede ver por qué casi todos los nucleones que componen un núcleo se pueden mover 
libremente dentro del núcleo si este se encuentra en su estado base. 

Ejemplo 15-8. Evaluar la energía de Fermi de un núcleo típi co y utilizar los resultados para 
de terminar la profundidad del potencial nuclear neto. 

La energía de Fer mi 6 1,.,es la energía qu e se indica en la figura 15-14 para e l nucleón que llena e l nivel 
más al to del sistema, medido a partir del fondo del pozo de potencial. Se relaciona con la masa del nucleón 
M , la densidad de nucleones p, por medio de (11-57), que a continuación se escribe como 

(15-33) 

(Esta expresión se puede obtener directamente a partir de la ec uación para las energías de los niveles 
i;;orrespon<lienl es a un pozo de potencial tridimensional, llenando simplemente sus niveles más bajos hasta 
el nivel de Ferrni). 

Considérese el gas de Fermi de neutrones en un núcleo esférico uniforme de radio 

r' = aA1 l 3 

Para un núcleo típi co, el número de neutrones es, 

N '.:::' 0.60A 

Por lo tanto, 

N 
p = 

4 
- TTa3A 
3 

de J ondc se obtiene, 

0.60A 
r> ~ l .33 TT(i.lA 

) la energ ía de f ermi será, 

FIGl 'HA 15-1:i 
ll u:. tranón d,• la relación entre la profundidad 
J •11 de u 11 potcn,· ial nucl1:ar de po lO cuadra­
do, ti•" radw r' = o. 11'ª, la ene rgía de F'ermi 
/, 1. \ la erwrg ía de enlace E11 Jel ú lti mo 
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Utilizando una constant e para el radio de a ....... 1. 1 F consis tente con las medidas de dispersión electrónica 
qu e se resumieron en (15-6), y evaluando los otros parámetros, se obtiene, 

6'1,, _, 43 MeV 

En la figura 15-15, se muestran las relaciones entre la profundidad del potf'ncial V0 , la energía de 
Fermi ,! 1,,, y la energía de enlace del último neutrón E11 , Como ya se mencionó f'n la secrión anterior,E,. es 
aproximadamente igual a 7 Me V para un núcleo típico . Por lo tanto, para este n úcleo la profundidad del 
potencial nuclear neto que actúa sobre sus neutrones es, 

1"0 = r! 1,, + En ,.._, 43 Me Y + 7 Me V = 50 Me V 

Para el caso de neutrones, se obtiene un po tencial nuclear neto muy parecido. (Desde luego que los 
protones tambi én sienten un potencial de Cou lomb neto ejercido por las cargas de los o t ros protones en el 
núcleo). "4 

A partir de numerosos estudios sobre el comportamiento de los nu cleones a diferen tes energías, existe 
evidencia de que la profundidad del potencial nuclear neto V0 • no es cons tante, sino que derrece 
lentamente y de modo aproximadamente lineal, a medida que la energía del nucleón aumenta. Esto no 
ocasiona difi cultades, puesto qu e su efecto en la dinámica del movimiento del nucleón en el potencial n t>tn 
puede ser completamen te descri to introduciendo una masa efectiva del nucleón, de modo muy part•cido al 
utilizado e n la sección 13-7, cuando se trató el movimiento de un electrón de con ducción , como partícula 
independiente, en el potencial n eto de una red cristalina. Es deci r, es pos ible continuar considerando 
a V0 como constante con el va lor que se obtuvo en el ejemplo 15-8, si se sustitu ye e l valor real de la masa 
del nu cleón M. por una masa efectiva del n11cle6n M•. Además, como V0 varía mu y lentamente, M*noes mu y 
diferente de M por lo lanlo ,en la mayoría de las consideraciones que implican 11ucleonesde no mu y altaPner· 
g ía, se permit e tomar M* = M, <>s decir, ignorar comple tame nte el hecho df' que J/0 no es exactamentt'. 
constant e. 

Existe tambi én una dependencia de la profun idad del potencial nuclear ne to Vo con la diferencia entrf' 
el número Z de proto nes y el número N de neutrones, independientemen te de quP el potencial sea visto por 
un neutrón o un protón. Esto se describe agregando a V0 un término 6,. V0 ce ± (N - Z)/A, t1ti lizando 
el signo más para el potencial visto por un pro tón , y el signo menos para e l potenc ial visto por un neutrón. 
La dependencia es un resultado del principio de exclusión que restringe la inter acción entre protones, o 
entre dos neutrones, a ciert os estados cuánticos, pero no impone ningu na restricción a la interacción entrf' 
un neutrón y un protón. Consecuentemente, la interacción at ract iva entre dos nucleones de un núcleo es 
más fu ert e entre un protón y un neu trón que entre dos protones o e ntre dos neut ro nes. Por lo tan to. el 
po tencial nucl ear neto que actúa sobre un protón, es más profundo que el qu e act úa sobrf' un neutrón , si el 
núcl eo contiene más neutrones que protones en proporción al exceso fracciona! de neut rones y viceversa 
si ex is te un exceso de pro tones. Esta dependen cia juega un papel mu y importante en el eferto qut' descrihe 
el términ o de asimetría de la fórmula semi empíri ca de la masa, como Sf' indicará. En mur has otras 
consideracio nes no es tan importante y se puede ignorar. 

La tendenc ia de los núcleos a tener Z = N, también encuentra una explicación simple t:r1 

el modelo del gas de Fe rmi. Considérese un núcleo con Z muy pequeíla, para e l cual la fuerza dt: 
Coulomh que actúa entre protones puede ser ignorada en comparación con la fuerza nuclear que 
es mucho más fu e rt e. En es te núcleo se ti en en dos gases de Fermi independientes, los neutrones 
y los pro tones. Ambos se mueven en potenciales nuclea res netos que, en esta aproximación, son 
iguales, bás icamente porque la fuerza nuclear que actúa entre n eutron es es igual a la fuerza 
nuc lear actuando entre protones, pu esto que la fue rza nuc lea r es independienle de la ca rga. En 
es ta aproximación, los niveles de energía de los dos sistemas deberán ser iguales, como se indica 
en la figura l 5-16. Para un valor dano de A, la ene rgía total de l núcleo obviamente se minimiza si 
los niveles de energía se llenan con Z = N, ya 'lUe si esta conclic ión se violara, los nucleones 
ocuparían niveles de en ergía más altos de los necesarios. Un tra tamien to cuantita ti vo ele este 
argumento conduce a la expresión matemática(] 5-27). utilizada en el término de asimPtría de la 
fórmu la semi empírica de la masa. La razón por la que aparece el factor 1/A en ese término, es 
que los ni veles correspondientes al pozo de poten cial tridimensional se encuen tran menos 
espaciados entre mayor sea e l va lor de A. De esta manera , a medida que aumenla A, Pxiste una 
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FIGURA 15- 16 
Re¡:.ircs<'ntación esquemática de gases de 
Fenui rnclependientes Je neutrones y prolo· 
nes PO el estado de mínima energía de un 
nucleo con Z muy pequeña, lo que se indica 
por un pozo cuadrado de a ristas redondeadas. 

Cap. 15 

Neutrones Protones 

disminución en el castigo energét ico asociado con la violación de la condición N = Z, que se 
describe por medio del factor (Z - A/2) 2• 

El elt·clo del término j V0 oc± (N - Z)/A so bre la profundidad del potencial nuclear neto, como 
a11teriormt:11le se expli có, también cont ribuye de modo significativo a la presencia de un término de 
asimetría en la fórmula semiempírica de la masa y sus consecuencias. Considérese un núcleo típico que 
,·ont1ene N neutrones y Z protones, tal qu e N > Z. La con tribución del término b. V0 en la energía de 
enlace total, por parte del los Z protones, se cancela por la contribución de los Z primeros neutrones. Sin 
,•nil.iargo. exi:.lt> una co ntribución no cancelada de los restantes (N - Z) neutrones que dism inuye la energía 
)(' enlace total. o aumenta la masa nuclear, en proporción a (N - Z)2/A oc (Z - A/2)2/A. 

15.8 Modelo de capas 

El modelo del gas de Fermi, establece la validez de tratar el movimiento de los nucleones ligados 
en un núcleo, en términos del movimiento independiente de cada nucleón en un potencial 
nuclear neto. El siguiente paso,obviamente, será resolver la ecuación de Schrodinger para ese 
potencial y obtener una descripción detallada del comportamiento de los nucleones. Este 
pro~edimicnto es el empleado en el modelo de capas del núcleo. El modelo de capas tiene una 
función en la física nuclear comparable a la que tiene la teoría de Hartree en la física atómica. 
Sin embargo, e l modelo de capas es más rígido, ya que la forma exacta del potencial atómico 
neto, se determina internamente mediante la teoría atómica autoconsisten te, mientras que la 
forma exacta del potencial nuclear neto debe ser insertada al modelo nuclear. Desde luego que 
existe alguna información general acerca del potencial nuclear neto, ;proveniente del modelo del 
gas de Fermi. 

El procedimien to que se sigue en le modelo de capas, implica encontrar, en primer lugar, los 
niveles de en ergía para neutrones y protones para una forma supuesta del potencial neto de un 
núcle() particular . Es decir, si se considera a cada nucleón como moviéndose indepe ndiente­
mente en un potencial nuclear neto V(r}, el nucleón tendrá niveles de energía permitidos que 
estarán determinados por la forma de V(r), y que se encuentran resolviendo la ecuación de 
Sd1r0Jinger para ese potencial. Las ún icas formas consideradas para el potencial neto son 
funciones esféricamente simétricas, V(r ), donde res la distancia entre el nucleón y el centro del 
núcleo: otras formas aumentarían considerablemente la difi cultad para resolver la ecuación de 
Sdl!'odinger. Así como en la teoría de Har tree para átomos, seencuenl raque la energía de un ni vel 
de energía <le un nucleón de l potencial nuclear neto V(r}, depende de los números cuánticos n y 
l. 4lle especifican el comportamiento radial y angular de un nucleón en ese nivel. El número 
cuá11tico I es el mismo que se ha encontrado en la física atómica cuando se trata con cualquier 
pott·t11·1al esféricamente simét ri co como V(rJ. El número cuántico n que se utiliza en física 
nuclear se relaciona con, pero no es Lo mismo que, el 11úmero cuántico de la física a tómica que se 
.. imboliza con la misma letra. Debido a la forma aproximada de pozo cuadrado del poten cial neto 
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V{r) que aparece en física nuclear, es más conveniete en ese campo utilizar lo que se ha 
denominado número cuántico de nodo radial n. 

La figura 15-17 con tiene ilustraciones esquemát icas de algunos de los niveles de energía y 
eigenfunciones asociadas de los estados ligados de un pozo cuadrado tridimensional T'(r). A la 
izquierda, se indica la dependencia de n con las energías de los niveles para un pozo 
suficientemente ancho y profundo para ligar los estados Is, 2s y 3s. Los comportamientos 
radiales de las eigenfunciones correspondientes 1J)(r,O,<r) = R(r)0(0)<.J>(cr) se indican gra­
ficando para cada uno la cantidad rR(r}, cuyo cuadrado es la densidad de probabilidad radial, 
utilizando el nivel de energía apropiado como un eje r. La notación ls significa n = 1 y 1 = O, 
como de costumbre. Obsérvese que para l fija, la en ergía aumenta al aumentar n. La razón es que 
para n = 1, rR(r) contiene esencialmente la mitad de una oscilación dentro de la Mgión del 
pozo, paran= 2, rR{r) contiene dos medias oscilaciones y paran= 3, rR{r) cont iene t res medias 
oscilaciones . De esta manera, las e igenfunciones '1/' para n mayores necesariamente tienen 
mayor curvatura, por lo que se requiere mayor energía cinética o total. Obsérvese también que 
el número de nodos dentro del pozo de la dependencia radial de r veces cada eigenfunción es 
justamente igual a n, como su nombre lo implica. 

En la figura 15-17 existen estados ligados en el pozo para valores del diferentes de I =O.En el 
lado derecho de la figura la dependencia del, paran fija, de las energías de los niveles y r vt>ces el 
comportamiento radial de cada e igenfunción, se encuentran indicadas mostrándose para los 
estados ls, lp, y Id. Dado que todos estos tienen n = l, todas las rR{r} tendrán un sólo nodo radial. 
De todas formas, el comportamiento radial de la eigenfunción 1p cambia al cambiar 1 debido a la 
propiedad expresada por (7-32) 

"I' oc R(r) oc r 1 r -- 0 

y como se discutió con amplitud en los capítulos 7 y 9. Esta es la tendencia familiar de una 
partícula en estados de cualquier potencial esféricamente simétrico para el cual el impulso 

FIGURA 15-17 

----1-'-- ld 
¡........,~=,...c-1~-1p 

Is 

Izquierda: Ilustración cualitativa del producto rR de la coordenada radial r y la partf' 
con dependen cia radial R de la eigenf unción t¡• para estados con l = O v n = l, 2, 3, 
correspondientes al pozo cuadrado tridimensional que se muestra. Cada uno se 
co nstruye utilizando su nivel de energía como eje r. Como la densidad de probahilidad 
radial es P = r2 R·R = (rR)2, si el estudi an te puede visualizar los cuadrados de las 
f uncionPs dibujadas, podrá hacer comparaciones con las densidades de probabilidad 
radial para los estados correspondientes al potencial de Coulomb de un átomo con un 
electrón, o bien, al potencial neto de Hartree de un átomo multielect rón ico, examinan­
do también las figuras 7.5 o 9-10. Al hacer lo an terior deberá tenerse en mente que el 
número cuán ti co n se utiliza de modo diferente en la física atómica. En esta figura se 
hace ev idente el hecho de que el número cuántico de nodo radial. n. de la física 
nuclear, sólo especifica el número de nodos de rR dentro del pozo. Derecha: Lo mismo. 
pero para estados con n = 1 y l = O, 1, 2. En esta figura se puede ver también la manera 
e n qu e, lo que podría llamarse un efecto centrífugo, tiende a evitar que un nu cleón se 
acerque ar= O a medida que el n úmno cuántico del impulso angular orbital l, se hace 
ma yor que cero. 



614 MODELOS NUCLEARES Cap. 15 

angular orbital es constante, de modo que les un buen número cuántico, evitando así el origen 
cada vez más a medida que l se vuelve mayor. Por lo tanto, al aumentar l la mitad de oscilación 
en las varias rR(r) paran= 1, se encuentra contenida dentro de una región cada vez menor de 
eje r. De esta manera, las eigenfunciones 1/J tienen curvaturas mayores y se encuentra que los 
niveles de energía correspondientes se encuentran más arriba en e l pozo. 

Los resultados relacionados con pozos cuadrados tridimensionales que son de mayores 
consecuencias son q ue las energías de niveles ligados aumentan conforme aumentan, para una l 
dada, y que también aumenta al aumentar l, para una n dada. Además, el estudiante podrá 
observar, que cuando se utiliza el número cuántico de nodo radial n de la física nuclear , no hay 
restricción en cuanto al valor más grande posible de l para una n dada. 

En física atómica sí existe esa restricción ya que el número cuántico n. que se utiliza, denominado 
número cuántico principal, es simplemente igual a la suma del número cuánti,co de nodo radial y el número 
cuántico de impulso angular orbital. Es decir, 

npriucipnl = 11rn<lial + I 

como el valor mínimo de "rnultiles l,el valor más grande posible del para una "prlnclpnl es(nprlnclpal-1). la 
razón por la que se utiliza II principal en la física atómica es que cuando V(r) es un potencial de Coulomb 
atractivo, V(r) o: -1/ r, del mismo modo en que la energía de un ni vel aumenta al aumentar llrauinl que 
resulta ser precisamente la forma como aumenta la energía al aumentar L. Por lo tanto, la energía de los 
niveles de un potencial de Coulomb no depende ni de nrl\dhll ni del, sino sólo de su suma, 11prlnclpnl· 
Esto proporciona aún otro punto de vista acerca del origen de la degeneración de los ni veles de energía del 
átomo de hidrógeno. 

Considerando la parte radial de la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para un potencial 
esféricamente simétrico V(r), que es (7-17), se puede obtener mayor profundidad acerca de las 
propiedades de la cantidad rR. Por inspección se demuestra que lo anterior se puede escribir en la forma 

- - -- + + V(r) (rR = E(rR 
172 <f2(rR) [/(/ + 1 )/¡2 J ) ) 
2¡1 dr2 2¡1r2 

se puede ver, que ésto es equivalente a la ecuación de Schrodinger para la función rR para movimiento en 
una dimensión r, excepto que el término /(/ + l)lt2/2¡.,r2 = L2/ 2;ir2 se encuentra agregado al potencial 
V(r). A este término frecuentemente se le denomina potericial centrifugo, por razones que pueden verse de 
la ecuación de conservación de la energía para una partícula clásica de masa µ que se mueve bajo la 
influencia de un potencial V(r}. Como la partícula se moverá en un plano que contiene al origen , puede ser 
descrita por las coordenadas r, O, y la ecuación es 

1 (dr)2 I E= -11 - + - ¡1 
2 dt 2 (

r d0)2 
+ 

clt 
V(r) 

Asi mismo, el impulso angu lar orbital de la part ícula es una constante 

dO 
L = µr2 -

dt 

de moJo que la ecuación para la energía puede escribirse como, 

1 (dr)2 

[ L2 J E = - ¡t - + - + V(r) 
2 dt 2¡.ir2 

Se puede ver que esta es la ecuación de conser vación de la energía para el movimiento de una partícula 
clásica en una dimensión, si res la coordenada unidimensional y se agrega el término L 2/2µr 2 al potencial 
V( r). Este término positivo actúa como un pot~ncial repulsivo tendiendo a mantener la partícula lejos del 
origeu. Entre mayor sea el valor de L, más fuer te será el efecto , en concordancia con la conclusión usual. 
Obsérvese también que para l = O la ecuación diferencial para rR es matemáticamente idéntica a la 
ecuacióu de Schrodinger independiente del 1iempo unidimensional para t¡,. Esta es la razón por lo que las 



Sec. 15-8 MODELO DE CAPAS 615 

gráficas de rR en la figura 15- 17 para los estados Is, 2s, y 3s, se parecen tant o a las gráficas de V' para un 
potencial unidimensional de pozo cuadrado, en el sentido de que ambas son senoidales dentro del pozo y 
expo nenciales decrecientes fuera de él. Sin embargo, no son idénticas ya que rR necesariamente tiene PI 
valor cero para todos los estados en el punto r = O. 

Habiendo encontrado los niveles de energía del nucleón en el potencial nuclear neto V(,), 
supuesto en la forma de un pozo cuadrado, el siguiente paso en el modelo de capas es 
"construir" el núcleo llenando los niveles en orden de energía creciente, con losNneutronesy Z 
protones que contiene el núcleo. El principio de exclusión limita la ocupación de cada nivel a 
2(2 l + 1) neutrones o protones. Esta ocupación corresponde a los dos valores posibles del 
número cuánt ico ms,que especifica la orientación del impulso angular d e spin intrínseco de un 
nucleón,y los(2l + 1) valores posibles del número cuántico 111 1, que especifica la orientación del 
impulso angular orbital del nucleón. Estos dos números cuánticos de la componente z del 
impulso angular son iguales a los de la teoría de Hartree de los átomos. Asimismo, el 
procedimiento utilizado para construir un núcleo llenando los niveles de energía nucleónicos es 
justamente el mismo que el utilizado en la teoría de Hartree para construir un átomo llenando 
sus niveles de energía electrónicos, excepto que en un núcleo existen partículas de dos especies 
distinguibles-los neutrones y los protones-a las cuales se aplica e l principio de exclusión 
independientemente. Originalmente, se esperaba encontrar una forma particular para los 
potenciales V(r) de los diversos núcleos, en la cual el ordenamiento y espaciamiento de los 
niveles de energía nucleónicos se rían tales que, un nivel fuertemente ligado, conteniendo un 
número apropiado de neutrones y protones se llenaría en aquellos núcleos que tuviesen valoree; 
de N o Z iguales a los números mágicos-así como llenando niveles de enP.rgía electrónicos, 
fuertemente ligados, co nduce a átomos de gas noble cuando Z es igual a un número mágico 
atómico. Se intentaron muchas formas detalladas y diferentes para la dependen cia radial del 
potencial nuclear (incluyendo una apropiadamente denominada "potencial de la botella de 
vino", un pozo cuadrado con una prominencia centrada en el fondo, como e l perfil del fondo de 
una botella de vino, lo que suprime de cierto modo la dependencia en l de la energía). Se 
encont r ó que no hay forma de V(r} que conduzca siquiera al ordenamiento de los niveles df' 
energía nucleónicos requerido para explicar los números mágicos. 

El misterio de los números mágicos fue resuelto en 1949 por Mayer, e independien temente 
por Jensen, quienes introdujeron la idea de una interacción spin-órbita nuclear. Propusieron 
que cada nucleón en un núcleo experimenta además del potencial nuclear neto, una interacción 
spin-órbita invertida fuerte proporcional a S.L, el producto escalar entre los vectores de spin y 
momento angu lar orbital. Fuerte quiere decir que la en ergía de interacción es mu cho mayor 
(aproximadamente 20 veces) que la que se predice utilizando la fórmula atómica para la 
interacción spin-órbita, (8-35), igualando V(r} al poten cial nucl ear nt>to y m a la masa del 
nu cleón. Invertido quiere decir que la en ergía del nucleón dis minuye cuando S.Lf'!. positiva, y 

aumenta cuando es nega ti vo. Por lo tanto, el signo de la interacción es opuesto al signo de la 
interacción spin-órbita magn ética que experimenta un electrón en un átom o~ es decir, la energía 
de interacción es negativa cuando el momento angular total del nucleón J = S + L tiene la 
máxima magnitud posible (es decir , cuando S y L son tan paralelos como sea posible y S. Les 
pos itiva) sin embargo, como la magnitud de la interacción spin-órbi1 a es proporciona l a S. L, 
igual que para un electrón atómico, la magnitud del desdoblamiento de los niveles de t>nergía 
nucleónicos será aproximadamente proporcional al valor del número cuántico L, igual que para 
los niveles de energía electrónicos.A pesar de que existen similaridades entre las inte racciones 
spin-órbita nuclear y atómica, s us diferencias hacen evidente que la primera no es de origen 
magnético. En su lugar, es un atributo de la fuerza nuclear cuyo origen no se ent iende aún 
completamente. 

En el lado izquierdo de la figura 15-18, se muest ra el ordenamiento y espaciamiento 
aproximado de los nive les de energía que llenan los nucleones en núcleos con poten ciales V(r) 
en la forma de pozos cuadrados con aristas redondeadas, como los potenciales que se muestran 
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en la figura 15-16. Al llenarse los niveles, y procediendo hacia ar riba en la tabla periódica, la 
profundidad de los po tenciales se mantiene constante mien tras que s us radios aumentan en 
proporción a la raíz cúbica del n úmero de nucleones que con tien en en los niveles llenos. Las 
mis111as característ icas generales que se pueden ver en el lado izquierdo de la figura 15-18, se 
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l=quierda: Orden en que se llenan los ni veles correspondientes a pozos cuadrados con 
aristas redondeadas, sin interacción spin-órbita, a medida que la ocu pación y el radio 
del pozo aumen tan. Derecha: Niveles que aparecen cuando se añade una fuerte 
rnteracción S · L invertida. La columna marcada con (2j + l ) mues tra el n úmero de 
nucleones iguales que pueden ocupar el ni vel correspondiente s in violar el principio 
<l<' exclus ión. La co lumna marcada con ~ (2j + 1) proporciona para cada n ivel el 
número acum ul ado de nucleones que pueden estar en todos los niveles hasta ese ni vel. 
Eu la últ ima columna, aparecen ni veles marcados con números mágicos por enci ma de 
los cuales aparecen in ter valos de energías prohibidas significantes. 
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enc uentran en todos los potenciales esféricamente s im étri cos que tienen u na forma que ~,arda 
alguna sem ejanza con un pozo cuadrado atractivo. Desde luego que los detall es del ordenamien­
to y espac iamie nto de los niveles de energía de l nucleón dependen de los de talles de la 
competen cia entre la dependen cia en n y la dependen cia l de la e nergía, y todo ésto d €'pP.nrle de 
los detalles del comportamie nto radial del potencial nuclear; s in embargo, cualquier potencial 
nuclear razonable proporciona esen cialmfmte el mismo ordenamiento de los niveles de acuerdo 
con n y L, como el correspondiente a pozos cuadrados con a ris tas redondeadas, proporrionando 
asimismo intervalos prohibidos entre los nive les en, esencialmen te, los mismos lugare-s. Si, 
como se vio en el ejemplo 15-8, el potencial nuclear neto está relacionado con la d«"nsidad de 
masa nuclear, los pozos cuadrados con aris tas redondeadas son ciertame nte las formas correctas 
para el potencial ya que reflejan los valores interior es constantes y los cambios bastantP 
graduales en la superfi cie n uclear de las densidades de masa. Pero com o y ase menc ionó y como 
se especificar á en el ejemplo 15-9, el o rdenamie nto y espaciamiento de los niveles de enngía 
para estos po tenciales, que se muestran en el lado izquierdo de la figura 15-18, no condur(' a los 
números mágicos observados si no hay interacción spin-órbita. 

En e l lado derecho de la figura 15-18 se muestra cómo se desdoblan los niveles de, energía 
n ucleónicos por la interacción spin-órbita nuclear. En presencia de la interacción spin-órbita. 
m 1 y m tr no son ya números cuánticos útiles puesto que las componentes z de los momento~ 
angulares orbital y de spin intrínseco de un nucleón ya no son constantes r uan rlo estos 
momentos angulares se acoplan por medio de la interacción .Por lo tanto, n, l ,j, y111,,se dehP.n 
utilizar para denotar los nive les de energía desdoblados . El número cuán tico j esperiíira la 
magnitud del momento angular total j, de un nucleón, que es la suma de sus momt"ntos 
a ngulares de spin y o rbital ; m , es el número cu ántico qu e especifica la compone nte z de su 
momento angu lar total , J z · Como resu ltado de la interacción spin-órbita, lac; energías de los 
niveles dependen tanto de j como den y 1 y la j que es mayor (correspondiente al valor de], o S. 
L que es m ás grande) produce la menor ene rgía ya que el s ign o de la interacción spin-órbita 
nuclear está invertido. De acuerdo con el principio de exclus ió n , cada uno de estos niveles tiene 
una capacidad {2j + 1), que es el número de valores posibles de 111 ¡ · Esto se muestra en la 
primera columna de la derecha en la figura. La segunda columna muestra la capacidarl total de 
los niveles hasta , e incluyendo el nivel e n cu estión. La tercera columna muestra la misma <'osa 
para cada nivel que quede extraordinariamente por debajo del siguiente ni ve-1 hacia arriba. 
Como ex is ten niveles que es tarán desusadamente fu ertemente ligados, se puede ver que el 
modelo de capas con una fuerte interacción spin-órbita inve rtida predice precisamente los 
números mágicos de (15-32). 

La figura 15-18 se ut iliza tan frecuentemente por los fís icos nucleares que muchos de E" llns la han 
memorizado. Un procedimiento más senci llo es construirl a uti lizando el acróstico 

spuds if pug dish of pig 

lo que quiere decir: (coma) papas si el puerco es malo. Tar hando lodas las vocales, t-xcepto la íiltima St.' 

obtiene 

spdsfpgdshf pig 

Este es el ordenamiento de I para todos los niveles no desdoblados, a tra vés de aquellos que ll1•van al 
número mágico 126. Los valores den son asignados fáci lmente ya que el primer nivel ses 1 s, el sc>gu ndo t>s 
2s, etc. El resto de la figura se construye apli cando un desdoblamiento spin-órbita invertido proporcional a 
l. Debe hacerse notar que la figu ra 15-18 no es un diagrama de ni veles de energía para un n úclM particular. 
en su lugar proporciona el orden en que aparecen los niveles nucleares por abajo de la ener~ía de Fermi 
cuando el radio del potencial nuclear aumenta proporcionalmente a A113. Es decir, proporciona el orden 
en el que los ni veles de mayor energía se llenan para los diversos núcleos. Asimismo indica las magnitudes 
relativas de la separación entre niveles adyacentes conforme se van ll enando. Así, es análoga al dingrama 
que podría construirse para átomos utilizando únicamente el lado izquierdo de lá figura 9-14. 
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Por último, debe mencionarse que existen evidencias teóricas y experimentales recientes que demues­
tran que puede haber algunos cambios pequeños pero importantes en la figura 15-18 respecto al orden 
como se llenan los niveles más altos en el caso de protones . Esto se estudiará en la sección 16-2. 

Ej~mplo 15.9. Utilizar la figura 15-18 para predecir los primeros cuatro números mágicos para 
núcleos con potenciales en la forma de pozos cuadrados con aristas redondea.das; (a) bajo la suposición de 
que no hay interacción spin-órbita, y (b) bajo la suposición de que existe una interacción spin-órbita 
111vertida fuerte. 

(a) Si no hay interacción spin-órbita la energía de los niveles nucleónicos será simplemente la que se 
muestra en el lado izquierdo de la figura. Recordando que la capacidad de cada nivel es 2(2 l + 1), y que s, p, 
d,J: g, .... quieren decir l = O, l, 2, 3, 4, .... , se ve que los primeros niveles y sus capacidades son, por orden 
creciente de energía: Is, capacidad 2, lp, capacidad 6; Id, capacidad 10; 2s, capacidad 2; lf, capacidad 14; 2p, 
capacidad 6; lg, capacidad 18. El primer número mágico será el número de nucleones necesarios para 
llenar el primer nivel, es decir, 2. El siguiente número mágico será el número requerido para llenar los 
primeros dos niveles, es decir, 2 + 6 = 8. Si el tercero y cuarto niveles se encuentran muy próximos en 
energía, como se indica en la figura, el siguiente número mágico será el número de nucleones necesarios 
para llenar los primeros cuatro niveles, es decir, 2 + 6 + 10 + 2 = 20. Hasta aquí, estos números mágicos 
concuerdan con los números mágicos observados: 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126. Sin embargo, el sigu iente 
número mágico que se predice en ausencia de la interacción spin-órbita, será el número de nucleones 
necesarios para llenar los primeros cinco ni veles, o los primeros seis niveles, dependiendo de que el quinto 
y sex to niveles sean o no considerados muy próximos en energía. Las dos posibilidades son, 2 +6 + 10 + 2 
+ 14 = 34, o bien 2 = 6 + 10 + 2 + 14 + 6 = 40. Ambos difieren del número mágico observado 28. 
Realizan Jo una numerología similar se hace evidente que los números mágicos más altos predichos también 
difieren respecto a los observados y que no hay manera de eliminar la discrepancia rearreglando el 
espaciamiento, o aún el ordenamiento, de los niveles de energía nucleónicos en ausencia de la interacción 
spin-órbita. 

(b) Si existe una interacción spin-órbita invertida fuerte, los niveles nucleónicos se desdoblan de 
acuerdo con el patrón de ocupación que se muestra en el lado derecho de la figura 15-18. La figura también 
muestra la capacidad (2j + l) de cada nivel así como la suma ~ (2j + 1) de su capacidad y la capacidad de 
los niveles de energía inferiores, como se explicó en el texto. El desdoblamiento debido a la interacción 
spin-órbita no altera los primeros tres números cuánticos predichos, 2, 8, 20, como es evidente de la figura, 
de modo que se mantiene la concordancia con las observaciones. Sin embargo, también se obtiene 
concordancia con los números mágicos más altos. Por ejemplo, la interacción spin-órbita desdobla el nivel 
1/ en los niveles 1/712 , cuya energía disminuye, y el nivel 1/ 512 , cuya energía aumenta. Como la capacidad 
del ni ve! 1/~ 12 es (2j + 1) = 2 x 7 /2 + 1 = 8, el número mágico que se predice después de 20 será 20 + 8 = 
28 en acuerdo con las observaciones. El número mágico observado, 50, se obtiene porque el nivel lg912 

con capacidad 2 x 9/ 2 + 1 = 10, disminuye su energía y, por lo tanto, se acerca al nivel 2p. Como el 
11 úmero total de nucleones que llenan los niveles hasta e incluyendo el 2p es 40, como se vió 
au ter iormente, el número total que llena los niveles hasta e incluyendo el lg 1112 será 40 + 10 = 50. El 
origen del resto de los números mágicos es evidente, examinando la figura 15-18. Obsérvese que el hecho 
de que el desdoblamiento spin-órbita aumenta en magnitud, al aumentar l, juega un papel importante en 
lograr la concordancia con las observaciones. ~ 

15.9 Predicciones del modelo de capas 

tl modelo de capas puede hacer mucho más que sólo predecir los números mag1cos y sus 
consecuencias. Por ejemplo, puede predecir el momento angular total de los estados base de casi 
todos los núcleos. Considérense núcleos para los cuales ambos N y Z son mágicos tales como 
HQlfi, 2°Ca40

, y 82Pb2º8 . De acuerdo con el modelo, contendrán solo subcapas completa­
mente llenas de neutrones y protones y, por lo tanto, el principio de exclusión requiere que, 
para ambos sistemas de neutrones y protones, los vectores de momento angular orbital y de spin 
intrínseco, para todos los nucleones, se acoplen (se sumen) para dar un momento angular total 
igual a cero. (La prueba formal de es te requisi to obvio es esencialmente la misma que se da en 
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e l apéndice K). Es to con cu erda con las med idas,estudiadas en la sección 15-2,que demuestran que 
para estos núcleos el número cuántico del momento angular total, llamado spin nuclt=>ar, rs i = 
O. Para los núcleos que contienen un número m ágico de nucleones de un tipo y un nú mero 
mágico más, o menos, un nucleón de l otro tipo, e l princ ipio d e exclusión requiere que el 
momento angular total del núcleo sea igual al momento angular total d el n ucleón extra, o bien 
(compárese con el apéndice K) del aguj ero. Para esos núcleos, el spin n uclear i deben, ser ig11al 
al número cuántico de mo mento angular total j, del nucleón ex tra, o del agujero. 

Ejemplo 15.}0. Utilizar la figura 15-18 y el argumen to del principio de exclusión que se acaba de 
mencionar , para predecir los spin correspondientes a los estados base de los siguientes núcleos: (a) 7N 15 

(b) Ko11, (<.:) toK:l!I, (d) K:? p b:?01, y (e) a3a¡200. 

(a) La figura 15-18 predice que el 7 N 15 es doblemente mágico excepto que hay un agujero de protón en 
la subcapa I p 1 , 2 .Por lo tanto, deberá tener un spin i igual al valor j = 1/2 correspondiente a esa subcapa. 
F.sta predicción concuerda con las mediciones. También se obtendrá desde un punto de vista un tanto 
diferente en el ejemplo 15-11. 

(b) La figura predice que el fl017 es deoblemente mágico excepto por un neutrón ex tra que se encuentra 
en la subcapa I d5 2 .Por lo tanto, deberá tener i = j = 5/2, en concordancia con las medicionf's. 

(c) El 19K 3 t1 se predice como doblemente mágico excepto por un agujero de protón en la subcapa I d 31~ 

por lo que deberá tener i = j = 3/2. Y así es. 
(d) De acuerdo con la figura 15-18 el 82 Pb2º7es doblemente mágico excepto por un agujero de neutrón en 

la subcapa I iJ 31 2 . Así, el principio de exclusión predice que deberá tener un spin i = j= 13/2.Sin embargo, 
el spin medido es i = 1/2. Esta no es una falla del principio de exclusión, sino una falla de la figura 15-18 
como se explicará en breve. 

(e) La figura predice que el 8:1Bi200 es doblemente mágico excepto por un protón extra en la !"11b<'apa 
J /,0 12 • De esta manera, su spin deberá ser i = j = 9/2. Esto concuerda con las medidas. ~ 

Ahora considérense núcleos para los cuales N y/o Z no son números cercanos a los mágicos. 
Estos núcleos contienen s ubcapas con varios nucleones o agujeros, y el problema de cómo l<'s 
momentos angulares orbital y de spin intrínseco de estos nudeones se acoplan, es muy pa recido 
a l problema estudiado en el capítulo l O en relación con el comportamiento de los electrones en 
los átomos . Sin embargo, ex is ten importantes dife re ncias entre áto m os y n úcleos en este 
respecto. Una es que la mayo ría de los átomos obedecen lo que se h a ll am ado acoplamiento LS, 
mientras que todos los núcleos o bedecen, esencialmente, lo que se ha Uamado acomplamienlo 
]]. La diferencia en los esquemas de acoplamien to de los mome ntos angulares que obedecen 
átomos y núcleos tie ne que ver con el hecho de que la inte racció n spin-órbita es relativamente 
débi l en átomos, y bastante fuerte en núcleos (ver la sección 10-3). Por lo tanto, en los núclf'OS 
e l acoplamient o es do minado por la interacción spin-órbita. Es decir , en el acoplamiento .11 el 
momento angular de spin intrínseco de un nucleón se acopla fuertemente con su propio 
mo mento angular orbital para formar el momento angu la r tota l para ese nurlf'ón. Esto sucede 
para cada nucleón. Po r ú ltimo, los difere ntes mome ntos angulares totales que han sido formado:-; 
se acopla n menos fuertemente para formar e l mo men lo angular lo tal del núcleo. Otra diferencia , 
entre los acomplamientos de momentos angulares de á to mos y núcleos es que el acoplamiento 
final que forma el mome nto angular total del núcleo es parti cularmente simple. Esto es evidente 
de l hecho de que todos los núcleos con N par y Z partienen un mom enl oangu lar total dado pori= 
O, como se afirmó e n la secció n 15-2. Una posible explicación es que siempre que se tenga un 
número par de nu cleo nes de una especie dada en una subcapa, los mome ntosangul ares totales de 
es tos nu<'leones se acop la n para produci r un momenl o angular to ta l de l núcleo igua l a cero. Esto 
es ve rdad, pero el acoplamien to es a ún más s imple . Existen bas lan tes ev idencias que indican que 
los momf'ntos angu lares 101ales d t=> los protones en una s ubcapa se acopla n en pares, de modo que 
f'I momen 10 angular to ta l de carla par d e protones es igual a <'ero y lo mismo sucf'de para <'I caso de 
pares de neu trones en una subcapa. 

Algunas de estas ev ide ncias en favor de la te nde ncia al apareamiento ya han s ido presentadas 
anteriormente en el análisis relacionado con la abundancia de los núcleos estables y la fórmu la 
semiempírica de la masa. Resulta d e una interacción de apareamiento. Esta es una in teracción 
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nuclear residual, es decir, una parte de la interacción nuclear total que experimentan los 
nucleones y que no está descrita por el potencial neto esféricamente simétrico, V(r ), del modelo 
<le capas, o bien, por la interacción spin-órbita. La interacción de apareamiento, a pesar de no 
estar descrita por estos atributos del modelo de capas, puede ser predicha a partir de ellos. El 
potencial neto V(r) representa las interacciones que, en promedio, experimenta un nucleón. La 
interacción de apareamiento representa una desviación de la interacción promedio V(r) que 
aparece cuando un nucleón se encuent ra particularmente cerca de otro nucleón con el cual 
pueJe tener una interacción individual. Como se mencionó en la sección 15-7, implica la colisión 
de nucleones en estados degenerados de una subcapa parcialmente llena. Un par de nucleones 
que tienen los mismos valores j pero valores opu estos de 1111 (por ejemplo, j = 5/2, 1111 = 5/2; 
J = 5/2, m i = -5/2) chocan entre sí en una interacción tal y después de la colisión ocupan 
estados previamente vacíos que tienen valores diferentes pero opuestos de 1111 (por ejemplo , 
j = 5/2, 111¡ = 3/2;} = 5/2, 111¡ = - 3/2). Es evidente que el momento angular se conserva en 
dichas condiciones y que las colisiones no son inhibidas por el principio de exclusión. La energía 
del sistema se reduce ya que al chocar , los nucleones se encuentran muy próximos entre sí y el 
principio de exclusión no les impide que ejerzan el uno al otro la fuerza nuclear de corto alcance 
fuertemente atractiva. 

Debido a que la fuerza nuclear ejercida entre dos nucleones es fuerte y de corto alcance, las 
de~viaciones del promedio descritas por la interacción de apareamiento son pronunciadas. Por 
lo tanto, la interacción de apareamiento es bastante fu erte, aunque no tan fuerte como la 
interacc ión spin-órbita. Es de corto alcance, a l igual que la fuerza nuclear que conduce a la 
fluctuación que representa. Es atractiva porque dicha fuerza es atractiva. Una interacción 
similar que resulta de una desviación de promedio, denominada interacc ión residual de 
Coulomb, aparece en el tratamiento de átomos, como se estudió en la sección 10-3. En átomos, 
la interacción residual de Coulomb repulsiva entre elect rones de una subcapa tiende a producir 
acoplamien to paralelos de sus momentos angulares. En núcleos, la tendencia es formar 
acoplamientos antiparalelos ya que la interacción nuclear residual entre los nucleones es 
ulJactiva. La razón puede en tenderse utilizando argumentos similares a los utilizados para 
acoplamientos atómicos (ver la sección 10-3), en el caso de una interacción residual atractiva. 
Brevemente, lo que estos argumentos demuestran es que dado que dos nucleones de la misma 
especie están descritos por eigenf unciones totales antisimétricas estarán más próximos entre sí, 
eu promedio, si sus momentos angu lares de spin son esencialmente antiparalelos. Asimismo 
es tarán más próximos entre s í en promedio, si sus momentos angulares orbitales son esencial ­
mente ant1paralelos ya que en ese caso se moverán en direcciones opuestas en torno a la misma 
"órbita'· y, por lo tanto, frecuentemente se pasan entre sí. Así, formarán una pareja muy junta 
si sus vectores de momento angu lar total son esencialmente antiparalelos. Cuando forman una 
pareja tal con momento angular total cero, la fuerza nuclear atractiva que actúa entre ellos 
rea liza una mayor contribución a la energía de enlace del núcleo y por lo tanto hace que el 
11úcleo sf'a más estable. Consecuentemente, existe la tendencia a formar pares, y a mantener 
ese11cialmente vectores de momento angu lar total antiparalelos a lo largo de la secuenc ia de 
1·oli:,ivncs entre sí. Estas colisiones cambian la orientación de su órbita pero siempre se mueven 
en direcciones opuestas sea cual fuere la órbita en que se encuent ren. 

La disminución en la energía que resulta del acoplamiento de un par de nucleones del mismo 
11ro, o energía de apareamiento, da lugar a la preferencia de los núcleos a tener Zpar y Npar y al 
término de apareamiento en la fórmula semiempír ica de la masa. También es responsable de las 
falla:-. <>Casionales de la figura 15-18 en la predicción correcta de los spin nucleares en el estado 
base. Parad caso del t1

2Pb20
•, considerado en el ejemplo 15-10, el s pin nuclear es 1/2 ya que es 

energé ticamen te favorable que un neutrón de la subcapa 3pJ 12 forme pareja con el neutrón en 
la su b<apa 1 i 1:) 2 dejando un agujero en la subcapa 3p112 • La razón es que la energía de 
apareamie11lo es mayor en tre mayores sean los valores de l de los componentes del par, ya que al 
aumentar l los nucleones se mueven de un modo más clásico (es decir, más como partículas 
rn 11 finadas a órbitas en un plano), y ésto aumenta el traslape de sus fun cion(>S de onda (es decir, 
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se juntan más). Como las dos subcapas tienen aproximadamente la misma energía, el ef..-do de 
apareamiento domina. 

Si una subcapa contiene un número par de nucleones, sus momentos angulares tolale~ 
deberán acoplarse por parejas para dar un momento angular total cero. Si se agrega un nucleón 
más, será muy difícil que pueda perturbar a los pares que ya existen, puesto que la interaC'ción 
de apareamiento es bastante fuerte. Por lo tanto, el momento angular total de toda la suhcapa SP 

deberá exclusivamente al nucleón impar. Por lo tanto, la totalidad del momento angular de un 
núcleo con A impar será debido al momento angular total de un s6lo nucleón impar en In subcapa 
ocupada de mayor energía y el spin nuclear i será igual al valor del número cu.ánüco j de esa subcapa. 
Salvo una o dos excepciones, esta regla permite explicar los valores observados de i para todos 
los núcleos con A impar en términos de la figura 15-18. Sin embargo, es neresario tomar en 
cuenta algunos intercambios ocasionales del orden de ocupación de algunos de los niveles muy 
próximos entre s í debido al efecto de apareamiento discutido en el párrafo anterior. 

Para núcleos con A impar, el modelo de capas ha tenido mucho éxito en la predirción ,le las 
paridades de las eigenfunciones nucleares, es decir, independientemente de que sean funciones 
pares o impares de las variables espaciales (ver (8-44) y (8-45)). Como en el modelo de rapas ios 
nucleones se mueven básicamente de modo independiente, una eigenf unción nuclear se puede 
escribir como el producto de las eigenfunciones para cada uno de sus nucleones-igual que en la 
teoría de Hartree de los átomos. En el ejemplo 15-11 se verá que la paridad de la e igenfuni·ión 
nuclear es justamente Ja paridad de la eigenfunción correspondiente al nucleón impar. Como en 
(8-47) se demuestra que la paridad de esa eigenfunción ("Stá determinada por (-1 )1, <;t• 

encuentra que si el nucleón impar está en una subcapa en la que I es par, La paridad nucleares par: 
si l es impar, la paridad es impar. En e l próximo capítulo se verá que la paridad nuclear es 
extremadamente importante en la determinación de los tipos de transiciones que ocurren· en 
ciertas clases de radiactividad y reacciones nucleares ya que existen r eglas de sele,·ci6n que 
involucran la paridad. 

Debe ser evidente que el modelo de capas predice que paran úcleos con A par, con N y Z pares 
el spin nuclear es i = O y la paridad nuclear es par. Esto concuerda con el experimento . Paran úcleos 
con A par con N y Z impares, el valor de j y la paridad de las eigenfunciones se pn·dtct"n para 
cada uno de los nucleones impares. De lo anterior, se puede obtener inmediatamente la paridad 
n11clear, pero sólo es posible fijar lími tes en el spin nuclear y decir que s ólo puede tener un valor 
entero. Sin embargo, existen muy pocos núcleos con N y Z impares. Los argumentos de los dos 
últimos párrafos, pueden extenderse con e l fin de proporcionar información act"rca de lo!- spin y 
paridades de los estados excitados nucleares más bajos. Como se verá más aclelanle, esta 
información sólo es confiable si los valores de N y/o Z son cercanos a los números má­

gicos. 

Ejemplo 15- 11. Predecir el spin en el estado base y la paridad de los siguientes núd i>o~: la) 

sol6, (b) 110 17. (e) HQ'ª, (d) 1N1s, (e) 'N''· 
(a) El núcleo ª 0 16 posee N y Z pares, siendo también doblementP mágico, ya que ambos N v 7 son 

iguales a 8. Tiene dos neutrones en la subcapa I s112 que se acoplan formando un par para dar un impulso 
angular total igual a cero. Ambos neutrones son descritos por eigenfunciones de paridad par , ya q1u• l = O, 
por lo que la parte que a ellos corresponde de la eigenf unción producto es par. Existen cuatro ne utrones en 
la subcapa lp3/'~ que se ac-oplan formando dos pares, ambos con momento angular total igual a cero. 
Estos cuatro neutrone~ están descritos por eigenf unciones impares ya que l = 1, pero el prodtH'to ,lt: 
cuatro funciones impares es una función par, por lo que la parte que les corresponde en la e ign1fu11ció11 
producto del núdeo también es par. Hay dos neutrones en la subcapa lp 112 que forman un par ele 
momento angular total igual a cero . Contribuyen con dos eigenfunciones impares a la eigenf unción 
produrto del núcleo, de modo que la parte que les corresponde en la eigenfunción producto tamb ién es par. 
Exactamente las mismas afirmaciones se aplic-an a los protones. El resultado neto esquP el spin nudPnr es 
cero y la paridad nuclear es par. 

(b) El 8Ql7 es un núcleo con N impar y Z impar. Sus neutrones y protones hacen lo mismo q11e los 
correspondientes al 80 16 , Pxrepto que posee un neutrón no apareado extra en la s uhcapa I dr.. ., Esio 
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proporcwna al 11úcleo un spin de i = 5/2. La paridad de la eigenfunción del neutrón no apareado es par, 
pueslo que l = 2, de modo que la paridad nuclear es par. 

(e) El 80ll1 es un núcleo con N y Z pares. El spin y la paridad predichos son i = O y par. Las razones 
son que existen dos neutrones en la s ubcapa I d512 formando un par de momento angular total cero, ambos 
con eigenfunciones pares. 

(d) El 7N 15 es un núcleo con N par y Z impar. Sus neutrones y protones se comportan como los 
del llQ11l, excepto que posee un protón no apareado en la subcapa lp 112 . Este protón no apareado le 
proporciona al núcleo un spin i = l/2. Como la eigenfun ción para el pro tón es impar, puesto que l = 1, la 
paridad nuclear es impar. Obsérvese que el spin nu clear había sido predicho, en e l ejemplo 15-10, desde un 
punto de vista un tanto diferen te. 

(e) El 7 N 11 es un núcleo con N y Z impares. Posee un protón no apareado en la subcapa lp 112 así 
como lambién un neu trón no apareado en la subcapa lp112 • Ambos poseen un n úmero cuántico de 
impulso angular total, j = 1/2. No se puede precisar cuál debe ser el spin nuclear sin saber cómo los 
momentos angulares de estas dos partículas diferentes se acoplan . Pero puede decirse que sólo existen dos 
posibilidades para los spi n nucleares, i = O o i = l. Experimentalmente se demuestra que el valor correcto 
es i = l. Se puede predecir , sin ambigüedad, que la paridad nuclear será par ya que tanto el protón no 
apareado como el neutrón no apareado contribu ye con eigenfunciones impares a la eigenfunción producto 
Jt>I núcleo y el producto de dos funciones impares es una función par. Esta predicción se comprueba 
experimentalme111e, como todas las predicciones hechas en las primeras partes de este ejemplo. ~ 

El modelo de capas, no ha tenido tanto éxito en la predicción de los momentos dipolares 
magnéticos nucleares. Afirma, que el m0mento dipolar magné tico de un núcleo con A impar (es 
decir , N par y Z impar, o N impar y Z par) se debe to talmente al correspondiente a un solo 
nucleóu no aparcado. La razón es que los momentos dipo lares magnéticos de los o tros nucleones 
deberían cancelarse por pares, s i sus impulsos angulares totales hacen lo mismo. En las dos 
partes de la figura 15-19 se mues tran los datos experimentales para núcleos con N par y Z impar 
y para núcleos con N impar y Z par. Los datos fueron obtenidos de la forma indicada en la 
sección 15-2. En la figura tambi én se mues tra las llamadas líneas deSchmidt, que representan las 
predicciones del modelo de capas para los casos en los q ue los momentos angulares de spin y 
orbital del nucleón no apareado son , esen cia lmente para lelos o esencialmente antiparalelos, 
esto es para los dos casos pos ibles j = l + 1/2 o j = l -l/2. Los datos mues tran sólo una 
tendencia, apenas reconocible, de seguir las predicciones cualita tivas del modelo de capas. 

La falla en e l modelo se debe a la suposición de que el momento di polar magnético nuclear es 
debido totalmente al nucleón no apareado. No es cie rto que los demás nucleones estén siempre 
apareados con impulsos angulares totales y momentos dipolares magnéticos que estri ctamente 
se cancelan. La suposición es s ufi ciente mente buena como para predecir la magnitud correcta 
del impulso angular to tal del núcleo, ya que es ta cantidad es tá c uantizada. Si ocasionalmente las 
parejas poseen un impulso angu la r total diferente de cero, enton ces en ese momento el nucleón 
impar Jebe Lener exactamente el impulso angular correcto para compensar y manten er 
constante la magnitud del impulso angu la r total del núcleo. Este tipo de compensación no puede 
ocurrir e11 el caso de los momentos dipolares magnéti cos ya que los factoresg, que relacionan las 
magnitudes de los momentos dipolares magnéticos con las magnitudes de los impulsos 
angu l.ires, cambian a medida que cambian los acoplamie ntos de los impulsos angulares (ver la 
sección 10-6). Como el momento magnéti co di polar nuclear no tiene s u magnitud cuantizada, 
no cxt!'>I <' refuerzo para dicha compensación. 

15.10 Modelo colectivo 

El nioJelo J4" capas se basa e n la idea de que las pa rtes cons tituyentes de un núcleo se mueven 
i11dt'pendientemente. El modelo de la gota implica justamen te lo contrario , ya que una go ta de 
un líquido i11 com1Jrcnsibl e presentar ía el movimiento de c ualquiera de sus partes constituyen­
tes correlac ionado con el movimiento de todas las partes vecinas. El choque entre estas ideas 
del:>la1·a el lwcho de que un modelo proporcion:i una descripc ión de sólo un conjunto Limitado de 
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623 



624 MODELOS NUCLEARES Cap. 15 

ft>nomenos, s in tomar en cuenta la ex istencia de modelos contrarios utilizados para la 
dc>scripc ión de o tros conjuntos. Una teoría, como la relatividad o la teoría cuánt ica, proporciona 
u11a descripción de un conjunto muy grande de fenómenos. En las líneas fronterizas entre su 
propio conjunto de fenómenos y otros conjuntos de fenómenos, una teoría se funde, sin 
1·01dli<'tos con las otras teorías utilizadas para la descripción de los otros conjuntos. 

A medida que la física nuclear evoluciona, se realizan inten tos para eliminar las discrepancias 
entre los diversos modelos y unificarlos en modelos más completos. El ejemplo más importante 
y de mejor éxito es el rnodelo colectivo del núcleo, que combina ciertas caracterís ticas del modelo 
de capas y del Je la go ta. Se debe en parte al trabajo de Aage Bohr, cuyo padre desarrolló el 
rnodelo atómico de Bohr. El modelo colectivo s upo ne que los nucleones en las subcapas no 
llenas de un núcleo, se mueven independientemente en un potencial nuclear neto producido 
por la cora::a de subcapas llenas, como e n e l modelo de capas. S in embargo, el potencial neto 
J ebiJo a la coraza no es el estático potencial esféricamente s imétrico V(r} utilizado en e l modelo 
de capas, sino que se trata de un potencial capaz de sufrir deformaciones . Estas deformaciones 
represe11tan e l mo vimiento correlacionado, o co lect ivo de los nucJeones en la coraza del núcleo 
asociado co 11 e l modelo de la gota. 

Como en el caso del modelo ele capas, los nucleones llenan los niveles de energía del potencial, 
loi, cuales se desdoblan por la misma interacción spin-órbita y conducen a las mismas 
pr;::,dict"io nes de los números mágicos, del spin nuclear y de la paridad nuclear. Considérese un 
11úcleo con uno o más nucleones que un número mágico de ellos. Examinando los niveles de 
energía del modelo de capas de la figura 15-18, demostrará que e l nucleón extra tendrá un 
impulso angular orbital relativamente grande. Clásicamente se moverá en una órbita de radio 
relativamente grande, ce rcana a la superficie de la coraza de subcapas completamente l!enas. 
Dt>bido a la inte racción nuclear atractiva entre el nucleón extra y los nucleones de la coraza, 
és tas se dis tors ionan. Aparecen prominencias que circulan en torno a la superficie de la coraza, 
$1guie11Jo e l movim iento <le! nucleón ex tra. Este efecto es muy parecido al d e las mareas en la 
s uperfi cie de la tierra , que s iguen el movimiento de la luna y que resultan de la interacción 
gravitacional atractiva. S i existen dos nucleones extras de la misma especie, clásicamente se 
niover.í en direcciones opuestas en to rno a la superficie de la coraza e n órbitas que esencia l­
mente es tán en el mismo plano. La razón es que la interacción de apareamiento produce un 
arnplamien to "antiparal elo" de s us impulsos angu lares. Esto aumenta la distorsión de la coraza. 
Físif'ant<'nte esta di s tors ión afec ta el movimiento de los nucleones extras. Matemáticamente, lo 
a nterio r se maneja distorsionando el potencial neto en el que se mueven estos nucleones. Un 
r<'sultado es una complicación considerable de la tarea, necesaria, de resolver la ecuación de 
"-,chrodi,,ger para el potenc ial. Otro resultado, es una extensión considerable del conjunto de 
f,,nónwnus que se pueJen describir con prec isión mediante el modelo. 

En el modelo colec tivo, por ejemplo, par te del impulso angular total del núcleo se manifiesta 
~11 la forma Je impulso angular orbital "por la marejada" que circula en torno a la superficie de 
la 1·oraza . Una deforma<'ión en movimiento, compuesta parcialmente de protones cons tituye una 
rnrricrite que produce un mome nto dipolar magn ético proporcional a su impulso angular. Esto 
también es cie rt o en e l caso del movimiento de un so lo nucleón que de acuerdo con el modelo de 
c·apas l'5 total mente responsable del momento di polar magnético nuclear ,pero las cons tan tes de 
proporcionalidad difi eren. La deformación en movimiento produce un momento dipolar 
n1ag11 f 1ico menor quf' un pro tón e n movimiento pero más que un neutrón en movimiento, e n 
rt>laritllt 1·0 11 e l impulso angular que lleva. Es tos cambios son exactamente los que se requiere n 
¡,arn <>liminar las di sc rrpuncias e ntre los momentos dipolares magnéticos nucleares medidos y 
l.is pred1c1'10 1H:<; del 111 odc lo de capas, como lo muestran las líneas de Schmidt en la figura l 5-19. 

El «'Stu<liante po<lrá observar uua analogía entre el comportamiento de dos electrones que se mu even 
, 1 .. nq ,rc t'11 diren·iones o puestas co n spin antiparalelos en un par de Cooper de un superconductor y dos 
11,·11trn:w;; o dos proto nc~ mov iéndose en direcc iones opuestas en una s ubcapa incompleta de un núcleo 
c·o11 c;pin que·, clelndo .1 la 111tcracció11 de aparcamiento nuclear. Lamhif11 son a ntiparalelas. Otra analogía es 
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que en ambos casos el comportamiento de un par de partículas interactuantes influye, y es influenciada 
por e l comportamiento de otras partículas en el sistema, que se mueven colectivamente. Se encuentran 
también analogías entre los procedimientos matemáticos utilizados en los cálculos BCS de superconduc­
lividad y los cálculos del modelo colectivo nuclear . 

Una propiedad nuclear que se explica bastante bien en términos del modelo colectivo es el 
momento cuadrupolar e léctrico q. En la sección 15-2, se explicaron brevemen te las medidas de 
desdoblamiento hiperfino que proporciona q y también se afirmó que q es una medida de la 
desviación de la distribución de carga nuclear de la simetría esféri ca, como se observa en 
mediciones tales como e l desdoblamiento hiperfino que son sensibles a los promedios f n e l 
tiempo de es ta desviación. La defini ción exacta del momento cuadrupolar e léctrico es 

(15-35) 

donde p es el promedio temporal de la densidad de carga nuclear en unidades de <'argas 
protónicas y donde la integral tridimensional está tomada sobre todo el volumen nuclear con d 
como elemento de volumen. Nótese que q es igual a Z, el número de protones en el núcleo, 
multiplicada por el promedio sobre p de la diferencia entre tres veces e l cuadrado de la 
coordenada z y la suma de los cuadrados de todas las coordenadas. Es decir, 

q = Z(3z2 - (x2 + y 2 + z2)] ( 15-36) 

Entonces, es evidente que q = O si el promedio temporal de la rlensidad de carga nuclear p f'S 

es féricamente simétrica ya que en ese caso x 2 = y 2 = .::2. Si p no es esféricamente simétr ic:a, 
al menos deberá tener una simetría axi l a lo largo de la dirección respecto a la cual el impulso 
angular total del núcleo precede a leatoriamente al transcurrir el tiempo. En los casos típicos, la 
densidad de carga promediada en el tiempo es un elipsoide con un eje de simetría en esa 
dirección. Para (15-35) y (15-36), e l eje de s imetría se toma como e l eje z. La segunda de estas 
ecuaciones demuestra inmediatamente que q > O si p está elongada en la dirección z de modo 
que z2 > x 2 = y 2 > y que q < O s i p se en cuentra aplanada en la dirección z de modo que 
-:;- < -:, ~ ::. - .r- = y-. 

tn la figura 15-20 se muestran los valores medidos del momento cuadrupolar eléctrico 
nu clear promediado en el ti empo, o sea q. Algunas de las características de los datos mostrados 
f' n la figura pueden ser entendidos cualitativamente en términos del modelo de capas . Por 
ejemplo, e l modelo predice que q < O para un núcleo con N par y Z impar, siendo Z igual a un 
número m ágico más uno. La razón es que e l núcleo contiene solamente subcapas completa­
mente llenas de protones, que tienen una di stribución de carga esféricamente simétrica, mác; un 
protón impar que se mueve en una "órbita" cer cana al plano perpendicular a su eje de simetría. 
Por lo tanto, la distribución de carga se en cu entra aplanada en la dirección del eje de simetría . 
Para un núcleo con N par y Z impar, siendo Z igual a un número mágico menos uno, el modelo 
de capas predice correctamente q > O ya que este núcleo contendría un agujero de protón (la 
ausencia de ca rga) moviéndose en una órbita similar. Los argumentos basados en el modelo de 
capas se ilustran en la figura ) 5-21, y son los que hacen posibles las observaciones (1) que q es 
positiva para un núcleo con N par y Z impar si Z se encuentra en un intervalo ligeramente 
debajo de un número mágico, (2) que q es cero s i Z es un número mágico y (3) que q es n egativa 
si Z se en cuentra en un interva lo ligeramente arriba del número mágico. Sin embargo, e l modelo 
de capas no es capaz de producir resultados cuantitativamente correctos para los momentos 
cuadrupolares eléc tricos. Sus predicciones de la magnitud de q son genera lmente bajas, y para 
algunos núcleos entre los números mágicos son más bajas, por factores mayores que diez, que la 
magnitud observada. 

Ejemplo 15.12. Estimar la predicción del modelo de capas para el momento cuadru polar eléctrico 
promediado en el tiempo , q, del núcleo 51S b123, y compararla con el valor medido que se muestra en la 
figura 15-20. 
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D<> acuerdo con el modelo de capas la distribución de carga de es te núcleo se debe a una coraza 
t>sféricamente si mé tri ca comple tamente llena de protones en sus respecti vas subcapas, más un sólo protón 
11 0 apar<>ado en una subca pa lg 01 2 .Como el impulso angu lar o rbital de este protón es grande (l = 4), 
puede concebirse, hasta una buena aproximación como moviéndose en u.na órbi ta tipo Bohr de radio 
a¡.,roximadamentc igua l al radio nuclear r'. (Recuérdese que en la sección 7-8 se encontró que el 
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FIGURA 15-20 
Momento cuad rupolar eléctrico nuclear q, respecto al eje de simetría dividido 
entre Zr ' t. para núcleos con A impar. La dis tan cia r' es e l promedio del centro de la 
distribución elipso idal , de carga + Ze, a la super fic ie. La cantidad 1 + q/Zr'2 es 
aproximadamente igual al cociente entre las distancias entre e l centro y la superfi cie 
medidas parale la y perpendicular al eje de simetría. 
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r r 
z z 

FIGURA 15-21 
Izquierda: Ilustración esquemática de un protón no apareado en un núcleo cuya Z es 
igua l a un número mágico más uno. Hasta una aproximación bastante buena, el pro tón 
se mueve en una órbita cuyo radio es igual al radio nuclear, su distribución de carga 
promediada en el tiempo se ve como un anillo. La distribu ción de carga total contiene 
un exceso de carga, en relación con la distribución de carga esférica, en un plano 
perpendicular al eje de simetría (el eje z) . Por lo tanto, el núcl eo tiene un momento 
cuadrupolar negati vo. Derecha: Ilustración de un agujero de pro tón en un núcleo cuya 
Z es igual a un número mágico menos uno. Promediando en el tiempo, el agujero 
conduce a un anillo que contiene una defic iencia de carga en un plano perpendicular al 
eje de sime tría. El momenlo cuadrupolar eléctrico es posit ivo porque la dis tribución de 
carga posee un exceso de carga, en relación con un a distribu ción esférica, en la 
dirección de l eje de simetría (el eje z). 
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movimiento orbital tiende al límite clásico cuando l se hace grande). Por lo tanto, un promedio en el 
tiempo de la distribución de carga nuclear puede verse como lo que se muestra en el lado izquierdo de la 
figura 15-21. La co raza esférica no contribuye al momento cuadrupolar eléctrico nuclear q. De esta 
manera, si se toma el eje de simetría perpendicular a la órbita como el eje z, se obtiene 

q = I p[3z2 - (x2 + y2 + z2)] dr 

donde p es aproximadamente la densidad de carga para un anillo uniformemente cargado de radio r' , en 
un plano perpendicu lar a z. Es ta p es cero excepto cuando x 2 + y 2 = r' 2 y z = O. Por lo tanto, 

q ~ f p [ -r'2
] dr = -r'2f p dr 

La integral de p da uno ya que el anillo contiene la carga de un protón y p se mide en unidadP.s protónicas 
de carga. Por lo tanto , e l resultado que se obtiene como esti mación de las predi cciones de q, part iendo del 
modelo de capas, para 5 LS b123 es 

q = -r'2 

La figura 15-20 muestra que el valor medido de q para este núcleo es tal que 

q 
Zr'2 = - 0.09 

o bien, 

q = -0.09Zr'2 = -0.09 x 51r'2 ~ -5r'2 

La magnitud de la predicción del modelo de capas es mu y baja, comparada con las medidas, por un factor de 
aproximadamente 5. ~ 

Otra predicción del modelo de capas es que el valor del momento cuadrupolar eléctrico pa ra 
núcleos con A impar depende significativamente de si tienen N impar y Z par, o bien, N par y Z 
impar. La razón es que simplemente los nucleones no apareados son n eutrones sin carga en el 
primer caso y protones cargados en e l segundo caso. Sin embargo, la figura 15-20 mu estra que e l 
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\é.tlur dt> e¡ paran úcleos con A impar depende so lamente del 11 úmero de nucleones no apareados, 
111dependientcmentc de que dichos nucleones estén o nó cargados. 

El modelo colectivo explica todas las carac terísti cas de los momentos cuadrupolarcs 
eléctricos medidos y que son predichos incorrectamente por el modelo de capas. Conduce a 
va lores de q s ufic ientemente grandes porque la coraza puede deformarse de modo que las cargas 
Je 111ucl10!:i protones contribuyan al momento cuadrupolar e léct rico tota l. Para los n úcleos que 
se encuen tran entre números mágicos, las deformaciones de la coraza se vuelven bastante 
grandes y, por lo tanto, los momentos cuadrupolares eléctricos se vuelven también bastante 
grandes. Como las deformaciones pueden ser debidas a nucleones ex tras de cualquiera de las 
es¡.,ec ies, e l modelo colectivo explica por qué el valo r observado de q no depende significati ­
\ a 111e11te de si los nucleones no apareados son neutrones o protones. 

1\ cJemás de las rotaciones colecti vas de la coraza nuclear que se han ven ido considerando 
l'x1stcn también vibraciones colectivas. El ejemplo más espectacu lar, ciertamente, es la fi sión 
nuclear. Esto se rá di scu tido en e l capítulo s iguiente. 

15.11 Resumen 

La tabla 15-3 s inte tiza brevemente es te capítulo enli stando los modelos nucleares que se han 
tratado y algunas de sus característi cas más significativas. Se ha visto que cada modelo puede 
propurcionar expli caciones sa tisfactorias para ciertas propiedades de los núcleos en sus es tados 
l>asP (s1 11 embargo. ningún modelo por sí só lo puede explicar todas las propiedades). En el 
._1guie 111 e capítulo, se verá que estos modelos pueden proporcionar explicaciones de las 
prupiedadt"s de l decaimiento nuclear y de las reacciones nucleares . En ese capítulo, se 
presentará ta rnbi f n o tro importante modelo nuclear que no aparece en la tabla 15-3. Este es el 
modelo óptico. que es una generalizac ión del modelo de capas que describe e l comportamiento de 
u11 nucleón no ligado moviéndose por touo el núcleo. 

TABLA 15-3. Modelos nucleares y los propiedades del estado base de los núcleos. 

Nombre 

Modelo de lo 
gota 

Suposiciones 

los núcleos poseen 

densidades de maso 

similores y energías 

de enloce casi pro· 

porciono les o sus 

masas como gotas 

cargados 

Modelo del gas Los nucleones se 

de Fermi mueven indepen· 

dientemente en el 

potencial nuclear neto 

Modelo de 
copos 

Modelo 

colectivo 

los nucleones se mueven 

independientemente en 

el potencial nuclear 

neto, con un fuerte 

acoplamiento spin­

órbito invertido 

El potencial nuclear 

neto sufre deformo· 

ciones 

Teorio util izado 

Clásico (los t é rminos 

de osimetrio y opa· 

reomiento se intro· 

ducen sin justifica­

ción) 

Estadistica cuánt ico 

del gas de nucleones 

de Fermi 

Solución de lo ecua­

ción de Schrodinger 

poro el potencia l 

nuclear neto 

Lo ecuación de 

Schrodinger se resuel ­

ve poro un potencial 

nuclear neto no esférico 

Propiedades pred ichos 

Masas y energías de 

enloce promedio 

precisos o través de 

lo fórmula semiempí­

rico de lo maso 

Profundidad del 

potencial nuclear 

neto. Término de 

asimetría 

Números mágicos, 

spin nucleares. 

Paridades nucleares. 

Término de apa­

reamiento 

Momentos dipolores 

magnéticos. 

Momentos cuodru· 

polares eléctricos 
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PREGUNTAS 
l. ¿Hubo alguna e tapa en e l desarrollo de la física a tómica en la que los modelos representaran un papel 

comparable al que tienen hoy en la física nuclear? ¿Se utilizan modelos ac tualmente en la física 
atómica? 

2. En aquellas regiones del universo donde la energía térmica es kT,...,1011 eV,¿los procesos atómicos 
son más aparentes que los nucleares? ¿,Qué pasaría en aquellas regiones donde kT ,..._, 10- li eV? 

3. Todos los núcleos poseen un momento monopolar eléc trico (q ue es una medida de su carga total) . 
Algunos núcleos poseen un momento cuadrupolar eléctrico (que mide la desviación rnspecto a la 
forma esférica de su distribu ción de carga). Ningún núcleo posee un momento di polar eléctriro {que 
mediría una desviación del centro de su distribución de carga respecto al centro de s u distribución de 
masa). ¿Por qué no es de esperarse que existan momentos dipolares eléctricos nucleares? 

4. Los núcleos poseen momen tos dipolares magnéticos. ¿Por que no poseen momen tos monopolarc-c; 
magnéticos? ¿Y momentos cuadrupolares magnéticos? 

5. Si un electrón con una energía cinética de lOOkeV pasa a través de un átomo típico podría ser 
dispersado con un ángu lo bas tante grande por una colisión con un electrón atómico. Si su f'nergía 
cinéti ca es 100 Me V podrá ser dispersada un ángulo grande únicamente si la <'Olisión es con el n údf"o. 
¿Por qué? 

6. ¿Por qué no se definen la unidad de masa en términos de la masa del átomo de hidrógeno? 
(Sugerencia: utilizar la tabla 15-1 para realizar una estimación rápida de la masa de ll2LJ23tl si la masa 
del 1H 1 es 1.00000011). 

7. Como las r eacciones atómicas y moleculares implican energías de enlace, ¿,por qué los químiC'os del 
siglo XIX no observaron deficiencias de masa descubriendo, por lo tant o, la leoría de la relatividad ? 

8. En muchos libros de texto de mecánica hay problemas en los que se consideran colisiones ron valor 
- Q igual a cero entre partículas clásicas ideales. ¿El valor de Q sería exactamente cero si las 
colisiones fueran entre partículas clásicas reales (como bolas de billar reales)? ¿Cuál sería el signo dE'l 
valor Q? 

9. ¿Por qué los núcleos más estables se encuentran en la región cercana a A -:::::: 60? ¿Por qué no todos 
núcleos tienen A ,.._ 60 ? 

10. La fórmula semiempírica de la masa contiene ci nco parámetros y predice con bastante precisión más 
de 500 masas. ¿Cómo se compara su relación de predicciones a parámetros con otras fórmulas 
em píri cas de física o ingeniería? 

1 J. ¿Por qué la contribución del término de apareamien to a la energía liberada cuando el !l:!LJ:!311 , 

captura un neutrón es negativa, y la misma contribución es positiva en el caso de !l:!LJ23r.? ¿Cuáles 
son las consecuen cias prácticas de esta sit uaci 6n? 

12. ¿Por qu é los números mágicos atómi cos no son iguales a los n úmeros mági cos nucleareb? 

13. Explicar por qué no puede haber colisiones entre un nucleón típico y o tro, en un núcleo en s u estado 
base. Si un nucleón de mayor energía, en un haz de ciclotrón, por ejemplo, penetra un núcleo E'n s11 
estado base, ¿puede chocar con un nu cleón en el núcleo? 

14 . ¿,Cu ál ley fundam ental de la física es la prin cipal causa de la existencia de números mági,·os 
nuc leares? 

15. ¿Existe alguna relación entre la dependencia con l de los desdoblamientos spin-órbita de los nivele~ 
nucleares y la regla del intervalo de L.andé para el desdoblamiento spin-órbita de los ni Vf•les de energíu 
atómi cos? 
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16. ¿Por qué la mayoría de los n úcleos están sujetos al acoplamiento JJ, mientras que la mayoría de los 
átomos están sujetos al acoplamiento LS? 

17. Utilizar los argumentos asociados con la figura 9-4 para explicar por qué existe una tendencia de que 
los. impulsos angulares de spin intrínseco de un par de nucleones idénticos sean esencialmente 
antiparalelos porque esto minimiza su serparación promedio. Después, modificar los argumentos 
ilustrados en la figura 10-2 para explicar por qué la separación promedio del par se minimiza si sus 
impulsos angulares orbitales son también esencialmente antiparalelos. ¿Estos argumentos explican 
por qué la interacc ión de apareamiento tiende a que los impulsos angulares totales del par sean 
esencialmente anti paralelos? 

18. Si un factor en una eigenfunción nuclear consiste de un producto de un n(unero par de 
eigenfunciones para nucleones en una subcapa particular, ¿por qué la paridad del factor será par, 
independientemente de si las paridades de las eigenfunciones nucleónicas sean todas pares o todas 
impares? ¿Cómo puede lo anterior conducir a la regla para predecir las paridades de las eigen­
f unciones nucleares con A impar? 

19. ¿Cómo podría uti lizarse la información sobre momentos di polares magnéticos de la figura 15-19 para 
identificar el número cuántico del impulso angular orbital L de muchos núcleos en términos de los 
valores medidos de su número cuántico de impulso angular total j? 

20. S1 la " marejada" que circula en torno a la coraza nuclear en el modelo colectivo estuviese compuesta 
totalmente de protones en lugar de estar compuesta parcialmente de protones y parcialmente de 
neu l rones, ¿cuál se ría el efecto sobre los momentos d ipolares magnéticos predichos por el modelo? 

21. ¿Cuál es la distri bución más sim ple de cargas puntuales que posee un momento cuadrupolar 
eléctrico? 

22. ¿Por qué al modelo nuclear de capas se le llama modelo, mientras que a la teoría atómica de Hartree, 
4ue es co mparable, se le llama teoría? Generalmente hablando , ¿cuál es la diferencia entre un modelo 
y 1111a teo ría? 

PROBLEMAS 
l. El análisis del espectro óptico de un átomo muestra que existen cuatro niveles de energía por 

desdoblamiento hiperfino en cierto multiplete. El análisis también muestra que el valor del número 
cuántico del impulso angular electrónico total para ese multiplete es j = 2. Determinar el valor 
del número cuántico del impulso angular nuclear, o spin nuclear i, para el núcleo de un áto­
mo. 

2. El carácter de la simetría y el spin nuclear del núcleo de boro con Z = 5 y A= lOson: i = 3, simétrico. 
(a) Demostrar que la masa, carga, spin nuclear y carácter de simetría con cuerdan con la suposición de 
que el núcleo co ntiene Z protones y A -Z neutrones. (b) ¿Cuál de estas propiedades no concuerda con 
1 a suposición de que el núcleo contiene A protones y A-Z electrones? 

3. (a) Calcular, en MeV, la energía de atracción gravitacional entre dos protones esféricamente 
s imétricos cuya separac ión , cen tro a centro, es 2F. (b) Hacer lo mismo para la energía de repulsión de 
Cou lomb a esa separación. (c) Comparar los resultados con la energía de atracción nuclear que es 
aproxi madamente - 10 MeV a esa separación. 

4 . Un blanco que contiene núcleos de 711Au dispersa electrones con energía cinéti ca de 1000 Me V. (a) 
Utilizar los datos de la figura 15-6 para encontrar el radio al cual la densidad de carga nuclear es la 
mitad de su valor en el interior. (b) Después, utilizar este radio para predecir aproximadamente la 
separación angular en tre mínimos adyacentes del patrón de difracción que se observa por la 
dispersión . 

.. 
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5. Uti lizar la ecuación empírica que representa las densidades de carga nuclear medidas, ( 15-5), y el 
parámetro b que se cita en (15-7). para determinar la distan cia a la cual las densidades de carga nuclear 
caen de 90% a 10% de sus valores internos. 

6. Derivar (15-16), que relacionan el valor Q de una reacción nuclear con las cantidades dinámicas 
implicadas en la reacción. (Sugerencia: escribir las ecuaciones de conser vación de las componentes 
del impulso lineal en las direcciones paralela y perpendicula r a la dirección de la partícula inciden te. 
Después. eliminar el ángulo entre la dirección del núcleo residual y la dirección de la partícula 
incidente de estas ecuaciones). 

7. (a) Utilizar (15- 16) para calcular la energía de los protones emitidos en la dirección de incidencia del 
haz de partículas o: de 7. 70 Me V en la reacción de Rutherford de (15-1 1). El valor Qde la reacción es -
- 1.18 MeV. (b) Comparar estos resullados con los del ejemplo 15-4. 

8. Como la reacción 1 H 2 + 1H 3 - 2 H e4 + 0111 tiene un valor Q positivo grande, frecuentemente se 
utiliza para obtener neutrones de alta energía, 0n1 , a partir de un generador electrostático de baja 
energía qu e acelera un haz de deut erones, t H 2 , hacia un blanco con tritio , 1 H 3 • (a) Utilizar la 
informac ión presentada en la tabla 15-1 para calcu lar el valor Q de la reacción . (b) Utilizar (lS-16) 
para calcular la energía de los neutrones emitidos en la reacción en la misma dirección quf' f'I haz 
incidente de deuterones, si la energía de los deuterones es 0.500 MeV. 

9. Util izar las masas enlistadas en la tabla 15-1 para verificar que la energ ía de enlace por nu"león 
del 6C 12 tiene el valor qu e aparece en esa tabla. 

10. (a) Utili zar la información presentada en la tabla 15-1 para evaluar la energía liberada en la fusión de 
dos núcl eos 1 H 2 para formar un núcleo 2H e4 en Me V. (b) Calcular también en MeV la altura de la 
barrera de Coulomb de repu lsión que debe ser vencida antes de que exista una probabilidad apreciable 
de que dos núcleos puedan aproximarse lo suficiente para que la fusión tenga lugar. Considerar al 
núcleo 1H 2 como una esfera de carga uniforme de radio l.5F, y calcu lar la en ergía de repulsión de 
Coulomb cuando apenas se tocan. 

11. (a) La energía de Coulomb de una esfera uniformemente cargada de radio r', es decir, la energía 
necesaria para ensamblar la carga es 

3 Z 2e2 
V= ---

5 41r€0r' 

T ómese r - l .lAt/3 F, que es consistente con las medidas de dispersión electrónica y demostrar 
que V asume la forma del término de Coulomb de la fórmu la semiempírica de la masa. (b) Calcular, en 
unidades de masa, el coeficiente de Z 2/A113 en la expresión qu e se tiene para V y comparar co n el 
valor empírico del coeficien te a 3 dado en (15-3)). 

12. Los núcleos 5 8 11 y 6C 11 seconsideran como un par denúcleosespejopu estoquetienenelmismo 
número de nucleo nes y e l número de protones en uno de ellos es igual al número de neutrones en el 
otro. Si las fuerzas nucleares son independientes de la ca rga, sus energías de enlacf' total deberán 
difer ir únicamente en que la energía de Coulomb es mayor en 6C 1 t. La masa atómica del 6 B11 es 
l l.009305u, y la masa atómica del 6C 11 es 1 l.011432u. (a) Calcular la diferencia en sus energías de 
e nlace totales. (b) Suponer que ambos núcleos son esferas cargadas un iformemente de igual 
radio r ' ,y uti lizar la expresión para la energía de Coulomb dada en el problema 11 para encontrar el 
valor de r' que condu ce a una diferen cia en energía de Coulomb que concuerde con la diferencia en 
energías de en lace . (c) Comparar este radio de la distr ibución de carga con la dependencia radial de la 
densidad de carga para el núcleo semejante 6C 12 qu e se mues tra en la figu ra 15-6. 

13. (a) Calcular los términos de la fórmula semiempírica de la masa para 26Fe56. (b) Convertirlos a sus 
equivalentes en Me V, dividido entre A y compararlos después con la figura 15-12. (c) Util izar dichos 
términos para predecir la masa atómica. (d) Calcu lar la energía de enlace promedio por nucleón y 
compararla co n la figura 15-10. 

J 4,. De acuerdo con el m odelo de partículas-<1. del núcleo, el 6C 12 consiste de tres partículas o: es decir, 
n úcleos 2 He4 y el ª016 consis t~ de cuatro par tículas a. .(a) Utilizar la tabla 15-1 para calcular la 
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diferencia entre las energías de enlace total del 0c12 y la correspondiente a tres partículas cx . (b) 
Calcular la diferencia entre la energía de enlace total del 80 16 y las energías de enlace de cuatro 
partículas cx . (c) Dibujar diagramas esquemáticos del 6C12 y del ª016 de acuerdo con el modelo de 
partícu las o: y utilizarlos para demostrar que puede haber tres "enlaces" conectando las partículas 
alfa en el 6Cl2 mientras que puede haber seis enlaces conectando las partículas cx en el ªO . La 
naturaleza exacta de un enlace no fué especificada en el modelo, pero se pensó que sería análogas a las 
ligaduras o enlaces moleculares. (d) Utilizar los resultados de las partes (a) y (b) para demostrar que 
las energías de enlace total del 6C 12 y del 80 16 se podrían explicar diciendo que cada enlace posible 
contribuye con una energía de enlace de algo más de 2 Me V. El modelo de partículas ex no ha sido 
muy tomado en cuenta ya que es poco lo que puede hacerse con él aparte dP. lo que se ha hecho en este 
p,·oblema. 

15. Utilizar el acróstico explicado en la sección 15-8 para construir el diagrama que proporciona el 
ordenamiento y espaciamiento aproximados de los niveles de energía que llenan los nucleones en el 
modelo de capas después de haber terminado hacer una comparación con la figura 15-18. 

16. Uti lizar el argumento del principio de exclusión del ejemplo 15-lOpara predecir a partir del diagrama 
de la figura 15-18, para el modelo de capas, los spin nucleares de: 20Ca4º, 2ºCa3º, 2ºCa41. 

l 7. (a) Utilizar la existencia de la interacción de apareamiento para predecir, a partir del diagrama para el 
modelo de capas de la figura 15-18, los spin nucleares y las paridades de 6C 11 , 2ºCa44, 28Ni61 , 32Ge73• 

Justificar brevemente cada predicción. (b) Los spin y las paridades que se han observado son: (3/2, 
impar). (0, par) , (3/ 2, impar), (9/2, par). Dar una explicación de cualquier discrepancia que se 
encuentre. 

18. (a) A partir del diagrama de la figura 15-18 para el modelo de capas, predecir los valores posibles de lo, 
spin nucleares y sus paridades, de los siguientes núcleos con N impar y Z impar: 5 B1º, 
1ºK 10, 23 y so. (b) Los spin y paridades observadas son: (3, par) (4, impar), (6, impar). ¿Podría existir 
alguna tendencia preferencial en el acoplamiento de los impulsos angulares del protón y del neutrón 
no apareados? 

l t). El spi n nu clear medido del 23 V51 es 7 / 2. Como este es un núcleo con N par y Z impar, e l spin nuclear 
se debe al protón no apareado que tiene un número cuántico de impulso angular total j = 7 /2. Como 
existen dos posibles relaciones entre j y el número cuántico de impu lso angular orbital l para ese 
protón, a saber,}= l-1/2 y j = l + 1/2.el valor del puede ser 3 o 4. (a) Utilizar el valor medido del 
momento dipolar magnético y su relación co n las líneas de Schmidt, que se muestran en la figura 15-
19, para predecir el valor más probable de L. (b) Utilizar el diagrama de la figura 15-18 del modelo de 
capas para predecir el valor de l y compararlo con (a). 

20. (a} Utilizar el valor medido del momento cuadrupolar eléctri co de l 73Ta 181 , presen tado en la figura 
15-20 para calcu lar aproximadamen te la razón entre las distancias del centro a la superficie de su 
distribución de carga e lipsoidal, medida paralela a y perpendicular con s u eje de simetría. (b) Utilizar 
el rad io de la distribu ción de carga a obtenido por dispersión de electrones de (15-6), para calcular 
aproximadamente e l promedio de estas dis tancias. (c) Dt: las respuestas a (a) y (b) calcular 
aproximadamente estas distancias que son los semiejes mayor y menor de la distribución de carga 
el ipi,oidal. (d) Hacer un diagrama , a escala, de la distribución de carga. 
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16 
Decainiiento 

y reacciones nucleares 

En el capítulo anterior se utilizaron las propiedades de los estados base de los núcleos estables 
para introduc ir los más importantes modelos nucleares . En este capítu lo se utilizaron estos 
modelos para con siderar e l decaimiento de los núcleos inestables y también para considerar las 
reacciones nucleares en las que intervienen tanto núcleos estables como inestables. Estas 
cons iderac iones tratarán estados excitados de los núcleos as í como sus estados base. 

El decaimiento nuclear se divide en tres ca tegorías. Uno es el decaimiento e<, la emisión 
espontánea de una partícula f1. por un núcleo de número a tómico grande. Se verá que este 
proceso, o e l proceso íntimamente re lacionado de la fis ión espontánea, es la causa de imponer 
un límite s uperior a los números atómicos de los e lementos químicos que ocurren en la 
naturaleza. Un segundo tipo de decaimien to nuclear es e l decaimiento fJ, emisión o absorción 
espontánea de un elect rón o positrón por un núcleo. Este es particularmente in teresante porque 
proporc iona información acerca de la interacción del decaimiento fJ, que es una de las cuatro 
inte racciones o fu e rzas fundamentales de la naturaleza. Un tercer tipo de decaimiento nuclear 
es e l decaimiento ,,, emisión espont ánea de foton es de alta en ergía, cuando un núcleo realiza 
una transición de un estado excitado a su estado base. Se encontrará que el decaimiento )' 
proporciona información detallada sobre los estados excitados de los n úcleos y que puede 
util izarse para mejorar los modelos nuclea res. También se encontrará que el decaimiento )' se 
utiliza en e l efecto Mossbauer para hacer mediciones de la energía con altís ima resolución en 
muchos campos dife rentes a la física. 

Las reacciones nuclea res nos proporcionarán información adicion al acerca de los estados 
excitados de los núcleos ya que los núc leos residuales en una reacción se forman típicamente en 
un estado excitado. Además de las reaccion es nucleares que se consideraron están aquellos que 
ocurren en los reactores de fisión nuclear que actualmente se utilizan como fu entes de energía 
mu y económicos. También se considerará qu e algún día se podrán utilizar para producir energía 
en la tie rra mediante fu sión nuclear y que por mucho tiempo han utilizado las estrell as para 
producir la en ergía y los e lementos químicos de los cuales se compone la naturaleza. 

16.2 Decaimiento Alfa 

El decaimiento nuclear ocu rre tarde o temprano, siempre que un núcleo que contenga cierto 
número de nucleones se encuentre en un estado de energía que no sea d es tado más bajo posible 
para un sistema con di cho número de nucleones. Invariablemente, el núcleo está en un estado 
inestable como consecuen cia de una reacción nuclear . Pero en a lgunos casos la reacción 
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uuclear causante de producir el núcleo inestable ocurrió recientemente en un acelerador de 
par tículas hecho por el hombre, mientras que en o tros ocurrió en eventos naturales que 
sucedieron hace billones de años cuando se formó la parte del unive rso en que vivimos. A los 
n úclcos inestables que se originaron en eventos naturales se les llama frecuentemen te 
radiactivos y a l proceso que ocurre en su decaimiento se le llama decaimiento radiactivo o 
radiactividad. Una de las razones por las cuales el decaimiento radiactivo es interesante, es que 
proporciona claves acerca del origen de l universo. 

Un proceso que es parti cularmente importante en el decaimiento radiactivo es el decaimiento 
alfa que comúnmente ocurre en núcleos con número atómico mayor que Z = 82. Este consiste 
en el decaimien to de un núcleo precursor inestable en un núcleo descendiente mediante la emisión 
de una partícula ex, al núcleo de 2H e4 • El proceso tiene lugar espontáneamente debido a que 
en ergéticamente es favorable, siendo mayor la masa del núcleo precursor que la masa de l núcleo 
<lescendiente má::; la masa de la partícula alfa. La reducción en masa nuclear en el decaimiento se 
debe principalmente a una redu cción en la energía de Coulomb del núcleo cuando su carga Zese 
reduce por la carga 2e que tiene la partícula alfa. La en ergía que queda disponible en e l 
decaimiento es la energía equivalente a la diferencia de masa. Esta energía de decaimiento se la 
lleva la part ícula alfa como ene rgía cinéti ca. Ignorando los equivalentes en masa de las energías 
Je enlace del e lectró11 atómico, la energía del decaimiento E se puede escribir en términos de las 
masas atómicas del núcleo precursor M z .. ,, de l núcleo descendiente M z-2 •4 _ 4 , y de la 
partícula ex como 

E= [M z.A - (M z-2 . .r1-4 + M2 ... )]c2 
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9 

6 

4 L-~~~--'~~~~--''--~~~---'-----"~~~-'-~~~~-'-~~~~ ~ 

200 210 220 

FIGURA 16-1 

230 
rl 

240 250 260 

Energías del decaimien to alfa para núcleos en la reg1on de emisores oc. La curva 
pu nt eada representa la tendencia general encontrada por la fórmula semiempírica de 
la masa. 

(16-1) 
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La figura 16-1 muestra las energías de decaimiento E para núcleos precursores en el intervalo de 
emisión ex: de Z o A. Los datos se obtienen de mediciones directas de la energía cinética de las 
partículas ex: al desviarlas en un campo magnético, y/ o utilizando (16-1} con las masas medidas. 
La línea punteada representa la tendencia general en los núcleos precursores de hacerse 
crecientemente inestables hacia el decaimiento ~ conforme A se aparta m ás del valor A '.:= 60, 
donde se maximiza la energía de enlace promedio por nucleón, Í!!.E/ A, También representa las 
predicciones del modelo de la gota. Superpuesta a la tendencia general existe un pico, 
aproximadamente de 4 MeV de alto, que aparece en el núcleo precursor 8·1Po212. Según el 
modelo de capas, el pico se explica como debido a la estabilidad particular del núcleo 
descendiente asociado 82Pb208

. Ya que el descendiente tiene el número mágico Z = 82 y el 
número mágico N = 126, está aproximadamente 4 Me V más fuertem ente ligado que los núcleos 
típicos en esta región de A. (La figura 15-13, muestra que en cada número mágico se 
encuentra alrededor de 2 Me V de energía de enlaces extra). Obsérvese que las energías del 
decaimiento ex: van de 8.9 MeV para 8'

1Po212 hasta 4.1 MeV para ººTh 2ª2 • 

Las partículas moderadamente energéticas emitidas en el decaimiento alfa de núcleos radioactivos las 
utilizó Ruther ford mu y bien y o tros en los experimentos de dispersión que condujeron al descubrimiento 
de l núcleo (véase capítulo 4). Se ha continuado en la investigación de la estru ctura n uclear haciendo uso 
similar de las partículas a: provenien tes de fuentes radiactivas hasta la invención de los ciclotrones por 
Lawrence a finales de los años 30. Los ciclo trones y otros tipos de aceleradores de partículas producen 
partículas de mayor energía que se pueden utilizar en mediciones más precisas ya que tienen longitudes de 
onda de Broglie más cortas. Tam bién los aceleradores producen haces de partículas más intensos de los qur 
se pueden obtf>ner de las fuent es radiacti vas, lo cual hace que las mediciones se realicen con más facilidad. 

Ejemplo 16.1. Se emite una partícu la oc po r el núcleo precursor 8 '1P o 212• Estimar el potencial de 
Coulomb qu e exper imenta ésta en la superficie nuclear y hacer una gráfica aproximada de la suma de los 
potenciales nucleares y de Coulomb que actúa sobre la partícula ex en diversos p untos. Si se aproxima el 
núcleo descendiente y la partícula ex como esferas cargadas uniformemente, la en ergía potencial repulsiva 
de Coulomb cuando éstas apenas se tocan será 

2Ze2 

Vo = +--
41r1,0r' 

donde +2e es la carga de la partícula ex, + Ze es la carga del núcleo descendiente, y r' es la suma de la 
dist ribución uniforme de carga de la partícula a lfa y el núcleo descendient e. Estos radios se pueden estimar 
utilizando el valor del radio medio de la densidad de carga de las distribuciones de carga reales que se 
encontraron en las mediciones de dispersión de electrones y que son según (15-6) 

a = l.07A 113 F 

para la suma de los radios se obtiene 

de modo que 

r' = (4113 + 208113) 1.07 F 

= 8.0F 

2 x 82 x ( 1.6 x 10- 19 cou l}2 

I' - = 4.8 x t0- 12 J·oule 0 
- 1.1 x 10 10 cou l2/N-m 2 x 8.0 x 10- 16 m 

= 30 MeY 

La figura 16-2 muestra el potencial total (nuclear más Coulomb) que actúa sobre la partícula a:. 
Conforme ésta se aproxima al núcleo , experimentará el efecto de que el potencial de Coulomb de repulsión 
aumenta en proporción inversa a la di stanc ia en tre los centros de la partícula ex y del núcleo y alcanza e l 
valor V0 cuando es ta distan cia es igual a r'. En el interior de la superficie experimenta un aumento 
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FIGURA 16-2 
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Represen tación aproximada del potencial de 
Coulomb sumado con el potencial nuclear que 
actúa sobre una partícula <X emitida por un 
núcleo de ª4 Po 2 i 2 y la energía total E de la 
partícula o: Separació n de centro o centro {F) 

rápido del potenc ial nuclear atractivo, que domina muy rápidamente. (Por f?Upues to, que el aumento no es 
tan rápido como se muestra en la figura). También está indicada la energía E = 8.9 Me V del decaimiento 
cc del s.i Po212 que es la energía de la partícula o: emitida. Obsér vese que és ta es mucho menor 
que V0, que es la altu ra de la barrera de Coulomb. ~ 

Puesto que para cada una de las energías de decaimiento mostradas en la figura 16-1 está por 
de bajo de la altura de las ba rre ras de Coulomb, que son ~ 30 Me V para todos los decaimientos 
ce , la partíc u la <1.. tiende a quedar atrapada por la barrera en cada decaimiento y solamente 
puede escapa r mediante e l proceso mecánico-cuántico de la p enetración de barrera. Anterior­
me nte se ha t ra tado detalladamente este proceso , de modo que aquí só lo se recordará al 
estud ian te los resultados , pero él podrá consulta r nuevamente la sección 6-6. Cuando menos, es 
recomendable que examine la figura 6-20 que representa la probabilidad por segundo de que un 
núcleo e mita u na partícula <1.. ll amada razón de decaimiento R, e n función de la energía de 
decaimie nto E. La figura mues tra que la razón de decaimiento decrece extremadamente rápido 
conforme decrece la energía de decaimient o y la pa rtícula <1.. pe netra más profundam ente a 
tra vés dt> la ba r rera de Coulomb. 

Conside re a hora un sis tema que contiene muchos núcleos de la misma especie en un instante 
inicia l. Los núcleos decaen por o: (o bie n por, fJ o y ) a la rapidez de decaimiento R. Se 
ca lcular á el n úme ro de n úcleos que no h an decaído y que están presentes en algún instante 
subsecuen te. Si al t iem po t ex isten N n úcleos que no han decaído, entonces e l número de 
decaimien tos e n e l inte rvalo de tiempo siguiente dt se puede escribir como dN.Puesto que Res la 
probabilidad de que u n núcleo particular decaiga en un segundo, Rdt es la probabilidad de que 
decaiga en un segundo, Rdt es la probabilidad que decaiga durante el intervalo de tiempo y N Rdt 
es la probabilidad de que cualesquiera de los núcleos decaiga en este intervalo. Entonces, el 
promedio de n úc leos que decaen es 

dN = -NR dt (16-2) 

donde el signo me nos expresa el hecho de que dN es intrínsecamente negativo ya que N decrece. 
Rearreglando los términos e integrando se obtie ne 

dN 
- R d t - -

N 
¡\'{ t) ' f dN 

-R f d1 = - Rt - -
N 

.V(O ) o 

In N(t ) - In N(O) = In N( t) - - Rt 
N (O) 
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o 

N(t) -Rt 
-- =e 
N(O) 

así que 

N(t) = N(O)e-Rt ( 16-3) 

En esta expresión N (O) es e l número de núcleos que no han decaído en e l instante inicial y N(t) 
es e l número de núcleos que no han decaído a l instante subsecuente t. Puesto que los cálculos 
involucran probabilidades, estos resultados sólo son correctos en promedio pero fluctuaciones 
del promedio son muy pequeñas en el caso típico en el cual el número de n úcleos involucrados 
es m uy grande. La figura 16-3 es una gráfica de (16-3), que se le denomina ley de decaimiento 
exponencial. 

En la figura 16-3 también se indica el tiempo de vida T característico del decaimiento. Este es 
e l ti empo promedio que un núcleo sobrevive antes de decaer. De sus definiciones es obvio que T 
es inversamente proporcional a la razón de decaimiento R. De hecho, es fácil mostrar de una 
integración simple de la ley de decaimiento que 

1 T=­
R 

(16-4) 

Uti lizando esta relación en (16-3), se concluye que en un tiempo de vida e l número de núcleos 
que no decaen decrece por un factor de e, como se indica en la figura. Es la vida media 
T1 12 , más ind icati va ya que es el tiempo requerido para que el número de núcleos que no 

<lcca,m decrezca por un factor de 2. La relación entre los dos tiempos se obtiene directamente de 
la ley de decaimiento 

N(t) = N(0)-1.0 

N(t) = N(O>-o.5 
2 

N(t) = N(O) _ !. 
t' , . 

FIGURA 16-3 

o 

T1,2 = (In 2)T = 0.693T 

1 
1 

-------------~------1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

0 .5 0.693 1.0 

t t 
t=Tis t=T=l/R 

t/T 
1.5 

Ley del decaimiento exponencial para N(t), el número de n úcleos que sobreviven al 
tiempo t. También se muestra el tiempo de vida T y la vida media T 1¡ 2 • Observe que 
N(t) está expresada en unidades del número original de núcleos N(O), mien tras que el 
tiempo está ex presado e n unidades del tiempo de vida. 

(16-5) 
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En un sistema más t ípico existen varios núcleos radiactivos relacionados y que decaen 
suces ivamente uno en otro por decaimiento a (y/o o tros procesos de decaimiento). Por 
ejemplo 92 LJ:.!3•1 decae por o:,en ººT h23º,(el que decae por a en 88R a 226 ,etc . .. . ).Enton ces, un 
sistema que inicialmen te esté ll eno con 92 U234 contendrá eventualmente una mezcla de todos 
es tos núcleos. Las ecuacion es di ferenciales que gobiernan el comportamiento general de una 
familia como ésta se pueden escri bir fácilmente y en ciertos casos se pueden resolver s in mucha 
dificultad. En los casos más importantes los rasgos significa t ivos d e la solución se pueden 
deducir de los argu men tos cua litativos siguientes. Considere una familia en la cual el precursor 
tiene la rapidez de decaimien to men or , o el tiempo de vida más grande. En la figura 16-4 se 
muestra esquemáticamente esta situación. En una esca la de tiempo comparable con el t iempo de 
vida del precursor , la población de los precursores decrece exponencialment~. Pero en una 
escala de t iempo much o más corta comparable con los tiempos de vida de los descendientes, la 
población de los padres permanece esencialmente constante y así el número total de decaimien ­
to por segundo en los primeros descendientes parece constante. P uesto que los pr imeros 
descendien tes decaen rápidamen te después de h aberse formado , su s poblaciones están gober­
nadas por el resu minist ro que proviene del decaimiento de los precursores . Entonces la 
población de los primeros descendientes permanece constante. Lo mismo es cierto para los 
segundos descendientes, ya que éstos se han form ado a una rapidez constante proveniente del 
decaimiento de la población constante de los primeros descendientes. De hecho, las poblaciones 
para todos los descendientes permanecerán constantes mientras que considerando tiempos 
cortos comparados con el tiempo de vida de los precu rsores, de modo que la población de los 
paJres permanezca esencialmente constante. (Si se consideran ti empos mayores, el número de 
descendientes decrece exponencia lmente con la mis ma rapidez que sigue el decaimiento lento 
tle los precursores). Entonces, en la escala de tiempos cortos, se tiene una condición de 
t:'quilibrio que requiere que se sat isfaga la relación siguiente 

(16-6) 

Por ejemplo, el primer miembro de la primera igualdad es el número tota l de precursores que 
decaen por segundo para fo rmar los primeros descendientes, mientras que el segundo miembro 
es e l número total de los pr imeros descendien tes que decaen por segundo. Si la rapidez total de 
formación de los primeros descendientes no iguala su rapidez total de d ecaimiento, su poblacinn 
nu permanecería constan te. La ecuación 16-6 describe e l caso más importante de una familia de 
decaimiento. Esta se ut il iza a lgunas veces para de terminar los valores de R o T a partir de 
medidas J e N y una R conocida. 

Ahora se puede entender como se pueden encont rar en la naturaleza con tiempos de vida muy 
,'or tos. Por ejemplo, e l l! 1 Po2 t:.!, con T...._ 1 Q-G seg,se puede extraer de m inera les que ocurren de 
manera natural y que presumi blemente han existido por billones de años . La razón es 
simplemente que los emisores (/. de tiempo de vida cortos están en equi librio con fami lias de 
decaimien to con padres de ti empo de vida largo, a es to se le denomina series radiactivas. Existen 
treti de es tas series que ocu rren de manera natura l: la serie 4ncuyo precursor es 90Th 232 con T 
= 2.0lx 10 141 años, la serie 4n + 2 cuyo precursor es ll:?LJl38 con T = 6. 52X 109 años y la serie 
4n + 3 euyo precu rsor es t•! LJ:!.:J, con T = l.02X 1Qll años. Los nombres caracterizan los 
valores de A para los miembros de la se rie. Por ejemplo, e l precursor de la seri e 4n + 3 tien e A= 
a cuatro veces un entero mas tres, do nde el entero es 58. Puesto que cada decaimiento ~ reduce 

--.... /i, 
'-. __ ,~ .. N, <1) N:!. ( t) 

J,'IGURA 16 -4 
íl epresen lac ión esquemática de una fam ilia de decaimientos suces ivos. 
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A en cua tro (y el otro proceso de decaimiento no cambia A), todos los descendientes de esta 
serie también tendrán A igual a cuatro veces algún enter o menor más t res. 

Evidentemente, también hay lugar pa ra una seri e 4n + l. De hecho existe una serif' de Pstas, 
cu yo padre es 93 Np237 con ti empo de vida T = 3.25·Xl0 6 a ños. La serie se puede producir 
a rtifi cialmente utilizando una reacción nuclear para hacer al precursor, pero éste no Sf' 

encuentra en la na turaleza ya que e l tiempo de vida del precursor es muy corto comparado con la 
edad de la tierra, la cua l se estima de la ev iden cia geo lógica y cosmológica en ,-...., 10'º años (véase 
e l Ejemplo 16-2). Consecuentemente, cua lquie r n úcleo precursor presente inicialmente ya ha 
decaído. 

En conexión con esto, observe que la figura 16- 1 mues tra que las energías de decaimien to de 
los padres de las tres seri es que ocurren naturalmente c:;on particularmente mn y bajas. Si fueran 
menores que I Me V las velocidades de decaimiento serían much o más altas y s us t iempos de vida 
mucho más cortos que ,-...., 10 10 años, la edad de la tierra, y la apa ri ción natural de los elementos 
se de tendría en Z = 82 en vez de Z = 92. La misma figura indica el porqué los elenwnt<'s 
naturales conocidos has ta ahora terminan en Z = 92. Este es el porqué las energías del 
decaimiento C( para n úcleos con Z > 92 son lo s uficien temente a ltas como para que los tiempos 
de vida sean cortos comparados con la edad de la tierra. Por último, una extrapolación de la 
figura 16-1 para Z < 82 muestra que los elementos correspondientes son aparentemente estables 
al decaimiento (l. ya que s us energías de decaimiento son tan pequeñas que los tiempos de vida 
son inconmens urablemente largos. 

Con frecu en cia los estudiantes se asombran de porqué los núcleos con Z grande emi tPn 
espontáneamente part ículas, 21 le 1, ,x pero no emiten espontáneamente n inguna de las part fr•ulas 
2He:i, 1H2 , o 11-P, aun cuando el emitir cualesquiera deestas partículasreduce laenergíade 
Coulomb del núcleo. La razón es simplemente que para otras partículas distin tas de :! l le I la 
energía de enlace por nucleón ü.E/ A ,es mucho menor de lo que esper a un núcleo t ípico. Por lo 
tanto, su emisión no es energéticamente favorable . La emisión de una partícula (;C 12 por un 
núcleo de Z grande sería energéticamente favo rable, ya que ésta tiene una D.E/A a lta y tambi Pn 
reduce conside rablemente la en ergía de Coulomb del núcleo . La emisión de u na partkula <'On Z 
aún mayor sería más favorable ya que reduce aun más la en ergía de Coulomb. A ese proceso se lt> 
llama f isión espontánea. Para núcleos que ocurren de manera natural en la naturaleza con los 
valores de Z más a ltos, es decir, para Zen e l intervalo justam ente por debajo de 92, la razón df' 

decaimiento por fi sión espontánea es mucho menor que la razón de decaim iento por emisión de 
una partícula cz debido a la probabilidad muy pequeña de que una part ícula más masiva penetre 
una barrera de Coulomb mayor . Conforme Z se hace mayor q ue 100, la razón de deC'aimiento 
para fi sión espontán ea se hace comparable a, y eventualmente mayor que, la razón dt> 
decaimiento por emisión de una partícula C/. La razón es que con un incremento de Z la energía 
de decaimient o por fi sión espontánea aumenta más rápidamente que la energía de de<'aimiento 
por emisión de una partícula 'X de modo que la barrera de Coulomb en la fis ión espontánPa 
resulta relati vament e más fácil de pene trar . 

Existe una predicción reciente. y aún no verificada, de que el núcleo del eleme nto con Z = 110 y A= 294 
debe rá tener un ti empo de vida tan largo co mo ~ 1 QR años. Si así fuera , posibleme n te un poco de él podría 
estar presente en la tierra si hace -. 101º a ños se formó sufi ciente cantidad de él. La predicción se sigue <11' 
la predi cción de que e l número mágico de protón después de Z = 82 es Z = 114. y no Z = 126 como SP 

indica e n la figu ra 15- J 8 de l modelo de capas. Po r supues to que la predicción de esta figu ra de que N = 126 
es un n úmero mágico de ne utrón está verificada abundantemente por experimentos y también se cree que 
N = 184 es un n úme ro mágico de neutrón como se predice en la figura. Pe ro no existe eviden C'ia 
exper imental en cuan to a los valores de Z más all á de 100 ya que los núcleos cor respondientes aún no se 
han descuhierto. as í, en realidad no se sabe si Z = 126 es mágico. La diferencia e nt re las predic<'ioneR 
recientes del modelo de capas para los números mágicos de pro tón y neutrón más a ltos s urgen porque para 
protones ex iste, además del potencial nu clear , un pote ncia l de Coulomb re pulsivo que crece para n(,cleos 
de Z gra nde. Este tie nde a al canzar todos los ni veles de protón , pero sobre todo los niveles de 1 pequeña 
c uyas densidades de probabilidad penetran al centro nuclear donde e l potenc ia l de Coulomb es más fue rt e. 
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El resultado es elevar los niveles 2/ y 3p en relación al nivel li, poniendo el nivel I i 13¡ 2 justamente por 
encima del nivel 2(7 2 y creando un número mágico de protón para Z= 100 + 14= 114. Entonces se cree 
que el núcleo con Z = 114 y N = 184 es doblemente mágico. Ese núcleo también cae cerc, pero no sobre, la 
curva de máxima estabilidad que se obtiene de una extrapolación de la fórmula de masa semiempfrica del 
modelo de la gota. En otras palabras, se espera que Z = 114y N= 1840 Z= 114y A =298seadohlemente 
mágico y que también tenga casi el valor más estable de z para tal valor de A. Cálculos con el modelo 
colectivo indican que el mejor acuerdo entre los requisitos para la estabilidad de los modelos de capas y de 
la gota se obtiene quitando cuatro protones para reducir la energía de Coulomb, lo cual es extremadamente 
importan te para núcleos con Z así de grandes. Por lo tan to estos cálculos predicen máxima estabilidad para 
Z = 110 y A = 294. También predicen un tiempo de vida de ,..._, 108 años para un decaimiento por emisión 
de partícula ()( o fisi ón espontánea en dos núcleos más pequeños. El proceso de fisión esen realidad el más 
favorecido ya que es más efectivo en reducir la energía de Cou lomb. Asf, está predicho que Z = 110 y 
A = 294 sea "una isla de estabilidad en un mar de fi sión espontánea". 

Ejemplo 16-2. En la mezcla de isótopos que normalemente se encuentran actualmente en la tierra, 
el U:!LJ:?31! tiene una abundancia de 99.3% y el 92 U 23:; tiene una abundancia de 0.7%. Los tiempos de vida 
medidos de estos isótopos radiactivos son 6.52 x 10 9 años y 1.02 x 1o u años respectivamente. 
Suponiendo que ellos eran igualmente abundantes cuando se formó el uranio en la tierra, estimar cuánto 
tiempo ha pasado desde el tiempo de formación. (Es de suponerse que los efectos de apareamiento en las 
relaciones de formación inicial so n pequeños comparadas con los efectos de tiempo de vida en las 
relaciones de abundancia actuales). Si el número de núcleos de 92U 238 formados originalmente es N, el 
número presente ahora es 

donde t es el tiempo transcurrido en unidades 109 años. Puesto que el número de núcleos de 92U235 

formados originalmente es, por su posición también N, el número presente ahora es 

La abundancia de 92U 23S presente es 

7 X 10- 3 

así que 

es to es, el tiempo transcurrido es 

N23s = Ne-t/1.02 

Ne- t / 1.02 

Ne-t/i;.s2 

= e-1111 02-t/6.s21 = e-o.s21t 

l 
e0.827t ~ 7 X J0-3 = 143 

0.827! ~ In ( 143) = 4.96 

4.96 
1 ~ 0.827 = 6·0 

t ~ 6.0 X 109 años 

La estimación obtenida de este argumento simple concuerda razonablemente con la estimación de la edad 
de la tie rra, o del sistema solar , que se obtuvo a partir <le argumentos geológicos y cosmológicos más 
sofisti cados . ~ 

16.3 Decaimiento Beta 

En la figura 16-5 se presenta una descripción más completa del proceso que ocurre en la serie 
radiact iva 4n. Además del decaimiento r1. está también el decaimiento fJ . Para las series 
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FIGURA 16-5 
Proceso de decaimiento que ocurre en la serie 4n. 

radiactivas, e l decaimien to fJ involucra un núcleo Z, A emitiendo un electrón cargado 
negativamente y transformándose en el núcleo Z + 1, A. También existen otros dos tipos ne 
decaimiento fJ que se considerarán en breve. 

Es in stru ctivo e l superponer la figura 16-5 a la figura 15-11, la gráfica de los valores de Z y N 
de los núcleos es tables. El resultado, que se muestra en la figu ra 16-6 hace claro que las series 
radiac ti vas utilizan el decaimiento (j para mantener, tan bueno como sea posible, un aco­
plamiento entre la pendiente promedio de trayectoria trazada por su decaimiento y la pendiente 
promedio de la "curva de estabilidad". Otra forma de decir esto es que la energía del 

90 t----+- ·-lt-- - -

70 

60~- -+--t----t-~ ..---.---.---.--~ 

50 

10 

0 .._~1~0:--720=-~30=-~4~0----=s~o-6~0=--~70=-~8~0----=9~0~1+00:--:1~10-=--=1~270--:-:13~0c-=-14~0,--J150 
N = (A - Z) 

FIGURA 16-6 
Se ilustra porque ocurre e l decaimiento fJ en la serie 4n y en otras series 
radiactivas. 
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decaimiento a de un núcleo es relativamente pequeña si el núcleo que está decayendo 
por /l está muy lejos de la curva de estabilidad. Pero en estas c ircunstancias, la energía del 
decaimiento para ambos procesos aumentan rápidamente con e l aumento de la energía de 
decaimiento, el núcleo en cuestión decaerá por (:J ya que es te proceso tiene una energía de 
decaimiento grande así como una rapidez de decaimiento muy grande. En algunos casos, las 
velocidades de decaimien to para los dos procesos competitivos son comparables, ambos 
procesos ocurren y la serie se ramifica (Ver 84Po 216 y 83Bi 212 en la seri e 4n). 

En la primera parte de esta sección se estudiará la energética del decaimiento /J . A 
continuación se estudiará la dependencia de la rapidez de decaimiento con la energía de 
decaimiento. Entonces se verá que la rapidez de decaimiento también depende fuertemente de 
los spin y paridades de los estados nucleares involucrados en el decaimiento. Est~ dependencia 
con el spin y la paridad hace al proceso de decaimiento /J un medio muy útil en la 
investigación de los núcleos . 

Para estudiar la energética del decaimiento /1 se hace la gráfíca de las masas atómicas 
M z. 1 , en la región de la curva de estabilidad, como una función de Z para A fija. La figura 16-7 
muestra los resultados típicos para A impar y la figura 16-8 muestrá los resultados típicos para A 
par. Excepto en las cercanías de los números mágicos, todos los resu ltados están bien descritos 
por la fórmula de masa semiempírica. Para A impar, se encuentran ]os valores de M z.A sobre 
una parábola. Para A par, existen dos parábolas que corresponden a los dos signos posibles del 
término de apareamien to, (15-28) el superior es para Z impar, N impar y el inferior es para Z 
par, N par. Estas curvas se cortan en realidad con la curva de estabilidad mostrando su 
es tructura. Especifican cómo aumentan las masas cuando los valores de Z se apartan de sus 
valores más es tables para una A dada. Obsérvese que para un valor de A impar, gen eralmente 
ex iste sólo un valor de Z más estable. (Raramente ex is ten dos valores ci rcundando el fondo de la 
parábola y que ocurra que conduzcan a casi la misma masa). Para una A par dada, gen eralmen te 
hay dos valores estables de Z (pero ocasionalmente existen tres). 

Los núcleos cuyos va lores Z no son los más estables, en consideración con sus valores A, 
pt!eden cambiar Z para alcanzar la estabilidad mediante tres diferentes procesos de decaimiento 
/i . Uno es el proceso de emisión de electrón que ocurre en las series radiactivas. En este proceso, 
d núcleo emite un electrón cargado negativamente, así Z aumenta en uno, N decrece en uno y A 
permanece fij o. Los otros procesos son captura de electrón y emisión de positrón. En el primero el 
núcleo captura un electrón atómico cargado negativamente y en el segundo se emi te un positrón 
cargado posit ivamente. En ambos Z decrece en uno, N aumenta en uno y A permanece fija. 

FIGURA 16-7 
Masas de átomos co n un valor de A impar 
dado. Para este ejemplo se escogió el valor A= 
135. 
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Masas de átomos con un valor de A par dado. Aquí se escogió el valor A = 102. 
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La emisión de un electrón ocurre si la masa mz . .-1 del núcleo inicial excede la masa mz+ 1..t 

del núcleo final más una masa en reposo del electrón. El exceso de masa multiplicado por c 2 es 
igual a la energía E que queda disponible en el decaimiento. Esto es, la energía de decaimiento es 

E = [mz .. , - (mz.,. 1 •• , + m)]c2 (16-7a) 

Esta energía deberá ser positiva para que ocurra el decaimiento. Esto se puede escribir en 
términos de masas atómicas sumando y restando Z masas electrónicas en reposo, para obtener 

E= [mz .. t + Zm - (mz1 i.A + Zm + m)]c2 

Despreciando las energías de enlace de los electrones al átomo, se obtiene el resultado simple de 
que la energúi. de decaimiento en la emisión de electrón es 

E= [M z.A - M z+1,....,Jc2 (16-7b) 

Se ve que la emisión de electrón ocu rre cuando la masa atómica inicial excede la masa atómica 
final, ya que la masa del electrón sumada aJ átomo se compensa por la masa del electrón emitida 
por el núcleo. 

La captura de electrón ocurre si la masa mz .. 1 del núcleo in icial más una masa de electrón en 
reposo excede a la masa mz- 1.,1 del núcleo final. La energía que queda disponible en ~I 
decaimiento es 

E= [(mz.A + m) - mz- 1..,Jc2 = [mz .. t - (mz- 1 . ..i - m)]c2 (16-8a) 

o 

E= [mz .. t + Zm - (m2 _ 1 .. 1 + Zm - m)]c2 

En términos de masas atómicas, la energía de decaimiento en la captura del electrón es 

E= [M z .. , - M z- 1 .. ,Jc2 {16-8b) 

Cuando la energía es positiva ocurre la captura de un e lectrón. Se obtiene este resultado simple 
ya que la masa del electrón tomado del átomo en la captura, se compensa con la masa del 
electrón capturado por el núcleo. 
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Ocurre e l positrón si la masa tnz.A del núcleo inicial excede a la masa mz-t . .A de l núcleo 
final más una masa de positrón en reposo, la cual también es igual a m. La energía que queda 
disponible en el decaimiento es 

E= [mz.A - (mz-1.A + m)]c2 (16-9a) 

o 

E= [mz.A + Z m - (mz- 1..,i + Zm - m) - 2m]c2 

En términos de mas a tómicas, esta expresión establece que la energía de decaimiento en la 
emisión de positrón es 

E= [M Z.A - M z - 1 •.. , - 2m]c2 (16-9b) 

En la emisión de posi trón el átomo debe emitir un elec trón , pues to que su núcleo emite un 
positrón y, por lo tan to, tiene una carga posi ti va menos . Entonces no puede exist ir la 
compensación de masas electrónicas encontrada en los otros pr.9cesos de decaimiento /J . El 
resultado es que para tener la energía de decaimien to en la emisión de pos itrón positiva, lo cual 
es una condición necesaria para que ocurra e l proceso, la masa atómica inicial debe exceder a la 
masa atómica fina l por más de dos masas electrónicas en reposo, 2m = O.OOllOu. 

Entonces se conclu ye que s i /11z.A> /117, 1 1 •• 1 la emisión de electrón puede ocurrir. Si 
/vi z ... 1 > M z- 1.A entonces puede ocurrir la captura de e lec trón. P e ro la emisión de positrón 
puede ocurrir sólo s i Al z.A > M z- 1.11 + 2111: y en este caso tambi én puede ocurrir la captura 
de elect rón. Entonces existe un intervalo en e l cual la diferencia en masas atómicas es tal , que la 
captura de electrón es posible mientras que la emis ión de positrón está prohibida energéti­
camente. En la prácti ca las dife rencias en masa a tómica caen en es te intervalo y, por lo tanto, 
existen en la naturaleza relativamente pocos emisores de positrón. En todos estos procesos la 
ene rgía de decaimiento E varía de caso a caso desde una pequeña fracción de 1 Me V a más que 10 
Me V, y típicamente es algo men or que 1 Me V. 

Ejemplo 16-3. Los únicos núcleos conocidos con A = 7 so n 3 Li7, cuya masa atómi<'.a es 
M3 •7 = 7.0l600u, y ~Be7, cuya masa atómica es M 4 • 7 =7.01693u.¿Cuál de és tos núcleos es estable 
ante el decai mien to fJ ? ¿Qué proceso se emplea en el decaimien to f1 del n úcleo inestable al núcleo 
estable? 

Puesto que la masa atómi ca de 3Li7 es menor, es le es el núcleo que es eslable. 
Por lo que toca a la conservación de carga, 4 Be; inestable podría decaer e n el núcleo estable ya sea por 

captura de un electrón atómico o por emisión de un positrón. Pero por lo que toca a la conservación de la 
energía. solamen te es posible la caplura de un eleclrón ya que la d iferencia en las masas atómicas 
M 4 •1 - J\13 ,1 = 7.0169311 - 7.0 160011 = 0.00093u ,es menor que dos masas electrónicas, 2m = O. 
001 lOu. En tonces la captura de electrón es el proceso utilizando en el deca imiento /3 del 4Be7 

en 3Li7• ~ 

Conside remos ahora la cuestión muy interesante de qué sucede a la ene rgía de decaimiento en 
el proceso de decaimiento (:J . Se tomará el más común, la emisión de electrón. Un núcleo Z, A 
que se supone estacionario en el estado inicia l, emite un electrón y retrocede, como se indica en 

FIGURA 16-9 
Proceso de emisión de electrón, s uponiendo 
(incorrectamente, como se verá) que el estado 
final sólo lo componen dos partículas. 

Qz,A 

Estado final 

1 Ele<t,óo 

yZ+l.A 
Estado inicial 



S e c. 16-3 DECAIMIENTO BETA 647 

la figura 16-9. Si en el estado fin al ex isten justamente dos partículas, sólo puede existir una 
forma de conservar e l impulso lineal en la cual la en ergía di spon ib]e, que es la energía de 
decaimiento E, se pueda repartir . De hecho, puesto que los núcleos son muy masivos sus 
velocidades de retroceso son extremadamente lentas y prácticamente no llevan energía cinética. 
Entonces, e l electrón deberá llevar casi toda la en ergía de decaimiento E, en la forma de energía 
cinética. Pero mediciones hechas con anterioridad en el estudio de la radiactividad, uti lizando 
iman es deflectores, muestran que los electron es se emiten con u n espectro de energía 
cinética Ke, como se indica en la figura 6-10. 

El hecho de que los electrones en el decaimiento /J se emitan con un espectro de energías, 
fue por muchos años muy misterioso y confuso. Los e lectrones emit idos en el punto 
extremo K;io.x del espectro llevan toda la energía del decaimiento E, ya que K::1ªx se observó 
igual a E dentro de la precisión experimental. Esto es 

K1;1ªx = E (16-10) 

Pero los e lectrones típicos llevan mucho menos de la en ergía E la cual , según muestra la 
diferencia de masas medidas, deberá liberarse en el proceso. Parecerá q ue a lgo de esta energía, 
¡se ha perdido! Se han hecho varios intentos pa ra de tecta r la pérdida de energía, por ejemplo 
colocando e l mate rial radiactivo /J dentro de un calorímetro con paredes de plomo muy 
gruesas , pero fue infructuoso. La situación fu e lo suficientemente gr ave como para que algunos 
físicos empezaran a considerar seriamente el abandonar la ley de la conservación de la energía 
rela tivista , cuando Pauli propuso una alterna tiva menos repugnante. 

En 1931 Pauli postuló que una partícula, ahora llamada antineutrino f,, también seemi teen 
el proceso de emisión de electrón, pero que normalmen te no se detecta debido a que su 
interacción con la materia es extremadamente débil . También postuló que el ant ineutrino tiene (1) 
carg a cero, (2) spin intrínseco s = 1 /2, y (3) masa en reposo cero. La primera propiedad permite 
que la conservación de carga se mantenga en la emisión de electrón . La segun da propiedad 
permite que e l impulso angular se conserve. Consider e que e l núcleo Z, A al emi tir un electrón 
resulte en el núcleo Z + 1, A y suponga, por ejemplo, que A es par. Entonces el spin nuclear ies 
un entero tanto en el n úcleo inicial como en el final. Si sólo se emi tiera el e lectrón con spin 
intrínsecos= l/2, sería imposible conservar el impulso angular , ya que la suma de un impulso 
angular semiente ro (el de l e lectrón) y un impulso angular ente ro (el del n úcleo fi nal) sólo puede 
ser semientero . Si también se emite un antineutrino con s = 1/2, se e limina la dificultad. La 
ter cera propiedad se postuló para estar de acuerdo con la observación de que el punto 
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extremo Ktttx del espectro del electrón fuera igual con la energía de decaimiento E. Cuando 
ocurre que un electrón se emite en el punto extremo, éste se lleva toda la energía de decaimien to 
y no queda nada para la energía de la masa en reposo del antineutrino. En la emisión de positrón 
y en la capl ura de electrón, la partícula que se emite aunqu e muy difícil de detectar, se le llama e l 
neutrino v. Tiene la misma carga cero, spin 1/2 y masa en reposo cero que el antineutrino. 

La relación entre los neutrinos y los antine utrinos queda explicada por la mecánica cuántica relativista 
de Dirac. Esta teoría muestra que cualquier partícula con spi n intrínsecos= 1/2 tiene su antipartícula . Un 
ejemplo familiar , e íntimamente relacionado, es el electrón y su antipartícula llamada el positrón. 
(Ejemplos no relacionados son el protón y el antiprotón, y el neutrón y antineutrón). La teoría también 
muestra que cuando se produce una partícula se debe producir una antipartícula relacionada. El ejemplo 
familiar es, otra vez, el electrón y el positrón, los cuales se producen en pares. Esto también se encuentra 
en los tres procesos de decaimiento /3 . En la emisión de e lectrón se produce una partícula (electrón) con 
una antipartícula (antineutrino), mientras que en la emisión de positrón se produce una partícula 
(neu trino) con una antipartícula (posit rón). La captura de electrón cae en este esquema ya que en la teoría 
de Dirac la destrucción de un electrón es idéntica a la creación de un positrón. 

La figura 16-11 ilustra esquemáticamente la emisión de electrón y positrón en términos de diagramas de 
Dirac de niveles de energía para las part ículas relacionadas, electrones y neutrinos. En la discusión de la 
figura 2-15 se vio que, en la producción de pares, la energía de un fotón absorbido hace posible la transición 
de un electrón de masa en reposo m desde uno de los niveles llenos en el mar de electrones que se extienden 
hacia abajo a partir de -mc2 a uno de los niveles llenos que se extienden hacia arriba desde +mc2• El 
resultado es un electrón en un nivel de energía positiva y un agujero en un nivel de energía negativa, el 
cual es un positrón. Esa transición podría representarse por una flecha vertical que conecta los niveles 
inferior y superior. En una forma similar se puede representar una transición de emisión de electrón por 
una flecha diagonal que conecta un nivel de neutrino lleno con un nivel de electrón vacío, como se 
muestra en la figura 16-11. La energía que queda disponible por la diferencia en las masas nucleares 
convierte un neutrino del mar de neutrinos en un electrón, dejando un agujero en un nivel de neutrino, el 
cual es un antineutrino. La flecha diagonal que conecta un nivel de electrón Ueno con un nivel de neutrino 
vacío representa la emisión de posi trón ya que el resu ltado es un agujero en un nivel de electrón, o positrón 
y un neutrino. Observe que no existe brecha que se separe los niveles de neutrino lleno y vacío debido a 
que los neutrinos tienen masa en reposo cero. Observe también que la energía mínima que puede 
proporcionar la diferencia en masa nuclear para hacer posible alguno de los procesos de decaimiento /J es 
una energía de una masa electrónica en reposo, mc2, de acuerdo con (16-9a) y (16-7a). 

Existe una diferencia obvia entre una partícula y su antipartícu la si éstas son cargadas, ya que sus cargas 
son de signo opuesto. La diferencia es más sutil , si la partícula y la antipartícula son neutras, como en el 
neu trino y el antineutrino. Sin embargo, existe una diferencia. Evidencia reciente, que se estudiará 

FIGURA 16-11 

Emisión de 
electrones 

Electrón Neutrino 

Emisión 
de positrones 

Diagrama de niveles de energía de Dirac para el electrón y el neutrino, ilustrando la 
producción de pares, emisión de electrón y emisión de positrón. 
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enseguida, muestra que la componente del impul so angular intrínseco de spin a lo largo de la dirt-cc16n del 
movimiento es siempre -ñ/2 para un neutri no y siempre +fi/2 para un antin~utrino. 

El problema relativo a la emisión de e lectrones con un espectro de en ergías se resuelve 
mediante e l postulado de que en e l decaimiento fJ también se emite u n antineutrino, ya que 
enton ces la en ergía de decaimiento E se puede repartir entre la energía cinética del e lectrón 
Ke y la energía cinética del antineutrino K¡;. Esto es 

{16-11) 

donde se ignora la energía de re troceso del núcleo. Como existen muchas formas en la rual se 
puede realizar esta división de energía, los valores de Ke forman un espectro. Si el argumento 
se hace cuantitativo, se puede obtener un acuerdo detallado con las formas medidas de los 
espectros. Esto involucra el uso de procedimientos estadísti cos, simila res pero algo más 
complicados que los utilizados en los capítu los 1 y 11, para determinar d número de divisiones 
en energía en cada inte rvalo de Ka. 

Los resultados se expresan y explican de manera más con veniente en términos del espectro de 
impulsos R(pc), el cual es la razón de emisión de electrones con impulso lineal Pt1 por unidad 
de tiempo y por unidad de impulso. Se encuentra que 

(16-12) 

donde Mes e l elemento de matriz en el decaimiento /J. 

Af = J tpj{J1p¡ dT (16-l 3) 

En (16·12) el término (E - Ke)2 = K¡ es proporcional a p,;, el cuadrado del impulso 
lineal de un ant ineutrino. Así, la razón R es proporciona l a l producto de dos factores, cada uno 
de los cuales es el cuadrado del impulso de una de las partículas emitidas en e l decaimiento /J. 
Estos factores p 2 son justamente mediciones del número de estados cuánticos por unidad de 
intervalo de impulso en los cuales el antineutrino o e l electrón se pueden emitir en el 
decaimiento. Ambos se pueden obtener mediante una modificación trivial del a rgumento 
presentado en e l ejemplo 1·3. Si la longitud de onda A. permitida en la figura 1-7 se considera 
como la longitud de onda de de Broglie de una partícula en una caja, en tonces es posible 
transformar (1-15) de la forma N(r) ex: r 2 a la forma N(p) ex: p2 ya que r en esta ecuación es 
inversamente proporcional a A de acuerdo con de de Broglie, es inversamente proporcional al 
impulso p de la partícula. En tonces se ve que N(p), el número de estados permitidos por unidad 
de intervalo de impulso para un antineutrino o electrón de impulso p, el cual está confinado a 
una caja, es proporcional a p. La caja es un artificio matemático utilizado para normalizar las 
e igenfunciones de la partícula libre que representan al antineutrino o al electrón emitido, tal 
como se analizó en la sección 6-2. 

En otras palabras , si una partícula está confinada a una caja (de dimensiones arbitrariamente 
grandes) de modo que su eigenfunción se puede normalizar, ya no continúa siendo estricta­
mente una par tícula libre, y enton ces tien e un conjunto discreto de es tados cuánticos 
disponible. El número de estos estados por unidad de impulso es propor cional al cuadrado de su 
impulso. Si se hace la suposición estadística usual de que todas las divisiones de energía o 
impulso posibles ocurren con la misma probabilidad, la razón para un decaimiento /J con una 
división particular será proporcional al número total de estados para esta división, que es el 
número de estados para una partícula, multiplicado por el número de estados para la otra. 
Entonces la razón R será proporcional a l factor de impulsos para densidad de estados para el 
a ntineut r ino mult ipl icado por el factor de impulso para la densidad de estados del elect rón. Así, 
se ve cómo la forma del espectro de impulsos del electrón está gobern ado por los términos 
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dentro de los paréntesis cuadrados de (16-12). El espectro es simétrico alrededor de un máximo 
en el impulso que representa equipartición de impulso entre el electrón y el neutrino. La razón 
es que si una de estas partículas toma más impulso en el decaimiento, la otra deberá tomar 
menos y esto hará decrecer el valor del producto de los dos factores de densidad de estados. 

El término M·M en (16-12) gobierna la magnitud del espectro de impulsos y, por lo tanto, la 
razón total de emisión de electrones en el decaimiento fJ .La ecuación (16-13) muestra que M 
depende del valor de una cantidad {J, que será identificada en los párrafos siguientes. También 
depende de la eigenfunción V'i del núcleo que decae por {J, en su estado inicial (antes del 
decaimiento) y del complejo conjugado de la eigenfunción 11', del núcleo en su estado final 
(después del decaimiento). Se verá que el elemento de matriz M en el decaimiento fJ es en 
realidad una medida de qué tan fácil es para el núcleo cambiar desde su estado inicial hasta su 
estado final. 

Las ecuaciones (16-12) y (16-13) son análogas a (8-42) y (8-43) que desarrolló para la razón 
de emisión de fotones en el decaimiento de un estado excitado de un átomo. En particular, el 
elemento de matriz en el decaimiento /J es análogo al elemento de matriz de momento dipolar 
eléctrico 

que interviene en la teoría del "decaimiento de fotón" en los átomos. El elemento de matriz en 
el decaimiento fJ es una integral de volumen de la cantidad tomada entre la eigenfunción del 
núcleo en su estado inicial y el complejo conjugado de la eigenfunción del núcleo en su estado 
final. Así, Mes algo como un promedio de la cantidad fJ, evaluada mientras el núcleo está en le 
proceso de decaimiento y es una mezcla de los dos estados. Entonces {J, tiene una función en el 
gobierno de la razón de decaimiento fJ más similar a la función que tiene el momento dipolar 
eléctrico er, en el gobierno de la razón de decaimiento por fotón de los átomos. 

Las ecuaciones (16-12) y (16-13) las obtuvo Fermi por primera vez, bajo la suposición simple 
de que la interacción de Coulomb entre los núcleos y los electrones emitidos se podrían 
despreciar. También s upuso que fJ es una constante universal llamada la constante de 
acoplamiento del decaimiento fJ . Entonces el elemento de matriz M del decaimiento fJ inme­
diatamente se reduce a 

M = fJ f V'J'Pi dT = fJM' (16-14) 

donde M' es el llamado elemento de matriz nuclear 

M' = I V'iV'i dT (16-15) 

La teoría de Fermi de la emisión del electrón por núcleos esta íntimamente relacionada con la 
teoría de emisión de fotón por átomos. Tal vez la mayor diferencia es que la teoría de Fermi se 
complica por el h echo de que emiten dos partículas que se reparten la energía disponible. En 
efecto, la mayor similitud es que en ambas teorías ninguna de las partículas emi tidas se 
considera que tenga existencia prioritaria (son creadas en el instante de la emisión). Debe 
enfatizarse que el decaimiento (J no es una consecuencia de la fuerza o interacción nuclear, 
por el contrario , el decaimiento es una consecuencia de una interacción que no se ha 
encontrado previamente en el estudio de la física cuántica, la interacción de decaimiento (J . Esta 
es una de las cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza, las otras tres son las 
interacciones nuclear, e lectromagnética y gravitacional. En la siguiente sección se estudiarán 
las propiedades de la interacción del decaimiento fJ y se encontrará que ésta es un conjunto 
aparl e de las otras interacciones fundamentales dada la diferente magnitud de su intensidad, la 
r ual es l á gobernada por el va lor de la constante de acoplamiento fJ. También se verá que la 
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in teracción de decaimiento /3 ti ene propiedades que tien en que ve r con la paridad, las cuales 
son tota lmente dis tintas a las de las otras interacciones. 

La función R(pr), de (16-12) esel espectrodeimpulsos de losespectrosemitidos. También se 
apl ica a la emisión de positrón. La ecuación predice que una gráfica de [R (pe)/p;]112 en función 
de (E - K e), o simplemente en fun ción de K,,, producirá una línea recta. La figura 16-12 
muestra es ta gráfi ca de Kurie para el más simple de todos los procesos de emisión de electrón 

o171 -+ 1 H1 + e + v (16-16) 

e l decaimiento de un neutrón libre 017 1 en u n protón 1 H 1 más un e lect rón e y un antineutrino 
11. El neutrón decae ya que [M0 . 1 - M1.1]c2 = +0.78 MeV y el tiempo de vida T del 
decaimiento es aproximadamente 1000 segundos. (Un neutrón en un núcleo estable no decae 
por fJ en un protón porque se lo impide la inte racción nuclear que es mucho más intensa que 
la inte racción de decaimiento f3 . La comparación en la figura 16-12 es típica de una buena 
concordancia obten ida entre la teoría y e l experimento para el decaimiento /3 de núcleos de Z 
pequeña. Algunas veces se ven pequeñas desviaciones de los datos experimentales para energía 
bajas, pero usualmente represen tan problemas experimentales con autoabsorción de electrones 
de baja energía en la fuente del material que decae por fJ. Para núcleos con Z alta, existen 
diferen cias reales entre las prediccion es de la teoría de Fermi y la experimentación. Esto se debe 
a l hecho de haber desp reciado la interacción de Coulomb entre el núcleo final y el electrón o 
positrón emit ido. Esa interacción desacelera los e lectrones o acele ra los positrones, su efecto es 
favorecer el extremo de baja energía o impulso de los espectros para e lectrones, o desaparecer 
este ex tremo de los espectros para positrones. 

Integrando e l espectro de impulsos de (16-12) sobre todos los impulsos de los electrones hasta 
e l impulso máx imo p~"1X, se obt iene una expresión para la rapidez total de emisión de 
e lectrones. Ya que es to es justamente la razón de decaimiento R, de acuerdo con (16-4) su 
recíproco es el ti empo de vida T. Resultando 

(16-17) 

donde Fes una fun ción del impulso máximo p~rnx, o de la correspondiente energía cinética 
máxima que es el punto ex tremo en la energía K!11ªx. En la figura 16-13, se grafica F como 
función de Ktªx. Obsérvese que Faumenta muy rápidamente con el incremento de Kr¡inx. 
Las correcc iones hechas a la teoría para dar cuenta del efecto de la interacción de Coulomb 
sohre los elec tro nes emitidos cambian los valores de F. Para Z pequeña el cambio en Fes 
despreciable,pero paraZ=lOO y K~nax = 1 MeV,Faumentaporunfac torlOO para laemisión 
de elec Lrón o decrece por un fac tor 10 para la emisión de l pos itrón . 
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FIGURA 16-13 
Gráfica logarítmica de base 10 de la función F en función de la energía del punto 
extremo K!llnx del decaimiento fJ de núcleos de Z muy pequeña . La rapidez de 
decaimiento es proporcional a F. En tonces como F aumenta con el incremento de la 
energía del punto extremo, la rapidez de decaimiento aumenta y el tiempo de vida 
decrece. 

Cap. 16 

De (16-17) se ve que e l tiempo de vida Tde un núcleo que decae por f:J decrece rápidamente 
con el aumento del punto extremo de la energía K!nnx, con la en ergía de decaimiento E= 
K!11ªX, debido al crecimiento en e l valor de F al crecer la energía. Para núcleos que decaen 
por /3 y que ocurren naturalmente T va desde ,....._,¡ seg para E de alrededor de varios Me V, 
hasta ,-_.JOS seg para E de algunos cientos de MeV. 

De (16-17) también se ve que la cantidad 

FT ~ 27T,.3tz7 J. 1 
m·'c'1 

{]
2 M'*M' 

(16-18) 

depende Je una gran cantidad de constan tes universales y del valor del elemento de matriz 
nuclear 

M ' = f 1Pi:u.A 1/Jz.A ch (16-19) 

Esta expresión para el elemento de matriz nuclear es justamente (16-15) con los subíndices en 
las eigenfunciones inicial y fina l al reescrito para indicar que la teoría se aplica tanto a la 
emisión de electrones como a la emisión de positrones. A la cantidad FT se le llama con 
frecuencia el tiempo de vida comparativo. Se puede utilizar para comparar los decaimientos f:J 

de diferentes en ergías de decaimiento y regis trarlas de acuerdo con los tiempos de vida que 
tendrían si todos tuvieran la misma energía de decaimiento. Esto es, multiplicando T por F se 
elimina la dependencia con la energía y asi se produce una cantidad cuyo valor sólo depende de 
una gran cantidad de constantes universales y del valor del elemento de matriz nuclear. Puesto 
que e l e lemento de mat riz contiene las eigenfunciones para los estados nucleares involucrados 
en un decaimiento /J es evidente que e l valor de FTpara e l decaimiento puede proporcionar 
información sobre aquellos es tados nucleares. 

Ejemplo 16-4. Uno de los decaimientos p más simples es 

1H 3 -.. 2 H c3 + e + ji 

Los valores medidos de la energía de decaimien to y la vida media son E= 0.0186 Me V y T 112 = 12.3 
años. Calcu lar el valor FT. 
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La razón por la q ue ó.i = O está permitida por las reglas de Gamow-Teller es que es posible que 
se emitan las dos partículas con spin esencialmente paralelos, llevando de este modo una unidad 
de impulso angular, con e l núcleo cambiando la orientación en e l espacio pero sin cambiar la 
magnitud de su spin. Pero esto no es posible, como se indica en e l comentario t-ntre paréntesis, 
s i el spin nuclear es cero . En un decaimiento del tipo de Fermi los spin de las partículas son 
" antiparalelos" y el spin nuclear será cero. 

Aún si ~¡ es mayor que uno, puede ocurrir e l decaimiento fJ en forma tal que el impulso 
angular se siga conser vando ya que las partículas se pueden emitir con impulso angular orbital. 
Pero las razones de decaimien to para estos procesos prohibidos son mucho menores que los 
procesos permitidos que satis facen las reglas de selección de Fer mi o Gamow-Teller. Las razonf's 
de decaimiento decrecen por algo así como un fac tor de 10- 3 por cada unidad del impulso 
angular orbi ta l que llevan las partículas . Estos factores de inhibición resultan de la baja probabili­
dad de emitir una partícu la con impulso angular orbital de una o más /; desde un sistema de radio 
tan pequeño como el radio caracterís ti co de un núcleo, sí la partícula tiene impulso lin i>al tan 
pequeño como el carac terístico del decaimiento /J 

Para muchos físicos nucleares e l decaimiento fJ es su campo de investigación favorito 
porque provee información valiosa sobre los núcleos. Para obtener el valor de Fa partir de una 
curva como la de la figu ra 16-3, si Z es pequeña, se utiliza una medición di>) punto 
extremo Ktnx. o de las masas atómicas, para det erminar la ene rgía de decaimiento E. Si Z nn 
es pequeña, el valor de F se obtiene de tablas que contien en F en fun ción de K:.irnx y Z. A 
continuación se ca lcula FTa partir de l valor medido de la vida media, o del tiempo de viJa, como 
en el ejemplo 16-4. Enton ces se ul iliza (16- 18) para evaluar e l elemento "fl.,f' de la matriz nuclear 
El orden de magnitud de M' es suficiente para dar información sobre los spin y paridadP.s ele 101-

estados nucleares que participan en el decaimiento de (16-19). Se pueden dar más detalles sobre 
las eigenf unciones de estos estados. Por supuesto que primero es necesario conocer el valor de 
la constante de acoplamiento fJ en e l decaimiento {J. Esta cantidad se evalúa experimen tal­
mente de los decaimientos /1 que involucran ciertos es tados nucleares muy simples parn los 
cuales M ' ya se conoce de otras consideraciones que se estudiarán en este texto . 

16.4 La interacción del decaimiento beta 

La inte racción del decaimiento /J es la menos familiar de las cuatro interacciones, funda­
men ta les (nuclear , e lec lromagnéti ca, de decaimient o /J, gravitacional ) que gobi~rnan la 
operación de todo Pn e l universo. En esta sección se analizarán algu nas de sus propiPdadt>s. S,• 
empezará u tili zando e l decaimien to /~ de 1 H3 a 2 He3 que se consideró en el ejemplo 16-1-para 
JetPrminar el valor de la constante de acoplam iento del decaimiento, la cual espPrifica la 
intens idad de la interacción. 

Puesto que en el ejemplo l 6-4 se encontró que e l valor F T para e l df'caimiento ¡J 
1 H3 - ~ 2 He3 + e + 1• es pa rti cu larmente pequeño, la proporcionalidad inversa entre FTy 
,'1' * /\1', de (16- 18) establece que el elemento de matri z nurlear ,H' es particu larmente grande 
para es te decaimien to. De hech o, ex iste una razón para cr eer qu e es to su pone el valor máximo 
permi tido por la condi ción de normal izac ión M ' = 1. La figura ] 6- 14 proporciona la dPscrip­
c ión de l modelo df' capas de los es tados base de los dos núcleos, los cuales son los estados 
involucrados en el decaimiento fJ . Ya qut> los nu r leones es tán en la subcapa l s112 que tiene j 
= 1/ 2 y paridad par, de acuerdo c-o n el modelo de capas ambos estados base deberán tener spin 
nuclear i = 1/2 y paridad par. Estas predicc iones se confirman por mediciones independientes 
de los spin y paridades. Por lo tanto, t>l deca imiento /J entre es tos estados ciert amf'nte está 
permitido por las reglas de selección de Fe rmi. Pero en este decaimiento, e l modelo de capas 
hace cas i exacta aún la predicción más fuerte M ' = 1. Pues to que todos los nucleones es tán en 
la misma s ubcapa , las e igenf unciones para los dos núcleos pueden diferir só lo si rlifif'ren las 
inte racciones nuclea r o de Cou lomb entre los nucleones. Las interacciones de Coulomb difieren 
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Puesto que Z es muy pequeña, de la figura 16-13 se puede evaluar F utili zando K!Mx = E = 0.01 86 
MeV. Se encuentra 

log F = -5.7 

o 

F =2. 1 X 10- a 

Convirtiendo T 112 en años al tiempo de vida T en segundos se obtiene 

T1 , -J. 12.3años x365días/ años x 24 horas/díasx 60min/hora x60 seg/min 
T = 0.693 0.693 = 5.6 x 10ª sec 

así 

FT = 2. 1 x 10- 6 x 5.6 x 108 seg = 1.2 x 103 seg 

Este es uno de los valores FT más pequeños obser vados. En otras palabras, el decaimiento fJ es 
inherentemen te rápido debido a que su tiempo de vida Tes pequeño, cqns iderando el valor F que está 
obligado por el valor de la energía de decaimiento E. En el ejemplo 16-5 se verá qu e este h echo tiene 
algunas consecuencias teóricas importantes. 

También tien e a lgunas consecuencias prácticas importantes. Las pruebas sin control de las bombas de 
hidrógeno en la década de los 50 produj eron grandes cantidades de 1H 3 (tritio) en la a tmósfera. Como el 
decaimient o /J de este isótopo radiactivo es inherentemente rápido, la mayor parte de este tritio ha 
decaído en el isó topo estable inocuo 2H e3 . ~ 

Como (16-18) muest ra que e l valor FT es inversamente proporcional al valor de M'*M' , 
que es e l producto del e lemento de matriz nuclear y su complejo conjugado, se ve que 
FTes un mínimo cuando M'*M' es un máximo. Esto ocurre cuando la eigenfunción nuclear 
inicial 'Pz .. , es idéntica a la eigenfunción nuclear final '1/Jz±i.A, ya que enton ces la condición 
de normalización para eigenfunciones exige que (16-19) conduzca a M ' = l. Si las e igenfun­
ciones no son idén ti cas M '* M' < 1, y se hace más pequeño conforme las funciones se hacen 
menos similares. De hecho M ', y, por lo tanto, M'*M', es exactamente cero si 'I/Jz . .t1 y 
lJJz.1:.1.., son tan diferentes que correspondan a valores di ferentes del spin nuclear i, o a 
paridades nucleares opuestas. Estas dos propiedades dan de inmediato las reglas de selección de 
Femti. 

t::,,¡ = o (16-20) 

La paridad nuclear no debe cambiar 

Según la leería de Fermi, si alguna se vio la no puede ocurrir el decaimiento fJ . La primera 
rest ricción refleja el hecho de que en la teoría no se permite la emisión de partículas que llevan 
impulso angu la r , de modo que la ley de conservación requiere que no haya cambio en el impulso 
angular n uclear. La segunda restri cción surge debido a que el integrando tendrá paridad impar si 
las eigenf unciones tienen paridad opuesta y en tonces la contribución al integral proveniente 
del punto x, y, z se cancelarán con la contribución del punto -x, -y, -z. (Recuerde los argumentos 
del final de la sección 8-7). 

Una teoría desarrollada posteriormente por Camo w y Teller incluyó los spin de las partículas 
emitidas y mostró que la primera regla de selección de Fermi es muy restricti va. Las 
restr iccion es que impone la teoría de Fermi provienen de la circuns tancia de que el elemento de 
matriz en (16-13) no incluye los spin. En la teoría de Gamow-Tdler e l elemento de matriz 
correspondiente contiene e l spin del neutrón que se conviert e en un protón y el spin del 
neutrino que se convier te en un e lectrón en e l decaimien to {J. Si las dos partículas emitidas en 
el decaimiento ti enen sus spin in trínsecos S = 1/ 2 es esenc ialmente paralelos, también se 
permite !::,,i = ± 1 . Por lo tanto , se tienen las reglas de selección de Gamow-Teller 

t::,,¡ = O, ± l ( pero n o ii = O -+- i1 = O) 

La paridad nuclear no debe cambiar 
(16-21) 



Sec. 16-4 

l----+----1 lP3¡2 

- ---- --- l s i 12 

N e utrones ¡ Protones 

FIGURA 16-14 

LA INTERACCION DEL DECAIMIENTO BETA 

l p3/2 
1---e--~~~ ls112 

Neutrones I Protones 

Descripción del modelo de capas de los estados base del par de núcleos 1H 3 y 2 He3. 

655 

para los dos núcleos, pero son despreciables comparadas con las intensas in teracciones 
nucleares y existe mucha evidencia de que las interacciones nucleares son las mismas puesto 
que son independientes de la carga y, por lo tanto , no dis tingu en entre neutrones y protones. 
Entonces las dos eigenfunciones serán esencialmente idénticas y, si están normal izadas 
adecuadamente, la integral será 

M ' = f 1Pf.31P1.3 dr = f 'tp i_ 31¡)1,3 dr = 1 

Conociendo el valor de M ', se puede utilizar el valor FT medido para evaluar (3, la constante 
de aco plamiento de decaimiento {3 . Hay que hacer énfasis en que la conclusión que M' = 1 
depende de la s imetría particular encontrada entre e l comportamient o de los neutrones y 
protones en los dos núcleos involucrados en e l decaimiento. En e l primer n úcleo existe un par 
de nucleones de una especie y un nucleón no apareado de la otra especie en la misma subcapa 
exactamente lo mismo es ciert o en el segundo núcleo a pesar de que se inviert en las especies de 
los nucleones. 

Ejemplo 16-5. Utili ce el valo r FT para el decaimiento /J del Ejemplo 16-4, y la concl us ión 
M' = 1 para este decaimiento, para evaluar la cons tant e fi de acoplamie nto del decaimien to {J . 
La ecuac ión ( 16- 18) resulta 

2n3fi7 1 
fP ~ FT11i1''c.i. M'* M' 

de modo que 

2 rr3( 1.05 X I Q- 3'1 joule-seg )7 

¡12 ......, -
- 1.2 x I0:1 seg x (0.9 1 x 10-30 kg)li x (3.0 x 108 m/seg)4 1 

o 

......, 1 .4 x 1 O 123 jo ule2-m6 

En to n<'PS, 

{J ......, 3. 7 x I0- 02 jou le-m3 

Existen otros muchos pares de núcleos cuyos es tados base tienen descripciones según e l 
modelo de capas con el mis mo tipo de simetría entre neutrones y protones como en la figura 16-
14. Como un ejemplo de esos pares está el 3 Li 7 y ·1 Be 7. Un miembro de cada par decae 
por /J en e l o t ro con un elemento de matriz nuclear M ' que con certeza deberá ser casi igual a 
l. Los valores FT medidos para estos decaimientos conducen, mediante cálculos como los del 
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l'jcmplu ló-5, a valores de (J que con cuerda n muy bien con los valores que se obtuvieron. Por 
lu tanto, se concluye que la cons tante de acop lamien to pa ra el decaimiento f3 tien e el valor 
mu}º pequeño 

fJ ,..._, 10- 62 jou le-m3 (16-22) 

Si se divide /i entre e l vo:úme n de un n úcleo t ípico(S X JQ- ls 111)3 ,..._, 10- 13 m3, se obtiene 
10 o:! jl1ulc-111 3/ I0-· 13 1113 = JQ- t 9 joule '.::::'. JQ- G MeV. Enton ces, se puede hacer una compara­
ción de esta energía caracterís ti ca a la energía del o rden de 1 Me V que caracteriza la interacción 
11udear. Como lo que intervie ne e n las cantidades mens urables, como lo es e l valor FT, es el 
{'uadrado de la constan te de aco pla miento, es correcto decir que la interacción de decaimiento 
¡í es má.s débil que La interacción nuclear por un factor de I O 12• Puesto que la interacción 
nuclear es sólo uno o dos órde nes de magnitud más intensa que la inte racción electromagn ética 
(véase sección 15-2), la interacción de decaimiento fJ es también muc ho más débil que la 
m teracción e lect romagn ét ica. Por o tra parte, la interacción gravitacional es más débil que la 
interacción n uclear por aproximada mente 40 órdenes de magnitud (ver también sección 15-2), 
así la int eracción de decaimiento fJ es más intensa que la interaéción gravitacional por cer ca 
de 30 órdenes de magn itud. Por lo tanto, exis ten di ferencias extremadamente pronunciadas e n 
la m tensidad e n tre la inte racción de decaimiento /J y las o tras inte racciones fundamentales. 
Estos tf'mas se estudia rán con más profundidad en el capítulo siguiente donde se ver á, por 
ejemplo, que la interacción gra vitacio nal es la más obvia en el mundo co tidiano, s in tomar en 
cuenta el hecho de que inherentemente es, con mucho. la más débil , ya que ti ene un alcan ce 
amplio y siempre el mismo signo. 

El alcance de una in teracción es una carac terís tica tan importante como su intensidad. La 
interacción gravitacio na l tie ne u n alcan ce a mplio ya que la energía de interacción gravitacional 
en tre dos objetos mas ivos decr ece muy len tamente confo rme cr ece la separación r (en 
proporción a 1/r). La interacción elec tromagn ética ta mbién ti ene u n alcan ce grande ya que la 
energía de interacción entre dos objetos ca rgados tiene la misma d ependen cia lenta con su 
separación. La interacción nuclear tie ne un a lcan ce corto porque la energía de interacción se 
corla br uscamente cuando dos n ucleones están separados po r más de aproximadamente 2F. La 
interacción del decaimiento ¡l tiene un alcance extremadamente corto. De las consideraciones 
s iguit>ntes se encuentra algo de evidencia para ésto . La forma para e l elemento de matriz M del 
decaimiento fÍ que se utili za en la teo ría de Fermi , (16- 14) 

::.e obtiene de la suposic ión de que la ex tensión en el espac io de la interacción del decaimiento 
¡-/ es rnuy pequeña comparada con las dimensiones del núcleo . Sin esta s uposición el 
integrando en M no sería 1/'; 1¡1

1 , s ino i¡•Jy,, promediado sobre un volumen de dimen siones 
igual al alcance de la inte racción. Si este fu era e l caso, M se afectaría de tal modo que cambiarían 
las predicciones de la teoría para la fo rma de los espectros de impulso de los e lectrones emitidos 
en e l decaimien to fl Pero los espectros de impulso observados con c uerdan muy bien con las 
pi-edic-c10nes teó ri cas. Entonces. la suposición de un intervalo muy corto para la interacción 
r: que es la predicción es tablec ida, es probablemente correcta. E n el siguiente capítulo se 
presentará eviden cia adiciona l q ue sosti ene esta conclusión . 

El valor muy pequeño de // es respon sable por el hecho de que los n eutrinos y antineutrinos 
interaccio na n tan déb ilmen te con la ma teria que son muy difíciles de de tecta r. Los cálculos 
mues tran que cuando ésto se produce en un <lecaimiento // que sigue a las reaccio nes 
nuclea res en el cen tro de l so l, puede n viaja r has ta la superfi c ie con una probabilidad muy 
pequeña de ser abso rbidas. Esto tie ne un eíecto en la producción de en ergía so lar. La 
in teracción del <lecaimiento ¡l de electrones y pos itron es es igua lmente débil , pero como estas 
part ículas tam bién interactúan con la materia mediante inte racción elect romagn ética, son 
fáci les de detectar . 
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A pesar de las difi cultades obvias debidas a la ex trema debi lidad de su in teracción "ºn la 
materi a los ant ineutrinos fueron detec tados en 1953 por Reines y Cowan , quienes utili zaron la 
reacción 

,~ + 1 11 1 - ... 011 1 + e 

donde e l símbolo ¡; indica un positrón . Esta es e l inverso de la r eacción 

0
11 1 + e' ,.. 1 H 1 + f, 

CJU e es una forma alt ernativa del decaimien to de l neutrón , (16-16) 

0 17 1 _ ,_ 1 H 1 + e + 1; 

(Observe que las dos formas del decaimiento del neutrón indican la equivalencia de la 
dest rucción de una antipartícula, e l positrón , y la creación de la partícula asociada, e l electrón. 
En la teoría de Dirac los procesos son id én ticos). La reacción de Reines-Cowan tuvo lugar t"n Pi 
hidrógeno de un contador de centelleo de hidrógeno muy largo (una versión moderna del 
contador de Zn S de Rutherford, utilizando fotoceldas en vez de ojos para detectar los des tellM 
luminosos). El contador se expuso al enorme flujo de antineutrinos emitidos en la fisión que 
induce decaimientos ¡; en un reactor nuclear y los positrones se detectaron por los destello:"­
quf' estos producían en el mismo contador. Se requirieron métodos elaborados para minimiza1 
los destellos de fondo. Esto fu e necesario porque sólo se obtenía aproximadamente una reacción 
por minuto, a pesar de l intenso flujo de antineutrinos y del gran tamaño de l blan co, debido a la 
debilidad de la interacción del decaimien to (> . 

Ahora se estudiará brevemente otros dos experimentos, r ealizados en la década de 1950, que 
informan sobre una propiedad única de la interacción /1 , Wu y colabo radores estudiaron Pl 
decaimiento 

midiendo la dirección de emis ión de los e lectron es con relación a la orien tación de los 
momentos dipolares magnéti cos de los núcleos de 27CoM Los momentos dipolares magnéticos 
se al inearon utilizando un campo magn éti co externo muy intenso y una temperatura muy baja 
para minimiza r el desorden térmico. La figura 16- 15 e!'i un dibujo esquPmáti co del experimento 

FIGURA 16-15 
Dibujo esquemáti co de l ex perim ent o con el 
que se demostró que en el decaimiento /J no 
se conserva la paridad. También se muestra la 
imagen especu lar del experimento. 
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l 
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que muestra un núcleo típico y un electrón emi tido . Para hacer el dibujo lo más real pos ible, se 
util izó una espira de corriente de carga positiva para indicar la orientación del momento dipolar 
magnético. Wu encontró que los electrones no se emitían simétricamente respecto al plano de la 
espira de corriente. Por e l contrario, existe una dirección preferida para corriente en la misma 
forma que la dirección de avance de un tornillo de rosca izquierda está relacionada con su 
rotación. La figura también muestra el experimento cuando se lo ve en un espejo. La dirección 
preferente de la emisión parece la misma, pero la circulación de la espi ra de corriente parece 
haberse invertido. Vistos en el espejo, los resultados del experimento están descritos diciendo 
que la relación entre la dirección del electrón típico y la circulación de la espira de corriente es 
como la de un tornillo de rosca derecha. Por lo tanto, una descripción de éste decaimiento /J (y 
otros) no es la misma que una descripción de la imagen especular. Esta parece ser una propiedad 
única de la in teracción del decaimiento /J así como de todas las interacciones fundamentales 
de la naturaleza (nuclear, electromagn ética, decaimiento /J y gravirtacional) . Por ejemplo, las 
cargas que circulan en una espira de corriente macroscópica emiten fotones por la interacción 
electromagn ética, ya que las cargas se están acelerando. Pero los fotones se emiten simétrica­
mente respecto al plano de la espira, de modo que la descripción especular de éste proceso no 
puede diferir de la descripción normal. Ya que la operación de tomar una imagen especular está 
relacionada con la operación de paridad en la forma ilustrada en la figu ra 16-16, se dice que el 
decaimiento fJ no es invariante ante la operación de paridad o que la paridad no se conserva en 
el decaimiento /i (pero esto es en La interacción electromagnética}. 

Mediciones de Goldhaber y colaboradores han mostrado que la llamada helicidad del 
an tineutrino es la responsable de los resultados del experimento de Wu. Utilizando un método 
que es un poco complicado para explicarlo aquí, en contraron que en la visión normal de la 
naturaleza e l impulso angu lar de spin de un antineut rino siempre está esencialmente paralelo a 
la dirección de su impulso lineal. Se dice que e l antineutrino tiene la helicidad de un tornillo de 
rosca derecha, most rado en la figura 16-17. También encontraron que el neutrino tiene la 
helicidad de un tornillo de rosca izquierda; es decir , su impulso angular de spin está esen cial ­
mente ant iparalelo a su impulso lineal en la vis ión normal. Ahora bien, el decaimiento /1 
estudiado por W'u es tá entre una i = 5, paridad par, estado base de 27Co6°, y una i =4, paridad 
par, estado excitado de 21lNi60• Por lo tanto, esta es una transición Gamow-Teller permitida en 
la cual la conservación de l impulso angular exige que e l antineutrino y el electrón se emitan con 
sus impulsos angulares de spin esencialmente paralelos al del 27Co60 , o a un vector que 
represen ta su momento magnético dipolar. Por lo tanto , en una transición como ésta el 
antineutrino y el electrón tienden a ser emitidos con vectores de impulso angular en direcciones 
opuestas. La figura 16-18 muestra la manera en que éstas relac iones entre los vectores más la 
relación de paralelismo entre los vectores de impulso lineal e impulso de spin del antineutrino 
demanda por su helicidad, causan que el electrón t ípico sea emitido en la dirección descrita. 
Vista en un espejo, la h elicidad del antineutrino cambia del mismo modo como cambia la 
helicidad de un torn illo, lo cual conduce al cambio en la descripción d e la imagen especular del 
experimento de Wu . 

Nótese que en el decaimiento de 27Co60 a 21l N i60 no hay violación de la conservación de la paridad por 
parte de los núcleos. Am bos estados nucleares son de paridad par , de modo que no hay cambio en la paridad 
nuc lear, en acuerdo con las reglas de selección de Gamow-Teller . 

También habrá de observarse que para un antineu trin o, o neut r ino no es posi ble tener una he licidad 
definida en la visión normal de la natu raleza a menos que su masa en reposo sea precisamente cero. S i 
tuviera u na masa en reposo diferente de cero, viajaría con velocidad menor que C y se podría encontrar 
siempre un sistema de referencia móvil en el cual su impulso lineal invirtiera su dirección. Como su spin 
no se invertiría por esa t ransfo rmación , habría de invertirse s u heli cidad. Puesto que el ex perimento de 
Co ldhaber muestra que los an tin eutrinos y los neutrinos t ienen helicidades finitas y ya que esto no seria 
posible si sus heli cidades dependieran del movi mien to del sistema de referencia desde e l que se les obser va , 
!>t> conrluye que sus masas en reposo son precisamen te cero. Medi ciones directas de las masas en reposo de 
esta partícula confirman esta conclusión. 
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La operación de paridad (x, y, z} -~ (-x, -y, -z}. En esta figura la operación se realizó 
invirtiendo la dirección de cada uno de los ejes coordenados, manteniendo fija la 
localización del punto representativo P (compárese con la figura 8-15). Antes de la 
operación se tenía un conjun to de ejes derecho, es decir, un tornillo de rosca derecha 
girando en el sentido que llevaría el eje x al eje y avanzaría en la direcc ión del eje z. 
Después de la operación se tiene un sistema izquierdo. Este cambio también se puede 
obtener por la operación de tomar la imagen especular , la cual convierte los ejes de un 
sistema derecho en los ejes de un sistema izquierdo. Asi, la operación de tomar la 
imagen especular está relacionada (pero no es idéntica) con la operaci6n de paridad. 

Dirección del impulso 
angular de spín 

Rosco derecho 
(ontineutrino) 

FIGURA 16-17 

Dirección del 
impulso angular 
de spin 

Dirección de 
ava nce y de 

impulso lineal 

Rosco izquierdo 
(neutrino) 

Las helic idades de una rosca derecha y de una rosca izquierda .. 

FIGURA 16-18 
Decaimiento /J del 27Co60. alineado. Los 
vectores dan sólo las direcciones de µ y 
1, S,, y P,,, y Se y Pe, que son el mo­
mento dipolar magnético nuclear y el spin , 
el spin del antineutrino y el impulso lineal y el 
spin del electrón y el impulso lineal. La parí· 
dad no se conserva porque S ¡; y P.; están 
esencialmen te paralelos. 
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16.5 Decaimiento Gama 

Hay rayos ')' emitidos por la mayoría de los núcleos de las series radiactivas. Estos son los 
fotones de la radiación electromagnética que se llevan el exceso de energía cuando los núcleos 
realizan decaimientos y desde los estados excitados hasta estados de menor energía. Como las 
diferencias en energía en e l intervalo de estados nucleares excitados van más allá de r-..1 J 0 ·3 Me V, 
los rayos y tienen energías mayores que r-..110- 3 Me V (ver figura 2-4). Típicamente, el de­
caimiento y aparecerá cuando un decaimiento fJ anterior ha producido alguno de los núcleos 
descendientes en estados de excitación de algunos MeV, ya que las reglas de selección de 
decaimiento /J prevén que éste obedezca la tendencia, impuesta por la independencia en la 
energía, para transiciones que van abrumadoramente al estado ibase. En el esquema del 
decaimiento del liCl38 en la figura 16-19 se muestra un ejemplo. Existen también muchas otras 
formas de producir núcleos en estados excitados que subsecuentemente decaen por y .Por 
ejemplo, estados con energía de excitación a lrededor de 7 u 8 Me V se ¡producen cuando se libera 
una gran catidad de energía de enlace por la captura de un neutrón de baja energía en un núcleo. 

La técnica más adecuada para medir la energía de los rayos y es estudiar su difracción por 
u11a red cristalina de espaciamiento en la red conocida. Esta es exactamente la técnica de 
difracción de rayos X, pero puesto que los rayos y tienen energías a lgo mayores que los rayos 
X, s us longitudes de onda son algo más cortas, lo cual obliga a utilizar aparatos de difracción de 
dimensiones inconvenientemente grandes para medir con precisión los ángulos de difracción 

51
11c1 38 (1',, = 37 min) 

J 
5:3 
11) 

:E -
.Q 
O> 

4i 
e: 2 
w 

o 

FIGURA 16-19 

(2, impar) 

-------.--- (3, impar) 

{3' ·------- (2, par) 

')' 
._ __ ......._ ___ (O, par)1 

Esquema del decaimiento del 17CJ38. Se muestran la vida media, e l spin y la paridad del 
estado base de este núcleo inestable fJ también se muestra la energía del estado con 
relación al estado base del 18A 38. Asimismo, se muestran las energías, spin y pari­
dades de los estados base y los dos primeros estados excitados del 18 A 38, y las 
probabilidades relativas de que el decaimiento /J lo lleve a alguno de estos estados. 
Cuando los estados excitados se pueblan, decaen por ?' al estado base. El decaimiento 
al estado (3, impar) está permitido por las reglas de selección de Gamow-Teller 
mientras que los otros decaimientos fJ están prohibidos tanto por éstas como por las 
reglas de Fermi. Sin embargo, ocurren con probabilidad apreciable debido a la forma de 
la rapidez para todos los decaimientos, permitidos y prohibidos, aumentan rápida­
mente conforme aumenta la energía de decaimiento. 
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pequeños. La técnica más utilizada para medir las energías de los rayos t' aprovecha el que los 
fotones transfi eran sus energías a los electrones mediante uno de los procesos descritos en el 
capítulo 2, ya sea, el efecto Compton, el efecto fotoeléctrico o la producción de pares. Las 
energías de los electrones se miden utilizando un contador de centelleo de Nal , o un contador de 
semiconductor, los cuales tienen una respuesta proporcional a la energía que una partícula 
cargada depositada en él. El espectro de energías medido de los rayos ?' emitidos en transiciones 
entre los estados excitados de un núcleo se utiliza para determinar las energías de estos estados, 
de la misma manera como el espectro de fotones emitidos por un átomo se utiliza para 
determinar las energías de los estados atómicos. Por supuesto qu e esto proporciona infor. 
mación muy valiosa acerca del núcleo. 

Otra fu en te de información valiosa es la razón de transición R del decaimiento y de cada uno 
de los estados excitados. En algunos casos se puede medir R directamente. En otros casos Sf' 
puede obtener indirectamente midiendo e l tiempo de vida Tdel estado. Si el estado sólo realiza 
una trans ición simple a un es tado de menor energía, (16-4) nos dice T= 1/ R (despu és sf'! hace la 
corrección para el proceso de "conversión interna" que se estudiará al final de esta sección). 
Cuando T > 1 O w seg, esto se puede determinar midiendo electrónicamente el retraso 
promedio entre la excitación de un es tado y su decaimiento. Cuando Tes más pequeña que en 
esta figura, en algunos casos se puede determinar utilizando el efecto Mossbauer (que se 
es tudiará en la sigu iente sección) al determinar la banda de energía, o "an cho", del estado y 
entonces utilizar el principio de incertidumbre en en ergía-tiempo. Con esas técnicas distintas 
se ha observado que las razones o rapidez de transición van desde R r--.., 1 O 8 seg- 1 hasta 
R ,..._, 10 111 seg-1• 

En una sección posterior se considerarán las energías de los estados excitados de los núcleos. 
Aquí considerarán s us velocidades de transición para decaimiento y .Conforme se utilicen las 
ideas desarrolladas al tratar las trans iciones ópticas de los átomos en la sección 8-7, evidente· 
mente el estudiante habrá de revisar este material antes de proceder. 

Para un átomo sólo es importante la radiación del dipolo eléctrico. Es ta es la radiación 
producida por oscilaciones en su momento di polar eléctrico. En principio, la radiación se puede 
emitir por un comportamiento más complicado de los electrones atómicos, tal como una 
oscilación del momento dipolar magnético o del momento cuadrupolar eléctrico. En la práctica, 
se puede ignorar esa radiación para un átomo, ya que la razón de transición es mucho más 
pequeña que para la radiación del dipolo e léctri co. Consideraciones e lectromagnéticas de­
muestran que la razón de transición para la radiación di polar magn ética deberá de ser men or que 
para la radiac ión di polar e léctri ca por un fac tor de l orden de (t,fc)2 r--.., ( 1 O :!)2 = 1 O 1, donr1e 
u es la velocidad típica de los electrones y e es la velocidad ele la luz. Considera<'ione5 
geométricas, demues tran que la razón de trans ic ión para la rad iación cuadrupolar eléctrica 
habrá de ser men or que para la radiación dipolar eléc tri ca por un factor del orden de 
(r'/J.) ,...._, (10 1º m/ 10 7 m):! = 10 \ donde r 'y A son valores típicosdel radioatómicoy cle 
la longitud de onda de la radiac ión. Si las reglas de selección evitan que un átomo provenientf' ele 
la emisión de rad iac ión de un dipolo e lfc tri co, és te es casi siempre desexci1ado al golpear alg(in 
o tro átomo antes de que pueda emitir radiac ión dipolar magné tica o c uadn1polar eléctrica. 

Para un núcl eo los mis mos factores suprimen las razones de transic ión para radiación di polar 
magnética y cuadrupolar e léctri ca, pero sus va lores no son tan pPqueños: (l'/c) 2 ,...._ (1 O 1) 2 = 
JO- \ (r' Ji..)2,..._, (JO 11 m/ 10 12 m):! = 10-·1

• Además , la barrera de Coulomb protege a los 
núcleos de estar los s ufi cientement e cerca como para que se desexciten entre ellos. Así, si las 
reglas de se lección previenen a un núcleo con varios Me V de excitación de la radiación de dipolo 
e léctri co, éste deberá esperar has ta que pu eda decaer por la emisión de alguna o tra radiación 
e lec tromagnética (o por e l proceso relacionado de conversión interna). 

Las razones de transición para varios tipos de radiación e lec tromagn ética se pueden calru lar 
por extensiones del procedimiento desarrollado en la sección 8-7. Puesto que los cálculos son 
muy sensibles a l comportamiento deta llado de los núcleos en los es tados invo lu crados en los 
decaimient os y puesto que los modt>l os nucleares sólo proporcionan descr ipciones aprox imadas 
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de estos comportamientos, sólo se puede esperar que los resultados den una idea burda de la 
tendencia general. La tabla 16-1 muestra las razones de transición obtenidas por Weiss­
kopf a partir de cálculos basados en el m6dulo de capas para un núcleo de radio 
r' = 7 F. El entero L marca la multipolaridad de las transiciones eléctrica y magnética; es 1 
para dipolo, 2 para cuadrupolo, 3 para octupolo, etc. Observe que para rayos y de l Me V las 
razones predichas para transiciones magnéticas son más pequeñas que para transiciones 
eléctricas de la misma L, por alrededor de J 0-2 ,-...., (u/c) 2 . Para esta energía típica las razones 
predichas para ambos tipos de transiciones decrecen por aproximadamente )0- 4 ,-...., (r'/J..) 2 , 

por cada unidad de incremento de L. Observe también que las razones de transición de dipolo 
tienen aproximadamente una dependencia E 3 ce ,,3 con la energía o con la frecuencia del 
rayo )' emitido. Anteriormente se ha visto ésta v3 dependencia en las razones de transición de 
dipolo e léctrico para átomos, (8-43). Ya que (r'/J..) 2 cc v2 cc E 2 , las razones de transición 
cuadrupolar dependen aproximadamente con E 5 y las transiciones octupolares dependen 
aproximadamen te con E'. 

Los cálculos también muestran que las reglas de selección para el decaimiento y son: 
Para tran.siciones eléctricas 

( pero noii = O a i1 = O) 

La paridad nuclear deberá cambiar si L 
es impar y no deberá cambiar si Les par 

Para transiciones magnéticas 

I í, - í 1 1 < L < í, + í1 ( pero no i, = O a i1 = O) 

La paridad nuclear deberá cambiar si L es 
par y no deberá cambiar si L es impar 

( 16-23) 

(16-24) 

En estas expresiones i, es e l spin nuclear del estado inicial, e i1 es el spin nuclear del estado 
final del núcleo que decae. Por supuesto que el decaimiento procederá siempre para las 
trans iciones permitidas que tengan la mayor razón de transición. Debido a la fuerte depen­
•Jencia de L de la razón de transición, se sigue que la transición dominante tendrá L = 
li, - i, 1- Si este valor de Les impar, habrá una transición eléctrica cuando los estados inicial y 
final sean de paridad opuesta , y una trans ición magné tica cuando éstos estados sean de la misma 
paridad. Si éste valor de Les par, habrá una transición eléct rica cuando éstos estados sean de la 
misma paridad y una transición magnét ica cuando tengan paridad opuesta. 

TABLA 16-1. Decaimiento Modelo de capas, rapidez de transición en seg- 1 

para un núcleo de radio r' = 7F. 

)' Energía del royo 

Transición L 10 McV 1 MeV 0.1 Me V 

Dipolo eléctrico 2 X 101 11 2 X 101:; 2 X 1012 

Dipolo magnético 1 2 X 1 orn 2 X 1013 2 X 101º 
Cuadrupolo eléctrico 2 X 10111 X 1ou X 106 

Cuadrupolo magnético 2 X JOl·I X JOº X 104 

Octupolo eléctrico 3 X 1013 X JOº X 10- 1 

Octupolo magnético 3 X 1011 X 101 X 10- 3 
Hexadecapolo e léctrico 4 X 1010 X 101 X 10-s 
Hexadecapolo magnético 4 X JOK X 10- 1 X 10- 10 
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Ejemplo 16-6. Utilice la información en el diagrama del decaimiento de la figura 16-19 para 
determ inar los tipos de radiación emitidos por 18 A 38 en los decaimien tos y entre los tres estados de 
energía más bajos. 

En e l decaimiento en tre los estados de i = 3, paridad par e i = 2, paridad par, se tiene 
j i; - i,I = 1 = L. Ya que este valor es impar y puesto que la paridad nuclear cambia, la radiación es 
dipolar eléctrica. 

En el decaimient o entre los estados de i = 2, paridad par e i = O, paridad par, se tiene 
1 i, - i1 j = 2 = L. Puesto que este valor es impar y ya que la paridad nuclear no cambia, la radiación es 
cuadrupolar eléctrica. ~ 

Uti lizando los argumentos de l ejemplo 16-6 en la dirección opuesta, se puede obtener 
información acer ca de los spin y paridades de los es tados nucleares s i se conocen los tipos de 
radiación emi tida y las transiciones entre los estados. Los tipos de radiación se pueden 
identificar de mediciones aproximadas de las velocidades de transición (6 de mediciones de 
con versión in terna que se describirán más adelante). Puesto que las razones de transición son 
muy sensitivas al cambio de los nucleon es en el núcleo, sus mediciones precisas proporcionan 
información que se u tiliza regularmente para mejorar los modelos nucleares. Las partes de las 
reglas de selección que re lacionan L con los spin nucleares provienen del requisito de 
conser vación del impulso angu lar en el decaimiento y El estudiante puede verificar ésto con 
fac ilidad, s i él acepta un resultado obtenido en la electrodinámica cuántica: u n rayo r' emitido 
en una transición, de multipo la ridad L lleva L unidad de impulso angular. (Ya que no es posiblP 
para un sistema de partículas tener un momento de monopolo e léctrico osci lante, o tener 
cualquier -momento monopolar magn ét ico, se sigue inmediatamente de este resultado que no 
ex iste modo de producir un rayo y con l = O o un fotón con L = O en cualquier región del 
espect ro e lectromagnét ico. De donde se observa la causa de que todos los fotones deherán llevar 
a l menos una unidad de impulso angular). 

Las partes de la regla de selección que relaciona L con las paridades nucleares provienen de 
las propiedades de simetría de los elementos de matriz para las transicio nes. En el ejemplo 8-6se 
vió que e l e lemento de matriz para el dipolo eléctrico se puede dividir en sus componentes, la 
primera de las cuales es 

M ex: J 1¡, j :t"tp i clT (16-25) 

El fac tor x inte rviene debido a qu e es proporcional a la componente x del momento dipolar 
eléctri co. Los cálculos muestran que la primera componente del elemento de matriz del 
cuadrupolo eléctri co es 

(16-26) 

El factor .r:? es propor cional a una de las componentes del momento cuadrupolar eléctrico. 
(Gene ralmente existen más de tres ya qu e por lo general un cuadrupolo estará descrito en 
términos de u n tensor) . Para el e lemento de ma triz del dipolo magnético, la primna compo­
nent e resulta ser 

donde LJ es la componente x del impu lso angu lar orbita l. Este fac tor interviene ya que es 
proporcional a la componente x de l momento di polar magnét ico (si por s implicidad, se supone 
que éste es puramente orbital ). Ya que 

Lx = ( r X p),: = YP: - ;;pv = m(y112 - .::{111) = 111 !J - - :: -· ( 
d z di¡) 
dt dt 
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La componente del elemento de matriz del di polo magn ético también se puede escribir 

M ce lf'i !J - - :; - · 1/'t <1-r j. ( d:; el 'I) 
dt dt 

(16-27) 

Al término de la sección 8-7 se probó qu e la integral en (16-25) resulta cero a menos que '!Jl ; y 
1p 1 tengan par idades opuestas. Se deja al estudiante el probar mediante argumentos s imilares 
que las integrales en 16-26 y 16-27 resu ltan cero a menos que t¡i , y '!Jl, tengan las mismas 
paridades. Estos result ados son precisamente las reglas de selección de pa ridad para las tres 
trans iciones que se tomaron como ejemplos. 

En muchos de los decaimientos J' junto con los rayos }' se emiten varios grupos de 
e lec trones monoenergéti cos. (Si ex iste un decaimiento ¡3 previo éstos grupos se s uperpon­
drán al espec tro con tin uo de l decaimiento /i ) .Las energías 6 de éstos e lectrones resultan 
estar relacionadas con la energía E del decaimiento mediante la ecuación 

t = E - W (16-28) 

donde W para el grupo más prominen te es igual a la energía de enlace de un electrón en la capa K 
del á tomo q ue decae por )' y W para los otros grupos es igual a las energías de enlace de los 
elec trones en las capas L, M , etc. Al proceso in volucrado se le denomina conversión interna. 
Consiste de una transfe rencia de en ergía directa a través de la int eracción electromagné tica 
ent re u11 núcleo en un es tado excitado y uno de los e lectron es de su á tomo. El núcleo decae a un 
estado más bajo sin producir un rayo y . Pero , e l decaimiento sigue siendo electromagnéti co, 
dependiendo de una interacción entre e l electrón y la componente longitudinal del campo 
e léctrico producto, por el momento multipola r oscilante del núcleo. Las compon entes transver­
sal es son las causan tes de l decaimiento }' (Véase apéndice 8). 

La figura 16 -20 muestra los valo res calculados para el coeficiente de conversión interna <t.¡,: , 

para el átomo 111Zr Esta es la razón de la probabilidad de que un e lectrón K sea emitido en un 
decaimien to de su n úcleo, a la probabílidad de que el emitido sea un rayo y .Los cálculos 
deberán ser muy precisos pues to que los fac tores in vo lucrados de las propiedades nucleares, 
<.Jl• e no son bien conocidos, se can celan en la relación . Puesto que las oportunidades para la 
con vers ión in terna crece rápidamente co nfo rme el valor en el núcleo de la eigenfunción del 
electrón ligado aumen ta, (1. 1, ráp ida mente crece con fo rme la atracción de Coulomb crece al 

FIGURA 16-20 
Coeficiente de con vers ión in terna en la ca pa K 
para el 111Z r. Las curvas cont in uas so n para 
la5 tra ns ic io nes eléctricas y las cur vas discon ­
t inuas para tran s icio n es magn éticas. Los nú­
me ros se refi eren a la m u ltipolaridad l . 
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aument ar z. Por la misma razón , para Z y E dadas, la can tidade (I_ ,.:. es usualment e más 
grande que la cantidad ªI, · Por lo tanto, para u na Z y una E dadas, la cant idad <:t. 1, /<:1 1, de­
pe nde fuer teme nte del valo r de L de la transición m ediante el rayo )' y de s i ésta es elé<'trica o 
magnét ica. Mediciones precisas de r1.¡.;./r1.L> que son relativamente fáci les de realizar. propor­
ciona n un bue n método de ide ntifi car el tipo de tran sición y de determinar de paso los spin y 
paridades re la tivas de los estados nucleares involucrados. La conversión in terna n o compele a la 
em isión de rayo y e n el sentido de que u n proceso inhibe el o t ro. Los procesos son alternativas 
indepen dientes, de modo que la rapidez to tal R, para las t ra nsicion es enlrf' los estados 
nuclear es in ic ial y fina l es la suma 

R, = R + R ¡c (16-29) 

donde R y R ic son las velocidades (o rapidez) de transición para la emisión 
con ve rs ión interna . Esto se puede escribir como 

y para la 

donde (1.
1 
= rl.¡; + rf.1. + a .11 + ... es e l coefi cien te de con versión total interno. Si e l PStacio 

inicial puede decaer so lam ente a un estado fina l s imple, como usualmen te es cierto para 
ti em pos de vida de decaimie nto largos, enton ces de (16-4) 

T=_!__= 1 
R, R( I + ix,) 

(16-30) 

En ton ces, los valo res experi men tales de los t ie mpos de vida Tse pueden ut ilizar para obtener la 
rapidez de tra nsición R ya que o:.t se puede calcular con precisión. La figura 16-21 es una 
comparación de las velocidades de transición obtenidos de este m odo y de las predicciones de los 
cálc ulos del modelo de capas para un grupo de tra nsic iones q ue se han identi ficado como 
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FIGURA 16-21 
Tiempos de vida para un gru po de 1rans1c1ones hexadecapolares magnéticas en 
decaimien to ,, Se gra fi ca el logaritmo de base 10 del produc to del t iempo de vida T (en 
seg) y la sexta po tencia del radio nuclear r' (en f) como una fu nción de la energía del 
rayo y (en keV). Los puntos so n experi mentales y la recta es la predicción del modelo 
de capas. 
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FIGURA 16-22 
Anchura 1' de un estado excitado. En (16-32) 
se da una expresión matemática para la forma 
mostrada en esta figu ra. 

Cap. 16 

Energía 

hexadecapolar (L = 4,cambio de paridad). No hay concordancia. Una inspección al diagrama 
del modelo de capas de la figura 15-18 demostrará que todas éstas transiciones son entre estados 
muy próximos a aquellos que corresponden a los números mágicos. Así, aquí en donde los 
cálculos deberían ser óptimos. Para otras transiciones las predicciones del modelo de capas 
concuerdan muy poco con las mediciones. Pero en éstos casos se puede utilizar las predicciones 
del modelo colectivo para obtener una buena concordancia ya que el modelo colectivo puede 
describir adecuadamente las complicadas oscilaciones en la carga o corriente, distribuciones 
que son la causa de la emisión de radiación eléctrica o magnética. 

El tiempo de vida de un estado excitado se expresa frecuentemente en términos de su ancho. 
De acuerdo con el principio de incertidumbre en la energía-tiempo si un núcleo promedio 
sobrev ive en un estado excitado sólo por el tiempo de vida T del estado, entonces su energía en el 
estado se puede especificar dent ro de un intervalo de energía I', satisfaciendo aproximada­
mente la relación 

(16-31) 

Por lo tanto, los estados excitados no son perfectamente finos, por el contrario están diluídos 
sobre un intervalo de energía de ancho r. Un tratamiento detallado muestra que efectiva­
mente 16-31 se satisface de una manera exacta, dado que es el ancho total a la mitad del máximo 
del perfil de energía del estado indicado en la figura 16-22. 

Estimando la anchura de un estado típico que decae por y de tiempo de vida T ,-....J 10- 10 seg. 
Se en cuentra 

ñ 10- 15 eV-seg r = - r--.J - 10-s cV 
T 10- 10 seg 

En comparac1on con la energía típica E = 1 MeV para ese estado r es ex tremadamente 
peque ña. De hecho el valor pequeño de la razón 

r tQ- 5 eV 
- r--.J 

E 106 eV 
- 10- 11 

explica la causa de que se haya despreciado las anchuras de los estados excitados con energía 
más baja en el decaimiento radiactivo. Cuando en las reacciones nucleares se consideren los 
es tados excitados con mayor ene rgía, se verá que algunos de ellos tienen anchuras muy grandes 
como para despreciarlas. 

16.6 El Efecto Mosshauer 

En l 958 un estudiante postgraduado de apellido Mossbauer hizo un descuhrimiento que permite utilizar 
la ex tremadamente pequeña relación anchura a energía de los estados excitados bajos en mu chas 
aplicacio nes dist intas como un espectrómetro de energía de resolución extremadamente buena. La idea 
básica del efecto l'vlossbauer está ilustrada en la figura 16-23. Un núc leo fuente en un estado excitado sufre 
una tra11sición a su estado base emitiendo un rayo ;• . El rayo ¡1 es captado por un núcleo de absorción no 
excitado de la misma especie, e l cual llega al mismo estado exci tado. Las potencialidades como 
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FIGURA 16-23 
Absorción resonante, la base del efecto Moss­
baue r. 
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espectrómetro de energía resultan claras cuando se prueba que cambios en la en ergía de la fu ente, en la 
energía de l núcleo de absorción, o en la energía del rayo )' en vuelo, destruirá la absorción "resonante" 
¡aún si el cambio e n energía es de sólo unas cuantas partes en 10 11 ! . Por algunos años los físicos 
intentaron utilizar esta potencialidad pero con poco éxito. El problema era qu é hacer con el retroceso de 
los núcleos en la emisión y absorción del rayo y ta l como se verá en el ejemplo sigu ient e. 

Ejemplo 16-7. En los experiment os o riginales de absorción resonant e realizados por Mossbauer 
utilizó los rayos gama emitidos en las transiciones del primer estado exc itado de 0.129 Me V al estado base 
en el 77 l r 1111 • (a) Considérese el retroceso del núcl eo cuando emite el rayo J' y determine el corr imiento 
hacia abajo en la energía del rayo J' que resulta de la energía que toma el re troceso nuclear . (b) A 
continuación compare este corrimiento en energía con la anchura del primer estadÓ excitado del 77 [ r 19 1 , 

pa ra el qu e se ha medido un ti empo de vida T = 1.4 x 10 1ºseg. 
(a) Puesto qu e el impulso lineal to tal del núcleo que decae es cero ant es de que emita el rayo J' la 

magnitud de l impulso del retroceso del núcleo p,. después de la emis ión de berá ser igual a la magni tud del 
impulso p,. que ll eva el rayo emitido. Como la masa nuclear M es grande, su velocidad del retroceso es 
baja, de modo qu e se puede utilizar la expresión clásica 

Pn = J2MK 

para relaciona r Pu con la energía c inética K del re troceso n uclea r. El impu lso /' y del rayo r está 
relacionado con su energía E mediant e su expresión re la ti vista 

Por lo tanto, se tiene 

o 

E 
/'y = -;; 

E 
{'y = - = p,, = j2MK 

e 

E2 
2 =2MK 
e 

E2 

K = 2Mc2 

Puesto que la suma de la energía E del rayo )' y de la energía de retroceso nuclear K deberá ser igual a la 
energía disponible en el decaimient o J' es decir, la energía 0. 129 MeV del primer Cl>tado ex.citado del 
núcleo en cuestión , se ve que E es menor que la energía del pri mer estado excitado por una cantidad K . 
Este es el corrimient o hacia ahajo t:. E en la energía del ra yo J' debi do al rel ro ceso nuclear. Esto es 

E2 
óE = -K = ---2Mc2 

debido a qu e M es tan grande ~E es mu y pt><}'Jeña comparada con E y se habrá de t>valuar de manera 
aprox imada haciendo E= O. 129 Me V. U1 ilizando la relación 9.1 l Me V = 11c 2 para expresar la energía de 
masa nuclear en reposo M c2 en MeV, se t iene 

(0. 129)2 MeV2 

2 X 19 1 X 931 M eV 
-4.7 x 10- s MeV 

= - 4.7 X 10 2 eV 
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Se obtendría el mismo resultado considerando que el rayo ,, se emit e desde una fuente en movimient o, el 
núcleo, que retrocede, y u tilizando la fórmula para el corrimie nto Do ppler longitudinal del ejemplo 2.7 
con objeto de evaluar el corrimie nto hacia abajo en su frecuen cia o energía. 

(h) 5 1 el tiempo de vida del primer estado excitado del 771r10J. es T = 1.4 X 10- 10 seg, su anchura 

li 6.6 x 10- 16 eY- seg r = - - = 4 7 x 10- 6 e v 
T 1.4 x 10- 10 seg · 

Es evidente que el rayo )' emitido por el decaimiento del núcleo fuent e 77Ir1 91 desde el primer estado 
excitado no puede excitar un núcleo absorbedor 771r 191 desde su estado base a su primer estado excitado. 
El corrimiento de retroceso nuclear del rayo J' es mayor por un factor de 104 que la anchura del estado 
que se supone excit a. Así el rayo y está completamente fuera de resonancia y la absorción resonante se 
destruye (si en realidad hubiera absorción , habría en realidad dos fuentes del corrimiento total por 
ret roceso. Una debido al retroceso del núcleo emisor y la otra debida al retroceso del núcleo de absor ción . 
Tam bién habría dos fuen tes de la anchura total de la resonancia, una debida a la anchura del espacio que 
emite el rayo }' y la otra debida a la anchura del estado que la absorbe). ~ 

Mossbauer descubrió que es posible obtener absorción resonante si los núcleos fuente y de absorción 
están en cristales a temperaturas sufici entemente bajas. En esas circunstancias, los cristales pueden 
ret roceder como un todo con los núcleos emisor y colector o de absorción manteniéndose ligados a sus 
sitios en la red y no así las vibraciones de la red excitadas (fonones). S ie ndo tan e xtremadamente masivos, 
los cristales toman el impu lso de re troceso necesar io sin tomar una cantidad significativa de energía 
ci nética. Mossbauer demostró la absorción resonante en la forma siguiente. Utilizando dos núcleos una 
fuente y un colector cris talino de 77 lrl!ll, y una temperatura de 88 K,se las ingeni ó para que la fuente se 
moviera lentamente hacia adelante y hacia atrás a lo largo de la línea entre la fuente y el colector. Es te 
movimien to produce corrimien tos Doppler positivos y negativos en la frecuencia del rayo y lo cual se 
traduce en cam bios positivos y negativos ex tremadamente pequeños en s u e nergía. Entonces, la energía 
del rayo y varía hacia arriba y hacia abajo de la energía de r eso nancia que es la energía 0.129 Me V del 
primer estado excitado del 771 r191 . La figura 16-24 muestra la curva de absorc ión que se describe conforme 
la energía del rayo ,. se barre a través de la energía resonante. S u anchu ra total a la mitad del máximo es 
aproximadamente I O x I o-0 eV. Esto concuerda bastan te bien con la predicción de que debería ser dos 
veces la anchura r de los dos es tados nucleares involucrados, ya que sus tiempos de vida medidos 
T = 1 .4 x 10- 10 seg. dan l' = 4. 7 x I O 6 e Y. La concordancia también verifica 16-31 que se utilizó 
para calcular r a partir de T y, por lo tanto, verifica el principio de incertidumbre en energía-tiempo. 

Mossbauer fue galardonado co n e l pre mio Nobel en 1961 debido a que su efecto le condujo a una gran va-
riedad de mediciones de la energía extremadamente precisas. La mayor parte de los usos corrientes del 
efecto anvolucran mediciones de desdoblamientos hiperfinos muy peque ños de niveles de energía nuclea­
res (no atómicos), desdoblamientos que provienen de las int eraccio nes entre los momen tos di polar magné· 

FIGllRA 16-24 
El cfec.:to Mossbauer en 77 lr191 a 88 K. 
Observe la velocidad ex tremadamente baja y 
el extremadamente peque ño co r rimiento 
Dvppler que es suficiente para eliminar la 
absorción resonante. 
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tico nuclear y cuadrupolar eléctrico y los campos eléctri cos y magnético presentes en los sitios de la red 
cristalina. Los cambios en la energía de la fuent e y/ o del colector que representan los desdobl amientos, 
están determinados en términos del corrimiento Doppler requerido para regresarlo a la resonancia. Los 
físicos nucleares utilizan campos conocidos y miden los momentos. Los físicos del estado sólido miden los 
campos en los casos en los que se conocen los momentos y aún si los momentos no se conocen, de esta 
manera, pueden aprender mu cho acerca de cómo varía el campo conforme la estructura cristalina cambia. 

El efecto Mossbauer también se utiliza como espectrómetro de energía para medir cambios mu y 
pequeños en las energías de los rayos y debidos a fenómenos de la relatividad especial o gene ral. Un 
ejemplo es la verificación del corrimiento gravitacional hacia el rojo de la relatividad general para los 
rayos en un espectrómetro Mossbauer de 22.5 m de alto orientado verticalmente. El corrimiento en 
energía fue solamente de alrededor de dos partes en 1015 pero fue medio mejorándolo en un poco más del 
10%, y mostró dentro de ésta precisión una concordancia con las predicciones de la teoría de la relatividad 
general de Einstein. Los espectrómetros Mossbauer también se han utilizado para verificar el corrimiento 
Doppler transverso de la relatividad especial, así como las predicciones de la teoría concernientes con la 
''paradoja de los gemelos". 

16-7 Reacciones nucleares 

Ahora se pasa del decaimiento nuclear a las reaccion es nucleares. Una razón important~ por la 
cual se estudian las reacciones nucleares, es que éstas proporcionan información acerca de loi, 
estados excitados de los núcleos que complementa la información proporcionada por el estudio 
del decaim iento nuclear . Otras razones importantes aparecerán cuando se estudie la fi sión y la 
fu sión nuclear en las secciones subsecuentes. Y, por supuesto, e l balance de energía en las 
reacciones nucleares se estudia con una justifi cación real , ya que éste informa de las masas de 
los pa rtic ipantes en las reacciones. 

En el tratamiento del balance de energía en las reacciones nucleares en la sección 15-4, ya se 
ha considerado la aplicación de la energía relativista total, e l impulso lineal y las leyes de 
conservación de la carga a los estados inicial y final de una reacción . A manera de resumen se 
enlistarán estas leyes de conservación así como otras que se aplican a cualquier reacción y 
entonces se aplicarán en un ejemplo. Las cantidades siguientes en cualquier reacción nuclear, 
se deben conservar: (1) La energía relativista total, (2) el impulso lineal (3) el impulso angular, (4) 
la carga, (5) la paridad y (6) el número de nucleones. En todas las reacciones que se estudiaron 
anteriormente se conservaba el número de nucleones, es decir, el número total de nucleones 
presentes antes de la reacción es igual al número total de nucleones presentes después de ella. Se 
encontró que esto es cierto para cualquier reacción nuclear. En la sección 15-4 no se consideró 
la conservación del impulso angular o la paridad porque éstas cantidades no afectan el balance 
de energía, pero afectan la rapidez, o secciones transversales para las reacciones tal como se 
indicará posteriormente. Es claro que e l impulso angular deberá conservarse en una reacción 
nuclear. La paridad se conser va debido a que la interacción involucrada en una reacción nuclear 
es la paridad fuerte que se conserva en la interacción nuclear no la paridad débil que no se 
conser va en la interacción del decaimiento /J. 

Ejemplo 16-8. Cuando los protones de SO.O MeV en el haz externo de un ciclotrón pegan sobre un 
blanco de berilio se encuentra que se emite un gran número de neutrones de alta energía. Los neutrones 
con mayor energía se emiten en la misma dirección que los protones incidentes y su energía es 48.1 Me V. 
Para aumentar el número de neutrones producidos, de modo que puedan utilizarse más fácilmente en 
o tros experimentos se decide colocar el blanco de berilio dentro del ciclotrón donde será bombardeado por 
el haz inte rno más in tenso. En esta configuración los neutrones producidos a 300 de la dirección de los 
protones de bombardeo tendrán un claro para pasar al exterior del ciclotrón. (a) Utilice las leyes de 
conservación para encontrar el núcleo residual en la reacción en la cual un protón 1 H 1 es la partícula de 
bombardeo, un neutrón °11 1 es la partícula de producto, y 4 Be9 es el núcleo blanco. (b) A continuación 
aplique las leyes de conservación para predecir los neutrones de máxima energía producidos a :-w o de la 
dirección de los protones de bombardeo de SO.O MeV. 
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(a} Las reacciones 

donde z X· 1 representa el núcleo residual desconocido. La conservaicón de carga requiere que la suma de 
los valores Zen el primer miembro izquierdo de la fórmula de la reacción sea igual a la suma de los valores Z 
del segundo. Esto es 

1+4 =Z+ O 

o 

Z = 5 

La conser vación del número de nucleones requiere que la suma de los valores A en el primer miembro sea 
igual a la suma de los valores A en e l segundo miembro. Por lo tanto, 

1 +9=A+ l 

o 

A= 9 

De esta manera, se ha identificado al núcleo residual como 5 B9 , y la reacción es 

(b) Para calcular las energías de los neutrones emitidos a dist intos ángulos se utiliza la conservación de 
la energía relati vista total y del impulso lineal, combinadas en la forma del valor Q(lS-16) 

Q = K 1, 1 + - - K" 1 - - - - (Ku K 1,111,i1111,) cos ( 
1111, ) ( ,,,,. ) 2 112 e 
111 ¡¡ 111 ¡¡ 111 JI 

donde K,, y 1110 son la energía cinética y la masa del protón, K1, y m1, son la energía cinét ica y la masa 
del ncu trón, ,n ues la masa de 5 B9 , y (j es el ángulo de emisión del neutrón con relación a la dirección del 
protón . Ya que siempre se trata con los neutrones de energía máxima emitidos, el valor Q siempre 
pertenece a una sit uación e n la cual el núcleo res idual está en su estado base. 

Primero se deter mina el valor Q haciendo K11 = 50.0, K 1, = 48.1, y O = O,donde se utilizan MeV 
c0mo unidad de energía. Ya que para una muy buena aproximación mu/11111 m,ifmlJ = J/9, se tiene 

10 8 : l 1 
Q = 48.1 X 9 - 50.0 X 9 - 2 ~ 50.0 X 48.1 X 

9 
X 

9 

= 53 .4 - 44.4 - 10.9 = - 1.9 

o 

Q = - 1.9 MeY 

Obsérvese que Q es justament e igual a K1, - Ku. Pero ésto solamente es c ierto c uando 111a = 1111,, O 
= O, y /Qj es pequeña comparado con K ,,. 
Co nociendo el valor Qse encuentra Ki, cuando O = 30° utilizando nuevamente (15- 16). Puesto que 
cos ]0" = 0.866 se tiene 

10 8 2 .- J-
- 1.9 = K1, x 9 - 50.o x 9 - 9 Jso.o x o.866 K" 

Que se escribe como 

1.11 (.J K,Y - 1.36.j Kb - 42.5 = O 

para hace rlo más fá1· il para aplicar la solución usual de una ecuación cuadrá ti ca en la incógnita J K1,. 
Es to resulta 

'\,: 'K" = 
1.36 ± .../ (l.36f + 4 X 1. 11 X 42.5 

2 X l. ( ( 

1.36 ± 13 .79 

2.22 
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La ecuación no es cuadrática en Kb, y sólo t iene una solución válida. Se puede mostrar fácilmen te que ésta 
solución se obtiene para el signo más. Utilizando este signo se encuentra 

J Kb = 6.82 

o 

Kb = 46.5 

entonces el neutrón con máxima energía producido a 30° es 

Kb = 46.5 MeV 

El material de las reacciones nucleares es mucho ya que existen muchos tipos di ferentes de 
reacciones. Cualquier partícula nuclear es table puede ser la partícula de bombardeo; cualquier 
núcleo estable puede ser el núcleo blanco y una ampl ia variedad de partícu las se pueden emitir en 
la reacción como partículas productos . El núcleo residual puede ser estable o radiactivo. 
Típicamente será estable si la reacción no cambia la relación Z -a - A del núcleo residual de la 
relación Z -a -A que tiene el núcleo blanco estable. Un ejemplo de un a reacción que casi siempre 
conduce a un núcleo residual estable es (d,r1.), donde la notación significa que un deuterón, 
1H 2 , es la part ícula de bombardeo y una partícula ex. 2He4, es la partícula producto. Si la 
reacción disminuye de manera s ignificativa la relación Z-a -A del núcleo residual, éste 
usua lmente es radiac ti vo y decae por emisión de electrón para e levar su relación Z-a-A 
regresándola a un valor estable. Un ejemplo de una reacción que siemp re lleva a un núcleo 
res idual emisor de e lectrón es (n, p), en la cua l existe un neutrón como partícula de bombardeo 
y un protón como producto. Reacciones tales como (p,n) frecuentemente conducen a núcleos 
residuales radiactivos que son emisores de positrón o captores de electrón , ya que la reacció11 
eleva la relación Z -a-A del núcleo residua l sobre el valor estable que esta re lación tiene para el 
núcleo blanco. En tonces, los reactores nucleares que producen flujos intensos de neutrones se 
utilizan con frecuen cia para producir núcleos radiactivos para trabajo de diagnóstico en 
medicina y otros campos, como " trazadores" si los núcleos requeridos son emisores de elect rón. 
Los ciclo trones que producen intensos fluj os de protones o partículas con carga más elevada son 
usualmente las fu entes de los trazadores radiact ivos que son emisores de positrón o captores de 
e lect rón . 

En esta sección se presentaron ejemplos de los tipos más importantes de reacciones nucleares 
para estud iar los procesos que pueden ocurrir cuando protones de 50 Me V provenientes de un 
haz de un ciclotrón inciden sobre un núcleo blan co, de caracte rísticas promedio, contenido en 
una hoja colocada en el haz. Se describirá qu é su cede durante estos procesos y no cuál es la 
si tuación antes y después, como se hizo en las primeras consideraciones del balance masa­
energía en las relaciones nucleares. 

Primero se dará un rápido resumen del proceso que puede ocurrir. El protón de energía 
representativa 50 MeV será dispersado desde el núcleo blanco por el potencial de Coulomb, a 
menos que ocurra que éste .viaja cas i en la dirección del centro nuclear. También puede ser 
dispersado por e l potencial nuclear, si se acerca lo suficiente para sentir ese potencial. Si penetra 
en e l n úcleo probablemente choque con un nucleón en el núcleo después de viajar un poco a 
través de él. Si éste o el nucleón golpeado escapa de inmediato, en la llamada interacción directa, 
tomando la mayor parte de energía que lleva (como en la razón tratada en e l ejemplo 16-8). Pero 
a l menos uno de es tos nucleones probablemente será reflejado hacia atrás en el núcleo por el 
cambio en e l potencial nuclear en la superficie en la misma forma que una onda de luz sería 
re fl ejado internamente por un cambio en el indice de refracción. (Véase el análisis relacionado 
con 6-53) . Este nucleón chocará con otro nucleón, cada uno de los cuáles sufr irá más presiones, 
e t c. formando una cascada de colisiones. Tarde o temprano la energía se reparte en la excitación de 
muchos nucleones en lo que se llama el núcleo compuesto. En este punto, ningún n u el eón es excita­
do lo suficiente para permitir que escapen sus ,...._,g Me V de enlace del potenc ial nuclear. Después 
de a lgún tiempo una fluc tuación en la ene rgía repart ida hará posible energét icamenteel escape de 

• 
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un nucleón. Esto sucederá si la reflexión interna en la superficie nuclear no hace uecesario 
c>.,pt, rar para o Ira fluctuación. Even tualmente, varios nucleones se "evaporan" y sus energías 
il\' enlac-e so11 en gran parl e las causas de remover la mayor parte de la energía de excitación del 
núl'ku ,·ornpucsto. Casi s iempre, estos serán neutrones ya que la barrera de Coulomb actúa para 
rete1H'r a los pro tones. Cuando la energía de excitación es tá por debajo de la energía de en lace 
d<'I neu I rón e l proceso Je decaimiento )' relativamente lento lo supe ra y permite que el sistema 
ulcanl't' finalmente su estado base. 

Se empezará un estudio más detallado de estos procesos apuntando que la longi tud de onda de 
de Broglie de un protón de 50 Me V que se mueve a través de un potencial nuclear de 
prufundidaJ de 50 Me V es'.::::'. 3 F, y el alcance de las fu erzas nucleares es un poco más pequeño 
puesto que ambos son aproximadamente un tercio de un diámet ro nuclear típi co, en una 
primrra aproximación burda se imaginará al protón como viajando en una trayectoria bien 
definida y sin que interactúe a distancia. Entonces el comportamiento del protón es como el de 
una bola de billar clásica . Esta aproximación también se aplica a los nucleones con los que ch oca 
el protón. Por supuesto, el aspecto ondulatorio de estas partículas hará correcciones importan­
te:. a la aproximación. 

Ya que la dispersión de Coulomb se estudió bastante en e l capítulo 4 y en el apéndice D, es poco 
lo que se necesita decir aquí, excepto comentar que la sección transversal de dispersión 
diterencial da/dü de (4-9) obtenida de la teoría clásica de Rutherford para la dispersión por un 
potencial <le Coulomb es idéntica a la da/df.l obtenida de la mecánica cuántica de este 
potencial. Esta si tuación es ciert a sólo para un potencial que corresponde a una ley de fuerza 
mversa del cuadrado y aparece en la forma siguien te. Del análisis dimensional se puede 
demostrar que s i la fuerza ejercida sobre una partícula varía de acuerdo con r '\ entonces la 
pro babi lidatl Je dispersión variará de acuerdo con l,4 +2" . Para la ley inversa del cuadrado n=-2 
la probabilidad de dispersión es independiente de l valor de la constante de Planck h y requiere 
que la mecánica cuántica y los cálculos clásicos conduzcan al mismo resultado. 

La figura 16-25 muestra la probabil idad de di spersión e lástica (dispersión sin pérdida de 
energía excepto el retroceso del núcleo residual), como una func ión de l ángulo de dispersión (), 
para u n protón in cidente de 50 Me V sobre un núcl eo típico. Para ángulos de dispersión 
p<'q ueños la sección transversal diferencial s igue el decremento rápido pero suave propor­
ciunatl u a L Sen 1 (0/2) de la di spersión de Coulomb o Rutherford. La razón es que estos 
ángulos corresponden a co lis iones en las cuales el protón pasa a través del potencial de Coulomb 
pero ignoran e l potencial nuclear. Para ángulos de dispersión grandes la probabilidad de 
dic;pers1ón muestra una estructura del t ipo de la difracción superpuesta con una tendencia 
dt>cre~icnte continua. La razón es que los protones dispersados a estos ángulos realizan 
colis1unes profundas como para que les afecte mucho el cambio brusco de potencial nuclear. La 
estrucl ura de difracción de la llamada dispersión por potencial nuclear surge de las inte rferen cias 

FIGl1RA 16-25 
~t'1Tió11 lransversal diferc11c1al para la tlisper­
..,,ón t•lá~tit:a de protones de 50 Me V a partir de 
un 1111dt·o l11potético con propiedades típicas. 
La unidad df' sPcc1ó11 tran sversal es el harn; l 
l,11 = 1 O :!.J cm2 • 

Dispersión de Coulomb 

Potencio/ nucleor de < dispersión 

'------
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e nt re las fun c iones de onda inciden te y las di s tintas partes de la función de onda refl ejada df'sdf' 
varias regiones del potenc ial nuclear. 

Se puede utilizar un anális is mecánico cuántico de las medidas de dispersión elásti<'a para 
dete rminar e l po tencia l nuclear que actúa sobre e l nucleón dispersado de alta energía. St> 
encuentra que e l potencial es esen cia lmente e l mismo que e l potencial de l modelo de capas (JUP 
actúa sobre un nucleón en el estado base del núc leo proyectil con una excepción importante. El 
po tencial que actúa sobre un nucleón no ligado, llamado potencial d el modelo óptico eg 
parcialmente absorbente. La absorción representa e l hecho que un nucleón como éste tien(:" 
e nergía sufi ciente para c hocar con un nuc león en el núcleo y en tonces ser absorbido del haz 
inc idente. (Es absorbido en el sen tido de que deja de tener la misma energía, o longitud de onda 
de de Broglie, de modo que no puede haber inter ferencia entre su fun ción de onda y la fonrión 
de onda para el nucleón incidente). Las col isiones son posibles ya que el principio de exclusión 
no tien e s u efecto inhibidor usual si e l nucleón incidente tiene suficiente energía, de modo que 
tanto é l como e l nuc león go lpeado puedan ocupar fácilmente estados no llenos. Por supuestn, d 
nucleón también incidente puede ser di spersado por la parte m ás conocida no absorhente dPI 
po tencial. (Esto es, también puede interactuar con e l núcleo como un todo representado por el 
po te nc ia l a trac ti vo usual s in c hocar con un nu cleón individual del núcleo). El modelo óptico es 
esencialmen te una gen eralización de l modelo de capas aplicable a nudeon es de cualquin 
Pne rgía no só lo a nucleones de energía ta l que estén ligados en un núcleo. 

S i se mide la probabilidad de di spersión como una función de la energía de la partírula 
incidente, a lgunas veces se ven a ciertas energías m áximas muy anchas. Estas se llaman 
resonancias por tamaño o e.~tados de partícula simple. Como lo implican ambos nombres puedt"'n 
imaginarse en dos formas distintas: ( 1) interferencias constructivas entre la parte dP la funciéín 
de onda dt> la partícula difere nte dispersada desde la superficie frontal df'l potencial n11clt'ar y la 
parte di spe rsada por la part e de at rás; (2) ni veles de e nergía de la partícula incidente en el 
potencial nuclear. El primer punto de vista es tá r elacionado con un desarrollo en el análisis del 
efe<' to Ramsauer en la secc ión 6-5, pero aquí se en contrará el segundo punto de vista que es más 
ú til. Los máximos son anchos porque los estados de partícula s imple son muy anchos. Si st' 

evalúa el ti empo requerido para quf' un nucleón de 50 Me V viaje u n diámetro nuclear típico, se 
encuentra T = D/l' ,..._, 10- 11 m/ lOR m-seg - 1 = J0- :!2 seg. Ya quf' estf' tiempo tamhifn carnr­
teriza la duración del proceso de dispersión por e l potencial nudf'ar, o f'l tiempo de vida de la 
partícula en e l estado de partícu la s imple, la anchura r de l f'stado es típicamentf' r = 
t,/T ,..._, 10- 15 eV-seg/10- 22 seg = 107 eV = 10 Me V. Observe que la anchura de un t>stado 
de part ícu la simple de alta energía es ap roximadam ente 12 órdenes de magni tud mayor q11t• la 
a nchura de un estado de decaimiento ')' de baja enngía típica considerado al final de la c;erci(ín 
16-5. 

RPcons ide rando ahora las co lis iones en tre el protón incidente y los nucleones <lf'l nú<'l eo. 
Ant es de ch ocar, el impulso lineal del protón está aproximadament f' en la dirección del haz y t-'s 
de mucho mayor magni tud que el de cualquier nucleón e n el núcleo. La <"onservación dt>I 
im pulso lineal requ ie rf' e ntonct>s que dt>spué.s d f' la primera colisión amhos nu dPorH'S tiPndan a 
movf'rse en la dirección general del haz y esto es particularmente así para un nucleón, si ocurre 
que és tf' ll eva la mayor parte del impulso inc idente o de la ene rg ía. Un nucleón de alta energía es 
e l más viahle a escapar a rt>flt>xiones internas en la superficie nuclear y ser emitido en Jo que se 
llama una inte racción directa. Conservará su tenden cia a moverse en la direcc ión general del 
haz incide nte aún rnando se ha refractado a l pasar a través de la superficie. 

La figu ra 16-26 muestra el espectro de pro tones de alta e nerg ía emitid os a a lgún ángulo fijo 
desde un núcleo I ípico. El grupo de energía más a lta contiene a los protones dispersados 
elrfaticamenle. Estos tienen la misma e nergía que los protones incidentes (excepto por la 
pequeña cantidad de energía que se pie rde en el re troceso de l núcleo res idual) y son el r esultado 
ne la dispersió n por potencial de Coulomb y po tencia l nuclea r. El grupo s iguien le en la energía 
más a lta contiene a los protones dispersados inelá.sticamente que provie nen de interacciones 
d irf'ctas. Cua ndo en este grupo se e mite un pro tón , e l grupo residual permanece en s u primer 



674 DECAIMIENTO Y REACCIONES NUCLEARES 

5 
"' CII 
e: 
2 4 -
o .. 
Q. 
CII 3 

'1) 

o -~ 
i 2 

CII .. 
o .. l -
CII 
e ,::, 
z o 

FIGURA 16-26 
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Espectro de energía de protones emitidos a un ángulo cuando los protones de 50 Me V 
inciden sobre un núcleo hipotético de propiedades típicas. Los ni veles de energía bajos 
del núcleo residual aparecen en los grupos inelásticos de alta energía. Estos niveles se 
funden en un continuo, como lo hace el espectro inelástico. E l corte en el espectro 
alrededor de los 10 Me V representa los efectos de la reflexión interna y de la barrera de 
Coulomb que evita el escape de protones . 
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FIGURA 16-27 
!:>ección transversal diferencial d rr/d!.! para el grupo de energía más alta en la 
dispersión inelástica de protones de 50 Me V por un núcleo hipotético con propiedades 
típi cas. La preferencia general para ángulos frontales de emisión es característica del 
proceso de interacción directa, pero drr/d!.l se suprime a ángulos muy pequeños si el 
impulso angular orbital se transfiere al núcleo en la reacción. La figura representa 
dti/dU para una reacción en la cual el estado excitado tiene impulso angular orbital 
una unidad mayor que el estado base. 
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, .. ,lado excitado. Cuando se emite un protón en el grupo s iguie nte de menor energía, este núcleo 
,·...,1á en su segundo esiado excitado, etc. en tonces el espectro de energía da de inmediato la 
lorahuu:ión de los estados excitados del núcleo. 

La tendencia general para ángulos de emisión pequeños de los nucleones de alta energía que 
l'rovienen de interacciones directas se muestra en la figura 16-27. Esta representa la sección 
1 ra11sversal diferencial drr/dU para los protones emitidos en el grupo dispersado inelástica­
mente con la más alta energía, para el caso típico de la figura anterior. En la figura también está 
111J1caJa la tendencia para que d,rfdU se suprima a ángu los muy pequeños, s i e l impulso 
angu lar orbital se transfiere al núcleo desde el protón incidente en la reacción debido a que a l 
t'!->lar Pxcitado tiene un impulso angu lar o rbital distinto al del estado base. El argumento 
!--«>miclásiro de la figu ra 16-28 muestra que esta tendencia refl eja el hecho de que es difícil para 
una partícula, que sólo experimenta un pequeño decremento en la magnitud de su impulso 
a11g1dar durante la interacción con un proyectil de radio restringido, transferir e l impulso 
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FIGURA 16-28 
Ilustración de la relación entre los impulsos lineal y angular orbital transferido a un 
núcleo en una interacción directa con dispersión inelástica qu e lo lleva a su primer 
estado excitado. El impulso lineal del núcleo incidente es p, que deja al núcleo a un 
ángulo O con el impulso lineal p1 Puesto que este se emite con casi toda la energía 
que tenía cuando inc idió, ¡>1 - ¡>, -- p. y el impu lso ~ p = P , - Pt se transfiere 
al núcleo principalmente ya que la dirección de p1 difiere de la dirección de p,. La 
figura muestra la int eracción que ocurre cerca de la periferia del núcleo de radio r' 
donde será más efectivo para transferir el impulso angular ~L al núcleo. Puesto 
que .ó. L = r ' X .ó. p, se tiene !:.L = r' ~!' sen <X = r' ~(>':l., ya que el ángu lo 
-x = 0/2 definido en la figura tiende a ser pequeño en una interacción directa. La 
figura muestra que !:lp -:::: 2p,'l ~ 2¡n. Así, ~L = 2r' p 1:/

1
• Para un caso en el 

cual se le da al nú cleo una unidad de im pulso angular orbita l, se tien e 

6.L = V J( l + l )h = 1.4h 

Entonces se obtiene ·.1:
2 = 1.4/,/?.r'p = l .4h/2 r '(h/J..) = 1.4/4TT(r' j).) donde). es 

la longi tud de onda de de Broglie del protón . Como se indica en el tex to r'/ i. - 5/3 
para un protón de 50 Me V que se mueve a trav és de un pozo potencial de 50 Me V de un 
núcleo típico de radio r' = 5 F. Así 

'X2 :.::: 1.4/4n(5/3) --:: 6 X 10- 2 

o 'l - 2.5 x 10- l rad ..._ l 5' . Entonces el ángulo de emisión que prPdi cen los 
cálculos semiclásicos que llevarían a una transferencia de una unidad de impulso 
angular orbital es O = 2'X = 30 ). Para ángulos mucho más peq ueños que éste no 
sería posible la reacción. Si se transfiriera un impulso angular orbital aún mayor al 
núcleo, se requiriría un ángu lo de emisión mayor , debido a la diferencia en tre los spin 
de su estado base y los primeros estados excitados. 
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ang ular orbital al proyecti l a m e nos que éste cambie s u direcc ió n de movimiento lo suficiente 
para producir un cambio n o table en el vector que describe su impulso lineal. 

P o r s upuesto que e l argumen to de las bo las de billar que predice la tende ncia general fa lla a l 
predec ir las osci laciones a s u a lrededor que se o bservan en la figura 16-27. Es tas provienen de 
in te rf <-' rf' ncias ent rf' part es ele la fun ció n de onda de l n u el eón emitido que se ori ginan en di fe ren tes 
regiones de l núcleo. La es tructura de la c urva de la sección trans versal diferen c ia l se puede 
analiza r pa ra obtenn informació n acf'rca d e l s pin nuclear y d e la paridad del es tado de l núcleo 
res idual que se excita en la emis ión d e l grupo di s pe rsado inelás ti cam ente. Los procedi mientos 
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u I dizaJos en el análisis son un poco complicados para introducirlos aquí pero se dirá que estos 
cu11f'irman que en la interacción nuclear la paridad se conserva. 

A pesar Je que un pro tón incidente tiene alrededor de 90% de oportunidad de realizar una 
,·olis1ón con un nucleón al atravesar el núcleo. en sólo 10% de éstos eventos habrá una 
i11teracción directa con el nucleón emi tido. Usualmente tanto el protón incidente como el 
nucleón al que le pega son atrapados en el núcleo por re flexiones internas. En aproximadamente 
l % de los eventos con el nucleón golpeado escapan. Si se miden sus impulsos lineales se puede 
obtener información valiosa acerca del impulso inicial del nucleón golpeado cuando éste estaba 
en el núcleo (después de corregir por refracción y abso rción conforme los protones dejan e l 
potencial óptico nuclear). Recientemente ésta ha venido a ser una técnica de investigación 
importan te en la física n uclear. 

El tiempo requerido para la primera colisión es ,....._.10- 22 seg., ya que ésta es bastante grande 
como lo que le toma a un nucleón de velocidad típica el viajar una di s tan cia igual a un diámetro 
nuclear t íp1co. Los pasos siguientes en la cascada de colisiones ocurren a intervalos de ti empo 
aproximadamente iguales. En los primeros dos o tres pasos ex iste ona oportunidad de que uno 
Je los nucleones que han chocado escape pero la oportunidad disminuye rápidamente porque las 
colisiones con<lucen a un fraccionamiento de la energía. Reflexiones in te rnas en el poten cia l 
nudear apnrecen conforme decrecen las energías de los nucleones individuales y tarde o 
temprano aparecen inhibiciones más fuer tes debido a que las ene rgías de excitación de los 
nucleones se hacen menores que sus energías de enlace. Después de a lgo as í como 10 pasos de la 
,·a~waJa, lo cual toma ....._ 1 O 21 seg., la energía está bien distribu ída sobre todos los nucleones del 
núcleo. Ni11guno de estos nucleones ti ene energía sufi cien te para escapar y enton ces inter­
i.:amb1an energía en una especie de equilibrio térmico. A éste sistema en equilibrio se le llama el 
11u< !Po , ompuesto. 

Pues lo que el sis tema, en equilibrio no contiene un número muy grande de partículas 
( 1 _, 100). ocasionalmente ocurren fluctuaciones grandes en la distribución de la energía. Si 
algún nucleón acumula alrededor de diez veces más de la energía de excitación promedio, 
tendría el equivalente de su energía de enlace y podría escapar. Típicamente, esto toma 
alrPJedor de I O 1n seg y I ípicamente el nucleón no lo logra porque es reflejado in ternamente. 
Pero cven lualmente escapará un nucleón llevando un poco más de su energía de enlace. En 
promedio. el tiempo transcurrido para es to es alrededor de 10 1;; seg. Después de que han 
P~("apaJo va rios nucleones no queda energía de excitación su ficiente en el núcleo para 
propor,· ionar los -X Me V requeridos para emitir o tro nucleón. Como se ha mencionado el 
decaimic11 to ;· se utiliza para disipar los pocos Me V finales de la energía de excitación y como 
también se mencionó casi todos los nucleones que se escaparon en las fluctuaciones sobre el 
t quilibrio son neutrone~. Los protones generalmente no pueden acumular energía sufi cien te 
1·nn11, para vencer la barre ra de Coulomb que actúa sobre e llos. 

En un núcleo compuesto la exci tación se di stribuye sobre muchas part ículas. Consecuente­
mente. a los estados excitados del núcleo se les denomina estados de muchas partículas. En 
L011 t raste ron los es tados de partícula simple que son muy anchos, los estados de muchas 
partículas son muy angostos. Pues to que a l núcleo compuesto le toma T ,...._. I0- 15 seg en 
dcc-aer por emisión de neutrón. el ancho I' t ípico para uno de estos estados está dado en 
términos de l tiempo de vida por 

]' = !, / T......._, 10· 15 cY-seg/l0- 1"eV = 1 eY 

El>tos estados angostos se pueden observar midiendo la probabilidad de que un nucleón 
incidente forme un núdeo compuesto o sección transversal total definida en (2-18) como 
función de la energía del nucleón. Como la separación entre los es tados de muchas partículas 
Jecrecc rápidamente y sus anchos aumentan con el aumento de la energía de excitación , es más 
fácil verlos si se ut iliza un núcleo incidente con la energía más baja posible. La figura (16-29) es 
un ejemplo de los estados de muchas partículas, o resonanciasdenúcieoscompuestos, observados 
1·ti.rndo sobre un núcleo t ípico inc iden neutrones de energía muy baja. 
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FIGURA 16-29 
Sección transversal total para un neutrón 
incidente de energía muy baja que sigue cual­
quier reacción distinta de la dispers ión elas­
ti ca con un núcleo hipotético de propiedades 
típicas. Los estados de muchas part ículas del 
núcleo compuesto de energía de excitación de 
alrededor de 8 Me V (la energía de enlace traída 
por el neutrón incidente) se ve directamente 
en tales datos. 
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En la figura 16-29 la forma de cualquier sección transversal de resonancia individual, está 
dada por la fórmula de Breil- Wigner 

a/ E) = 7T( ?.f:. 7T) z ___ T_;"' '.:....' r.....;.r __ 
(E - E,)2 + l'/4 

( 16-32 > 

donde la sección transversal total de la reacción ar( E) es la sección transversa l para la 
formación de un núcleo compuesto que decae por cualesquier otro proceso distinto de la 
e misión de un neutrón de la m isma energía que el incidente; Ees la energía para este neutrón y A 
es la longitud de onda de de Broglie correspondiente; E, es la energía de resonan cia; T' es el 
ancho total a la mi tad del máximo de la resonancia y l' ,,,o r r, es 1' veces la razón de la probabili­
dad de decaimiento del núcleo compuesto mediante emis ión de un neutrón de la misma energía 
que el neut r ón incide o cualesquier otro proceso, a la probabilidad de decaimiento median te todos 
los procesos. La misma fórmula, con l \ substituídapor r ,,, proporciona la sección transversal 
total para la formación de un núcleo compuesto que decae subsecuentem ente por la emisión de 
un neu trón de la misma e ne rgía que e l neutrón incidente, es decir , la sección tran sversal 
r¡, ( E) de dispersión e lástica del núcleo compuesto. Una fórm ula similar describe la forma de 

las resonancias del ra yo J' en las figuras 16-22 y 16-24. D e hecho, se e ncuent ra la misma forma 
básica para la curva de resonancia en cualquier tipo de onda amortiguada o movimiento 
oscilatorio. El es tudiante habrá vis to una derivación de es to en el caso de un péndulo 
amortiguado o un circuito resistivo resonante. 

Un raso muy interesant e (16-32) que es particular a l caso de resonancia de neu trón <le baja 
energía es e l far to r 7T(l./27í)°2, que determina e l valor máximo posible de las re-arl'iones 
transve rsa les totales de neutrón e n e l pico de una resonancia. Esta es e l área de un cír<'ulo de 
radio igual a la longitud de onda de de Broglie de l neutrón }, dividida entre 27T, y no el área de un 
círc ulo de radio nuclear r '. Ya que A » r' para neutrones de energía sufi l'ientemenle baja, 
la sección transversal total de la reacción o de la d ispers ión en el pico de resonancia puPde sPr 
mucho más grande que la sección transversal geométrica proyec tada 1rr12

• del núcleo. Esto es 
pos ible porqu e el n eutrón de baja energía actúa como una onda, no como partícula clásica, y Pn 
resona nr ia puede interac tuar con el núcleo blanco s iempre que el valo r de expec tación dP su 
pos ic ión pase den t ro de una di stancia de alrededor ?./27T del núc leo. Posterior ment e, se verá 
que es ta propiedad e-s mu y importan te en la operación de un reactor nuclear. 

Ot ra caracterís t ica de un núcleo compuesto es que en su re lativament e grande tiempo de vida 
se olvidan los detalles de como se fo rmó. Por ejemplo, pues to que e l impulso linea l origina l de, la 
part ícu la incidente se di s lr ibuye ent re las mu chas partículas que se excitan en PI núcleo 
compuesto, no puede haber para los neutrones una pre fer encia para emitirlos e,n dirección del 
haz. La figu ra 16-30 muestra un ejemplo de la sección transversal diferen cial iso trópica para la 
emisión que rarar teri za a los neu trones de baja energía que se producen en las re-arriones 
nuc lea res. Estos son los neutrones que se evaporan de los núcleos compuestos. 

• 
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FIGURA 16-30 
Sección transversal diferencial para la evaporación del núcleo compuesto de neu­
trones de baja energía que siguen al bombardeo de SO Me V de un núcleo hipotético de 
propiedades típicas. La ausencia de una dirección preferente para la emisión es 
característica del proceso del núcleo compuesto. 
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Ejemplo 16-9. La sección transversal diferencial pedida para la emisión a 40° del grupo de protones 
dispersados inelásticamente con la mayor energía al bombardear 26 Fe54 con protones de 60 Me V es 
drr/dn = 1 .3 x 10- 3 bn por unidad de ángulo sólido. Estos protones inelásticos dejan el núcleo 
residual :ir.Fer,., en su primer estado excitado a 1.42 MeV. Calcular cuántos eventos por segundo se 
registran en una medición de los protones dispersados inelásticamente, s i el detector con área de 10- 5 m2 

está localizado a 10 1 m de una hoja de 26Fe54 puro, de masa por unidad de área 10- 1 kg/m2 , que es 
bombardeado po r un haz de protones de 10- 7 • (En física nuclear a la unidad de área para secciones 
transversales se le deno mina barn y se escribe bn; l bn = 10- 28 m2.) 

El número n de núcleos, o átomos, contenidos en una área unitaria del blanco es la msa por unidad de 
área de l blanco dividido entre la masa de un átomo de 26Fe54 Ya que esto es casi exactamente 54 veces la 
masa Je un áto mo de I H 1 se tiene 

10- 1 kg/m2 

11 = 
54 66 0 27 k ¡ , 

1 
= 1.1 x 1024 núcleos/m2 

x 1 . x 1 - g n uc eo 

El ángulo sólido dO. subte ndido por el detector desde el blanco es un área dividida por el cuadrado de su 
di s tanci a hasta el blanco. Así 

10- s m2 

dD. = (10- 1 m)2 = 10- 3 sr 

(la unidad de ángulo só lido se llama estereoraáian, se escribe sr y sr = ángulo sólido subtendido por 1 m 2 a 
una distancia de 1 m). 

El producto de la sección transversal diferencial d a/d0. para los eventos de interés y el ángulo 
sólido c/0. subtendido por el detector da un área por núcleo que es efectiva para detectar los eventos. Esta 
área efectiva por núcleo da es 

da 
bn/sr 

= 1.3 X 10 3 - -­
núcleo 

x 10- 3 sr = 1.3 x 10- 0 bn/núcleo = 1.3 x 10- 34 m2/núcleo 

El producto del área efectiva por núcleo, d a, e l número de núcleos por unidad de área, n., es igual a la 
probabilidad de que un protón incidente produzca un evento detectable. Esta probabilidad Pes 

P = da 11 = 1.3 x 10- 34 m2/núcleo x 1.1 x 1024 núcleo/m2 = 1.4 x 10- 10 

Esto es 

P - 1.4 x 10- 10 evento/ proLón 
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El número de protones por segundo I en el haz incidente es la ca rga por segundo en el haz dividida entre 
la carga por protón, o 

I0- 7 coul/seg 
1 = 6 1Q- rn 1/ , = 6.2 x 1011 protón/ seg 1. · x cou proton 

Multiplicando el número de protones por segundo l por la probabi lidad Pde que un protón produzca un 
·evento detectable, se obtiene el número de eventos detectados por segundo. Esto es 

dN = IP = 6.2 x 1011 protón/segx 1.4 x JQ- 10 evento/protón = 87 eventos/seg 

Obsérvese que la ecuación anterior se puede escribir como 

drr 
dN = I P = 1 da n = - In dD. 

dD. 

en acuerdo con (4-8) que es la definición de sección transversal diferencial. 

16.8 Estados excitados de los núcleos 

La figura 16-31 resume la in formación sobre los estados excitados de los núcleos, obtenida del 
estudio de los decaimientos y reacciones nucleares. El diagrama de niveles de energía representa 
los es tados de energía del núcleo completo y no de los nucleones individuales en el núcleo. Hasta 
una exci tación de ,..._,g MeV los es tados decaen por y al estado base. Por encima de ,....._, 8 
Me V la emisión de nucleón se hace energéticamente posible y este proceso rápidamente-se 
conviert e en el modo de decaimiento dominante ya que tiene un ti empo de vida mucho más 
corto o una rapidez de transición mucho más alta. Esta es la región de los estados de muchas 
partículas. Estos es tán muy compactados porque existen un gran n úmero de divisiones 
diferentes de la energía entre las muchas partículas de l núcleo que conducen a casi la misma 
energía de excitación nuclear total. El espaciamiento decrece conforme A aumenta debido a que 
son posibles más di visiones. También decrece conforme hay más energía de excitación 
disponible para dividirse entre las partícu las. Entonces, los estados de muchas partículas se 
fund en rápidamente en un continuo de estados de energía nuclear permitidos, pero el cont inuo 
co nser va cier ta estructura ya que los es tados de muchas partículas tienden a agr uparse en los 
es tados de una sola partícula que son muy anchos y a través de los cuales han sido excitados. 
Cada uno de los es tados de muchas partículas en un grupo tienen el mismo impulso angular y 
paridad que el estado de una sola partícula original. 

A hora se verán más cu idadosamente los estados excitados bajos. El caso más s imple es el de un 
núcleo cuyo es tado base consiste de un núcleo de subcapas con números mágicos lit-nos más un 
nucleón. En e l primer estado exci tado, el nucleón extra brinca a la s ubcapa siguiente con mayor 
energía y e l núcleo permanece imperturbado. La figura 16-32 muestra, como ejemplo, los 
es tados excitados bajos del 80 17 el spin y paridad del primer es tado excitadÓ concuerda con 
las predicc iones de la figura 15-18 del modelo de capas, pero su energía no está predicha por el 
modelo. Si el es tado base de un núcleo consiste de un núcleo de subcapas con números mágicos 
llenos, más un aguje ro, su primer es tado exci tado es el estado del agujero en e l modelo de capas. 
Pero en ambos casos por lo regular tampoco está predicho el spin y la paridad. 

Entre los n úmeros mágicos los primeros estados excitados de los núcleos casi muestran las 
regula ridades esperadas según el modelo colecti vo. Un ejemplo es e l núcleo, par-par 02u2aa, 

il ustrado en la figura 16-3.3. A la derecha es tán los niveles de energía observados y a la izquierda 
las pred icciones de la fórmula mecánico-cuántica. 

E = i( i + 1) ñ 2 

2f 
i = O, 2, 4, 6, . . . (16-33) 
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para lo::; va lores permi tidos de la ene rgía to ta l E de un rotor s imétrico tal como un elipso ide 
girando alrededor de un eje perpendicular a su eje de simetría con ine r cia ro tacional, o mome nto 

."I • ... :.: ·. • .,. 

~ ~---~,--
Emi~ión de.,.(<-----• 

nuc/eos 

)' Emisión 

FIGURA 16-31 

Continuo de 
estados no ligados 

"-'8 MeV 

Vista general de los estados excitados de un núcleo típico. 

FIGURA 16-32 
Estados excitados bajos del 80 17

• Se mues­
tran las energías de excitación , spin y pari­
dades. El spin y la paridad del primer estado 
exci tado están predichas correctamen te por el 
modelo de capas, como lo están el spin y la 
paridad del estado base (ver figura 15-18). La 
<>nergía del primer estado excitado no está 
predicha por el modelo y no lo están ninguna 
de lai:. características de los estados excitados 
su periores. 
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FIGURA 16-33 
Estados excitados bajos del 92 U 238• Derecha: 
datos ,Izquierda: Predicciones para los estados 
rotacionales de un elipsoide si métri co de iner­
cia rotacional .JI . El valor de f se escogió para 
que concuerde mejor con las energías expe­
rimentales, siendo el valor 2940u-F2 . La dis­
crepancia promedio en el llenado es sólo 
0.0204 Me V que indica el éxito del modelo. La 
mayor parte de esta discrepancia está en la 
forma de un desplazamiento pequeño hacia 
abajo de los estados rotacionales más altos con 
relación a los valores predichos. Se puede 
interpretar un aumento pequeño de JI en 
estos estados como debido a efectos centrí­
fugos. 

ESTADOS EXCITADOS DE LOS NUCLEOS 
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de inercia, f. La ecuación (16-33) es la misma que se derivó en el tratamiento Je los espectros 
rotacionales de las moléculas diatómicas (12-1), excepto que (1) el número cuántico que se 
utilizará aquí es i en vez de r; (2) se evita la confusión utilizando el s ímbolo f, en vez de J para 
la ine rcia rotacional y (3) puesto que se trata con un rotor simétrico , sólo aparecerán valores 
pares del número cuántico rotacional i. La razón para la última aseveraci6n es que la eigenf unción 
rotacional para el sistema deberá ser simétrica respecto al intercambio de marcas de todas las 
partículas en las dos mitades del sistema, ya que una cantidad de esos intercambios para un 
número par de intercambios de las marcas de los fermiones que constituyen el sistema, Como se 
vió en la sección 12-9, la eigenf unción que describe el movimiento rotacional será simétrica en 
un in te rcambio como éste, sólo si el número cuántico rotacional es par. Entonces, se habrán de 
suprimir los valores impares de i en (16-33). En la figura 16-33 se mues tra Ja gran concordancia 
en tre (16-33) y los estados bajos del 92 U 238 , aclarando que los efectos colectivos en este núcleo 
lo deforman hasta una forma e li psoidal. En particular, la evidencia es que éste ti ene esencial­
mente la misma forma en todos estos estados, incluyendo el estado base f debido a que las 
predicciones de (16-33) se obtienen utilizando un valor constante l de la inercia rotacional 
nuclear. 

Por supues to que ya se sabe, de l análisis del modelo colectivo y los momentos cuadrupolares 
eléctri cos de la sección 15-10, que núcleos con N-par, Z-impar o N impar, Z par, con N y Zentre 
los números mágicos por lo regu lar tienen fo rma elipsoidal. La tenden cia a una forma elipsoidal 
es particularmente fuerte para núcleos en la región de los e lementos de las tierras raras (los 
lan tánidos) y es moderadamente intensa para núcleos en la región del uranio y los elementos 
justamente por arriba de él en la tabla periódica (las actín idos), ya que en estas regiones tan to N 
como Z están lejos de los números mágicos. Lo que es nuevo aquí es la eviden cia para la forma 
elipsoidal del núcleo 92 U238 con N par Z par. Recordando que en la sección 15-2 se concluyó 
que s i un núcleo ti en e spin 1nuclear cero en su estado base, como es e l caso para 02U 238 y todos 
los demás núcleos N par, Z par, entonces no sería posible observar una forma el ipsoidal en su 
estado base aún si en realidad tiene tal forma, en mediciones promediadas con el tiempo como 
las determinaciones de desdoblamiento hiperfino del momento cuadrupolar e léctrico. Las 
mediciones sobre decaimiento y reacciones nucleares que conducen a los diagramas de niveles 
de energía de la figura 16-33 son sensibles a la forma real de l núcleo y no a l promedio temporal 
de todas las orientaciones posibles de la forma como ocurre con las mediciones de desdobla­
miento hiperfino de núcleos con spin cero. Estas mediciones más sensiti vas demuestran que el 
núcleo es elipsoidal. Mediciones similares demuestran que esto es generalmente cierlo para 
todos los núcleos sin importar que N y Z sean pares o impares. Las únicas excepciones son los 
11(1r·lf'os con N y lo mu y cercanos a los números mágicos, donde los efe<' tos <'Olt'<' lt \o:-. son 
ins ignificantes. Esos núcleos son ciertamen te esféricos. 
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FIGURA 16-34 
Estados bajos excitados de 78Pt t0i . Para estos 
estados la forma nuclear es tanto vibracional 
como rotacional. 
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Puesto que la deformación de las formas nucleares de esféricos a elipsoidal es una conse­
cuencia de los efectos colect ivos, los núcleos donde estos efectos son intensos porque tanto N 
como Z están lejos de los números mágicos tienen, en sus estados de baja energía , deforma­
ciones relativamente grandes y esencialmente rígidas, como el 92 0 2.as . Estos estados consis ten 
de las distintas rotaciones permitidas por la mecánica cuántica. Los núcleos en las que N y/o Z 
no están muy lejos de los números mágicos tienen deformaciones que no son muy grandes y no 
son rígidas. Los estados bajos de esos núcleos contienen vibraciones de sus formas entre un 
e lipsoide e longado en la dirección de su eje de geometría y un elipsoide acortado en su dirección. 
El movimiento es más complicado por e l hecho de que el núcleo también puede girar , no 
obstante, los primeros niveles de energía de los núcleos de este tipo se encuentran espaciados 
como los niveles de energía de un oscilador armónico simple. Un ejemplo se encuentra en los 
estados bajos excitados 78PL192, que se muestran en la figura 16-34. Observe que los estados 
colecti vos más bajos del núcleo elipsoidal ya sean rotac ionales, vibracionales o una combina­
c ión de ambos tienen energías de excitación mucho menores que los estados más bajos del 
modelo de capas de núcleos esféricos. Esto se puede ver comparando las figuras 16-33 y 16-34 
con la figura 16-32. 

Otra regularidad de los estados excitados bajos se encuentra al comparar estos estados en 
ciertos pares de núcleos cuyas descripciones según el modelo de capas son idénticas, excepto 
que los neutrones y protones están intercambiados. Un ejemplo de ésto el llamado par espejo de 
los núcleos es 1 H 3 y 2He3,cuyos estados base en la descripción del modelo de capas se 
mostraron en la figura 16-14. Otro ejemplo es 3 Li 7 y 4Be7

• En general, dos núcleos forman un 
par espejo si contienen el mismo número de nucleones y si el número de protones en uno es 
igual al número de neu trones del ot ro. Se ha encontrado que los pares espejo tienen una función 
al permitir la determinación experimental de la constante de acoplamiento en e l decaimiento 
ji . La razón es que ya que las fuerzas nucleares son dependientes de la carga, no es posible 
distinguir entre neutrones y protones ya que sus eigenfunciones del estado base son idénticas, 
excepto por el efecto de la pequeña diferencia en las fuerzas relativamente débiles de Coulomb 

(5/2, impar) 

(5/2, impar) 
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FIGURA 16-35 
Estados bajos excitados del par especular 
3 L 17 y 4 Be i. La energía del estado base del 
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en éstos núcleos con Z muy baja. Por la misma razón, sus eigenvalores del estado base son casi 
idénticos. Esto es, sus energías del estado base o masas son prácticamente las mismas, Además, 
las eigenfunciones y los eigen valores de los estados excitados bajos de un par espejo serían 
esencialmente los mismos si las fuerzas nucleares fueran independientes de la carga. Entonces, 
deberá existir una estrecha correspondencia entre los spin, paridades y energías de estos estados 
en los dos miembros de un par espejo. Se ha encontrado que este es el caso. En la figura 16-35 se 
muestra un ejemplo que presenta los estados excitados bajos del 3Li 7 y "Be7 • Se encuentran 
relaciones más complicadas entre los estados excitados bajos triadas espejo, tales como 
5 8 12, sc 12 , 7 N 12, y conjuntos aún más grande de is6baros (núcleos con valores comunes de 
A). Estas relaciones se estudiarán brevemente en la sección titulada Isospin. 

16.9 Fisión y reactores 

La fisión fue descubierta por Hahn y Strassman en 1939. Utilizando técnicas químicas 
encontraron que e l bombardeo de uranio por neutrones produce elementos en la mitad de la 
tabla periódica. Inmediatamente se comprobó que se liberaría una cantidad de energía de enlace 
en lafisi6n de un núcleo de Z grande, en dos núcleos de Z intermedia debido a la consecuente 
reducción en la energía de Coulomb positiva. Las mediciones mostraron rápidamente que por la 
fisión se liberaba una energía de alrededor de 200 Me V que se iba en la energía cinética de los dos 
fragmentos de la fisión. Las mediciones también demostraron que en cada fisión se emitían dos o 
tres neutrones. Esto sugirió a mucha gente la posibilidad de utilizar esos neutrones para inducir 
otros núcleos de uranio a la fisión, utilizando los neutrones que se emitirían en otras fisiones en la 
misma manera y así consecutivamente en una reacción en cadena. Un cálcufo trivial muestra que 
si, todos los núcleos en un bloque de uranio se pudieran fisionar en una reacción en cadena, la 
energía liberada sería ,..._, 106 mayor que la liberada al quemar un bloque de carbón o explotar un 
bloque de dinamita de la misma masa. (Este es e l factor usual que se obtiene cuando se compara 
las energías nuclear a atómica o molecular). Debido a la escala de tiempo extremadamente corta 
que caracteriza el proceso nuclear se esperaría que la energía se libere mucho más rápidamente 
que en una explosión química, las potencialidades como arma eran obvias, particularmente por 
la inminencia de la II Guerra Mundial. Los eventos que siguieron dominan la historia de este 
siglo, pero aquí se tratará con las aplicaciones pacíficas de la fisión. 

En un reactor nuclear la fisión procede con una rapidez controlada cuidadosamente. De la 
energía térmica producida cuando los fragmentos de la fisión llegan al reposo en los materiales 
del reactor se obtiene una fuerza de potencia continua. Después de muchos años de desarrollo 
cronológico los reactores nucleares han ven ido a ser fuentes de potencia que son altamente 
competitivos económicamente con el carbón o el petróleo. También son fuentes importantes de 
isótopos inestables que normalmente no se encuentran en la naturaleza y que por lo general se 
utilizan como trazadores para diagnosticar la operación de una variedad de procesos intere­
santes en medicina, biología, química e ingeniería, o utilizados para radioterapia. Los isótopos 
se producen en las reacciones nucleares indicadas por el intenso flujo de neutrones presente en 
un reactor. 

La fisión ocurre en los nucleones de Z debido a que la energía de repulsión total de Coulomb 
de los protones en un núcleo decrece considerablemente si e l núcleo se parte en dos núcleos más 
pequeños. La energía nuclear superficial aumenta en el proceso, pero su magnitud es mucho 
menor que la magnitud de la energía de Coulomb, de modo que e l incremento en la energía 
superfi cial no altera e l hecho de que un núcleo es energéticamente favorable para la fisión. La 
energía de Coulomb se minimiza si el núcleo se parte en dos fragmentos de la fisión que 
cont ienen igual número de protones pero usualmente la fragmentación no es completamente 
cinética debido a la preferencia por los números mágicos. En el ejemplo 15-6 se utilizaron los 
datos de la energía de enlace para mostrar que la energía asociada con la fisión del 92 U 238 es 
próxima a 200 Me V. Este valor es bastan te típico de la energía de fisión para otros isótopos del 
uranio. 
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FIGURA 16-36 o C]f tl t1 t J Representación esquemática de los pasos in-
volucrados en el proceso de la fisión nuclear. s . s s s 

Los pasos involucrados en la fisión se indican gráficamente por el conjunto de dibujos de la 
figura 16-36. Estos difieren en un parámetro s que caracteriza el progreso de la fisión 
especificando algo imprecisamente la elongación del núcleo que se fisiona y la separación de los 
dos fragmentos de la fisión. La figura 16-37 es una gráfica esquemática de V (s), que es parte de 
la en ergía del sistema que depende de s. Empezando con s pequeñas existe un cambio 
re la ti vamente pequeño en la energía de repuls ión de Coulomb con el aumento de s. pero el 
área de la superficie del núcleo aumenta rápidamente. Según el modelo de la gota, el aumento en 
el área de la superficie produce un aumento en la energía superficial. Entonces V(s) aumenta 
conforme aumenta s, paras, pequeñas. Conformes continúa aumentando un efecto de tensión 
superficial producido por la energía de la superficie ocasiona que el núcleo tome la forma de dos 
regiones conectadas por un paso estrecho y eventualmente el nú~leo se parta. Después de esto, 
la energía superficial ya no cambia con s y V(s) decrece con el incremento de s, siguiendo el 
decremento en la energía de repulsión de Coulomb de los dos fragmentos de la fisión. Puesto que 
V(s) primero va hacia arriba y luego hacia abajo, necesariamente pasa por un máximo. Cálculos 
basados en el modelo de la gota muestran que para un núcleo típico de Zgrande este máximo es 
aproximadamente 6 Me V por encima de V(O). Sesabeque estáaproximadamente200MeV por en­
cima de V ( oo). Por lo tanto se observa que los núcleos son normalmente estables a decaer por 
fi sión ya que tienen energía total E= V(O) en el fondo de la depresión en el potencial V (s) . El pro· 
ceso puede tener lugar por penetración de barrera, pero, como la masa interviene en el exponente 
de (655) para la penet rabilidad de la bar rera es muy grande y la probabilidad de penetración de 
barrera es extremadamente pequeña. Si 92 LJ 238 decayera solamente por este proceso de.fisión 
espontánea, su tiempo de vida sería ,....__, 1 QLG años. 

Un proceso de mucho mayor importancia es 1afisí6n inducida. Usualmente esto s urge cuando 
un núcleo captura un neutrón de baja energía. Como la energía de enlace E » en el del último 
neutrón en un núcleo de Zgrande es aproximadamente 6 Me V, en los casos favorables, el núcleo 
captor recibe energía suficiente para colocarse por encima de la barrera de fisión. Frecuente­
mente , esta energía de excitación alta produce vibraciones colectivas en las cuales resulta 
s ufi cientemente prolongada para la fisión. Esto es como un núcleo compuesto a ltamente 
excitado con la mayor parte de su energía de excitación en la forma de vibraciones violentas. La 
fi sión inducida es tal vez el mejor ejemplo de los movimientos colectivos que se implican en el 
modelo de la gota y forman la base del modelo colectivo. En la figura 16-38 se indica el proceso 
en términos de un diagrama de energía. Como se vio en el ejemplo 15-7, para el 920 235 la 
energía de enlace del neutrón En que queda disponible cuando se captura el neutrón es 
aproximadamente 6.5 MeV, de modo que la fisión puede ocurrir aun si el neutrón no tiene 

FIGURA 16-37 
Diagram a de energía para un núcleo fisio­
nable. 
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FIGURA 16-38 
Diagrama de energía que ilustra la fi sión in­
ducida. 
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en e rgía cinét ica. Esto también es c ie rt o para º2 U 233
• Pero cuando e l 112U 238 captura un 

n eutrón, sólo queda di sponible alrededor de 5 Me V de la energía de enlace, de modo que para 
ocasionar la fi s ión e n este núcleo, un n eutrón deberá tener una en ergía cinética de l a lrededor df' 
l Me V. Como se explicó en e l ejemplo 15-7, la diferen c ia e n e l comportamiento d e estos isótopos 
proviene de la dife ren cia e n la e n e rg ía de a pareamiento. 

Se ha sobresi mplifi cado este estudio de la fisión hablando como si el núcleo fisionable fuera esférico en 
su estado base. De hecho. en la sección 16-8 se vió que los núcleos de uranio son elipsoidal<>s en su estado 
base. Au n ant es de recibir cualquier energía de exci tac ión e l nucleón está a lgo e longado. Cuanclo recih€' 
a lrededor de 6 MeV de exci tación por la captura de un neu trón , se prolonga más, va por encima df' la 
barrera de fi sión y se fi siona. 

Recientemente se ha empezado a acumular ev idencia que indica qu e la barrera de la fis ión V(s) mostrada 
en las figuras 16-37 y 16-38 también es probablemente un a sobresimplifi cación y que en realidad la barrera 
twne una joroba doble parecida al n úcleo y está mu y cerca del fondo de la depresión más honda eon su 
elo ngac ión del estado base s' ,y es estable excepto para e l proceso alt amente improbable de penPtración dP 
barrera . Cálcul os basados en e l modelo colectivo, i. e., una combinación de los modelos de capas y rle la 
gota, predi cen que existe una segunda depresión más honda en V{s) por la elongación más grande s" . Para 
es ta prolongació n el núcleo también sería estable, excepto para pene tración de barrera, si no t 11 viera exceso 
nf' er1n~ía. Una predi cción de estos cálcu los es que sería posible poner un núcleo fi sionableen un <>stado con 
t>longarión s", donde permanecería por mur.ho tiempo. Algunos experimen tos de fisión con trolados dan 
indicación fuert e de qu e esto es cierto. Debido a que estos cálculos también condu cen a la p, e<iwción dt" 
que Z = 114 i>s número mágico,como se mencionó al final de la sección 16-2, los experimen tos sobre fisión 
espontánea han hecho que los fís icos tomen la predi cción dt> Z = 11 4 mu y en serio. Por lo que toC'a a la 
fis ión inducida. la presencia de la depresión más superficial en 1'(s) probahlemente no harP mu,· ha 
dife ren cia. 

La pos ibilidad d e utilizar la fi s ión para produci r po ten c ia e n una r eacción en cadPna proviene~ 
de l hecho de q u e en cada proceso de fisión se em iten dos o tres neutrones. Con s iderando la figura 16-

FIGURA 16-39 
llarr,·ra df' fi sión de doble joroba. 
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40 se puede obtener una idea de porqué sucede esto. La figura muestra los valores de Z y N de los 
núcleos que son más estables por cada valor de A (como en la figura 15-11) . Estos núcleos están 
representados por la curva de estabilidad. El punto grande indica el núcleo fisionable y los dos 
puntos pequeños indican los fragmentos de la fisión . Por lo general. los fragmentos no son 
simétricos. En vez de esto, uno de los fragmentos tien e valores de Z y N próximos a los números 
50 y 82 presumiblemente porque esto es energéticamente favorable. Pero ambos fragmentos 
tienen aproximadamente la misma relación Z/N que e l núcleo fisionado. Ya que sus valores A 
son mucho más pequeños. sus razones Z!N son menores que A para los núcleos estables con 
estos valores de A. Los fragmentos de la fisión tienden a tene r relativamente muchos neutroues. 
La mayoría de los reaj us tes necesarios tienen lugar len tamente mediante decaimientos fJ 
sucesivos de los fragmen tos de la fisión, pero a lgunos de estos reajustes tienen efecto muy 
rápidamen te en el momento de la fisión. Parte del decaimiento de l núcleo compuesto que se 
fisiona tiene lugar por la evaporación de dos o tres neutrones de varios Me V de energía c inética. 
La figura 16-41 proporciona más información sobre la asimet ría de los fragmentos de la fisión 
representando la dis tribución de s us valores A. 

Otro proceso que involucra la emisión de neutrones, que es de probabilidad pequeña ( r--..., 1% 
de la probabilidad para la emisión rápida de neutrones por evaporación desde el núcleo 
compuesto) pero de gran importancia en facil itar el control de reactor, es el proceso de emisi6n 
retardada de neutrones. Como ejemplo se considerar á el fragmento de la fisión 3SBr87 • Debido a 
las reglas de selección del decaimiento f3 este núcleo ocasionalmente decae a un estado de su 
descendien te 3"KrB7 que está lo suficient emente excitado por pe rmitirle emitir un neutrón, 
dejando el n úcleo estable 3°Kr86. En este proceso los neutrones se emiten con un re traso 
característico de la vida media en 55 seg del 35Br87 • Otro ejemplo importante de emisión 
retardada de neutrones es el 5•1Xc 13 7 • Para 36Kr87 o 54Xe137 el número N de n eutrones es 
igual al número mágico 50, 61, 82, más uno. Entonces, el proceso depende usualmente , 
<le pequeña energía <le enlace del neutrón que en estos casos predice el modelo de capas. 

En un reactor, las oportunidades para que los neutrones de una generación de fisión induzcan 
la generación siguiente se ven disminuidas debido a que los neutrones son dispersados por los 
núcleos de masa pequeña que se encuentran en e l moderador que rodea las piezas de uranio. 
Rápidamente pierden energía a l hacer retroceder estos núcleos, y ya no son capaces de inducir 
fi sión en el 112 U2ª"· Pero no se pierden como capturables para el 92 U238 ya que la moderación 
ocurre fuera de las piezas de uranio. El moderador es usualmente 6C 12 , en fo:-ma de grafito, 
o I H 2, en la forma de óxido de deuterio (agua pesada). Es posible utilizar 1 H 1, pero sólo si el 
uranio está altamente enriquecido en 92 U235 . La razón es que 1H 1 tiene una sección trans­
versal grande a la captura de electrones para formar 1 H2, y éstos n eutrones se pierden pa ra la 
reacción en cadena. El propósito del moderador es reducir las velocidades de los n eutrones al 
valor más bajo posib le, de modo que sus longitudes de onda de de Broglie A sean lo más largas 
posible. Debido a las propiedades ondula torias de los neutrones. su sección transversal para 
captura por un núcleo de radio r' es tá limitado por e l valor de A, y no por el valor de r' (ver 
(16-32)). El moderador lleva los neutrones a l equilibrio térmico a la temperatura de operación 
del reactor, lo cual hace A» r' y. por lo tanto, aumenta la sección transversal de captura 
!12 U 2 3" para neutrones difundiéndose en las piezas del uran io. La sección transversal deber á de 
ser lo sufi cientemente larga como para que la probabilidad de que uno de los dos o tres 
neutrones de cada fisión inJuzcan subsecuenternente otra fi sión al menos igua l a uno. 
Cuando se enciende e l reactor, ésta probabilidad se hace ligeramente mayor que uno y se reduce 
grad ualmente hasta hacerse u no cuando el reacto r llega a l equi librio en su nivel de operación. 
Lus ajustes se hacen variando las longitudes de las barras de control insertadas en el reactor. 
Estas con tienen núcleos no fi sio nables como 18Cd 113

, que tiene una sección transversal de 
captura ex tremadamente grande para neutrones térmicos, debido a lo fortuito de la localización 
de las resonancias del núcleo compuesto. Los neutrones retardados fac ilitan el control de un 
reactor median te la introduccióo de a lgunos neutrones en la cadena de reacción que se emiten 
con una cons tante de tiempo razonablemente grande. La energía cinéti ca suministrada a los 
fragmentos de la fisión en el proceso de fisión se convierte en en e rgía térmica cuando estos 
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Se ilustra que los fragmentos de la fisión tienden a tener relativamente muchos 
neutrones. 
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fragmentos alcanzan el reposo en los materiales del reactor. Típicamente, este calor se utiliza 
para hacer vapor que mueve las turbinas que operan generadores produciendo potencia 
e léctrica. 

Los reactores autorregenerables utilizan el 92U 238 con 99% de abundancia. Estos núcleos 
capturan neutrones de baja energía, pero los núcleos inestables resultantes 92U 239 realizan dos 
decaimientos (3 sucesivos pasando al núcleo estable 94Pu239• Este producto final tiene la misma 
habilidad para fisión por captura de neutrón de baja energía que e l 92U 235• 

Ejemplo 16-10 El tiempo promedio transcurrido entre la emisión rápida de un neutrón en una 
fisión que tiene lugar en un reactor nuclear y la captura de ese neutrón para indicar la siguiente generación 
de la reacción en cadena, es del orden de l 0- 3 seg. (La mayor parte del tiempo es la requerida por el 
moderador para ll evar el neutrón al equilibrio térmico). Utilice esta cifra par.a estimar el número de neutro­
nes li bres presentes en un reactor que opera a un nivel de potencia de l 08 W. 

En el ejemplo 15-6 se encontró que la energfa liberada en la fisión producida por un neutrón es alrededor 
de 

200 MeV 1.6 x 10- 13 joule 
E '.:::::: 200 M eV - x ,....., 10- 11 joule/ neutrón 

neutrón Me V 

Si un neutrón libre tiene un tiempo de vida antes de la captura de ,.....,¡0- 3 seg y si en la captura produce 
una energía de fi sión de ,..._, 10- 11 Joule, un neutrón libre produce una potencia de 

10- 11 joule/ neutrón 8 W / , p ,...,_, 
3 

,...,_, 10- neutron 
10- seg 

por lo tanto , si el nivel de potencia del reactor es P = l 08 W , el número de neutrones libres es 

P 108 W 
N = - ,..._, 

10
_8 W / , ,..._, IOL6 neutrón 

p neutron 

El gran número, o flujo, de neutrones libres presentes en un reactor hace muy útil el dispositivo para 
produc ir isótopos inestables en el lado de Z bajas de la curva de estabilidad (emisores de electrón). Esto se 
hace colocando en e l interior del reactor sondas que contienen isótopos estables apropiadamente escogidos. 
Los i5ót0pos inestables se forman cuando los isótopos en las sondas captura n electrones . ~ 

16.10 Fusión y el origen de los elementos 

Se concluye este estudio de la física nuclear con un análisis de la fusión nuclear y su 
cont ribución en la producción de energía estelar y de los elementos químicos. La fusión 
involucra dos núcleos de A muy baja amalgamados para formar un núcleo más estable. La 
creciente estabilidad surge porque el valor de A del núcleo formado está cercano al valor 
A ~ 60 donde la energía de enlace por nucleón se maximiza (ver figura 15-10). Desde el 

punto de vista del modelo de la gota, la situación podría explicarse estableciendo respecto a la 
estabilidad que los núcleos con A muy baja tienen mucha superficie, con relación a su volumen. 
La energía de Coulomb aumenta en la fusión, pero su magnitud es bastante pequeña para evitar 
que ocu~el proceso ya que los núcleos con A pequeña también tienen Z pequeña. 

Es correcto decir que la fusión es el fenómeno más importante en la naturaleza. La fusión de 
núcleos con A pequeña en movimiento térmico es la fuente de energía del sol. De modo que en 
últimas consecuencias es la fuente de energía de todos los procesos físicos y biológicos en la 
tierra. Esta es la razón para esperar que algún día la fu sión se rá utilizable directamente en la tie rra 
para producir energía en un reactor de fusión. Debido a que la mayor parte del globo terráqueo 
está cubierto por el mar que contiene los isótopos de hidrógeno 1 H 1 y 1H 2 , el abastecimiento 
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de núcleos de A pequeña sería prácticamente inagotable. Una de las reacciones potencialmente 
útiles para un reactor de fusión es 

(16-34) 

donde la energía es el valor Q de la reacción. Pero es mucho más difícil construir un reactor de 
fusión que uno de fisión. El problema está en la barrera de Coulomb repulsiva que actúa entre 
los dos núcleos y que hay que vencer, o al menos penetrar, antes de que éstos queden lo 
suficientemente cerca para permitir que las fuerzas nucleares de corto alcance entren en juego y 
los fusionen. 

En la figura 16-42 se grafica la sección transversal para la reacción de (16-34) como una 
función de la energía cinética de la partícula de bombardeo. La sección transversal no tiene un 
valor mensurable sino hasta que la energía cinética excede ,...._, 104 e V y aún a esta energía la 
sección es muy pequeña debido a que la reacción ocurre por penetración de la barrera de 
Coulomb que actúa entre los núcleos y que es de ,...._, l 06 e V. A menos que la energía cinética se\ 
apreciablemente más grande que ,...._, 104 e V la sección transversal y, por lo tanto, la rapidez de l~J 
reacción, será muy pequeña como para utilizarla prácticamente en un reactor de fusión. En el 
interior del sol ocurren reacciones similares, con la energía cinética de las partículas de 
bombardeo provenientes de su energía térmica. Esta energía es ,...._,kT, donde k es la constante 
de Boltzmann ,...._, 10-··1 e V/° K, y Tes la temperatura interior del sol ,...._, l 07 ° K. Por lo tanto, la 
energía térmica o energía cinética a la temperatura interior del sol es solamente de ,..__, ¡ 03 eV y 
las reacciones de fusión proceden ahí con una rapidez extremadamente lenta. Por supuesto que 
el sol produce grandes cantidades de energía, pero se las arregla para que la rapidez de las 
reacciones individuales sea muy lenta. Un reactor de fusión térmico de dimensiones posibles 
para la tierra debería de tener una rapidez mucho más grande para las reacciones individuales. 
Entonces, su temperatura tendría que ser más alta, (al menos un orden de magnitud más alta 
que ¡la temperatura interna del sol!). Existen formas de alcanzar esa temperatura si se 
encuentra la forma de construir un recipiente que las soporte. El sol es tan masivo que los 
campos gravitacionales proporcionan, de manera automática, ese recipiente. En la tierra esto 
podría hacerse utilizando campos magnéticos que actuando sobre los núcleos cargados los 
contuvieran. Se han hecho esfuerzos para construir esos recipientes, llenarlos con hidrógeno y 
entonces calentar su contenido quemándolo, por ejemplo, en un haz de un láser. Ha habido 
algunas indicaciones de éxito pero sólo por poco tiempo, antes de que falle el recipiente. Otros 
intentos han utilizado láseres muy potentes para producir mucha energía térmica a pequeñas 
píldoras de material fundible para ocasionar que reaccione. En ese procedimiento, la energía se 
produciría en una secuencia de pequeñas explosiones y se absorberían dentro de un recipiente 
metálico fuerte que se calentaría como consecuencia de ésto. El obtener la fusión térmica para 
la producción de energía en la tierra continúa siendo uno de los grandes retos para la ciencia y la 
ingeniería. 

FIGURA 16-42 
Sección transversal para la reacción en la cual 
se fusionan dos deuterones para formar 2 He3 

más un neutrón . 

10-4
L......L~~~~-L-~~~~-'-~~~~~ 

104 10!> 106 10; 
Energía del deuterón (eV) 
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No existen dificultades para obtener la fusión en la tierra por métodos no térmicos. Se puede 
hacer con facilidad utilizando un ciclotrón u otro acelerador para dar al núcleo de bombardeo 
energía suficiente para superar la barrera de Coulomb que rodea al núcleo blanco; pero la 
energía liberada en las relativamente pocas fusiones que se pueden producir por este medio es 
muy pequeña y aun microscópica comparada con la energía que se invierte para que funcione el 
acelerador. Por lo tanto, parece poco probable e l llegar a utilizar la fusión no térmica como una 
fuente eficiente de ene rgía. 

Sin embargo, la fusión térmica eficiente ha tenido lugar desde hace mucho tiempo en las 
estrellas. Esta es la causa de la producción de energía en todas las estrellas y también de la 
producción en las estrellas de todos los elementos a través del fierro. Se cree que inicialmente 
las estrellas estaban formadas por gas de densidad ext remadamente baja (.-..1 átomo /cm3) que 
se sabe está distribuido por el espacio interestelar. El gas es principalmente hidrógeno pero 
contiene también aproximadamente 10% de helio que se piensa que se haya hecho por fusión 
del hidrógeno en la "gran explosión" que ocurrió cuando se formó el universo hace unos 1010 

años, además existen pequeñas cantidades de elementos con Z grande y que se encuentran 
presentes en ciertas regiones por razones que se explicarán pos'teriormente. 

En la teoría de la gran explosión que es perfec tamente conocida, el universo eléctricamente 
neutro hubo de comenzar en una región que contenía neutrones comprimidos a una densidad 
ex tremadamente alta. En los primeros instantes debió haber tenido lugar el siguiente conjunto 
de procesos 

0nL -+ 1H 1 +e+ v 

v + 1H 1 -+º111 + é 

I HL + on1-+1HL + ºnl + y 

e+é-+y+y 

y-+e + é 

y había equilibrio a muy altas temperaturas entre neutrones, protones, electrones, positrones, 
antineutrinos y radiación 11 • La radiación, "enfriada" por corrimientos Doppler repetidos en la 
expansión s ubsecuente del sistema, constituiría la radiación isotrópica de 3°K del cuerpo 
negro cuya reciente detección proporciona algo de la evidencia experimental para la validez de 
la teoría de la gran explosión (ver sección 1-5). En la distribución con gran densidad en 
equi librio que existió por poco tiempo antes de que el sistema explotara por él mismo, el helio 
debió formarse por las reacciones. 

1H1 + 011 1 ._. 

'H' + 'H'-( 
2H e3 + º111-+ 

1H3 + 1H2 -+ 

1H2 + y ( 
2 He3 + 0

11 

1H3 + 1 8 1 

1H3 + 1H1 

2H e4 + ºnt 

Cálculos detallados que involucran las secciones transversales para todas las reacciones en 
ambos conj untos, demuestran que pudo haberse formado helio suficiente como para dar cuenta 
del 10% de abundancia que se observa actualmente en el espacio interestelar. El 90% restante 
debería, de acuerdo con las observaciones, estar esencialmente en forma de hidrógeno, 
habiéndose formado la mayoría de los protones del decaimiento fJ de los neutrones que se 
encontraban en el espacio libre después de la gran explosión. 

De acuerdo con los conocimientos actuales, el primer paso en la formación de una estrella a 
partir del material gaseoso muy tenue del espacio interestelar, involucra algún tipo de 
fluctuación hacia arriba en la densidad en una región muy grande. En esa fluctuación, el gas se 
colec ta en un cúmulo. Si es suficientemente grande se estabiliza debido a las atracciones 
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gravitacionales entre los átomos que contiene y empieza a crecer al atraer más átomos. 
Conforme crece el cúmulo, la creciente intensidad de las atracciones gravitacionales causa la 
presión interior y así la temperatura interior se eleva. Cuando la temperatura en el centro 
excede unos 105 ° K los átomos de hidrógeno en esta región están completamente ionizados en 
un plasma de protones y electrones. Cuando la temperatura excede unos l 0 7 ºK los protones 
tienen energía cinética suficiente debida a su movimiento térmico como para tener una 
probabilidad pequeiia de penetrar la barrera respulsiva de Coulomb que tiende a mantenerlos 
apartados. (El 10% de helio presente no participa en esta etapa ya que la temperatura es muy 
baja para la penetración de las barreras de Coulomb más altas que rodean estos núcleos). 
Entonces, dos protones se pueden fusionar y formar un deuterón, de acuerdo con la reacción 

IHl + 1Hl -.1H 2 +e+ V+ 0.42 MeV 

donde la energía es la que se libera en el proceso. Puesto que el proceso requiere tanto la 
penetración de barrera como la interacción de decaimiento fJ débil éste ocurre a una rapidez 
extremadamente baja. La necesidad del decaimiento fJ surge del hecho de que las fuerzas 
nucleares no son capaces de hace que se forme el sistema 2He2 (el di protón), por las razones que 
se explicarán en el capítulo siguiente. No obstante que la razón para que el deuterón forme una 
reacción es muy pequeña, cuando existen suficientes deuterones se pueden formar concentra­
ciones altas de helio mediante procesos que tienen razones relativamente altas, ya que ellas 
involucran la interacción nuclear fuerte. 

En las estrellas, el helio se forma en un ciclo de reacciones que se denomina el ciclo prot6n­
prot6n y que consiste de dos de las reacciones precedentes seguidas por dos de las reacciones 

itt2 + JHt-. 2He3 +Y+ 5.49 Me V 

y entonces mediante una reacción en la cual los dos núcleos de 2He3 que se han formado se 
funden como sigue 

2He3 + 2He3-. 2 He4 + 1H 1 + 1 H 1 + 12.86 MeV 

Con los 1.02 Me V liberados cada vez uno de los dos positrones se aniquila con un electrón , la 
energía total liberada en un ciclo es 26.72 Me V. Pero un poco más del 1% de esta energía se la 
llevan fuera de la estrella los dos neutrinos. Lo restante más la contracción gravitacional, 
continúa calentando el centro. 

Cuando la densidad de helio (incluyendo el que había inicialmente) en el centro del cúmulo 
que se ha formado dentro de la estrella empieza a ser suficientemente alta, se puede formar el 
carbón. Lo que sucede es que se combinan con otro núcleo 2He4 para formar 6 C12, lo cual lo 
hace casi inmediatamente. El punto es que 4 Be8 no es estable y decaerá de regreso en 
dos 2 He4 La razón para esta improbable reacción sería esencialmente cero, si no fuera por la 
existencia de un estado excitado en el 6 C 12 a una energía de aproximadamente 7.65 MeV 
cuando la temperatura es . 108 º K, existe una resonancia en la reacción, que hace su sección 
transversal razonablemente grande, ya que las energías cinéticas de los tres núcleos 2He4 

combinados más el valor Q es igual a la energía del estado excitado en 6 C 12• No se pueden 
utilizar procesos directos que involucren la adición sucesiva de nucleones a 2 He4 para formar 
elementos con A mayor que 4 ya que esos procesos son bloqueados por la completa inestabilidad 
de los núcleos con A = S. 

Cuando en e l núcleo de la es trella se ha formado suficiente carbono, la fuente principal de la 
producción de energía es a través del ciclo del carbono, en el cual el carbono tiene la función de 
catalizador (es decir, reaparece al final del ciclo) para ayudar en la fusión de cuatro 1H1 en un 
2 He4, más positrones, neu trinos y rayos. El ciclo del carbono consiste del conjunto de 
reacciones 

11c12 + 1 H 1-. 1N13 + )' + 1.94 Me V 

7N13--GCl3 +e+ V+ 1.20 MeV 
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GC13 + i tti - 7N14 + Y + 7.55 Me V 

1 N 14 + 1H1 - s o15 + y + 7.29 Me V 

so15- 7 N15 + é + v + 1.73 MeV 

1 N1s + 1H1 _. sc12 + 2He4 + 4.96 MeV 

Cap. 16 

Con la energía liberada en la aniquilación de los dos positrones la energía total liberada en un 
ciclo es 26.72 Me V, justo como en un ciclo protón-protón. En el c iclo del carbono la estrella 
pierde un poco más del 5% de la energía por los neutrinos emitidos en los decaimientos /J de 
mayor energí~. La razón a cual ocurre el ciclo del carbono es mucho más alta que la razón para el 
ciclo protón-protón, ya que ningún caso en el ciclo del carbono está próximo a la lentitud del 
primer paso en el ciclo protón-protón. El sol aun no ha alcanzado la etapa en su desarrollo en la 
que el ciclo del carbono domine la producción de energía, no obstante que tiene algún ciclo del 
carbono. En una estrella con una masa mayor que aproximadamente dos masas del sol, la 
concentración gravitacional es muy rápida y la temperatura de l núcleo alcanza rápidamente el 
valor ,...__, 108 º K requerido para la formación del carbono y del ·ciclo del carbono. 

Conforme continúa la concentración del centro estelar, aumenta su temperatura y se forman 
elementos más pesados que el carbono. Esto se hace por primera vez por las capturas sucesivas 
de 2 He4 por 6 C 12, formando 80 16 , luego 1º Ne20 , y luego 12Mg24 . Pero cuando la temperatu­
ra es ,...__, 109 ° K es tos núcleos tienen suficiente energía térmica para penetrar sus barreras de 
Coulomb formando directamente núcleos de A par a través de 26 Fe56 • Se pueden formar 
núcleos con valores de A comparables pero impares si los núcleos con A par son forzados por 
turbulen cias hacia afuera del núcleo estelar a la zona circundante fría donde se está realizando 
e l c iclo protón-protón. En esta zona las reacciones que pueden ocurrir son 

10Ne20 + IHL _.. L1Na21 + y 

11Na21 _. 10Ne 21 + é + v 

Entonces, algunos de esos núcleos con A impar pueden participar en reacciones que conducen 
a la producción de neutrones. Un ejemplo es 

Los elementos más pesados que e l fierro no se forman por fusión debido a que los valores de A 
exceden el valor A ,....., 60 donde la energía de enlace por nucleón se maximiza; mas allá 
de A ~ 60 la repulsión de Coulomb de los protones se hace tan grande que ya no es favorecida 
ene rgéticamente por un núcleo para capturar otro núcleo. Sin embargo, sí es favorecido este 
núcleo para capturar un neutrón ya que este libera la energía de enlace del neutrón 
de ~ 6 Me V. Se forman núcleos a través de 83Bi 2º9 por una sucesión de captura de neutrones 
y decaimiento /J empezando en 26Fe5ª .Los neutrones provienen de reacciones tales como las 
del ejemplo dado en e l párrafo anterior y el fJ decaimiento tiene lugar cuando es necesario 
ajustar la relación Za A de un núcleo a un valor estable. Las abundancias de los núcleos que se 
forman en la sucesión de capturas de neutrones son inversamente proporcionales a sus 
secciones transversales de captura de neutrón, promediadas con la distribución térmica de 
energías de neutrón a temperaturas muy altas. Esto es cierto ya que, si un núcleo tiene una 
sección de captura de neutrón muy grande sólo existe una pequeña posibilidad de que no 
capture un neutrón y se convierta en algún otro núcleo. La abundancia de elementos en e l 
sistema solar se infiere principalmente de la composición del sol vista en mediciones de los 
espectros atómicos y de los rayos cósmicos producidos en e l sol e interceptados en la tierr.a. 
También se obtienen datos de los meteoritos y de la composición de la tierra misma. En la figura 
15- 1 se presentó la curva de abundancia desde el fierro hasta el bismuto. Esta es muy próxima a l 
í nverso de la curva para sección transversal de captura de neutrón. En promedio, la sección 
transver sal aumenta (y las abundancias decrecen) conforme el valor A del núcleo aumenta, 
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simplemente porque e l núcleo se hace más grande. Pe ro exis ten a lgunas discrepancias del 
promedio debidas al efecto de las subcapas llen as sobre las afinidades a l neutrón y las energías de 
enlace, las cuales afectan las secciones transversales de captura de neutrón . 

El e lemento más pesado que se puede formar en el proceso de captura de neutrón estudiado 
aquí es el bismuto. La razón es que cuando 83Bi2º9 captura un neutrón se h ace 83Bi21 º, que 
decae por IX. en 81Ti206 con una vida media de sólo cin co días. Este decaimiento es tan rápido 

··que tiene lugar antes de que haya tiempo para posteriores capturas de neutrón por e l ª3Bi 21º 
en el flujo moderado de e lect rones que normalmente existe en una estrella. 

Cuando a lgunas es tre llas llegan al final de s u vida porque casi han agotado su suministro de 
hidrógen o, no se genera en el núcleo el "calor nuclear" suficiente para evitar un colapso 
gravitacional muy rápido. Entonces, explota en cosa de unos cuantos segundos con tr emenda 
violencia y produce un tremendo flujo de neutrones. El ejemplo mas espectacular registrado en 
la historia de una supemova como estas, es una estrella que se observó en 1054 A. C. que bri lló 
tanto que permitió e l verla por un tiempo breve en pleno día. Su remanente se conoce ahora 
como la nebulosa del cangrejo. Los elementos más pesados que el bismuto se cree que se forman 
por capturas de neutrón s ucesivas , empezando con 83Bi200 , y utilizando e l intenso flujo de 
neutrones presente en una supernova. El proceso su cede tan rápidamente que el decaimiento 
(f. del 83Bi 21º n o produ ce consecuencias. 

El análisis anterior sobre la vida de una estre lla supone que su composición original era 
puramente el primordia l 90% de hidrógeno más e l 10% de helio. Existen muchos ejemplos de 
esta " primera generación" de estrellas y también existen muchos ejemplos de la "segunda" o 
" tercera" generaciones de es trellas, las cuales se piensa que originalmente estuvieron com­
puestas parcialmente por remanentes de supernova; el sol es un ejemplo. En estas estre llas 
estarán presentes los elementos pesados y de hecho en abundancia razonable, aun antes de que 
se haya alcanzado la e tapa en la que la fuente dominante de energía sea el ciclo del carbono. 

PREGUNTAS 
J. Dar una explicación cualitativa de por qué una partícula oc puede pene trar una barrera de Coulomb. 

2. ¿Cuál sería el efecto sobre los tiempos de vida en el decaimiento a y consecuentemente en las 
abu ndancias terres tres, de los elementos entre A = 200 y A = 260 si no hubiera números mágicos, 
de modo qu e las energías del decaimiento ce de la figura 16-1 siguieran la ten dencia general predicha 
por la fórmula semiempírica de la masa? 

3. ¿Exi ste una serie radiactiva 4n + 4? 

4. ¿Cuál sería e l si tio ideal para buscar las trazas de los elementos superpesados predichos Z = 11 O, 
A= 294? 

5. Construir una figura que muestre un caso en el cual existan tres núcleos estables /l con e l mismo 
valor A impar. 

6. Explicar por qué la emisión de una partícula con las propiedades postu ladas por Pauli eliminan las 
difi cultades con el impulso angular en e l decaimiento fl ¿Qué hay acerca del impulso lineal? 

7. ¿En qué difieren los neu trinos y anti neu trinos de los fotones si aquellos tampoco ·,ienen ni carga ni 
masa en reposo? 

8. ¿Cómo se justi fi ca e l hecho de que los electrones sean emitidos por núcleos en el decaimien to /J 
cuando en el ejemplo 6-6 se mostró que los electrones no pueden estar con ten idos en los núcleos? 

9. En e l experim ent o de Wu, ¿Cuál es la dirección del campo magné tico aplicado para a li near los 
núcleos, desde e l punto de vista normal y visto en e l espejo? ¿Qué hay sobre la dirección del ílujo de 
corri ente en los arrollados del imán que produce el campo? 
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10. Considere que se ve el experimento de Wu en un espejo localizado de bajo del núcleo (estando el 
espejo horizontal) en vez de en un espejo localizado a un lado del núcleo (estando el espejo colocado 
en forma vertical). Explicar cómo deberían modificarse los argumentos en el texto pero de tal forma 
que condujeran a las mismas conclusiones. 

l l. Las moléculas de azúcar tienen una helicidad definida. ¿Cuál piensa u sted que es la causa? 

12. Considere los momentos monopolar, dipolar y cuadrupolar eléctrico y magnético de un núcleo. 
¿Siempre se les encuentra a cada uno de ellos con un valor constante dis tinto de cero? ¿Con ua valor 
oscilatorio? Explique por qué algunos de éstos casos no ocurren y que hacen los nucleones en los 
casos en los que ocurren. 

13. La radiación dipolar e léctrica se emite con un patrón espacial característico {ver apéndice B). ¿Esto 
sugiere una técnica experimental para determinar el tipo de radiación emitida en un decaimiento y ? 
¿Cuál sería la dificulatad para utilizar esa técnica? 

14. En los decaimientos y desde estados de energía de excitación de alrededor de 1 Me V o menos, a los 
estados base, la radiación dipolar eléctrica casi nunca se observa. Utilice el modelo de capas para 
explicar ésto. 

15. A partir del modelo de capas encuentre las regiones de la tabla periódica en las cuales los primeros 
es tados exci tados de los núcleos tienen tiempos de vida particularmente largos para el decaimiento y. 

16. Mediciones de desdoblamiento hiperfino le indican que e l spin del estado base de un núcleo es í= 3/2. 
¿Cuáles son los valores posibles de l de la subcapa ocupada por el nucleón causante del spin? ¿Qué 
otra info rmación le indicaría cuál de éstos es el valo r real? ¿Qué podría usted medir para obtener esta 
información? 

] 7. Explique exactamente por qué el potencial del modelo óptico que un núcleo ejerce sobre un nucleón 
de bombardeo de energía 50 Me V es diferente de l potencial del modelo de capas que este ejerce sobre 
uno de sus propios nucleones. ¿Cómo espera ría usted que fuera el potencial del modelo óptico para un 
nucleón de bombardeo de energía 5 Me V? 

18. ¿Por qué es más fácil para un nucleón incidente entrar a un núcleo, que escapar para uno cualquiera 
de los nucleones, que resultan de su pr imera colisión? 

19. ¿Cuáles son las diferencias entre estados de partícu las simple y estados de muchas partículas? ¿Cómo 
están relacionados? ¿Qué hay acerca de los estados de decaimiento y ? 

20. Si el núcleo compues to 30Z n64 olvidara los detalles de cómo se formó, no habría diferencia si se le 
excit ara por bombardeo de 29Cu63 con pro tones, o 28N i60 con partículas <X ya que se excitarían 
los mismos estados de muchas partícu las. Diseñe un experimento para probar esta predicción . 

21. ¿Qué diferencia (si la hay) existe entre una deformación nuclear elipsoidal permanente, vista en los 
estados base y bajos de muchos núcleos Z par , N par, y un momento cuadrupolar eléctrico nuclear? 

22. ¿Por qué es razonable esperar que la di stribución espacial de protones en un núcleo sea aproxima­
damente la misma que la distribución espacial de neutrones? 

23. Los reactores nucleares son particularmente solicitados para alimentar submarinos. De razones para 
que ésto sea así. 

24-. ¿Puede us ted diseñar una configuración de campos magnéticos capaz de, al menos desde el punto de 
vis ta ingenuo, con tener núcleos en un reactor de fusión térmica? 

25. ¿Por qué es imposible para dos protones e l fusionarse como en el primer paso del ciclo protón-protón , 
sin que simultáneamente tenga lugar un decaimient o (f ? 

26. ¿Qué le sucede a los rayos y emitidos en las reacciones nucleares estelares del ciclo protón-protón o· 
del ciclo del carbónº? 

27. ;,Cómo sería posible uti lizar un detcz~tor de neutrinos sobre la tie rra para indicar si la reacción dom, 
tnant, ,e, el cent ro del sol es el ciclo pro tón-protón o e l ciclo del carbono? 
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PROBLEMAS 
l. Utilice la fórmula semiempírica de la masa para predecir la energía del decaimiento (X del 83Bi21º 

(sugerencia: tome la masa atómica del 2He4 directamente de la tabla 15-1) (b) Compare sus resultados 
con la energía del decaimiento (X mos trada en la figura 16-1. 

2. Derivar (16-4), relacionando el tiempo de vida a la rapidez de decaimiento. 

3. Derivar (16-5) , relacionando el tiempo de vida a la vida promedio. 

4. Los núcleos inestables, de razón de decaimiento R, se producen a una rapidez constan te / en las 
reacciones nucleares causadas por un bombardeo desde un ciclotrón. Si e l proceso de producción 
comienza en t = O, calcular el número de estos núcleos que estarán presentes en t = t '. (Sugerencia: la 
ecuación por resolve r se obtiene reescribiendo (16-2) en la forma dM/dt = -NR y aí'iadiendo I al 
segundo miembro. ¿Podría usted justificar ésto? 

5. Demostrar la ·,alidez de (16-6), la relación entre los números de los núcleos que decaen y su 
rapidez de decaimiento, en equilibrio radiactivo. (Sugerencia: escriba un conjunto de ecuaciones 
comparables a (16-2). El primero de los conjuntos es exactamente como este y los otros contienen dos 
términos similares en el segundo miembro. Entonces muestre inmediatamente que (16-6) es una 
solución de estas ecuaciones tomando en cuenta que la rapidez de decaimiento del precursor es muy 
pequeña comparada con la rapidez de decaimiento de los descendien tes). 

6. El 90Th232 decae por ex en su primer descendiente 88Ra228. Se observa que una laminilla muy 
delgada que contiene l.Og de 9ºTh232 emite partículas <X en este decaimiento con una rapidez ~e 
4100/seg. Utilice estos datos para mostrar que la vida promedio de 9ºTh 232 es 1.4 x 1010 años. 

7. El 82~b2º8 · es el descendiente estable final de la serie radiactiva cuyo precursor es 9°Th232 

(ver figura 16-5). La vida media del precursor es 1.4 X 1010 años. Una pieza de torio que contiene 
un kilogramo de 90Th232 co ntiene también 200 g de 82Pb2º8 . (a) Suponiendo que todo el 82Pb2ºª 
en la roca proviene del decaimiento de 9°Th 232 , y que no se ha perdido nada, calcular la edad de la 
roca; esto es, calcular cuántos años han pasado desde que el to rio se concentró en los minerales de la 
roca y empezó e l equilibrio de decaimiento. (b) Existen un total de seis partícu las <X emitidas en el 
decaimiento de las series radiactivas. Suponiendo que un número despreciable de e llas pudo escapar 
de la roca debido a que esta es mu y gruesa, ca lcular qué tanto he lio originado por los decaimientos ex 
deberá haber en la roca. (c) El primer descendiente de la serie 88Ra228 , decae co n vida media 5.7 años 
en un segundo descendien te 89Ac228 . Calcular qué tanto 88Ra228 deberá haber en la roca. 

8. (a) Utilizar la fórmula semiempírica de la masa para evaluar los puntos sobre la parábola de masa A= 
27 para los únicos tres va lo res de Z que se han encontrado con este valor de A, digamos Z = 12, 13, 14 
(sugerencia: sólo es necesario eva luar los términos de la fórmula que dependen explícita­
mente de Z). (b}. ¿Qué valor de Z corresponde al núcleo estable? (c) Encontrar los tipos de 
decaimiento y las energías de decaimiento para los decaimientos f] de los núcleos inestables. 

9. El ejemplo 16-13 muestra que e l decaimiento fJ de 4 Be7 a 3 Li7 procede sólo a través de captura de 
electrón ya que la diferencia en masa atómica es 0.00093u, que es menor que dos masas electrónicas 
en reposo. Considere un núcleo de 4 Be7 inicialmente en reposo, que captura un electrón K y emit e 
un neutrino. (a) Estimar la velocidad de retroceso del núcleo después de que se completó el proceso. 
(Sugerencia: la energía de retroceso del núcleo es sumamente pequeña). (b) Sugiera una técnica para 
detectar la captura del electrón. 

10. La tabla siguiente enlista tres puntos del espectro de impulsos medido, R(p6) , de los electrones 
emitidos en el decaimiento de un núcleo de Z pequeña 

Pe 
,ne 

2.8 4.9 6.9 

R (pe) 375 500 250 

• 
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(a) Hacer una gráfica de Kurie de éstos puntos. (b) Extrapolar para encontrar el punto extremo 
K -:}1ª:x del espectro y así determinar la energía de decaimiento E. 

11. Varios ejemplos de los núcleos inicial y final en los decaimientos {3 y sus estados base, spin y 
paridades se han enlistado aquí. Para cada decaimiento entre los estados base, determine si están 
permitidos por las reglas de selección de Fermi o de Gamouw-Teller. Si está prohibido, estimar a 
grosso modo el factor que suprime la rapidez de decaimiento. (a) 2He6 (O, par) -+ 3Li6 (),par); 
(b) 4Be1º (0, par) -+ 5B1º (3, par); (c) 16S35 (3/ 2, par) -+ 17Cl35 (3/2, par); (d) 39Y 91 (1/ 2, 
impar) -+ 11ozr91 (S/2, par) . 

l 2. (a) Uti lizando una información dada después de (16-16), que representa el decaimiento /3 del 
neutrón , calcular el valor FTdel decaimiento. (b) Comparar con el valor calculado en el ejemplo 16-4. 

13. (a) Utilizar el valor FT obtenido en el problema 12 para estimar el valor de la constante de 
acoplamiento del decaimiento fi . (b) Comparar con la estimación obtenida en el ejemplo 16.5.(c) 
¿Qué justificación existe para suponer que el elemento de matriz nuclear es esencialmente igual a uno 
para el decaimiento (J del neutrón? 

14. Considere un conjunto de cargas positivas que se mueven en una región confinada, como protones en 
un núcleo, e interactúan con un campo externo de radiación electromagnética. La densidad de carga 
es p, de modo que la densidad de corriente es --- pl', donde v es la velocidad característica de las 
cargas en movimiento. Demostrar que la energía de interacción entre e l momento dipolar magnético 
de las cargas y el campo magnético externo es menor por un factor de ,...._,u/e que la •energía de 
inte racción entre el momento dipolar eléctrico y el campo eléctrico externo. Puesto que los valores de 
los elementos de matriz para radiación dipolar magnética y eléctrica son proporcionales a las energías 
de ésta interacc ión y puesto que la rapidez de transición es proporcional a los "cuadrados" de los 
elementos de matriz, la rapidez de transición de dipolo magnético es menor que la rapidez de 
transición de dipolo eléctrico por un factor de "'-(c/c)2 • (Sugerencia: (i) demostrar que la razón de 
las energías de interacción es igual al producto de la razón de los momentos dipolares magnético a 
eléc trico multiplicado por la razón de las intensidades de campo magnética a eléctrica. (ii) Argumente 
el que la relación de los momentos dipolares magnético a eléctrico es igual a la razón de la densidad de 
corriente a la densidad de carga. (iii) Evaluar la razón de las intensidades de campo magnético a 
e léctrico para radiación electromagnética en el vacío). 

15. Considere un conjunto de cargas positivas q que se mueven en una región de dimensiones 
lineales ,_,( , e interaccionan con la parte eléctrica de un campo externo de radiación electromag­
nética de longitud de onda ,.._,¡,. Demostrar que la energía de interacción entre el momento 
cuadrupolar eléctrico de las cargas y el campo eléctrico externo es menor por un factor de ,..._,r' / J. que 
la energía de interacción entre el momento dipolar eléctrico y e l campo eléctrico externo. Por las 
razones expuestas en el problema 14 esto conduce a la conclusión de que la rapidez de la transición 
cuadrupolar eléctrica es menor que la rapidez para la transición dipolar eléctrica por un factor 
de -(r '/i.f· . (Sugerencia : (i) conside re un campoeléctricosenoidal E = E 0 sen 2 TT(x/ J,. - vi) . 
(ii) La energía del dipolo eléctrico es E multiplicado por su momento di polar ,.._,qr'. (iii) (La energía del 
momento cuadrupolar eléctrico es oE/ o.t: veces su momento cuadrupolar ,.._,qr' 2.) 

16. Los spin y paridades del estado base, primer estado excitado y segundo estado excitado del 62Sm152 

son (0, par), (2, par) y (1, impar). Determinar los tipos de radiación emitida en el decaimiento y 

entre estos estados . 

17. Verifi car que las partes de las reglas de selección del decaimiento y que relaciona L co n los spin 
nucleares representan los requisitos de conservación del impulso angular. Utilice el hecho deque un 
rayo J' proveniente de una transición de multipolaridad L lleva L unidades de impulso angular. 

18. Probar que las integrales en (16-26) y (16-27) que representan las componentes de los elementos de 
matriz de cuadrupolo eléctrico y dipolo magnético son cero a menos que los estados nucleares inicial y 
final tengan la misma paridad. 

19. Considere que se realiza un experimento de absorción resonante con la fuente y el absorbedor sin 
estar a baja temperatura, utilizando la transición entre el primer estado excitado y el estado base 
de 771 rL!I J considerado en el ejemplo 16-7. (a) Calcular qué tanta velocidad habrá de darse al emisor 
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para obtener un corrimiento Doppler suficiente para compensar el retroceso de la fuente y del 
colector, de modo que se obtenga absorción resonante. (b) Sería posible obtener la velocidad 
requerida montando la fuente en la periferia de una centrífuga?. ( c) ¿Se obtendría de esta manera una 
resonancia angosta? 

20. Las reacciones 1 H 1 + 3 Li7 -+ 
4Be7 + 0n1 se utilizan algunas veces para producir neutrones mo­

noenergéticos de una fuente de protones monoenergéticos. El valor Q de la reacción es -1.64 Me V. Si 
con un haz de protones de 5 Me V se bombardea un blanco de 3L i7 ¿a qué ángulo del haz se emiten 
neutrones de 2.5 MeV? 

21. Utilice los valores Q de las tres reacciones enlistadas a continuación para calcular la energía 
disponible para el decaimiento p del 14Sj31_ 

1 H2 + 15p31 _,. 14s¡20 + 2He" 

1 H2 + 14s¡20 -+ 14Sj30 + 1 H1 

1H 2 + 14s¡ao - 14Si31 + 11-11 

Q = 8. 158 MeV 

Q = 8.388 MeV 

Q = 4.364 MeV 

22. Considere una eigenfunción que es una onda que viaja en una sola dimensión 

tp(x ) = eikx donde k = J2111(E - V)/t, 

Tome la energía potencial V compleja, de modo que se pueda escribir V = VR + iV1 . (a) 
Demostrar que k es complejo y se puede escribir como k = kR + ik¡. (b) Demuestre que la 
amplitud de la onda viajera es una exponencial decreciente de x. Eigenfunciones como esta se utilizan 
para describir la absorción de partículas que viajan a través del potencial complejo del modelo 6ptico. 
(c) ¿En qué distancia decrecería la densidad de probabilidad asociada en un factor de 1/e? 

23. La sección transversal total para la fisión del 92 U 235 por neutrones incidentes de energía de 1 Me V es 
de alrededor de I bn. Si un neutrón como estos pasa a través de una laminilla de 92 0 235 de masa por 
unidad de área 10- 1 kg/m2, ¿Cuál es la probabilidad de que produzca fi sión? 

24. Cuando un haz de I o-s A de protones de 17 Me V incide sobre una laminilla de 29Cu63 de masa por 
unidad de área de 10- 2 kg/m2 , se observa que un contador de área I o- 5 m 2 a I m del blanco 
detecta 240 protones dispersados elásticamente por minuto si se coloca a un ángulo de 30° del haz 
incidente. Determinar el valor de la sección transversal diferencial. 

25. Existe una resonancia en la sección transversal para neutrones que inc iden sobre 920 235 con el 
siguiente conjunto de parámetros Breit-Wigner medidos: E;= 0.29 eV r = 0.140 eV; r 11 = 
0.005 eV (a) Demostrar que J' = rri + 1\, y evaluar rr. (b) Calcular la sección transversal 
total de reacción en el pico de resonancia a/E;). Las mediciones muestran que alrededor del 75% 
de ar(E,) · interviene en la fi sión (c) Calcu lar el tiempo de vida del núcleo compuesto formado en 
esta resonancia. 

26. Las energías y spin de los primeros cuatro estados excitados de 72H f180 son: 0.093 Me V, i = 2; 0.309 
Me V, i = 4; 0.641 Me V, i = 6; l.085 Me V, i = 8. (a) ¿Qué tan buenas son las razones de estas energías 
con las predicciones de (16-33)? (b) Utilice esta ecuación para evaluar la inercia rotacional del 
núcleo. 

27. (a) Ut ilice (15-16) con Q = O para calcular la energía perdida por un neutrón de fi sión del Me V al 
retroceder 6C 12 , si se dispersa elásticamente a un ángulo típico de 90° de un n úcleo en el moderador de 
un reactor nuclear. (b) ¿Qué tanta energía pierde en una dispersión a 90° si su ener~ía se ha reducido 
a 0.001 MeV? (c) ¿Qué tanta energía tiene, en promedio si está en equilibrio térmico a una 
temperatura de operación de 500°K? (d) Estimar el número de dispersiones requeridas para llevar al 
neutrón al equilibrio térmico. 

28. Comparar la energía liberada , por kilogramo de combustible consumido, en la reacción de fusión 
térmica de (16-34) con la misma figura de mérito para la fi sión del 92LJ 235• 
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Partículas elementales 

17.l Introducción 

Este capítulo se inicia con un estudio cualita ti vo, pero bastante completo, de las fuerzas 
nucleares que actúan entre dos n ucleones. El tema se encuen tr a en la frontera entre los campos 
de la físi<;a nuclear y la física de las partículas elementales, y su estudio conduce de modo 
natural al estudio de las partículas elementales. A lo la rgo del tema se obtendrá también 
una perspecti va más completa de las propiedades básicas de, y las inter relaciones entre, las 
inte racciones fundamentales y las leyes de conser vación de la naturaleza. 

La historia de la física cuántica puede verse como una secuencia de son deos, con resolución 
cada vez creciente , de la estructura microscópica de la materia. El primer paso fué el 
descubrimiento de que la mate ria está compuesta de aproximadamente 90 á tomos diferentes. En 
ese tiempo los á tomos se considera ron como partículas elementa les. (La pa labra viene del griego 
átomos = indivisible) . Después, se encontró que los á tomos se componen de n úcleos y 
e lectrones. Posteriormente, se descubrió que los núcleos consist ían de neutrones y protones. 
En esta etapa, se tenía una situación muy satisfactori a · toda la ma ter ia parecía estar compuesta 
de diversas combinaciones de un número pequeño de partículas elementales: e l neutrón, el 
protón, y el electrón . Sin embargo, después se en contró que tam bién había mesones -rr. Su 
descubrimiento fu é seguido del de otros muchos mesones relacionados, y otras partículas, en 
números cada vez mayores, relacionadas con los neutron es y los protones. En la actua lidad, el 
número de partículas elementales se ha vuelto tan grande, que resulta razonable especular que 
podrían estar compuestas de varias combinaciones de un conjunto pequeño de partículas aún 
más elementales, como fue.en el caso de los átomos. El capítulo termina, y as í también el libro 
analizando lo que puede ser el principio de la etapa final de la secuencia- e l postu lado de que 
existe un conjunto de tres partículas, llamadas cuarks, que podrían ser verdaderamente 
elementales. 

17.2 Fuerzas Nucleónicas 

En e l estudio de los núcleos se obtuvo a lguna información acerca de las fuerzas nucleares que 
actúan entre nucleones, las cuales serán denominadas fuerzas nucleónicas. Como los núcleos se 
estudian en términos de modelos y como los modelos no implican el compor tamien to detallado 
de estas fue rzas , sólo se han presentado algunas de sus característ icas generales. Estas son: 

l. Las fuerzas nucleónicas son f uertes. La energía asociada con dicha fuerza es mayor que la 
asociada con el elect romagne tismo por ] ó 2 órdenes de magnitud, mayor que la asociada con el 
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decaimien to /J por aproximadamente 12 órdenes de magnitud, y mayor que la asociada con la 
gravitación por aproximadamente 40 órdenes de magnitud. 

2. Las fuerzas n ucleónicas son de corto alcance. Tienen una dista ncia de corte de aproxima­
damente 2F, de modo q ue dos nucleones que se crucen a una distanc ia mayor no interactúan por 
medio de la fuerza n ucleónica. 

3. Las fuerzas nucleónicas, por su efecto en general , son atracción. De otra forma, no 
existir ían los núcleos ya que los nucleones no estarían ligados entre sí. 

4. Las fuerzas nucleónicas son independientes de la carga. Es decir, no distinguen entre 
protones y neutrones. Hay evidencia de lo anterior en la tenden cia de los núcleos con Z pequeña 
de tener N = Z, y en las semejanzas entre los nive les profundos que presentan parejas de 
núcleos espejo. 

5. Las fuerzas nucleares se saturan. Este término describe el hecho de que un nucleón en un 
n úcleo t ípico, experimenta inte racciones de atracción sólo con un número limitado de los otros 
muchos nucleon es. Esto debe ser cierto puesto que de otra forma la en ergía promedio por 
nucleón, 6.E/ A, sería proporcional a A , en lugar de ser aprox imadamen te independiente de A . 

La mayor parte de la información respecto de las fuerzas nucleól'licas que se puede obtener de 
un estudio de sistemas tan complicados como un núcleo típico, ha sido enumerada arriba. 
Estudiando sistemas más simples que contengan tan sólo dos nucleones, se puede obtener 
información más detallada, pues en ese caso las fuerzas nucleónicas presentan sus efectos más 
directamente observables. El más sen cillo de estos sistemas es el núcleo de deuterio, 1H 2 , 

o deuterón, en su estado base, que consiste de un neutrón y un protón ligados en tre sí por la 
fuerza n ucleónica. En esta sección se estudiará este sistema y otros s istemas que contienen dos 
nucleones no-ligados. Pa ra evitar cálculos mecánico-cuánticos complicados, el estudio se hará 
en genera l en términos cualita ti vos. De todos modos, s in embargo, se ha rá ver como se han 
uti lizado los análisis de ciertos experimentos clave para la determinac ión de las propiedades de 
las fuerzas nucleónicas. Al fina l de la sección se concluye presentando una descripción 
cuantitativa de las más importantes de estas propiedades. En una sección subsiguiente se 
considerar á la teoría mesónica del origen de las fuerzas nucleónicas. 

El estado base de l deuter ón está caracterizado por las cantidades medidas sigu ientes: 
Energía de enlace: 6.E = 2.22 Me V. 
Spin nuclear : i = 1 
Paridad nuclear: pa r 
Momento dipolar magnético µ = +0.857µ,, 
Momento cuadrupolar eléctrico: q = +2.7 x 10-31 m 2 

Radio de la mitad del valor de la distribución de carga : a = 2. 1 F 
El hecho de que el deuterón posea un momento cuadrupolar e léctrico, q, quiere decir que su 

función de densidad de probabilidad no es esf éricamente simétrica. Esto inmediatamente indica 
que el potencial nucleónico, que especifica la fuerza que actúa entre los dos nucleones, en sí no es 
esf éricamen te simétrica. El punto es que todos los potenciales esféricamente simétricos poseen 
eigenfunciones con L = O en sus estados base, y las fun ciones de densidad de probabilidad 
correspondientes a dichas eigenfunciones son todas esfér icamente simétricas (un ejemplo es e l 
potencial de Coulomb y el estado base, esfér icamente simétrico, de un átomo con un e lectrón} . 
Sin embargo, la desviación obser vada de la simetría esférica , no es grande. 

Una medida de dicha desviación es la cantidad q/r'2 (ver la figura 15·20); que tiene un valor de 
aproximadamente 6% si se toma r ' co mo el radio de la mitad del valor <le la distri bución de carga, a. Los 
cálc11los demuestran que si el deuterón se encuent ra en un estado l = O, el 96% del tiempo. se obtiene el 
momento cuadrupolar eléctrico medido, mientras que el 4% del tiempo se encuentra en un estado l = 2. 
Dicho estado mezclado también tendrá la paridad par que se mide ya que para ambos estados componentes 
la l es par. Como e l spi n nuclear del estado base medido es 1, ambos estados componentes deberán tener J 
= l. En la figura 17-1 se muestran los diagramas de adición vectorial que ilustran las relaciones entre los 
números c uánticos l y j en ambos estados y demuestran que son esencialmente paralelos para los dos spin 
intr ínsecos del protón y del neutrón y el número cuántico que especifica el impulso angular de spin 
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FIGURA 17-1 
Diagramas de adición vectorial que muestran 
los números cuánticos del impulso angular de 
spin , orbital, y to tal en los dos estados compo­
nentes del neutrón. En el estado dominante 1 
= O. En ese estado , como J = 1 es necesario 
que s = 1, lo que en notación espectroscópica 
se designa 3S1. En el estado menos probable, 
1 = 2. Como j = 1 también es necesario que 
s = 1 en este estado. Dicho estado se designa 
3D1· 

l = o 

s = lt ti= l 
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s = 1 

l=2 

) = l 

intrínseco total es s = l. En notación espectroscópica, el estado dominante es 3S1 y el estado menos 
probable 3 D1 • (El superíndice proporciona el valor de 2s + l; la letra proporciona el valor de l. de modo 
que S impli ca l = O, P indica l = 1, D quiere decir l = 2, etc.; el subíndice proporciona el valor de].) Los 
cálculos también demuestran que esta mezcla de estados conduce al momento di polar magnético medido 
/L = +0.857 ¡,w El valor difiere por aproximadamente 3% de lo que se obtendría si el deuterón se 
encontrara en un estado 3S 1 puro, con los spin intrínsecos del protón y del neutrón esencialmente 
paralelos y sin movimien to orbital, ya que en ese estado sería nada más la suma de los momen tos dipolares 
magnéticos del neutrón y del protón, a saber, +2.7896¡,n - l.9103¡,n = + 0.8793/ln· A partir de 
estas consideraciones se concluye que el potencial nucleónico no es precisamente esféricamen le 
simétrico, ya que no conduce a un estado base S puro para el deuterón. Sin embargo, es pequeña la 
cantidad de estado D con el que se mezcla, la asimetría del potencial debe ser pequeña. En la mayoría de los 
casos la asimetría puede ser ignorada. 

Así pues, se considera al deute rón como un s istema en el que los nucleones se encuentran 
ligados en un estado 3S 1 de un po tencial nucleónico esféricamente s imétrico V{r), donde res 
la di stancia entre sus centros. Este potencial especifica la fuerza que actúa e ntre los dos 
nucleones. Se obtiene alguna información acerca de ella demandando qu e la energía de su 
estado base proporciona una energía de amarre igual a l valor medido !!::i.E = 2.22 MeV. Se 
obtiene información adicional demandando también que la eigenf unción del estado base 
proporc iona un radio d e la mitad del valor de la dis tribució n d e carga igual al valor medido a= 
2 . lF. Estas dos partes de los datos no son suficientes para determinar la forma del potencial 
nucleónico, es decir, la dependen cia radial de la función V(r). Sin embargo, s i se supone que 
V(r} por s implicidad tiene la forma de un pozo cuadrado como el de la figura 17-2, entonces el 
radio r' y la profundidad V0 pueden determinarse y son aproximadamente, 2F y 40 MeV 
respectivamente. Los número precisos serán citados más adelante tras haber introducido 
información experimental adicio nal capaz de d eterminar algo acerca de la forma de l potencial. 
Asimismo se puede determinar que un potencial que ajuste los valores medidos tanto de !:lE y 
a tie ne la propiedad de que su estado base en su ú nico estado ligado, como se indica en la figura 
17-2. Lo a nterior concuerda con el hecho observado de que el deu terón no posee estados 
excitados ligados. 

Por otra parte, en el estado ligado 3S 1 de l deuterón , los spin del protón y del neutrón son 
esencialmente paralelos. Se sabe, que no existen d euterones ligados con spin nucleónicos 
esencialmente anti paralelos, es decir , en un estado 1S0 ya que ninguno se ha en cont rado con 
spin nuclear O que pudiera obtenerse e n dicho estado. ¿Cuál es la razón de la ausen cia de un 
es tado ligado lS0 ? Una explicación es que el potencial nucle6nico es dependiente del spin, siendo 
apreciablemente más débil cuando dos nucleones interactúan con spin esencialmente antiparalelos 
(en un estado de singulete). S i el potencial es sufi cien te mente débil para evitar que los n ucleones 
se liguen de modo estable, entonces se puede explicar la ausen cia del es tado ligado 1 S 0 • (Un 
po tenc ial unidimensional posee al menos un estado ligado, s in importar qué tan débil sea el 
potencial, ya que las eigenfunciones pueden extenderse hacia las region es clásicamente 
exclu ídas en ambos lados d e la región de enlace. Sin embargo, d ebido a la d iferente geometría de 
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FIGURA 17-2 
Pozo cuadrado de potencial de radio r' y pro­
fundidad V0 , y su eigenvalor para el estado 
base con energía de enlace ó E. Para el deu-
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la eigenfunción, u n potencial tridimensional sólo podrá tener un estado ligado si es suficien­
temente fuerte. Esto puede verse en un examen de la forma de rR{r} para el estado S más bajo de 
un pozo cuadrado tridimensional , como se muestra en la figura· 15-17. Como rR(r} = Q en 
r = O, la función deberá tener suficiente curvatura dentro de la región de enlace para permitir su 
acoplamiento a una exponencial decreciente en la región excluída. A s u vez, esto r equiere que la 
región de enlace, para una anchura dada, sea suficientemente profunda) . Evidencias cualita­
tivas adicionales apoyando la idea de la dependencia con el spin del potencial nucleónico se 
encuentran en la ausencia de un estado ligado para un sistema de dos protones, o en un sistema 
de dos neutrones. En ambos sistemas, el principio de exclusión requiere que éste sea un estado 
1 S0 donde los spin de los dos nucleónicos idénticos son esencialmente anti pa ralelos. En este 
estado el potencial es, presumiblemente, muy débil como para conducir a un enlace. 

La evidencia cuantitativa de la dependencia con el spin del potencial nucleónico se obtiene en 
e l análisis de datos re lacionados con la dispersión de neutrones no ligados, de baja energía 
cinética por protones. Si las orientaciones de los spin de los neutrones en el haz incidente y de 
los protones en el blanco dispersor, son al azar, entonces los cuatro estados posibles de spin del 
sistema de dos nucleones serán igua lmente probables. Estos nucleones estarán, generalmente 
(tres de cuatro veces) interactuando en uno de los tres estados 3S1 (los estados de triplete en 
los que los spin nucleónicos son esen cialmente paralelos y el spin total puede tener tres 
componentes diferentes de z : - ñ , O, +ñ). Ocasionalmente (una vez de cada cuatro) los 
nucleones interactuarán en el estado I S 0 (el estado de singulete en el que los spin nucleónicos 
son esencialmente anti paralelos, y el spin total sólo puede tener una componente de z igual a O). 
La sección de dispersión total , a, que es proporcional a la probabilidad total de que un neutrón 
sea dispersado por un protón, se muestra en la figura 17 -3. Como algunas de las interacciones 
ocurren en el estado de singulete, estos datos proporcionan información que, cuando son 
analizados, demuestran que e l potencial para un estado de singulete es aproximadamente 40% 
más débil que el potencial para un triplete. Es decir, ambos son pozos cuadrados con el mismo 
radio, pero la profundidad es aproximadamente 40% menor en el potencial para el estado de 
singulete. Por lo tanto, se concluye que el potencial nucleónico realmente sí depende de la 
orientación relativa de los spin de los dos nucleones interactuantes. 

Esta información cuantitativa respecto a la dependencia con e! spin se confirma analizando la 
dispersión de protones de baja energía por protones. Dicho análisis también proporciona 
evidencia adicional de que el potencial nucle6nico es independiente de la carga; es decir , no 
distingue entre protones y neutrones. La evidencia es que el potencial nucleónico que 
concuerda con la sección de dispersión medida en el caso de dispersión neutrón-protón, 
también concuerda con la sección de dispersión medida para el caso protón-protón. Esto no 
quiere decir que las secciones de dispersión sean iguales. En la dispersión protón-protón, ~l 
potencial de Coulomb, que está presente además del potencial nucleónico, afecta la dispersión a 
bajo ángulo y el principio de incertidumbre afecta toda la dispers ión, suprimiendo ciertos 
estados cuán ticos. 
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FIGURA 17-3 
Valores medidos de la sección de dispersión 
total r1 de neutrones por protones como fun­
ción de la energía del neutrón incidente. 
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La dispersión de un nucleón de baja energía por otro nucleón, no proporciona información 
acerca de la forma del potencial nucleónico. Como se mide en un sistem~ de referencia en e l que 
el centro de masas del sistema está estacionario, la dispersión es independiente del ángulo, o 
bien, isotrópica. En este sistema de referencia, la sección diferencial de dispersión, da/dD., que 
es proporcional a la probabilidad de dispersión a varios ángulos, es igual para todos los ángulos. 
Esta sección diferencial de dispersión constante, sólo proporciona una parte de los datos 
experimentales-el valor medido de da/dü.Esta única cantidad medida puede ser utilizada en la 
determinación de una sola cantidad teórica. La cantidad que así se determina es la intensidad del 
potencial. (Esto es V0r ' 2 para un potencial de pozo cuadrado) .La razón por la cual la dispersión 
es isotrópica en el llamado sistema de referencia del centro de masas, es que a muy bajas energías 
la longitud de onda de de Broglie, J. que describe la dispersión de nucleones es muy grande 
comparada con el radio r ' del potencial que describe las fuerzas que producen la dispersión . 
Si J. )) r' , entonces la separación en el ángulo de dispersión entre mínimos adyacentes de l 
patrón de difracción es, de acuerdo con (15-4), O e:::'. J..f r ' )) 1. Como el intervalo total del 
ángulo de dispersión es 7T , la desigualdad esencialmente indica que no existen mínimos. En otras 
palabras, para la onda, el potencial se ve como un punto, por lo que la dispersa isotrópica­
mente. Sin embargo, si la energía del nucleón dispersado es suficientemente grande de modo 
que l. sea menor que r', entonces (J e:::'. J...Jr' < 1. En este caso, el patrón de dispersión pre­
senta estructura y da/e/O contiene información acerca de la forma del potencial que produce 
la dispersión. Por lo tanto, sólo los nucleones de alta energía poseen suficiente poder de resolución 
para que sean útiles como sondas en el estudio de la forma del potencial nucleónico. En el ejemplo 17 -
2 se demostrará que si se toma el radio del potencial como 2F, se puede esperar que la sección 
diferencial de dispersión, da/dü, se desvíe de la isotropía cuando la energía cinéti ca del 
nucleón incidente exceda, aproximadamente, 40 MeV. 

Los primeros experimentos de dispersión neutrón-protón de alta energía fueron realizados a 
una energía cinética incitlente del neutrón de 90 MeV. Se esperaba que proporcionaría 
información acerca de la dependencia radial del potencial nucleónico, sin embargo, como se 
verá más adelante, lo que realmente ilustraron fue un aspecto diferente de la forma del poten cial 
nucleónico. Asimismo, se esperaba que la sección diferencial de dispersión, da/dD. , tendría la 
misma forma que un patrón de difracción rudimentario, con da/dD. generalmente creciente 
para ángulos de dispersión decrecientes. La razón por la que se pensó que habría preferencia 
para dispersión a ángulos pequeños en direcciones hacia adelante, se indica en la figura 17 -4 . Si 
la profundidad del potencial nucleónico V(r) es significativamente menor que la energía 
cinética del neutrón incidente, el impulso máximo que dicho potencial puede transferir al 
neutrón tiene una magnitud que es significativamente menor que la magnitud de su impulso 
inicial. Bajo estas circunstancias, no sería posible un cambio grande en la dirección del impulso 
del neutrón. La figu ,·a 17-5, muestra las da/dD. medidas para dispersión neutrón-protón de 
90 MeV. Siguiendo la convención, estos resultados están expresados en un sistema de 
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FIGURA 17-4 
Ilustración de por qué el ángulo de dispersión 
debe ser pequeño si un nucleón es dispersado 
por un po tencial que s6lo puede transferir al 
nucleón un impulso de magnitud pequefia 
comparado con su impulso inicial.Esta es la 
situación que se esperaría si la energía cinética 
del nucleón fuera grande comparada con la 
profundidad del potenc ial. 

Impulso 
transferido 

FIGURA 17-5 
Valores medidos de la sección diferencial de 
dispersión, d rr/d!1 para neutrones con ener­
gía incidente de 90 MeV por protones. Los 
datos realmente se obtienen en un sistema de 
referencia donde el pro tón-blanco se encuen­
tra inicialmente estacionario. En este caso, los 
datos han sido transformados a un sistema de 
referencia e n el que el centro de masas está 
estacionario. La cantidad U11 • 1 ·~, es el ángulo 
de dispersión del neutrón en ese sistema. 
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Arriba: Dispe rsión neu trón-protón vis ta en un marco de referencia en donde el centro 
de masas del sistema se encuentra en reposo. Si las energías cinéticas de los nucleones 
son grandes comparadas con la profundidad del potencial nucle6nico, las transfe­
rencias de impulso son pequeñas y los ángulos de dispersión del neutrón y del protón 
también son pequeños. Abajo: Lo mismo, para una dispersión en la que un neutrón se 
cambia por un protón y viceversa cuando interactúan. A pesar de que las transfe­
rencias de impulso aún son pequeñas, los ángulos de dispersión son grandes, debido al 
in tercambio. 

180º 



Sec. 17-2 FUERZAS NUCLEONICAS 707 

referencia en el que el centro de masas del sistema neutrón-protón se encuentra estacionario. 
En la parte superior de la figura 17-6 se indica que en este sistema de r eferencia del centro de 
masas, el argumento que se ha seguido conduce a esperar una prefer en cia por dispersión a 
ángulos pequeños. Sin embargo, las medidas demuestran que da/dQ para la dispersión 
neutrón-protón es aproximadamente simétrica con respecto a un ángulo de dispersión de 9(1). Por lo 
tanto, existe una pronunciada preferencia igual para dispersión a ángulos grandes. 

En la parte inferior de la figura 17 -6 se representa la interpre tac ión física del origen de la 
preferencia observada para dispersión a ángulos grandes. En aproximadamente la mitad de las 
dispersiones el neutrón se transforma en un protón y el protón se transf onna en un neutrón, cuando los 
dos nucleones se encuentran muy próximos entre sí. Cuando ocurre el !intercambio, a pesar de 
que es pequeí'ia la transferencia del impulso en cada dispersión, su efecto es el de producir una 
dispersión a ángu los grandes. En una sección posterior se verá que el neutrón se puede 
transformar en un protón emitiendo un mesón cargado y un protón se puede transformar en un 
n eutrón óptico absorbiendo dich o mesón. 

Una inte rpretación más formal de los resultados de los esperimentos de dispersión n eutrón­
protón , es que el potencial nucleónico V que produce la dispersión posee una forma que 
aproximsriamente se puede escribir como 

V(r) + V(r)P 
V~ 2 (17-1) 

donde Pes un operador de intercambio que transforma a un protón en un neutrón y a un neutrón 
en un protón, y V{r) es e l potencial nucleónico ordinar io que se ha estudiado anteriormente. 
Ahora bien, el potencial nucleónico V entra en expresiones para la sección de dispersión a 
través del elemento de matriz 

donde V', es la eigenfunción para el sistema neutrón-protón in icial (antes de la dispersión}, 
y tp¡ es e l complejo conjugado de la eigenfunción para e l sistema neutrón-protón fin al 
(después de la dispersión). Por lo tanto , res ulta interesante considerar la cantidad 

[
V(r) + V(r)PJ V(r) V(r) 

Vtp, ~ 2 V', = 2 1/'; + -2- Ptp¡ 

Lo anterior puede escribirse como 

V(r) V(r) 
Vtpz ,.._, -2- V'z + 2 P1P, (17 -2) 

utilizando el número cuántico l para denotar el impulso angular orbi ta l del sistema in icial. 
Como el intercambio del neutrón y protón de masas iguales es equivalente a un intercambio en 
los signos de las coordenadás que especifican sus posiciones relativas a un origen en su centro de 
masas a la mitad de la distancia entre ellos, la operación de intercambio es equivalente, bajo 
estas ci rcunstancias particulares a la operación de paridad. Por lo tanto, la re lación usual en tre 
el número cuántico del impulso angular orbital y la paridad, (8-47), es aplicable y dice que 

P1111 = (- 1 )'t¡11 

Es decir, la paridad de una eigenfunción de un potencial esféri camente simétri co 'f/)1es par si les 
par e impar si l es impar. Consecuentemente, el operador de paridad (o intercambio) deja la 
e igenfunción invariante en el segundo término del miembro derecho de (17-2) si l es par, y la 
multiplica por un s igno menos si les impar. Entonces, se tiene 

V V(r) V(r) p [ t + 
2
( - l )'] V(,·)

111
• 

t¡I¡ ~ -- t¡}¡ + -- t¡J¡ = ----- T • 
2 2 
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FIGURA 17-7 
Dos nuc leones, cada uno con impulso lineal de 
magnitud p que se pasan a una distancia de 
r' , entre sí. Cada uno tiene un impulso an­
gular orbital de magnitud pr'/ 2 con respecto al 
centro de masas. La magnitud del impulso 
angular orbital del sistema con dos nucleones 
es L = pr'. 
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A partir de este resultado se puede ver que el potencia) nucleónico puede ser escrito 
aproximadamente, sin utilizar el operador de intercambio, en la fo rma denominada potencial de 
Serber, 

V ~ [I + (-l)'] V(r) 
2 

(17-3) 

Obsérvese que V ~ O si les impar. Se concluye que el potencial nucle6nico depende fuertemente 
de Impulso ang ular orbital de los dos nucleones que interactúan, con respecto a su centro de masas. El 
potencial es aproximadamente cero cuando el número cuántico del impulso angular orbital, l, tiene 
un valor impar. (Más adelan te se verá que V~ O para l impar sólo si su efecto se promedia para 
todos los estados cuánticos correspondientes a ese valor de L, como es el caso en la mayoría de 
las situaciones). 

En la figura 17 · 7 se ilustra un argumento clásico basado en el sistema de referencial del centro 
de masas , que demuestra que existe una relación entre el valor máximo posible del impulso 
angular orbital L y el impulso lineal p, para un sistema de dos nucleones que interactúan. La 
relación es L ':.::::'. pr ' , donde ·r ' es la máxima separación a la que los nucleones puedan 
interactuar, la cual es e l alcance de la fuerza nucleónica o el radio del potencial nucleónico. 
Dado que l está relacionada con el número cuántico l por medio de la ecuación L = 

.J /(/ + 1 )/, ,resulta fácil de estimar, para un valor supuesto de r' , el valor máximo posible, 1 mnx: 

de l número cuántico en términos de los impulsos y energías cinéticas de los nucleones. 

Ejemplo 17- l. Dos nucleones interactúan por medio de una fuerza nucleónica de alcance r' = 
2.0F, en un estado tal que el número cuántico del impulso angular asume su valor máximo posible. Si este 
val or es / = 1. G·cuál deberá ser la energía cinética de cada nucleón en el sistema de referencia del 111n, 

centro de masas?. ¿La energía cinética total en ese sistema de referencia? ¿La energía cinética del nucleón 
incidente (en un haz) en un sistema de referencia donde e l nucleón con el que interactúa se encuentra 
in1cialme nte estacionario (en un blanco)? 

Se t iene 

L = j i(/ + 1) !t 

con I = /11ia, = 1. Por lo tanto 

L = J 1 ( 1 + 1) !t = ._/2 /i 
Asirn1smo , 

L ~ pr' 

o bién . 

L J2 !i 
p =-= -, = --,-

/' r 
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Así pues la energía cinética de cada nucleón en el sistema de referencia del centro de masas (CM) es 

p'!. 2r,2 
K = 2M ~ 2Mr' 2 

,.._, ( 1 .05 x 10- 3·• joule-seg) 2 

J .7 X 10- 21 kg X (2.0 X 10- ls m)2 1.6 x l0- 12 joule 

10 Me V 

La energía cinética total en ese sistema de referencia entonces es 

K t.utnl l'M = 2K ~ 20 Me V 

Como las partículas que interactúan tienen masas iguales , es fácil demostrar que la energía cinética de 
la que se mueve, en un sistema de referencia en el que la otra se encuentra inicialmente en reposo, es el 
doble de la energía cinética en el sistema de referencia del centro de masas. Por lo tanto, la enegía cinética 
del nucleón incidente es 

K ,nc,den1e = 2KtoLal CM ~ 40 Me V 

Ejemplo 17-2. Demostrar que la condición /mn.x = O es equivalente a la condición () ,._, J..Jr' 
» 1 que requiere que la sección diferencial de dispersión da/dQ sea isotrópica. 

En relación con el cálculo del ejemplo 17-1, obsérvese que si la energía cinética K de cada nucleón en 
el sistema de referencia del centro de masas es menor que aproximadamente 10 Me V, entonces cada uno 
tendrá un impulso p que es 

o bien 

Ji /i /¡ 
p <--,- ---

r - .j2rrr' 

/, 
I > J2rr pr 

Utilizando la relación de de Broglie para evaluar J,., la longi tud de onda del nucleón , a partir de sus 
impulsos p, se obtiene 

o bien 

). > J2rr 
r ' 

J,. 
--¡ » 1 
/' 

De acuerdo con (15-4), la separación entre mínimos adyacentes en el patrón de dispersión es O -.. J../r', 
se tiene por lo tanto, 

). 

O '"="' -; » 1 
/' 

Como se mencionó en páginas an te riores, esta desigualdad significa qu e no hay mínimos y que la sección 
diferencial de dispersión es iso trópica. Sin embargo , en el ejemplo 17-1 se vio que K ~ 10 Me V es la 
condición para qu e /11 mlf. = 1 (suponiendo que al alcance de las fu erzas nucleóni cas es r' = 2 F). Así 
pues, para K < 1 O Me V, sólo se puede tener I ,. = O. En tonces, se ha demos trado qu e /,nª'" = O es 

l llll.- - ·· 

equivalen te a O =::: Ji/ r' » 1. 
En el ejemplo 17-1 se concluyó que cuando la energía cinética de cada nucleón en el sistema de 

referen cia del ct'nlro dt• masas ~s aproximadamente 10 MeV, la energía cinéti ca del nucleón incident e, en 
el sistema de re ferencia en el c·ual e l nu cleón-blanco se encuentra inicialment e en reposo, tiene un valor 
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de aproximadamente 40 Me V. Por lo tanto, también se puede concluir que podría esperarse que du/dO. 
se desviara de la isotropía sólo cuando la energía cinética del nucleón incidente es igual, o excede, 
aproximadamente 40 Me V. ~ 

En el ejemplo 17-1 se demuestra que, para un potencial nucleónico de radio r' = 2 F, se 
tiene /mo.x = O a menos que la energía cinética de cada nucleón del par en interacción exceda 
aproximadamente 10 Me V en el sistema de referencia del centro de masas. Cálculos similares 
demuestran que /1110x = 1 a menos que estas energías excedan 30 MeV, aproximadamente 
y /111 :1:.. = 2 a menos que excedan aproximadamente 60 Me V. (Todos estos números son sólo 
aproximaciones ya que han sido obtenidos de argumentos semiclásicos). Ahora bien, si se 
considera a un par de nucleones en un núcleo, sus energías cinéticas en un marco de referncia 
fijo a s u centro de masas, generalmente no exceden 30 Me V. Por consiguiente, interaccionan 
entre s í, en el caso más usual, en estados l = Oy l = l. Sin embargo,el potencialdeSerber, (17-
3) es aproximadamente cero para l = l. Así pues, los nucleones en un núcleo realmente 
interac túan fuertemente entre sí en sólo la mitad de los estados cuánticos que las considera­
ciones relati vas al impulso angular (y a l principio de exclusión, si son de la misma especie) 
permitirían contribuir, en otras circunstancias, a las interacciones·totales. Esta propiedad del 
potencial nucleónico permite la saturación de las fuerzas nucleónicas suprimiendo las fuerzas 
nucleónicas de atracción en la mitad de las interacciones; pero no es suficiente. Para obtener la 
saturación-característica que como se indicó al principio de esta sección es responsable de una 
de las propiedades más básicas de los núcleos -es necesario que algunas de las fuerzas 
nuc leónicas sean de repulsión. Es decir, debe existir una parte de repulsión en el potencial 
nucleónico. 

El estudio de la dispersión protón-protón a energías suficientemente altas ha demostrado que 
la dependencia radial del potencial nucleónico es tal que posee una región de repulsión en su 
centro . En la figura 17·8 se presenta la sección diferencial de dispersión, da/dD., medida en el 
sistema de referencia del centro de masas, para la dispersión de protones incidentes con energía 
c inética de 330 Me V por un blanco con protones. Se grafican únicamente ángulos de dispersión 
de Oº a 90u. La sime tría del sistema de dos protones demanda que da/dD. sea simétrica respecto de 
90º , independientemente de cual sea la forma del potencial nucleónico,ya que si un protón es 
di :;; pE>rsado a un ángulo O el o tro deberá ser dispersado a un ángulo de 180° - O. Para ángulos 
mPnorc·~ r¡ue aproximadamente 10°, da/dD. presenta una dependencia angular muy rápida 
corno la dispers ión de Coulomb. En este intervalo angular la distancia de máximo acercamiento 
en las dispersiones es mayor que el intervalo de las fuerzas nucleónicas. A ángulos mayores las 
di spersiones implican co lisiones rasantes en las que dominan fuerzas nucleónicas y se 
encuentra que da/dD. para la dispersión protón-protón es esencialmente isotrópica. 

FIGURA 17-8 
Valores med idos para la sección diferencial de 
dispersión cfo/d!l con respeclo al centro de 
masas, p~ra la dispersión protón-protón . La 
energía Je los protones incidentes es 330 Me V. 
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FIGURA 17-9 
Potencial nucleónico con una coraza de re­
pulsión infinitamente intensa dentro de un 
pozo cuadrado de atracción. 
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Jastrow demostró que la sorprendente iso tropía en la dispersión protón-protón de alta 
energía, implica que existe una fuerte coraza de repulsión en el potencial nucleónico. Es decir , el 
potencial tiene una dependencia radial parecida a la que se indica en la figura 17-9. No es difícil 
en tender cualitativamente los puntos esenciales del argumento de Jas trow. A una energía 
cin éti ca incidente de 330 Me V, la energía cinética de cada uno de los protones en el sistema de 
referencia de su centro de masas es 82 Me V, y /max = 3. Por lo tanto, los dos protones en la 
dispersión sólo pueden interactuar en estados de impulso angular orbi tal dados por l = O, l, 2, 
3. Sin embargo. como el potencial de Serber es aproximadamente cero para l = 1 y 3, las 
inte racciones significativas sólo pueden ocurrir en estados con l = O y 2. Si sólo estuviese 
implicado el estado l = O, da/dD. ser ía definitivamente isotrópica ya que la dispersión sería 
igual que si se tuviera /mnx = O, lo que quiere decir () ~ J./r')) 1. Sin embargo, en este caso 
la magnitud de da/dD. sólo podría ser aprox imadamente la mitad de la magn itud que realmente 
se observa. De hecho, la isotropía de da/dD. es e l resultado de la interferen cia destructiva entre 
las ondas dispersadas en una interacción en e l estado l = O y las ondas dispersadas en una 
interacción en e l estado l = 2. La in terfe rencia suprime la tendencia , discutida anteriormente, 
de que drr/dO sea grande a ángu los pequeños. En la figura 17-lOse indica cómo un potencial con 

rR (r) 

00 

FIGURA 17-10 

rR (r) 
Desplazado hacia afuero 

Efecto de la coraza de repulsión del potencial sobre la dependencia radial de la 
coordenada radial , r, por la e igenfunción de la parte radial , R(r), correspondiente a la 
e igenf un ción para el estado l = O en la dispersión protón de alta energía-protón . La 
curva continua muestra rR{r) en presencia del potencial y, por comparación, la curva 
discontinua muestra lo que sería en ausencia de potencial. Dado que la energía del 
protón incidente es grande comparada con la profundidad de la región de atracción del 
potencial , el efecto de la coraza de re pulsión domina y rR (r) es jalada hacia afuera. 
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una núcleo de repulsión, la altura de la cual es mucho mayor que la energía cinética del protón 
incidente, afecta la eigenf unción correspondien te al estado l = O. La región de respulsión 
"empuja" a la eigenfunción como si estuviera en el extremo de un pozo infinito, y la región 
atractiva "jala" la eigenfunción ya que esta aumenta su curvatura. Si la energía del protón 
inciden te es grande comparada con la profundidad de la región de at racción, el efecto de esta 
región es pequeño y el resultado neto es que la eigenfunción correspondiente al estado l =Osea 
empujada hac ia afuera. En la figura 17-11 se muestra el efecto del potencial sobre la 
eigenf unc ión correspondiente al estado l = 2. Como parar pequeña todas las e igenfunciones 
presenla11 el cornportarnienlo rL dado por (7-32), la eigenfunción con l = 2 tiene un valor tan 
pequeño en toda la región de respulsión cercana ar= O, que dicha región práct icamente no la 
afecta. Esta eigenf unción es muy pequeña parar pequeña independientemente de que la región 
de repulsión esté o nó presente. Consecuentemente, la región de atracción es la única que tiene 
algún efecto sobre la eigenfunción del estado l = 2 y por lo tanto, la eigenfunción es jalada hacia 
adentro por e l potencial. La interferencia destructiva que conduce a una d<J/dD. iso trópica se 
debe a que la eigenfunción del estado l = O es empujada hacia afuera mientras que la 
eigenf unción del estado l = 2 es jalada hacia adentro. Si el potencial nucleónico fuera 
puramente de atracción, ambas eigenfunciones sólo podrían ser jaladas hacia adentro. 

Experimentos recientes de dispersión de electrones de alta energía por de uterones proporcionan una 
evidencia completamente independiente de la existencia de una coraza de repulsión intensa en el potencial 
nucleóni co. Estos experimentos demuestran que existe un agujero en el cent r o de la distribución de carga 
del deuterón. Esto quiere decir , que el protón evita el centro del deuterón, presumiblemente por la 
repul sión tan intensa que experimenta si trata de aproximarse demasiado al neutrón. Los análisis de los 
experimentos de dispersión tanto electrón-deut erón como protón-protón, indican que el radio de la coraza 
de repul sión es aproximadamente O.SF. 

El núcleo de repulsión en el potencial nucleónico es el factor más importante responsable de 
la saturación de las fuerzas nucleónicas. En un núcleo, los núcleos en los potenciales 
nucleóni cos agregan contribuciones positivas grandes a la energía total, si los nucleones se 
encuentran empaquetados con mucha proximidad. Esta es la razón por la que los nucleones 
mantienen un espaciamien to promedio centro-a-centro dado por la densidad de masa nu-

rR(r) 
00 

rR(r) 

Desplazada hacia adentro 

FIGURA 17-11 
Efecto de una coraza de repulsión del potencial sobre rR{r) para la eigenfunción del 
estado l = 2 en la dispersión de protones de alta energía con protones. La curva 
continua muestra rR{r) en presencia del potencial y la curva discontinua muestra 
como sería en ausencia del potencial. Ya que rR(r) es negligiblemente pequeña en el 
radio de la coraza aún en ausencia del potencial ya que R(r) ce rz, el efecto de la 
1·oraza de repul sión es negligen le. Por lo tanto, la región de atracción dominada y rR (r) 
t'!-. jalada hacia adentro. 
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rleónica medida, de aproximadamente l.2F. A este espaciamien to, un nucleón dado sólo puede 
interactuar con un número limitado de o tros nucleones, ya que e l al cance de las funzas 
nucleóni cas es aproximadamente 2F, y por lo tanto, las fuerzas nucleónicas se saturan. Si n o 
ex is ti era una r egión de repulsión en los pot en ciales nucleónicos, las regiones de a tracción 
ocasionarían que el núcleo se colapsara has ta que sus dimensiones lineales fu eran aproxima­
damen tP- iguales a l alcance de' las f uP-rzas nucleón icas. Entonces, cada nucleón interaccionaría 
r.ón todos los demás nu cleo nes y la energía de en lace por nucleón , ó.E/ A, snía aproxima­
damenl e proporcional a A. 

Se encontró qu e el potencial nucleónico depende del número cuántico s que especifira el 
impulso angular de spin de un sis te ma de dos nucleones (i.e., independi entemente rle que se 
e nc uentren e n es tados de singule te o triple te) , y que también depende de l número cu án tico l 
que especifica el impulso angular o rbital del sis tema. Algunos experimentos rt emuestran que el 
potenc ial también depende de l número cu án ti co j y especifica el impulso angu lar total del 
s is tema. Otra forma de expresar lo an te rior es que el potenc ial no sólo depende del impulso 
angular de spin S y del impulso angular orbital L, sino tambi én de su producto S. L que 
de termina la magnitud del impulso angular total J. Por lo tanto , el potencial nucleónico contiene 
un t rrmino spin -órbita, proporcional a S. L. Di cho término hace que el po tencial nurleón ico Sfla 
de mayo r atracción s i S. L. es positivo y de mayo r repuls ión s i e-s negativo, igual que en el caso 
para e l término spin-órbita del pot encial nu clear en el modelo de capas. Los términos spin-órbita 
nu clear y nucleónico están relacionados, sin embargo dicha relación todavía no se entiende 
completament e . Los experimentos a los que básicamente se refieren implican la dispersión de 
un haz de nucleones con spins alineados, por un blanco de nucleones con spins alineados. Lo 
anterior permite interacciones e n diferentes estados cuánticos, con diferente impulso angular 
de spin, o rbital y to tal , que serán inves tigados separadament e. 

Esta sección se condu ye resumiendo lo que se conoce acerca de las fuerzas nuc leónicas. 
Desde luego que lo primero que se puede decir es que son muy complicadas . Cuando un nucleón , 
digamos, de 200 Me Y de energía c inéti ca interacciona con o tro nuc león , el s is te ma podrá 
t>n contrarse Pn algu no de los siguientes estados cuánti cos: tS0 , 3S 1 , 1P 1 , 3P 0 , 3P 1 , 3P 2 , 

L D2 , 3 D1 , 3 D'!., 3 D3 • F.I po tenc ial nu cleónico es diferente en cada uno dt: est.os es tados y así 
mismo e n cada uno de ellos, su forma implica una dependencia rad ial bastan te complicada así 
como desviac iones de la s imetría esféri ca. Las ú nicas s impliíicaciones son: 

l. El po ten cial nu c leónico es independiente de la carga, por lo r¡ue no depende de las 
especit-s de los nucleones que interactúan . 

2. El principio de exclusión prohibe la interacción en ciertos estados c uánticos entre 
nucle-onesde la misma especie. Enparticular,losestados 3S 1, 

1P 1, 
3 Di, 3 D 2 , 3 D3 seexcluyen 

de la li s ta antes c itada en el caso de interacciones neutrón-neutrón y protón-pro tón. La razón es 
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FIGURA 17-12 

V(r) 

Dependencia radial de un potencial nucleónico, singulete, con l par en concordancia 
razonable con el experimento. 
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qu e si la e igenf unción espacial para un sistema de dos nucleones idénticos es simétrica en un 
intercambio de marcas ( l par), entonces la eigenf unción de spin debe ser asimé tri ca ante un 
intercambio tal (singul ete); y si la eigenf unción espacial es asimétrica ( l impar) , la eigen f unción 
de spin debe rá ser sim étri ca (l ripl e te) . 

3. El cf ec to neto de todas las int eracciones en el es tado P es muy pequeño. Sin embargo, 
experime 11 tos con spins a lineados demuestran que ésto se debe, e n parte, a interferencias 
destructi vas en las interacciones provenientes de diferent es es tados P y que las inte racciones en 
estados P individuales no son tan pequeñas. 

Si es sati sfac torio describir de modo aproximado sólo sus propiedades más importantes, 
en tonces, las fu erzas nuc leónicas no son tan complicadas. Las figuras 17-12 y 17-13 propor­
cionan cuant ital ivamente las dependencias radiales de los poten ciales nucleónicos para estados 
c uánticos con l par. La primera figura muestra el po tencial para estados de singulete (spins 
nucleónicos esencialmente antiparalelos), y la segunda muestra el potencial más intenso para 
los estados e.l e I r iple te (sp ins nucleónicos esenc ialmente paralelos) . Con es tos dos potenciales, y 
con potencial cero para todos los estados 1.:uánticos con l impar , los resultados que se obtienen 
están en concordan cia razonable con todas las propiedades del deúterón (excepto su momento 
cuadrupolar e léctr ico) y todos los datos de dispers ión nucleónica hasta varios cientos de Me V 
(excepto los da tos con spins alineados). 

En la figura 17-13 también se muestra el eigenvalor y la dependenc ia radial de la eigenfunción 
correspondiente al único es tado ligado de l po tencial del triple te, es decir, el deuterón. 
Obsérvese que la región de at racción es apenas sufi cientemente intensa para sobreponer el 
efecto Je la coraza de repulsión y conducir a una ligadura. Como consecu encia, ex iste una alta 
probabilidad de qu e los dos nucleones en el deuterón posean una separación mayor que el 
alean et' <l e las fuerzas nu cleón icas. 
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Dependen cia radial de un potencial nucleónico, triplete , l par , en concordancia 
razonable con el ex perimento. También se mues tran el eigenvalor y la cantidad rR{r) 
para la eigenfun ción del estado ligado único del potencial en -2.22 Me V. este estado, 
que es el deu terón se enc uent ra apenas ligado y rR(r) apenas si alcanza un máximo 
dentro de la región de atracción (compárese co n la figura 17-10). El cuadradoderR(r) 
es r'!.R*(r)R(r) que es la densidad de probabilidad radial que especifica la probabi ­
lidad de énco ntrar a los dos nucleones en el deuterón con una separac ión cercana ar. 
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Desde luego, que en la naturaleza los potenciales nucleónicos no pueden tener la abrupta 
dependencia radial de los poten ciales simplificados que se muestran en la figura 17-12 y 17-13. 
En una sección subsiguiente, se ver á que la teoría mesónica predice algun as cosas acerca del 
comportamiento de los poten ciales con rad ios relativamente grandes y qu e demuestran que 
1•1 umbral de la región de a tracción en realidad, debería ser bas tante gradual. 

17-3 Jsospín 

En la fi gu ra 17-14 se muestran esquemáticamente los niveles de en ergía más bajos para los tres 
s istemas de dos nucleones posibles: el dineutrón ° 112 ; el deuterón 1H 2 ; y el diprotón 2H e2. El 
pr incipio de ex clus ión sólo permite al deuterón tener un nivel de spin de triplete, denotados= 1 
y debido a la dependencia con e l spin de la fuerza nuclear, este es el único nivel que se encuentra 
a una en ergía suficientemente baja para estar ligado. Sin embargo, los tres sistemas poseen un 
ni vel de spin de singule te lige ramen te no ligado, denotado s = O. Debido a la independencia de la 
carga de la fu erza nucleónica, e l nivel s = O se encuentra a la mis ma energía en todos 
los sis temas, excepto por el pequeño efecto de la en ergía de repuls ión de Coulomb que se 
enc-uentra presenl e en e l diprotón únicamente. La simetría que es evidente en este conjunto de 
diagramas de niveles de energía y que es aún más evidente en otros conjuntos que se verán 
dt>spu{,s, pu<'d<' ser descri ta de modo muy convenient e por medio de l concepto de isospin, T. 

Como su nombre lo implica, e l isospín posee propiedades matemáticas que son similares a las 
que se conocen a l es tudia r el spin . S in embargo, no tiene una relación fís ica directa con el spin. Se 
utiliza para identificar niveles de energía relac ionados o estados cuántico s, en conjuntos de 
is6baros; es decir , en conjuntos de sistemas que tienen todos el mismo número A de nu cleones. 
Para e l conjunto que se mues tra en la figura 17-14, se dice que el nivel más bajo es un isospín 
singule te, denotado T = O, y los tres nive les relacionados se dice que forman un triplete isospín, 
denotado T = l. La palabra triplete resulta apropiada, puesto que hay tres ni veles relacionados y 
porr¡u e asociada con T se encuentra una componente, denotada T,., que puede asumir los tres 
valo res Tz = - 1, O, + 1 cuando T = l. La componente Tz se utili za para identificar un 
nivel particular en un multiple te isospín , especificando la re lación en tre el número Z de 
protones y el número N de n eutrones para el isóbaro particular al que pertenece el nivel. La 
relación es 

T =z __ -_N_ 
z 2 

(17-4) 

En la figura 17-14 los tres niveles T = 1 se denotan por T z = (O - 2)/2 = - 1 para e l 
di neutrón , Tz = ( J - 1 )/2 = O para el deuterón y Tz = (2 - 0)/2 = + l para el di pro­
tón . Para el nivel singulete isospín, T = O, ex iste un sólo valor posible de T:, a saber , el 
valor T

2 
= O que corresponde al deute rón. 

En general la relación enrre el valor de T y los valores posibles de Tz es 

Tz = - T, - T + 1 , •.• , + T - 1 , + T (17-5) 

Desde luego, es to es mu y análogo a la re lación matemática entre el número cuán ti co que 
describe cualquier vector de impulso angular , incluyendo el vector de spin , y los valores 
pos ibles de l número cuántico que describe su componente z. Sin embargo, debe hacerse énfasi s 

FIGURA 17-14 
Ilus tración del patrón formado por los niveles 
de energía más bajos de los tres sistemas 
posibles con dos nucleones. 
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en que el isospín no es un vector en algún espacio físico, con una componente a lo largo de un 
eje de coordenadas en ese espacio. En su lugar, se trata de un construcción matemática que sólo 
existe en algún espacio imaginario. De cualquier modo, es muy útil en la descripción de las 
propiedades simétricas de sistemas que contienen el mismo número de nucleones, que resulta 
de la forma simétrica en que el principio de exclusión trata a los nucleones idénticos de 
cualquiera de las especies y la forma simétrica en que la fuerza nucleónica, independiente de la 
carga, trata a todos los nucleones. 

Un sistema que contiene un sólo nucleón posee T = 1/2, siendo los dos valores posibles 
de T: , T: = - 1 /2, + 1 /2. La primera posibilidad de acuerdo con (17-4), describe los 
neutrones par:a los cuales (Z - N) /2 = (O - 1) /2 = -1/2, y el segundo describe el protón para el 
cual (Z - N) / 2 = (1 - 0)/2 = + 1/2. El isospin permite que se hable del neutrón y del protón 
como dos manifestaciones relacionadas de la misma partícula, el nucleón con T = 1/2. En una 
de ellas, llamada neutrón, T z = - J /2; en la otra, llamada protón T : = + 1 /2. Esto es como 
decir que un protón con spin "hacia arriba" es la manifestación m 8 = + 1 /2 del protón s = 1/2, 
y el protón con spin " hacia abajo" es la manifestación m 8 = -1/2 de esa partícula. Desde este 
punto de vista, las propiedades de intercambio de etiquetas mecáhico-cuánticas de un sistema 
que cont iene varios nucleones, se pueden expresar de modo muy general diciendo que si la 
eigenfunción total del sistema es un producto de una eigenfunción espacial, de una ei~en­
función de spin , y de una eigenfunción de isospín, la simetría de cada una de ellas debe ser tal 
que en un intercambio de etiquetas de cualquiera dos partículas, la eigenfunción total será 
antisimétrica ya que los nucleones son fermiones. Como se aplicó a los niveles del sistema de dos 
nucleones de la figura 17-14, como para todos estos niveles L = O, todos los estados 
correspondientes tendrán eigenfunciones espaciales simétricas. Así pues, para cada uno de 
ellos, una eigenf unción de spin simétrica deberá estar asociada con una eigenfunción de isospín 
asimétrica, o viceversa. Debido a sus propiedades matemáticas análogas, tanto del spin como del 
isospín, un estado de singulete se describe con una eigenfunción asimétrica mientras que en un 
estado de triplete se describe con una eigenfunción simétrica. Por lo tanto, los niveles de spin 
singulete (s = O) deberán tener isospin triplete (T = 1), y el nivel de s pin triplete (s = 1) deberá 
tener un singulete de isospín (T = 0), como se demuestra examinando la figura. 

El poder del isospín en la identificación de estados cuánticos relacionados con conjuntos de 
sistemas que contienen gran número de nucleones, se muestra en la figura 17-15. En la figura se 
muestran esquemáticamente algunos de los niveles de energía más bajos del conjunto de 
isóbaros58 1-I, GC14 ,7N 14, 80 1",y 9 F 14 • Los llamados niveles análogamente isobáricos de un 
multiplete de isospín particular se denotan por Ty Tz como anteriormente. Todos los niveles 
análogamente isobáricos poseen la misma energía, excepto por el pequeño aumento sistemático 
en sus energías al aumentar Tz, debido al aumento en la energía de repulsión de Coulomb 
conforme aumenta Z. La razón es que las eigenfunciones totales correspondientes a cada 

FIGURA 17-15 
Niveles de energía más bajos de los isóbaros 
con A = 14. Obsérvese que la posición de los 
niveles de energía del estado base trazan pa­
rábolas, que para los estados base de los nú­
cleos con A = 14, se discuten en relación con 
el decaimiento fJ . 
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sistema son todas soluciones idénticas (si se ignoran efectos de Coulomb) de una ecuación de 
Schroedinger para las mismas fuerzas nucleónicas ya que dicha fuerza nucleónica no depende 
de Tz puesto que es independien te de la carga. Sin embargo, la fuerza nucleónica sí depende 
de Tpuesto que es dependiente del spin. Esto se vio primeramente como una dependencia del 
sp in ; ahora se toma en c11 enta que los requisi tos para el intercambio de e t iquelas significan 
también una dependencia con el isospín. La naturaleza de la dependencia del spin es tal que el 

. estado con la T menor tiene los niveles de energía más bajos posibles para el conjunlo de 
s istemas. Esto se puede ver tanto en la figura 17-15 como en la figura 17-14. 

La afirmación de que las energías resultantes de la fue rza nucleónica, o interacción, no 
dependen de Tz sino sólo de T, es consistente con la afi rmación de que el isospín T se 
conserva en procesos que implican esta interacción. Para aclarar lo anterior, compárese la 
afirmación de que el impulso angular total J se conser va en procesos que implican una 
interacción esféricamente simétrica V(r), con la afirmación de que las energías resultantes de 
esta interacción no dependen de su componente Jz sino sólo de s u magnitud}. Sin embargo, 
la conclusión de qu e el isospín se conserva en la interacción nucleónica es de mayor generalidad 
que la conclus ión , basada en experimentos independientes de la carga, de que la interacción 
nucleónica depende de T pero no de T.,._ . Por lo tanto, requiere verificación experimental 
adicional. Más ade lante se verá que la física de partículas proporciona muchas evidencias para 
esta verifi cación. Ev idencia de la física nuclear se encuentra, por ejemplo, en la reacción 

En todas las situaciones experimentales, los núcleos incidente y blanco, 1H 2 y sorn se 
encuentran en s us estados base. Si la energía del núcleo incidente no es muy alta el núcJeo 
produ cto 2 He·1 tambi én deberá estar en su estado base ya que su primer estado excitado se 
encuentra a una energía mayor que 20 MeV. Estos tr es núcleos ti enen Tz. = O en todos los 
estados, y en su estado base tienen el valor mínimo de Tconsistente con esta Tz, a saber, T = 
O. Lo mismo se apli ca a l estado base del núcleo residual 7 N 1

·1• Sin embargo, como se ve en la 
figura 17- 15 e l primer estado excitado de 7 N t,1 posee T = l. En lo que respecta a la conservación 
de energía, impu lso angular, o paridad, la reacción podría producir 7 NM tanto en su estado base 
como en su primer estado exci tado. La observación experimental de que dicha reacción sólo se 
produ<'e en e l estado base es una buena evidencia para la conclusión de que la interacción 
nurleóniN1 <'Ons<1r1•n <'I isopín 1'. 

17.4 Piones 

En secciones precedentes se ha presentado una descripción de las propiedades de las fu erzas 
nucleónicas que se obser van experimentalmente. A pesar de que se utilizó teoría en la 
descripción, esta fue esencialrr. ente utilizada para corre lac ionar las observaciones exper i­
ment a les y no para explica-r su origen básico. Sin embargo, ex iste una teoría qut> ha tenido éxito 
para explicar cómo c iertas propiedades de las fu erzas nucleónicas resultan de at ributos más 
fu ndamenta les de la naturaleza. Esta es la teoría mesónica que se orjginó con el trabajo de 
Yukawa en 1935. 

Yukawa propuso que un nucleón emite frecuentemente una partícula con masa en reposo 
apreciable, hoy llamada mesón 7T o pión. Esta partícula se mantiene cer cana al nucleón en el 
ll amado campo del mesón 7T por un tiempo muy corto siendo después absorbida por el nucleón. 
Durante e l proceso el nucleón mantiene su masa en reposo normal, de modo que cuando sucede, 
se viola la ley de conservac ión de la masa-energía, ya que hay más masa en reposo presente que 
la que hahía an1 es de que fu era emir ido el mesón 7T o después de ser absorbido. Sinembargo,el 
principio de incertidumbre energía-t iempo demuestra que dicha violación no es imposible si su 
duración es sufi cientemente pequeña. Desde luego que, e l mesón 7T no puede escapar 
permanentemente del nucleón ya que en ese caso se violaría permanentemente la ley de 
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Representación muy burda del intercambio de un mesón 7T entre los campos de dos 
nucleones en interacción. 
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conservación de masa-energía. Sin embargo, si dos nucleones s~ encuentran suficientemente 
próximos para que sus campos mesónicos se t raslapen, es posible que un mesón 7T abandone 
un campo y se una al otro, sin estar cambiando permanentemente la energía total del sistema de 
dos nucleones. Dicha interacción entre los campos se ilustra burdamente en la figura 17-16. En 
la interacción, el impulso que lleva el mesón 7T se transfiere de un campo a l otro y por lo tanto, 
de un nucleón aJ otro. Sin embargo, si se transfiere impulso el efecto es igual que si hubiera una 
fuerza actuando entre los nucleones. Por lo tanto, el intercambio de un pión entre dos nucleones 
conduce a la fuerza nucleónica que actúa entre ellos, de acuerdo con Yuka:wa. (Una idea similar 
se encontró anteriormente cuando en la sección 141, se discutió el intercambio de un fonón 
entre dos electrones en un par de Cooper). 

Al hacer su proposición, Yukawa fue guiado por dos analogías que había en ese tiempo. Una 
de ellas es la ligadura covalente en la molécula de H 2 y de otras moléculas orgánicas (como se 
estudió en la sección 12-3). En este proceso aparece una fuerza, a partir del compartimiento o 
del intercambio de un electrón entre dos átomos. Una analogía aún más cercana es la fuerza de 
Coulomb que actúa entre dos partículas cargadas. De acuerdo con la muy exitosa teoría de la 
electrodinámica cuántica (mencionada en la sección 8-7), alrededor de cada carga se tiene un 
campo de fotones y la fuerza de Coulomb realmente aparece como resultado de un intercambio 
de foto nes entre los campos. 

u electrodinámica cuántica demuestra que el largo alcance de la fuerza de Coulomb es una 
consecuencia del hecho de que los fotones poseen masa en reposo cero. Yukawa adaptó la teoría 
al caso de dos nucleones, interactuando con una fuerza nucleónica de corto alcance, supo­
niendo que la partícula intercambiada posee una masa en reposo diferente de cero. Cuando 
hizo su proposición, los piones no habían sido detectados, sin embargo, Yukawa fue capaz de 
estimar la masa en reposo que conduciría al intervalo de observac ión realizando un cálculo 
similar al que se presenta en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 17-3. Utilizar la conservación de la energía, en su forma modificada por el principio de 
incertidumbre energía.tiempo, para establecer una relación entre el alcance r' de la fuerza nucleónica y la 
masa en reposo m,r del mesón " cuyo intercambio produce la fuerza. Utilizar después dicha relación 
para estimar el valor de m 11 ,suponiendo r' = 2 F. 

El alcan ce de la fuerza nucleónica es del orden del radio r' del campo del mesón rr, que rodea a un 
nucleón, ya que los dos nucleones experimentan esa fuerza únicamente cuando sus campos mesónicos se 
traslapan. Para estimar el radio del campo, considérese un proceso en el que un nucleón emite un mesón 
con masa en reposo 11111 ,que viaja hacia los límites del campo regresando después al nucleón donde es 
absorbida. En este proceso, el mesón viaja a una distancia del orden de r'. Mientras esto sucede ocurre 
una violación de la conservación de la masa-energía. La razón es que la energía total del sistema es igual a la 
energía de la masa en reposo de un nucleón antes y después del proceso y una energía de la masa en reposo 
de un nu cleón más , cuando menos, la energía de la masa en reposo de un mesón rr durante el proceso. 
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Sin embargo, el princ1p10 de incertidumbre de energía-tiempo demuestra que una violación de la 
conservación de la energía por una cantidad 

liE ,.._, nl11C2 

no es imposible, sino sucede en un tiempo mayor que lit, donde 

liE lit ,_, !i 

La razón es que dicha violación no se podría detectar dado que la energía no puede medirse en un 
tiempo ~t con mayor precisión que ~E. Como la velocidad del pión no puede ser mayor que e, el tiempo 
que requiere para viajar una distancia del orden de r' es cuando menos 

Estas tres relaciones dan 

o bien 

' r 
lit ,_, -

e 

ñ · ñe 
m

11
c2 ,_, ,.._, -

lit r' 
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Si se toma r' = 2 F, (17-6) proporciona una estimación de la masa en reposo del mesón 7T 

ñ 
1n

11 
,....,-,­

re 
J x 10-s4 joule-seg ,_, 2 x 10- 2s kg 

2 X 10- 15 m X 3 X 108 m/seg 

Lo anterior también puede ser escrito como 

m 11 ,_, 200 m ,_, 100 MeV/c2 

donde mes la masa en reposo de un electrón la cual tiene el valor m = 0.511 MeV/c2• 

(17-6) 

Vale la pena reafirmar el argumento utilizado en e l ejemplo 17-3. Un mesón con masa en 
reposo m,, ,..._, ñ/r' e conduce a una fuerza nucleónica de alcan ce ,..._,r' ya que los nucleones no 
podrían intercambiar el mesón si estuvieran separados una distancia mayor, pues su tiempo de 
vuelo sería tan grande que el principio de incertidumbre permitiría una determinación 
suficientemente precisa de la energía total del sistema de modo que la violación de la 
conservación de la energía sería ahora detectable. Este argumento también explicó cómo es que 
la fuerza de Coulomb puede tener un largo alcance. Como un fotón posee masa en reposo cero , 
no ex iste un límite inferior a la energía total que pueda llevar. Cuando dos partículas cargadas se 
encuentran separadas una distancia muy grande, pueden intercambiar un fotón de muy baja 
energía cinéti ca sin vio lar el principio de incertidumbrt> de la energía-ti empo. Desde luego que 
tal fotón llevará un impulso lineal muy pequeño. Por lo tanto, la fuerza que produce es muy 
débil, en concordancia con la bien conocida disminución en la intensidad de la fuerza de 
Coulomb a medida que aumenta la separación de las partículas cargadas. 

En el tiempo en que Yukawa hizo su proposición no se conocían partículas cuya masa en 
reposo estuviera entre la del electrón, 0.5 MeV/c2 y la del protón que es igual a 938 MeV/c2. 

Los mesones 7r+ que poseen una carga positiva igual en magnitud a la del electrón, y los 
mesones 7T- que poseen una carga negativa de la misma magnitud, fueron detectados por 
primera vez en 1947 por PoweH y sus colaboradores. Se encontró que formaban parte de la 
radiación cósmica que constantemente bombardea la tierra. Poco tiempo después, los mesones 
7T cargados fueron producidos artificialmente en un ciclotrón grande por medio de colisiones 
en tre nucleones de muy alta energía y nucleones en un blanco. Los mesones de la radiación 
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cósmica tambi én se producen inicialmente en colisiones de muy a lta energía. Las mediciones 
den1ueslran que los mesones 1r+ y 1r- tienen la misma masa en reposo 

111,,+ = m,,- = 140 Me Y /c 2 (17-7) 

El resultado anterior es suficientemente cercano a la predicción de Yukawa, mv r--.J l 00 M eV/c2• 

En 1950, Moyer y sus colaboradores observaron por primera vez meson es 1r0 como producto de 
colisiones de a lta energía. Se ha en contrado que su masa en reposo es 

m,,o = 135 MeV/c2 (17-8) 

Los mesones TT li bres que se producen en es tos experimentos, son liberados de los campos 
de los mesones 1r que rodean a los núcleos en colisión, por la en erg ía que res~lta disponible en 
dicha co lis ión. Se trata de las mismas partículas que los mesones estudiados en la teoría 
mesónica de las fuerzas nucleónicas. La única diferencia es que los mesones de Yukawa se 
encuentran ligados an tes de la interacción de los nucleones debido a los requisitos de 
conservación de la energía. Como es obviamente el caso para los piones ligados que producen la 
intensa fuerza entre dos nucleones , la interacción de piones libres con nucleones también es 
muy intensa. Esto fue indicado de varias maneras en los primeros experimentos hechos con 
piones de rayos cósmicos y de ciclotrón , los cuales demostraron que la sección de interacción de 
un pión, con una longitud de onda de de Broglie muy cort a, con un núcleo, es muy cer cana a su 
valor máximo posible, la sección geométrica proyectada de área 1rr 12

, donde la cantidad r ' es el 
radio nuclear. Asimismo, la interacción es particularmente violenta; cuando un pión entra en 
un núcleo la mayor parte de su en ergía de masa en reposo se utiliza en partir al núcleo en 
fragmentos que son despedidos en ergéti camente en todas direcciones. Desde luego que la 
<letección de piones libres proporciona una verificación sorprendente de la validez de la teoría 
mesónica. 

En la di spersión neutrón-protón se encuentra evidenc ia experimental del intercambio de 
piones Pntre dos nucleones en interacción. Como se discutió en una sección anterior , la simetría 
aproximada en torno a 90° de la sección diferencial de di spersión, implica que en aprox ima­
damen te la mitad de las dispersiones los neutrones se transforman en protones y los protones en 
neutrones cuando los nucleones interactúan. Una de las fo rmas como es to puede suceder se 
indica en las reacciones 

n -+ p + 1r- entonces TT- + p->- n 

Es decir, el neutrón emite un mesón "'- negati vamente cargado en s u campo, convirtiéndose en 
un protón. En tonces, el mesón 1r se une al campo del protón y es absorbido por el protón que 
se convierte en un neutrón. El proceso de dispersión también puede suceder a través de las 
reacciones 

p - 11 + "' 1· entonces "' 1· + 11 -+ p 

En este caso, el protón emite un mesón 1r i positivamente cargado que es subsecuenternente 
absorbiJo por el neutrón. Por lo la111 0, en aproximadamente la mitad de las dispersiones 
neu trón-pro tón un mesón transfiere carga así como impulso en tre los dos nucleones en 
inte racción. 

Debido a que la sección diferencial de dispersión neutrón-protón es aproximadamente 
simétrica respecto a 90°, en aproximadamente la mitad de las dispers iones e l neutrón y e l protón 
no intercambian iden tidades cuando interactúa. Sin embargo, de todos modos deben inter­
cambiar un mesón que lleva el impulso transferido. Los dos co njuntos de reacciones que 
ocurren son 

n -+ n + 1r
0 entonces 1r0 + p ->- p 

y 

entonces 1r0 + 11 ->- 11 
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El mesón 1r0 transfiere impulso, pero no carga, cu ando los nucleones interactúan. 
Esta interpretación implica que un protón aislado deberá estar rodeado de un campo 

mesónico que en algunas ocasion es contendrá a un mesón 1r0 y en otras contendrá un 
mesón 1r+ Las reacciones que se llevan a cabo cuando un nucleón emite un mesón son 

p-+ p + 7To o bien p-+ n + 7r+ 

Desde luego que el nucleón deberá absorber el mesón que ha emitido en un tiempo muy corto, 
pe ro enton ces, podrá emitir otro. El campo mesónico que rodea a un neut rón aislado deberá 
contener algunas veces un mesón 1r0 en otras un mesón 1r- los cuales son emitidos por medio 
de las reacciones 

o bien n -+ p + 1r-

Si n embargo, el campo de l protón no puede contener un mesón 1r- y el campo de l neutrón no 
puede conten er un mesón 1r+ .En mediciones recientes de dispersión de electrones de la 
di stribución de carga del protón y del neutrón, se obtiene una verificación experimental muy 
directa de estas predicciones. En la figura 17 -17 se muestra la dependencia r adia l de las 
dens idades de carga de las dos especies de nucleon es. La densidad de carga del protón es positiva 
en todas part es y se extiende hasta una distanciar de aproximadamente 2F. Parar mayor, pero 
dentro de este límite (en el campo) e l mesón '"+ es el portador de la carga. La densidad de carga 
del neutrón no es cero en todas partes. Parar pequeña (cerca del centro donde se en contraría p 
de la disociación p + 1r- )es positiva, y ar mayor (en el campo donde 7r- se encontraría) es 
negativa. La integral de volumen de la densidad de carga, sin embargo, es cero, puesto que el 
neutrón es neutral y no posee una carga neta. 

La teoría mesónica también proporciona una explicación de cómo es que los neutrones 
pueden tener un momento di polar magnético intrínseco, a pesar de que su carga neta es cero . En 
algunas ocasiones se convierte en un protón más un 7T- . El protón posee un momento dipolar 
magnéti co intrínseco, y el 7r- puede producir una corriente que hace u n aporte adicional al 
momento dipolar magnético. 

Para valores de r cercanos a 2F, las densidades de carga nucleónicas son proporcionales a 
alguna medida de la intensidad de sus campos mesónicos. Ambos decrecen de modo bastante 
gradual a medida que r aumenta. La fu erza nucleónica que actúa entre dos nucleones cuando se 
traslapan los campos mesónicos, también decrece de modo gradual, a medida que aumenta su 
separación. Por lo tanto, el principio de la parte de atracción del potencial nucleónico, que 
describe la fuerza nucleónica que actúa cuando los dos nucleones se af)roximan lo suficien te 
para empezar la interacción, es bastan te gradual. No es abrupta como en e l potencial nucleónico 
simplificado de las figuras 17-12 y 17-13. De hecho, en el ejemplo 17-4 se indicará que para 
va lores grandes de la distancia de separación r, e l potencial nucleónico deiberá seguir el potencial 
de Yukawa. 

FIGURA 17-17 
Dependencia radial de la densidad de carga de 
un protón y de un neutrón. 

- r/r' 
V(r) = -g2 _e_ ,. (17-9) 
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FIGURA 17-18 
Potencial de Yukawa. Para rcomparable con ó 
mayor crue r' = !,/ 111.~C' ::::. 1.5 F, el potencial 
nucleónico deberá tener esta forma. 
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El alcance r ' del potencial está especificado por la teoría para que tenga un valor que 
concuerde con el argumento sencillo del ejemplo 17-3 y con el experimento. En general, la 
intensidad del potencial depende de la constante {('-, cuyo valor no es determinado por la teoría 
por lo que se puede encontrar ajustando el valor de g';!. que mejor concuerde con los resultados 
<'Xpt'rimenta les. En términos de la can tidad adimensional g2/hc, el valor así determinado es 

(17-10) 

E11 la fi~ura 17-18 aparece una gráfica del po tencial de Yukawa. Obsérvese que V(r) ce e- r/r'j r 
disminuye en magnitud a medida que r aumenta gradualmente, pero la disminución es mucho 
más rápida que la correspon <li en le al potencial de Coulomb de largo alcance V(r) ce I fr. 

Para valores de r pequeños comparados con 2F, el potencial nucleónico se desv ía notoria­
mcnle del potencial de Yukawa. De hecho, se sabe que se vuelve de repulsión a '"'-'Ü.5 F. Se 
pt<>n sa CJUe la roraza de repu ls ión del potencial aparece por el intercambio de mesones que se 
,wrá más adelante, cuyas masas en reposo son considerablamente mayores que la del mesón 7T' 

Lo!-> Uf'I al lf'~ acerca del o rigen de la coraza tle repuls ión todavía no se entienden bien. 

Ejemplo 17 -4. Escribir una ecuación relativista para los mesones 7T y demostrar después cómo se 
puede obtener e l potencial de Yukawa, (17-9), a partir de esa ecuación. Se puede obtener una ecuación de 
onda rf'lativista para los mesones '" escribiendo la ecuación relativista de la energía 

donde 
2 2 2 2 P =p.;;+ Pv + Pz 

sustiluvendo la energía total y las componentes del impulso por los operadores asociados de (5-32) 

E · ;¡, éJ/ 01 /'J· - · -ili éJ/éJ.,· Pv ~ -i!io/oy Pz - -.. -ift a¡ oz 

v haciendo qu e la ecuación de operadores así obtenida opere sobre la función 'J · se obtiene el resultado 
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que es la ecuaci6n de Klein-Gordon, que tiene un papel importante en la electrodinámica cuántica de 
bosones. Por ejemplo, para m 11 = O se reduce a la ecuación de onda clásica 

para fotones, que son los cuantos del campo electromagnético. 
· La ecuación de onda clásica tiene una solución estática de la forma 

e2 1 
'Y=---

4111;0 r 

que puede verificar se fácilmente por sustitución, utilizando la relación 

v72o/ = __ r2-1 d ( d'fl') 
r2 dr dr 

,. > o 

para 'Y = \J"(r). Para mrr ~ O la ecuación de Klein-Gordon tien e una solución estática de la forma 

donde 

e -r/r' 
o/= -g2 __ 

r 

li 
r' = -­

mrrc 

r > O 

lo que también se puede verificar fácilmente por sustitución. Dado que la solución a la ecuación de onda 
para cuántos con masa en reposo cero produce el potencial de interacción de Coulomb para el campo 
electromagnético, la solución correspondiente a cuantos con masa en reposo diferente de cero se supone 
que es el potencial de interacción para el campo mesónico, es decir, el potencial de Yukawa (17-9). 

La constante g 2 determina la intensidad del potencial de Yukawa, del mismo modo que la constante 
e 2 (el cuadrado de la carga del electrón) determina la intensidad del potencial de Coulomb. Obsérvese 
que la cantidad adimensional g2 /ñc tiene el valor ~ 15, mientras que la cantidad adimensional e 2 /4 
7Te0ñc (la constante de estructura fina) tiene el valor ~ 1 / 137. Esta es una indicación de ia intensidad de la 
fuerza nucleóni ca. ~ 

En colisiones de alta energía entre nucleones, se pueden crear piones libres, por si sólos, e.g. 

p + p-71'+ + d (17-11) 

donde des el deuterón, o bien pueden ser destruidos en colisiones entre piones y nucleones, e.g. 

(17-12) 

De lo anterior se puede concluir inmediatamente que los piones no pueden ser fermiones. La 
razón es que el número de fermiones en un sistema aislado siempre permanece constante, en el 
sentido de que si se produce un f ermión, o se destruye, siempre ocurre simultáneamente con la 
producción , o destrucción, de un antif ermión. Ejemplos de lo anterior son la producción o 
aniquilación de pares electrónicos. Los piones son bosones, así como los fotones son también 
bosones, que pueden ser emitidos o absorbidos de modo singular. Como todo bosón, los piones 
deben tener spin entero; es decir , s = O, o 1, o 2, .... Las mediciones demuestran que en los tres 
casos, 77'- , ?To, y 77'+, el spin del pi6n es O. La primera de estas medidas implicó aplicar e l 
principio de balance detallado (ver la discusión de (11-4)) al cociente observado de las secciones 
de dispersión hacia adelante y retrodispersión, de (17-11) y (17-12). El valor del spin para 77'+ 
influen cia la sección para la reacción hacia adelante ya que la velocidad de la reacción es 
proporcional a la densidad de estados que puede ser poblada y ésta es propor cional al factor de 
degeneración del spin (2s + 1). El cociente de secciones de dispersión demostró que s = O. 
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Una propiedad muy importante de los piones es que los piones poseen paridad intrin.seca impar. 
La evidencia inicial provino de la reacción 

7T- + d-+n + n (17-13) 

El pión negativamente cargado es capturado por el deuterón después de caer por una secuencia 
de varios estados parecidos a los electrónicos atómicos, hasta el estado l = O, donde su función 
de onda tiene un traslape grande con el deuterón. Por lo tanto, el impulso angular total a la 
izquierda de (17-13) es el del estado base del deuterón con spin l. Por lo tanto, la conservación 
del impulso angular permite la emisión de dos neutrones cuyo impulso angular orbital total 
deberá ser l ·= O o 2 y spins "paralelos", o con l = 1 y spins "antiparalelos". La primera 
posibilidad debe descartarse puesto que resultaría en una eigenfunción simétrica total para el 
sistema de dos fermiones. Por lo tanto , los neutrones son emitidos en un estado en el que el 
impulso angular orbital total es L· = l. La paridad de un estado tal es impar, de acuerdo con la 
regla u sual de que la paridad está dada por ( -1 )L. Así pues, dado que la paridad se conserva en a 
interacción nuclear, o nucleónica, la paridad del sistema 71'- + d · debe ser impar. Ahora bien, 
la paridad del estado base del deuterón es par, y la regla ( - 1 )' dice que la paridad asociada con 
el movimiento l = O del 71'- capturado es también par, por lo tanto , el mesón 71'- deberá tener 
una paridad intrínseca, que es impar. Lo mismo se aplica a los otros piones. Como el número de 
nucleones presentes en la reacción no cambia, la paridad intrínseca de- un nucleón es 
indeterminada; sin embargo, convencionalmente se toma como par. 

El triplete de piones tienen masas similares, números cuánticos idénticos y participan de 
igual modo en la interacción nucleónica. Entonces es natural decir qlie el pi6n es una partícula 
con isospm T = 1, y que tiene manifestaciones T ,. = -! llamada 7T- , Tz = O llamada 7To, y 
T 1 = + l l1amada 7T+ . Al hacerlo se está generalizando la relación entre Tz y la carga 
eléctrica. La forma utilizada originalmente para nucleones, (17-4), es equivalente a la relación 

Q = Tz + 1/2 (nucleones) (l 7-14a) 

donde Q es la carga en unidades cuya magnitud es la carga electrónica. Por ejemplo, para el 
neutrón T 1 = -1 /2 de lo anterior se obtiene Q = O, y para el protón T 1 = + l /2 , Q = 1 
igual que antes. Para piones la relación es diferente, ya que 

Q -T - z (piones) (l 7-14b) 

Sin embargo, estas dos relaciones pueden ser incorporadas en una sóla escribiendo, 

Q = Tz + B/2 (nucleones y piones) (17-15) 

donde B se denomina el número bari6nico, que tiene el valor 1 para un nucleón y O para un pión. 
Los piones son inestables. El 7T0 decae espontáneamente por una interacción electromag­

nética con una vida de aproximadamente 10- 15 seg. en dos fotones de alta energía, 

7To-+ y+ y (17-16) 

o por otro lado, raramente, en un par electrón-positrón y un fotón. A pesar de que ésto parece 
como un tiempo de decaimiento muy corto, deberá compararse con el tiempo 10- 23 seg. que 
caracterizaría a dicho decaimiento si se realizara bajo la intensa interacción nucleónica (o 
nuclear). El valor 10-23 seg. es justamente el tiempo en que partículas moviéndose con 
ve locidad relativa e r-.., 108 m/seg. se traslaparían en una distancia dentro del alcance de las 
fuerzas nucleónicas r' r-.., 10- 1s m. El primer hecho utilizado en la identificación de la naturaleza 
electromagnética del decaimiento del 7To es que los fotones participan únicamente en interac­
ciones electromagnéticas y que el tiempo de decaimiento es mucho mayor que 1 Q- 23 seg. que 
sería suficiente si pudiera realizarse por medio de la interacción más fuerte. 
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Los o tros piones no decaen en igual forma que e l pión neutra l. En su lugar, e l r,-+ decae con 
un ti empo de vid .. aún mayor de 10- s seg., de acuerdo con el esquem a 

(17-17) 

donde ¡, + representa e l muón posi ti vam ente cargado , y ,,,, es e l neutrino mu6nico. E l 'TT - decae 
con e l mismo ti empo de vida de acuerdo con e l esqu ema 

(17- 18) 

donde ¡, - es e l muón negalivamente cargado y Í'1, es e l antineutrino muónico. El muón 
posit ivo es la an tipart ícula de l muón negativo, d el mismo modo que e l positrón es la 
a ntipart ícul a del e lectrón. De hecho, los e lectrones son com o los muones esen cialmente en 
todos aspectos, excepto que la masa de los muones es mayor. El decaimiento del pión cargado 
implica una interacción que es uno de dos casos r e lacionados. Com o podría ad iv inarse ele la 
terminología usada, e l otro caso es la interacción del decaimie nto ¡J de la física nuclear. El 
h ech o de que e l tiempo de vida para e l decaimiento del pión ca rgado es muc h o mayor que para el 
decaimiento e lec tromagnético del pión neu tral , es una reflex ión del hecho deque la interacción 
implicacfa en e l decaimiento es mu cho más débil que la interacción e lectromagnética. El 
es tudiante recordará que se hizo u n a comparación s imilar en e l caso del decaimiento ¡-] . Por 
estas razones, tan to e l decaimiento de un neutrón en un protón más un electrón y (lo que ahora 
se llama) un antineut rino electrón ico, como e l decaimiento de un pión positivo o negativo en un 
muón pos itivo o negat ivo y un neut rino o ant ineutrino muónico. se di ce se llevan a cabo vía la 
interacción débil. Esta te rminología con d uce a que la interacción nucleónica se llame la 
interacción fuerte. En partil'11lar. e n la física de partícu las, los términos interacción fuerte e 
in1 eracc1o n débil son 11tilizaclos para identificar lo que e n fís ica nuclear u sualmente se llama 
intera<'<'ión nucleónica (o nuclear) y la interacción del decaimiento /J 

17-5 Muoncs 

Los muones no forman parte de la teo ría de Yukawa sobre el origen de la interacc ión fuf'rtf', 
aunque ésta apreciación no fue hecha sino hasta algún I iempo después de su descuhrimif'nto en 
19:36 por Anderson y Nf'ddcrmf'yer. F.:slos investigadores encon traron dichas partículas como 
componen lt>S <le la rad ia<'ión cósm i<'a, y d emos traron que s u masa e n reposo es in l ermedia en tr t> 
la masa t>n reposo de un e lec trón y la correspondienle d e un protón. Ahora se sabe que son el 
produc·to df'I decaimif'nlo de piones en la rad iación cósmica. Sin embargo. e n 1936, los piones 
no se habían descubierto y naturalmf'nte se supuso que el ¡1~ y el ¡1 eran los mesone::s de 
Yukawa (nf' hf'1' ho, originalmC'tl tf' st> llamaron mf"sones ¡1 ). Sin embargo, la acumulación 
sit>mpr<' crf'Cit>nte de evidencias demostró que la interacción de muones con materia es muy 
déhil. Po r f'jf'mplo. los muOl')f'S en la radiación cósmica pu eden penetrar grandes espeso rf's de 
mal f'1 ia sólida con mu y po<'a a tenuación, ya c¡ue se pueden detectar e n minas profundas. Siendo 
,·sic el caso, lo:, muories no podrían ser las partícu las responsables de la interacción fuer le, a 
pesar del hecho de que su masa t>n reposo 

111
1
,+ = 1111, = 106 Me V fe?. ( l 7 -19) 

<'S hastantC' Cf'rcana al valor predi<'ho por Yukawa. 
f:s la s ituac ión ÍtH' la fuen te de cons iderable confus ión en los diez años anteriores al 

rlPscubrimiento dP los pionf's, sin embargo, después de su descubr imiento inmedia 1amen1e se 
su puso que lo!-> piones eran los mesones de Yukawa ya que las primeras evidencias indicaron que 
!->U intPra,·<·ión ('00 la maleria rs íuerte. Por lo tanto, los piones es tán es trechamenle aso<'iados 
ron los r111 cleorws f' intna,·t (ian por mf'dio de la intl"'ra<'<'ión fuertt°' . Los muones se encuentra11 
Pstre1·haml-'11tf· a-;o,·iado~ <'On lns t>le<'lronl"'s e inlt>racl (1an por medio de la inleracción débil. 
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El muón y el electrón, los neutrinos muónico y electrónico, y las antipartículas de cada uno 
de ellos son denominados colect ivamente leptones. Una de las evidencias para la asociación 
entre el muón negativo y el electrón es que ambos sonfermiones, ambos tienen carga -e, y spin 
1 / 2, y ambos poseen momentos di polares magnéticos correspondientes a un /actor de spin g = 2. 
Sus antipartículas, el muón positivo y el positrón, tienen cargas en momentos dipolares 
magnéticos con el signo inverso. Los neutrinos muónico y electrónico son también/ermiones de 
spin 1/ 2, sin embargo, no tienen carga y no tienen momentos dipolares eléctricos. Se distinguen 
físicamente de sus antipartículas por sus helicidades, (ver la sección 16-4) las cuales son 
izquierdas para neutrinos y derechas para antineutrinos. Para estas partículas que participan en la 
interacción débil , no es apropiado definir una paridad intrínseca o un isospín. La razón es que la 
paridad no se conserva en dicha interacción, como se vio en la sección 16-4, y el isospín tampoco 
se conserva en la interacción débil, como se verá en una sección subsiguiente. 

Los muones decaen espontáneamente, por medio de la interacción débil, de acuerdo con los 
siguientes esquemas 

µ + - e+ + v6 + iiµ 

µ - -+ e- + V 6 + Vµ 

(17-20) 

(17-21) 

donde se ha utilizado e+ para el positrón y e- para el e lectrón. La vida media para ambos 
decaimientos es igual y tiene un valor de aproximadamente 10- 0 seg. La necesidad de distinguir 
entre el neutrino electrónico v6 y el neutrino muónico 'Vµ fue demostrada experimental­
mente en 1962, demostrando que los neutrinos muónicos obtenidos a partir del decaimiento de 
piones, (17-17) y (17-18), no inducen decaimiento /J electrónico. 

Como los leptones son fermiones, son creados y destruídos en par,es partícula-antipartícula. 
Consecuentemente, el número presente en un sistema aislado se mantendrá constante, si cada 
partícu la hace una contribución positiva a la cuenta y cada anti partícula hace una contribución 
negativa. Debido a la distinción entre leptones electrónicos y muónicos, cada tipo por separado 
satisface una ley de conservación del número leptónico. Esto se puede escribir 

I L 6 = const 

I Lµ = const 

(17-22) 

(17-23) 

Ei número leptónico electrónico Le es+ 1 para un electrón y - 1 para un positrón; es+ 1 para un 
neutrino electrónico y -1 para un antineutrino electrónico. El número leptónico muónico 
L,, es+ l para un muón negativo y - 1 para un muón positivo; es+ 1 para un neutrino muónico 
y - 1 para un antineutrino muónico. El estudiante podrá notar que en todos los casos el número 
leptónico es + 1 para una partícula y - 1 para su antipartícula. También podrá notar que los 
esquemas de decaimiento muónico (17-20) y (17-21) satisfacen ambas leyes de conservación, 
como también lo hacen los decaimientos fJ electrónicos discutidos en el capítulo 16. Más 
adelante se considerará una ley de conservación similar para el número bariónico B, que es+ 1 
para un nucleón y - 1 para un ant inucleón. 

A pesar de que es mucho lo que se conoce respecto de la interacción débil y de las partículas que 
participan en ella, aún quedan algunas preguntas sin respuesta que son fundamentales. Por ejemplo, ¿por 
qué la naturaleza requiere tanto del electrón (más el neutrino asociado y la antipartícula de cada uno) 
como también del muón (más el neutrino asociado y sus antipartículas) ?. Excepto por la diferencia en masa 
en reposo, el electrón y el muón son tan similares que cada uno parece hacer al otro redundante. 

Otra pregunta sin respuesta se relaciona con la cuantización del campo de la interacción débil. La 
interacción débil resulta de intercambios, entre dos partículas participantes, de su cuanto del campo (el 
pión, cuyas propiedades se conocen bien, y probablemente otros mesones que se estudiarán más adelante, 
cuyas propiedades se conocen razonablemente bien). La interacción electromagnética implica inter­
cambios de su cuant o del campo (el fotón, cuyas propiedades son ciertamente bien conocidas). Aún la 
interacción gravitacional implica intercambios de su cuanto del campo (el gravitón, cuyas propiedades 
más importantes también se conocen , como se mencionará más adelante). Por lo tanto, es de esperarse 
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qu e la interacción débil sea realizada por el cuanto de su campo. El cuunto tiene un nombre; se le llama 
bos6n intermedio. Sin embargo, aparte del hecho de que debe ser un bosón (como es el caso para todos los 
cuantos del campo), y qu e probablemente tiene spin 1, es mu y poco lo que se sabe acerca de él. El bosón 
int ermedio aún no ha sido detectado, a pesar de que la búsqueda experimental ha sido capaz de demostrar 
que la masa en reposo del bosón intermedio debe ser mayor que aproximadamente diez masas n ucleónicas. 
Sin embargo, este límite inferior , verifica que la interacción débil es de ex tremadamente corto alcance. El 
punto es que la relación in versa entre la masa en reposo del cuanto del campo y el alcance de la interacción 
asociada, qu e se ilustra en (17-6), debe aplicarse a las cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza. 

17.6 Extrañeza 

No mucho tiempo después del descubrimiento de los piones en los rayos cósmicos, dicha fuente 
empezó a proporcionar eviden cia sobre la existen cia de una nueva familia de mesones que tenía 
aproximadamente tres veces la masa en reposo del pión, hoy denominados mesonesK,y también 
indicaba que existe una partícula cuya masa en reposo era aproximadamente 1.2 veces la masa 
en reposo de l nucleón y que hoy se llama partícula Aº Experimentos más recientes demu estran 
qu e la masa en reposo de Aº es 

m"'º = 1116 MeY/c2 (17-21) 

que puede compararse con las masas en reposo del neutrón y del protón que son 940 y 938 
MeY/c 2 . Como e l n eutrón , la partícula Aº es unfermión neutral, con spin 1/2 y con paridad 
intrínseca par. Dado que no existe otra partícula con masa en reposo similar, la A O es 
considerada como el ún ico miembro de un singulete de isospín; i.e., la Aº tiene T = Oy T z = 
o. 

Experimentos que utilizan aceleradores de alta en ergía, han demostrado que existen cuatro 
mesones K, los cargados positiva y negativamente, K + y K- , y los ne utrales Kº y Kº. Como 
los mesones 7T los mesones K son todos bosones de spin O y paridad intrínseca impar. 
Sus masas en reposo son 

(17-25) 

y 

m¡,;,o = m ¡.:o = 498 MeV/c2 (17-26) 

La Aº es producida en asociación con un K, con una sección de producción muy grande 
indicativa de una interacción fu erte. Un ejemplo es la reacción 

7T- + p -+ A O + Kº (17-27) 

Se utilizará la suposición, como en física nuclear, de que el isospín se conserva en la interacción 
fu ert e lo que ocasiona que en la reacción se asignen números cuánticos d e isospín a los mesones 
K . Como T = 1 para 7T- , .T = 1/2 para el protón p, y T = O para A°, las ún icas posibilidades 
pa ra Kº son T = 1 /2 o T = 3/2. Si esto último fuera cierto, existiría un cuarteto de valores 
de Tz y la familia de mesones K cubriría un intervalo de cuatro estados de carga eléc trica 
diferentes. Sin embargo, de hecho, sólo existen tres estados de carga: Q = -1, O,+ l. Por lo 
tanto, para el mesón Kº, y los otros mesones K, T = 1/ 2. Obsérvese también que como Tz tiene 
los valores -1 para 7T- , + 1/2 para p, y O para A 0 , debe tener el valor Tz = · 1/2 para Kº. 
Considerando La forma como Q depende de T z en ot ras s ituaciones, naturalmente se dice que el 
mesón K con T = 1/2, Tz = + 1/2 es el K +. El K - es la antipartícula del K +, y Kº es la 
antipartícula de K º. Ambas antipartículas tienen también T = 1/2. La asignación de Tz 
depende del hecho de que Tz para una antipartícula debe ser opuesta a Tz para la partícula 
correspondiente. Esto puede verse fácilmente considerando la reacción de producción del par 
protón-antiprotón, que se realiza por medio de la reacción fu erte 

p+p-p +p+ p+p ( l 7-28) 
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Por lo tanto, Tz = · l/2 para el K - y 7~ = + 1/2 para el Kº. 
La reacción ( 17-28) también es un buen ejemplo de la ley de conservación del número bariónico 

_¿ B = const (17-29) 

J o nue el número bariónico B ti ene el valor+ 1 para un n ucleón y - 1 para un an tin ucleón. Dado 
que los nucleones son fermiones, s u número total en un sistema aislado se da, bajo toda 
circunstancia, constan te s i se cuenta en la forma antes indicada. La ley de conservación 
también se aplica a si t uaciones en las que e l s istema contenga partículas que no sean nucleon es, 
que pronto se introducirán, que también se llaman bariones. 

Los mesones K decaen por medio de la interacción débil , con diferentes modos de 
deca imiento, en piones, y en o tros modos, e n leptones. El tiempo de vida del K + y del K - es 
aproximadamente 10- 1:1 seg. El Kº y el Kº poseen una rara distribución de tiempos de 
decaimien to que se compone de una mezcla, en iguales proporciones, de un expon encial con un 
ti empo de vida de aproximadamente 10- 10 seg. y un exponencia l de tie mpo de vida m ás larga de 
ap roximadamente 10- s seg. La presencia de dos tiempos de v idas tie ne un origen muy 
interesante. Aparece, básicamente, por las interferencias ent re las ~igenf unciones degeneradas 
que describen dos partícu las de igual masa, Kº y Kº, que participan de igual modo en el 
decaimiento de la interacción débil y que s in embargo, son partículas claramente diferentes. 
Más adelante en esta sección se tratará de aclarar un poco más este fenómeno y se discutirá una 
conclusió n muy sorprendente que deriva de él, en la s igu iente secció n . 

Todos los mesones K poseen el siguien te modo de decaimie nto 

K-..Tr+Tr (l 7-30a) 

La conse rvac ión del impulso angular demuestra inmediatamente que, como ambos mesones K 
y -rr I ienen spin cero, los dos 7r's deberán ser emitidos en un estado de impulso angular cero. 
Este es el modo de decaimiento más frecuente para el Kº y el Kº, y e l segundo más frecuente 
para e l f.: y e l K - . Un modo de decaimien to menos frecuente es 

K -.. 7T+7T+7T (l 7-30b) 

í.omo lo::, piones se ll evan la ma yo r parte de la energía disponible en sus masas en reposo, se 
c-miten con impulsos lineales pequeños y, dado que son emi tidos de una región de pequeñas 
dimensiones, salen todos en un estado de impulso angular orbiLal ce ro. 

El I iempo de vida relat ivamenle largo de los decaimien tos definitivamente indican que los 
tl<>ca imientos tic K impl ican la int eracc ión débil. Lo anterior se hace más eviden te considerando 
<' I balance Je paridades en los dos modos de decaimiento especificados e n ( l 7-30a) y (17-30b). 
1 :orno ambos conducen a estados de impulso angu lar orbital cero, que tienen paridad par, las 
í111icas paridades que se pueden considerar son las int rínsecas de las partículas . Como se 
argumentó <"11 re lación con una reacción que implicaba la interacción fuerte, (17-13), el mesón 
rr pose<-' paridatl intrínseca impar. Argumen tos similares demuestran que el mesón K también 
11e1H' ¡,arit.lat.l intrínseca impar. Dado que la paridau de la eigen f unción de un siste ma es el 
¡,rodu.-10 de las paridades df' sus compo nentes, inmediatamen te se puede ver que la paridad se 
,-onserva e11 el modo de decaimien to de tres piones de (17-30b), pero no se conserva en el modo 
df' df'caimiento de dos piones de (17-30a). Por lo tan to, la conservación de la paridad se puede 
violar en e l decaimien to de K del mismo modo como se puede vio lar e n el decaimiento /3, ya 
q11f' ambos tipos de decaimien to implican la inte racción débil que no conserva la paridad. 

La .\ 11 es una parl ícula inestable, con un ti em po de vida de aproximadamente 10- 10 seg. Sus 
prin c-ipalc!-i 111otlos de decaimiento son 

(17-31) 

\ 

(17-32) 
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FIGURA 17-19 
Producción asociada de una Aº y una Kº en una cámara de burbujas de hidrógeno. 
Un -rr- incidente interactúa con un p del hidrógeno liquido que Uena la cámara. 
El Kº decae en un 7T+ y un -rr- . La .\ 0 decae en un p y un 7T- . La producción se 
realiza por medio de la interacción fuerte, pero los decaimientos e n sí utilizan la 
interacción débil. La curvatura de cada partícu la en el campo magnético apli cado se 
utiliza para identificar a la par tícula. (Cort esía del Lawrence Radiatio n Laboratory). 
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Estos decaimientos tienen lugar en la in teracción débil y violan la conservación de la paridad. 
Así mismo, la componente z de isospín no se conserva. En ambos decaimientos, Tz = O an tes, 
mientras que T z = - 1/2 después, ya que Tz es+ 1/2 para p, - 1/2 paran, -1 para 1r- , y) para 
1r0 • El isospín mismo no se conserva en estos decaimientos de interacción débil , ya sea porque T 
= O antes, mientras que después sólo puede ser T = 1/2 o T = 3/2, ya que T = 1/2 para el 
nucleón y T = l para e l pión. Considerando detalladamente las velocidades de decaimiento se 
demuestra que en ambos decaimientos, el sistema pión-nucleón se forma en el estado T= 1/2. 
Análisis similares de otros decaimientos de inte racción débil que implican par tículas con 
va lores definidos de Ty T: (i.e., partículas que no son leptonas), verifican que en la interacción 
débil 6.T =)/2 y 6.Tz = 1/2. 

Recapitulando, las partículas Aº y K se producen, de modo asociado y en grandes propor­
ciones (con una sección relativamente grande) en procesos que implican la interacción fuerte. 
Ambas decaen independ ien temente, ya que salen separadas, en procesos que implican la 
interacción débil. Los decaimientos ocurren con una velocidad baja (con un tiempo de vida 
relativamente larga) ya que la interacción es débil. La figura 17-19 es una fotografía de trazas en 
una cámara de burbujas de hidrógeno donde se muestra la producáón asociada,(17-27),de una Aº 
y una Kº cuando un 'TT'- choca con un p en el hidrógeno que llena la cámara. Después de 
separarse, la Aº decae en un p y un 'TT'- como en (17-31) , y e l Kº decae en un 7r+ y 
un 7T- como en (17-30a). 

Como la A O y la K se producen en una interacción fuerte, ¿porqué no es posible que decaiga 
de modo más favorable, i.e., a una mayor velocidad, por medio de un proceso que implique la 
interacción fu erte?. Esta significativa pregunta fue contestada por Gell-Mann, e independiente­
mente por Nishijima, en 1953 introduciendo un nuevo número cuántico denominado extrañeza 
S. La extrañeza de una partícula con un multiplete de isospín particular , especifica la desviación 
de la carga promedio Q del multiplete con respecto a la carga promedio del multiplete piónico si 
las pa rtícu las son mesones, o con respecto a la carga promedio del mu ltiplete nucleónico si son 
bariones. El término barión se refiere a una partícula cuya masa en reposo es igual o mayor que 
la de un nucleón , la cual participa en la interacción fuerte. Incluye al nucleón, la part ícula Aº 
así como a las partícu las de mayor masa i:, 3, y n, que serán brevemente des<S"itas más 
adelante. 

Recordando (17-15) el concepto de ex trañeza se puede expresar de un modo ligeramente 
dif erentc 

Q = T= + B/2 (para piones y nucleones) 

que es la relación entre la carga en unidades de carga electrónica Q, la componente z del 
isospín Tz, y el número bariónico B. Para las partículas A 0 y K, las relaciones comparables 
son 

Q = Tz + B/2 - 1 /2 

Q=Tz+B/2+ 1/2 

Q = Tz + B/2 - J /2 

(Para Aº) (17-33) 

(para K + y Kº ) (17 -34) 

(para K- y Kº) (17 -35) 

El número bariónico B, al introducirse previamente, se definió como O para un pión,+ 1 para 
un nucleón, y - 1 para un ant inucleón . Aquí se ex tenderá dich a definición para incluir a todos 
los bariones y mesones, de modo que B = + 1 para un bari6n, B = - l para unantibari6ny B = O 
para un mesón. Como B = O tanto en (17-34) como en (17-35), estas ecuaciones afirman, en 
concordancia con consideraciones anter iores, que Q = + l para la K + que tiene Tz = + 1/2; 
Q = O para la Kº que tiene T: · = -1/2; Q = - 1 para la K- que tiene Tz = -1/2; y Q = O para la 
K" que tiene Tz = + 1/ 2. Para la /\º, B = + 1 y Tz = O, así que (17-33) correctamente dice 
que Q = O. En 1érminos del número cuántico 5, las cuatro ecuaciones para Q pueden escribirse 
como 

(17-36) 
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donde S = O para el nucleón y el pion, S = · 1 para la Aº, S = + 1 para la K+ y Kº, y donde el 
valor de S para una antipartícula es el negativo de su valor para la partícula, igual que en el caso de 
la B. La última afirmación implica que S = · 1 para K- y Kº. 

Gell-Mann y Nishijima postularon que, además de que el isospín T se conserve, en una 
interacción fuerte la extrañeza S se conserva. Entonces, la producción asociada de un A O y un K, 
como en el ejemplo 

77'- + p -+ A O + Kº 

debe llevarse a cabo por medio de la interacción fuerte, ya que la S total es cero tanto antes como 
después de la reacción. Sin embargo, todos los decaimientos de Aº y K se prohiben realizar por 
medio de la interacción fuerte ya que en todos los casos existe una sola partícula con extrañeza 
+ 1 que ti ene apenas la energía relativista total suficiente para permitir el decaimiento en 
partículas de extrañeza cero. Examinando los decaimientos de la interacción débil de A o y K de 
(17-30) hasta (17-32) se verifica que en cada una de las interacciones (que involucran partículas 
que no son leptonas) la extrañeza se conserva y de hecho, que en la interacción débil 6.S = J. 

Este es un lugar apropiado para mencionar, una vez más, el fenómeno de interferencia 
observado en el decaimiento de interacción débil de Kº y K 0• Como se afirmó antes, aparece 
debido a que estas partículas aunque son diferentes, actúan del mismo modo exactamente, en lo 
que respecta a la interacción débil. Ahora ya se sabe por qué. La Kº y la Kº difieren únicamente 
en los valores de s us números cuánticos Sy Tz, s in embargo, di chos números no importan ya que 
ninguno de los dos se conservan en la interacción débil. 

La consideración de la ex trañeza hace posible entender la producción y e l decaimien to de los 
bariones más masivos que se han descubierto en los años recientes. Existen tres conjuntos de 
estas partículas .. Las partículas l: forman un triplete de isospín 1:-, L 0 , :E+, con T = l y .T, 
1, O, + l, respectivamente. Fueron inicialmente reconocidas como un triplete ya que poseen 
aproximadamente las mismas masas en reposo 

m ~ e:= 1190 MeV/c2 • (17-37) 

Como los otros bariones ya di scutidos, las partículas :E son f ermiones de spin 1/2 y paridad 
intrínseca par. Su ex trañeza es S =·l. Las partículas 3 constituyen un doblete de isospín con 
masas casi iguales que tienen el valor 

m -=. e:= 1320 MeV/c2 (17-38) 

Su isospín es T = 1/2, con T7; = · 1/2 para la 3 - y T z :::; + 1/2 para la 3°. Una vez más, son 
fermion es con spin 1/2 y paridad intrínseca par. Sin embargo, su extrañeza es S = . 2. 
Finalmente, existe una partícula n- cuya masa en reposo es 

nin~ 1670 MeY/c2 (17-39) 

Es un s ingulete de isospín: T= O, Tz =O.La .n- es también un fermión con paridad intrínseca 
par pero su spin es 3/2. Su ex trañeza es S = · 3. 

Cada una de las partículas ~. ='., y U son producidas en una colisión de alta energía por 
medio de la interacción fuerte y asociadas con otras partículas de modo tal que se conserva la 
ex trañeza. Por ejemplo, la ='.- con S = · 2 fue descubierta en rayos cósmicos, siendo producida 
en asociación con dos mesones Kº que tienen ambos S =+l. Cada uno de ellos decae por medio 
de la interacción débil, salvo una excepción. Como ejemplo, en el decaimiento de 3 -

(17-40) 

el tiempo de vida ti en e un valor de aprox imadamente 10- 10 seg., que es típica de la interacción 
débil. 

La excepción es la ~ o, que decae, por medio de la interacción elect romagnética, de acuerdo 
con el esquema. 

()7-41) 
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Experimentalmente se sabe que su tiempo de vida es menor que 10- 14 seg., y teóricamente se 
predice a lrededor de 10 - is seg. Obsérvese que en este decaimiento de interacción electromag­
nética, la componente z del isospín se conserva,si seasigna Tz =Oal fotón y, ya que Tz =O 
para la ¿;o y la J\ 0. Generalmente se observa que T= se conserva en la interacci6n electromag­
nética. El decaim iento de 3:- (17-40), no puede proceder relativamente rápido por medio de la 
interacción electromagnética ya que Tz = - 1/2 para la 2 - , Tz = O para la A°, y Tz = O 
para la ?'· Por lo tanto , el decaimiento debe proceder mucho más lentamente por medio de la 
interacción débil. 

Considerando ( 17-36) 

Q=T+B+S 
:; 2 

resulta inmediatamente evidente que la conservación de Tz en la interacción electromagnética 
impl ica que S se conserva en la interacción electromagnética. El argumento es simplemente que 
como Q y B se conservan bajo toda circunstancia, si Tz se con;5erva, entonces, S también 
deberá hacerlo. Sin embargo, T no se conserva en la interacción electromagnética. Esto puede verse 
si se recuerda que la interacción fuerte conserva el isospín y es independiente de la carga. La 
interacción electromagnética, definitivamente, no es independiente de la carga, y por lo tanto, 
no puede conservar el isospín. 

Debe mencionarse también, que en 1961 Gell-Mann utilizó conceptos estrechamente 
relacionados con la extrañeza, que se considerarán más adelante, para predecir la existencia del 
mesón 11º y el mesón 1/ que subsecuentemente fueron los observados experimentalmente. 
Estos mesones naturales poseen masas en reposo intermedias entre la del mesón K y la de un 
nucleón 

111,,0 =:= 550 Me V /c2 (17-42) 

y 

111,1,:::: 960 MeV/c2 (17-43) 

Como los otros mesones, ambos son bosones con spin O y paridad intrínseca impar. Asimismo, 
ambos tienen S = O. Cada uno es un singulete de isospín con T = O y Tz = O. El 'YJº decae 
electromagnéticamente en aproximadamente 10- 1º seg., predominantemente en dos fotones. 
El 1¡' también decae por la interacción electromagnética, pero el valor de su tiempo de vida no 
se conoce. Su modo de decaimiento predominante produce un 17° y dos piones. 

17. 7 Interacciones Fundamentales y Leyes de Conservación 

La tabla 17-1 resume parte de la información que se obtuvo en la sección precedente, y en 
secciones anteriores de este libro, en relación con las cuatro interacciones fundamentales de la 
naturaleza: fuerte, electromagnética, débil, y g ravitacional. La comparación de la intensidad 
intrínseca depende, hasta cierto punto de la forma como se escoja que atributo de la intensidad 
si'! va a comparar; los números que se ci tan se obtuvieron de comparaciones hechas en la manera 
<le la sección 16-4. Todas las partes de la tabla se han discutido previamente, excepto por las 
características del cuanto de l campo grav itacional. 

El cuanto del campo gravitacional se denomina gravitón. Su masa en reposo debe ser cero ya 
que la interacción gravitacional tiene e l mismo largo alcance que la interacción electromag­
nética, cuyo cuanto es el fotón de masa en reposo cero. Se sabe, que el spin del gravitón es 2. La 
razón es que no existe una masa gravitacional negativa, lo que impide la existencia de un dipolo 
gravitacional oscilante que sería necesario para radiar un gravitón con spin l. La fuente 
gravitacional multipolar oscilante más baja, es el cuadrupolo (distribu ción de masa que oscila 
en tre una forma elipsoidal pro lata y una oblata), y una fu en te cuadrupolar emite un cuanto de 
spin 2. Este es esencialmente, e l mismo argumento que el utilizado en la sección 16-5 para 
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TABLA 17-1. las interacciones fundamentales. 

Intensidad Cuanto del campo 

Nombre intrlnseca Nombre Maso en reposo Spin Alcance Signo 

Fuerte Pion ........ 102 MeV/c2 o ,.._, ¡o- is m Atractivo total 

(nuclear) (Con mesones mós (Con pequeño (de extremo a extremo) 

pesados poro lo corozo de repulsión) (pero con coroza de 
repulsión) 

Electro- 10-2 Fotón 
corozo de repulsión) 

0 largo Atractivo o 

magnético (OC J /r) repulsivo 

Débil 10- 12 Bosón > 104 MeV/c2 1? < 10- 11 m? No se aplica 

(decaimiento {3) ínter-
medio 

Gravitocional 10- 40 Grovitón o 2 largo Siempre de atracción 
(OC 1/r) 

concluir que un fotón tiene spin 1 puesto que no existen monopolos electromagnéticos 
osci lantes. La pregunta de si los gravitones (emitidos cuando una estrella al morir se colapsa en 
un "agujero negro") han sido o no detectados experimentalmente, al momento de escribir esto, 
es controversia!. Sin embargo, ciertamente no existe controversia respecto al hecho de que la 
interacción gravitacional es la ún ica, de las cuatro, que es a la vez de largo alcance y siempre del 
mismo signo. Por lo tanto , sus efectos son acumulativos de modo que, a pesar de su debilidad 
intrínseca, la gravedad es por mucho la más obvia de las interacciones en e l mundo macros­
cópico. 

La tabla 17-2 en li sta las tres interacciones del mundo microscópico,i.e.,de la física cuán ti ca y 
de todas las cantidades que se conservan en ciertas interacciones. El símbolo+, o-, indica si una 
cantidad se conserva o nó. Ya se han discutido todas las componentes de esta tabla, excepto las 
que se refieren a la conjugación de carga y a reversibilidad del tiempo. 

Conjugación de carga es el proceso por medio del cual cada partícula de un sistema se cambia 
por su antipartícula. Como un ejemplo, el conjugado de carga del estado base del átomo de 

TABLA 17-'1.. Aplicabilidad de los leyes fundamentales de conservación o los interacciones funda­

mentales (+ quiere decir se conservo ; - quiere decir no se conservo). 

Cantidad Electro-

conservado Fuerte magnético Débil 

Energía + + + 
Impulso lineal + + + 
Impulso angular + + + 
Cargo + + + 
Número leptómico elecfrónico + + + 
Número leptónico muónico + + + 
Número boriónico + + + 
Magnitud del isospin + ( 6. T = 1 /2 Paro no-leptónicos) 

Componentes z del isospin + + ( 6. Tz = 1 /2 Poro no-leptónicos ) 

Extrañeza + + (ó.S = 1 Poro no-leptónicos) 

Paridad + + ~) 
(Excepto por lo violación 

Conjugación de cargo + + poco frecuente en el decaí-
Reversibiidod del tiempo + T miento lento del sistema 

l(O, J<O). 



734 PARTICULAS ELEMENTALES Cap. 17 

deuterio contiene un núcleo con un antineutrón y un antiprotón así como un positrón atómico. 
Todas las evidencias experimentales disponibles son consistentes con la conclusión de que la 
operación tanto de la interacción fuerte como de la electromagnética, no se afectan, o son 
invariantes a la conjugación de carga. Por ejemplo, dicha invariancia se encuentra en el estudio 
de la aniquilación, por interacción fuerte, de un protón y un antiprotón en el par, partícula 
antipartícula,K+, K- , más otras partículas, y también se encuentra en medidas del decaimiento 
electromagnético del mesón 17° Por lo tanto, se cree que el núcleo del átomo de antideuterio 
(cuyo comportamiento está regido por la interacción fuerte) así como el positrón (cuyo 
comportamiento está re.gido por la interacción electromagnética) actuaría del mismo modo que 
un núcleo y u.n electrón en el átomo de deuterio normal, ya que se encuentra en el mismo estado 
cuántico, a la misma energía. Así pues, se puede decir que la conjugación de carga se conserva en 
las interacciones fuerte y electromagnética, como se indica en la tabla por los símbolos +. ya 
que la descripción de un sistema regido por cualquiera de estas interacciones es invariante ante 
tal operación. Esto es paralelo a la terminología que se usa cuando se dice por medio del s ímbolo­
en la tabla y en cualquier otro lado, que la paridad no se conserva en la interacción débil ya que 
la descripción de un sistema al que rija no es invariante ante lá operación de paridad. 

De hecho, la ev idencia experimental para el símbolo - en la tabla que indica la conju­
gación de carga no se conserva en la interacción débil, i.e. , que la interacción débil sí 
distingue entre un sistema y otro de carga conjugada, es la misma que la evidencia experimental 
para la no-conservación de la paridad en esa interacción. Si el estudiante se refiere al 
experimento esquemático del decaimiento fJ y la paridad del 27Co60 de la figura 16-15, y se 
imagina que realiza una conjugación de carga sobre la situación normal, inmediatamente podrá 
ver que la descripción del decaimiento fJ del anti- 27Co60 difiere de la descripción del 
decaimiento f] 27Co60. Dado que el signo de la carga en la corriente de la espira se invierte por 
la conjugación de la carga, el efecto de esta operación es invertir el sentido de la circulación de la 
carga positiva en la espira. Sin embargo, la operación no afecta la dirección preferencial de la 
partícula emitida en el decaimiento. Por lo tanto, se puede ver que, mientras para 27Co6° la 
relación entre la circulación de la corriente en la espira, que representa su momento dipolar 
magnético, y la dirección preferencial de la partícula de masa electrónica emitida en su 
decaimiento, es una espiral izquierda, para anti- 27Co60 es una espiral derecha la que descri­
biría la relación entre estas cantidades. Por lo tanto, el experimento del decaimiento /J 
demuestra que en la columna correspondiente a la interacción débil de la tabla 17-2 deben 
aparecer los s ímbolos · en lo que toca a paridad y conjugación de carga. 

Obsérvese que si la operación de conjugación de carga se realiza primero en el experimento de 
decaimiento fi, visto en su forma normal, en la figura 16-15, y después la operación se realiza 
sobre la imagen especular (la cual, la figura 16-16 demuestra que está relacionada con la 
operación de paridad) del sistema con carga conjugada, los efectos de ambas operaciones se 
nu lifican entre sí. La razón es que el sentido de la circulación de la corriente en la espira se 
invierte en cada operación sucesiva. Enseguida se ilustrará que este resultado indica algo 
respecto al comportamiento del sistema bajo la operación de reversibilidad del tiempo. 

Reversibilidad del tiempo es el proceso por medio del cual las variables temporales, que 
describen la evolución de un sistema microscópico, se cambian por sus negativas; es decir, se 
cambia la dirección del flujo del tiempo, como si una película se corriera al revés. La 
reversibilidad del tiempo, al aplicarse al experimento del 27Co60 en su versión normal de la 
figura 16-15, invierte la dirección del vector que describe el movimiento del electrón y también 
in viert e el sen tido de circulación de la corriente en la espira. Así pues, después de la inversión 
de l tiempo, la relación en tre la dirección y la circulación es la misma que antes de la operación, a 
sabe r, la relación de una espiral izquierda. Por lo tanto, en lo que se refiere a la reversibi­
lidad del tiempo, no puede aprenderse directamente nada respecto al hecho de que existe una 
asimetría con respecto al plano de la espira de corriente en el patrón de emisión e lectrónica del 
decaimiento del 2;Co60 siendo esta asimetría el resultado que permite la definición de una 
dirección de emisión preferencial. En la operación de inversión del tiempo, la descripción del 
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experimento no puede alterarse de modo esencial en ningún caso, así que el experimento no dice 
nada directamente acerca de que si el decaimiento /J distingue o no entre las direcciones en 
que fluye el tiempo. Sin embargo, lo hace indirectamente. Esto se debe al hecho de que existe un 
teorema muy general de la teoría cuántica relativista que demuestra que. para cual.quier sistema 
regido por cualquier interacción que sea conforme al requisito relativista de que una causa debe 
preceder a l efecto, el resultado de realizar sucesivamente la operación de conjugación de carga 

··de paridad, y de inversión del tiempo, es equivalente a dejar la descripción esencia l del 
comportamiento del sistema invariante. Como consecuencia de este, denominado teorema CPT, 
los incisos correspondientes a la conservación de la paridad y de la conjugación de la carga,-, 
que se encuentra en la tabla para la interacción débil requieren que la reversibilidad del tiempo 
sea + para dicha interacción. 

Así pues, en el decaimiento /J la interacción débil no distingue ent re las direcciones en que 
fluye el tiempo, a pesar de que distingue entre un sistema y su imagen especular y entre un 
sistema y su antisistema. Sin embargo, en 1964 Christenson y colaboradores encontraron que 
en la interacció~ébil , el decaimiento de la componente de tiempo de vida grande del sistema 
degenerado K°, Kº presenta una violación, no muy frecuente, de la invariancia de la reversi­
bilidad del tiempo. Generalmente el decaimiento produce tres piones, de un modo tal que 
parecería indicar, como en el decaimiento /3, que debiera tener signo - en la conservación de la 
paridad y en la conjugación de la carga, y consecuentemente, signo + en la reversibilidad del 
tiempo. Sin embargo, aproximadamente 0.1 % de los decaimientos producen dos piones y 
deberán ser indicados por símbolos para la paridad y conjugación de carga de los cuales uno es - y 
el otro+. De acuerdo con el teorema CPT, ésto quiere decir que en estos decaimientos el signo 
correspondiente a la reversibilidad del tiempo debe ser-. Es decir, existe evidencia de que por 
medio de un modo raro de decaimiento en la interacción débil de las componentes de largo 
tiempo de vida del sistema Kº, K º la naturaleza puede distinguir a un nivel microsc6pico la 
dirección en que fluye el tiempo. Parecería que este sorprendente resultado debiera ser de gran 
s ignificación . Cuál es esa significación es algo que todavía n o se entiende. Tampoco se entiende 
su origen. 

El hecho de que aparezcan tres s ignos+ correspondientes a la paridad, conjugación de carga y 
reversibilidad del tiempo tanto para la interacción fuerte como para la e lectromagnética, en la 
tabla 17-2, inspira confianza en la validez del teorema CPT utilizado para obtener este resultado. 
El teorema dice, en esencia, que el producto de estos tres símbolos en todos los casos deberá ser 
+. Existen medidas independjentes para cada caso, de modo que el hecho de que el producto de 
los tres símbolos sea realmente + para las interacciones fuerte y e lect romagnética, confirma el 
teorema. Un experimento independiente para la reversibilidad del tiempo en la interacción 
fu erte cons iste en comparar las secciones de una reacción como 

12Mg2.1 + 2H e"-+ 13A121 + 1H1 

y la sección para la reacción inversa 

13AJ21 + 1 H 1 -- 12Mg2" + 2H e4 

ajustando los vectores de impulso del núcleo incidente y del núcleo blanco en la segunda 
reacción de modo que sean iguales pero opu estos a los de los núcleos producto y residual de la 
primera reacción. Para la interacción electromagnética, la evidencia para la invariancia de la 
revers ibilidad de l ti empo se puede obtener estudiando el comportamiento de un sistema de 
cargas en interacción con cierto conjunto de condiciones iniciales, y después estudiando su 
comportamiento cuando se invierten los vecto res de impulso iniciales . Cada comportamiento se 
ve exactamen te como una película corriendo al revés del otro comportamiento, ya que la 
interacción electromagnét ica no puede dist inguir la dirección del tiempo y por lo tanto opera del 
mismo modo en ambos casos. 
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Existen relac iones entre cada ley de conservación y una propiedad de simetría de un espacio 
físico o matemático. Por ejemplo , la simetría del espacio físico con respecto al desplazamiento 
(el hecho de que el espacio vacío del universo tiene las mismas propiedades en un punto que en 
otro) se puede demostrar que es la base de la conservación de l impulso lineal. Sin embargo, estas 
relaciones generalmente sólo pueden en tenderse con base en una teoría cuántica más sofisticada 
que la que se puede util izar aqu í. 

17.8 Familias de Partículas Elementales 

En la tabla 17-3 se enlistan las partículas elementales , (exceptuando al gravitón) que son 
estables, o bien que decaen únicamente por medio de las interacciones débil o elect,romagnética. 
Las partículas relacionadas se agrupan en familias: el fotón, los leptones, los mesones, y los 
bariones. Tanto los leptones como los bariones son fermiones, y tanto los fotones como los 
mesones son bosones. Los bariones, que son más mas ivos que los nucleones a veces se llaman 
hiperones, aunque parece que este término está pasando de moda; Los mesones y los bariones, 
i.e., las partículas que participan en la interacción fuerte, son llamados colectivamente 
hadrones, y este término es ampliamente utilizado. Los puntos que integran la tabla son: nombre 
de familia; símbolo de la partícula; masa en reposo; tiempo de vida; carga Q; spin intrínsecos; 
número leptónico L" o Lµ, ;número bariónico B; y para mesones y bariones, paridad in­
trínseca P; isopín T; componente z del isospín Tz ; extrañeza S- También se muestran la 
asignación convencional para la paridad de los bariones y la asignación Tz = O para e l fo tón. 

Todos los leptones y los bariones tienen antipartículas, a pesar de que no se muestran en la 
tabla. En comparación con un leptón o con un barión, los " números cuánticos" de su 
antipartícula tienen los siguientes valores: Q opuesta; la misma s; Le o Lµ o B opuestas; y 
para bariones, P opuesta ; la misma T; Tz opuesta ; S opuesta. Un a anti partícula posee la misma 
masa en reposo y también el mismo tiempo de vida que la partícula . Estas dos igualdades son 
predichas por el teorema CPT, y han sido verificadas experimentalmente. 

Las anti~artículas de los mesones se muestran en la tabla. Ya se ha discutido el hecho de que 
la K - y la Kº son, respectivamente, las antipartículas de la K + y Kº. Examinando la tablase 
podrá confirmar que la relación entre los números cuánticos de la K + y la K -, y de la K 0 

y la Ku, concuerdan con las reglas para partículas - antipartículas, citadas anteriormente, para 
leptones y bariones, excepto que la paridad intrínseca no cambia en e l caso de la K, anti - K . Las 
reglas de paridad partícula - antipartícula predichas (y experimentalmente confirmadas) , 
reflejan el hecho de que los mesones son bosones y que los bariones son fermiones. 
Continuando con e l examen de la tabla se encuentra que la relación entre los números cuánticos 
del 1r I y del 7T- es la misma que la que existe ent re los números cuánticos de la K + y la 
K - . Por lo tanto, se puede afirmar que el 1r- es la an tipartícula del 1r+ . Desde este punto de vista, 
también se puede afirmar que el 1r0 es su propia antipartícula, y que lo mismo se aplica para 
el rJ° y para el t¡'. 

En la tabla 17-3, no aparecen un número grande de entidades de tiempo de vida muy corta que 
pueden ser, o nó, llamadas partículas elementales. Como ejemplo, en los experimentos de 

FIGURA 17-20 
Sección de dispersión para mesones 7T 1- sobre 
protones , como fun ción de la energía total 
relati vista , respecto al centro de masas del 
sistema. 
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TABLA 17-3. Los partículas elementales. .... 
~ 
(J) 

Maso en Tiempo de Número 

Nombre Símbolo reposo vida Cargo Spin leptónico Número Paridad lsospin Componente z Extra ñeza 

genérico lo partícula (MeV/c2) (seg .) Q intrínseco L .. or l 1, 
boriónico B intrínseco P T del isospin Tz s 

Fotón ., 
I o Estable o 1 o o o 

1' e o estable o 1/2 + I o 
Leptones 

1' o • estable o 1/2 +I o µ 

e- 0.511 estable -1 1/2 +I o 
/1 - 105.7 2.:. X )0- G -1 1n + I o 

.J.. 139.6 2.6 X IQ- k +I o o o Impar 1 + 1 o 77 ' 

¡¡o 135.0 0.9 X IQ- lli o o o o Impar 1 o o 
1T - 139.6 :..6 X 10-~ -1 o o o Impar 1 -1 o 
K-r 493.8 ).'J. X I0-1> +l o o o Impar 1/2 +1 /2 +l 

Mesones Kº 497.8 8.6 X I O- JI o o o o Impar 1/2 - 1/2 + l 

(52 : 10-•) Kº 
"T1 

497.8 o o o o Impar 1/2 + l /2 -1 > 
! x- 493.8 1.2 X JO-S -1 o o o Impar 1/2 -1/2 - 1 ,... 
> ,,º 549 2.5 X lO- l!l o o o o Impar o o o (11 

I 958 > JO- '.!l o o o o o o o o 
1/ lmpor m .,, 

> 
p 938.3 esto ble +I 1/2 o +1 Por 1/2 +1 /2 o ,o 

:::! 
939.6 930 o 1/2 o +1 Por 1/2 -1/2 o () 

11 e 
Aº 1116 2.5 X 10-JO o 1/2 o +I Por o o -1 > (11 

~ -¡- 1189 8.0 X 10 11 +I l /1 o +I Por 1 +I - 1 m ,.... 
Boriones ~o 11 92 < 10 ¡~ o 1 /2 o +l Por 1 o -1 m 

~ ,~- 11 97 1.5 X JO-lll -1 1/2 o +1 1 -1 - 1 
m 

~ Por z 
~ ~o 1315 3.Q X 10 JO o l /'2 o + 1 Por 1/2 + 1/2 -2 > ,.... 

- - 1321 l. 7 X )0-10 -1 l /2 o +I 1/2 -1 /2 -2 
m 

.::. Por (11 

n- 1672 1.3 X J0- 10 -1 3/2 o + I Por o o -3 
..... w ..... 
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dispersión pión-nucleón realizados por Fermi y otros en 1952, se encontró que existía una 
fuerte resonancia en las secciones de dispersión cuando la ene rgía de bombardeo del pión era 
195 Me V. En la figura 17-20 se muestra la sección de dispersión 7T+,p como función de la energía 
total, respecto del centro de masas, del sistema, incluyendo las masas en reposo del pión y del 
nucleón. Como el 1r+ posee T = 1, Tz = + 1, y lap posee T = 1/2, T:. = + 1/2, el sistema se 
encuentra en el estado T = 3/2, Tz = 3/2. (El sistema 1r-,p en el estado T = 3-f2 Tz = - 1/2 
presenta la misma clase de resonancia en la sección de dispersión, a la misma nergía, 
proporcionando así evidencia adicional para la conclusión de que aunque la interacción fuerte 
depende de T, no depende de Tz ) . La anchura a media altura del máximo de la resonancia 
r, cuyo pico ocurre a una energía total de 1236 MeV, es aproximadamente 120 MeV. Esto 

quiere decir que el pión y el protón deben formar un ente compuesto que se mantiene unido 
durante un tiempo t ,-..., ti/r ,...._, 10- 15 eV-seg /108 eV ,._, 10- 23 seg. Si dichaentidadsemovieraa 
una velocidad característica de c/3, mantendría su existencia en una distancia d ,...._, ct/3 ,...._, J 08 

m/seg x 10- 23 seg,-..., 10- 15 m, que es el alcance de la interacción fuerte. Por lo tanto, es 
razonable hasta cierto punto hablar de que un pion y un protón forman una partícula de tiempo 
de vida muy corta, que se denomina ~ (1236). Posee un conjunto definido de números 
cuánticos: s = 3/2, B = 1, P = par , T = 3/2, S = O. Sin embargo, su masa no está definida y se 
podría expresar, en el mejor de los casos, como 1236 ± 60 MeV/c2• Existen también cierto 
n úmero de las llamadas resonancias bari6nicas, que son más masivas. Algunas de ellas serán 
indicadas más adelante en la figura 17-23. 

También existen resonancias mes6nicas. Por ejemplo, el mesón p ha sido observado como 
resonancia en la interacción de un 7T- y un 77+ en el estado final de reacciones tales como 

El mesón p tiene una masa en reposo de 765 ± 50 Me V. Es decir, la anchura de la resonancia y 
por lo tanto, su tiempo de vida es aproximadamente igual que para la ~ (1236). Los números 
cuánticos del mesón p son : s = l, B = O, P = impar, P = 1, S = O.El mesón p decae de vuelta 
en dos piones. Un ejemplo similar es el mes6n w cuya masa en r eposo es 783 ± 6 MeV./c2

, y los 
mismos números cuánti cos, excepto que T = O. También existen otras resonancias mesónicas 
más masivas, con spin que llegan hasta 2. Se cree que el mesón w y posiblemente alguno de 
los otros más masivos, sean responsables por la coraza de repu lsión en el potencial nucleónico. 
Las partículas en forma de resonancias, tanto barióoicas como mesónicas, son todas de tiempo 
de vida muy corta, ya que decaen por medio de la interacción fuerte por la que fueron formadas. 

Ejemplo 17-5. Discu tir cada una de las siguientes reacciones en términos de las leyes de conser­
vación que aparecen en la tabla 17-2 y de los n úmeros cuánticos de las partículas que aparecen en la tabla 
17-3 

(a) '"- + p -+ ~+ + x-
Esta reacción es imposible ya que requiere un cambio en la extrañeza de 2. 

(b) K - + p -.- n- + K + + Kº 

Esta es la reacción en la que n - se produjo por primera vez, ya que tiene S = -3. Conserva la extrai'íeza ya 
que S = + 1 para la K ' y la Kº , mientras que S = - 1 para la K - . Se conservan la carga y el número 
bariónico. Asimismo se co nservan el impulso angular y la paridad ya que el estado final sólo puede tener 
una unidad de impulso angular orbital. (Recuérdese que la paridad asociada con el impulso angular orbital , 
está dada por ( - 1 )' .) Como el isospín y su componente z también se conser va, se puede ver que la 
reacción puede proceder vía interacción fuerte. Si este no fuera el caso, la sección de dispersión sería 
demasiado pequeña para que fu era observable. 

(<.:) n- -~ Eº + '"-
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En este caso, la carga y el número bariónico se conser van. El impulso angular y la paridad también se 
conservan ya que el estado final contiene una unidad de impulso angular orbital. Como los valo res de Tson 
O para la n-; l / 2 para la 3 °, y 1 para el 7T- ,se puede ver que debe existir un cambio enel isospín de cuando 
menos ó. T = 1/ 2. Asimismo, Tz es O para la n- ;+- 1/ 2 para la 3° ,Y - l para el rr- , de modo que la 
componen te z del isospín cambia en t:. T z = 1/ 2. La extrai'leza también cambia, por la cantidad S = l. 
Estos cambios en los números cuánticos permiten que el decaimiento proceda por medio de la interacción 
media, pero prohiben que proceda más rápidamente por medio de las interacciones fuert e o elec· 
tromagnét ica. 

(d) 7T+ + p - • p + p + ,1 

En primer lugar, se deben de terminar los números cuánticos del antineutrón ,i. Aplicando las reglas 
antes citadas a la tabla, se encuentra : Q= O, s = 1/ 2, B =- I , P = impar, T = 1/2, T z =+ 1/ 2, S=O. Por 
observación se puede demostrar que todos los números cuánticos se conservan en la reacción , de modo 
que pueden realizarse por medio de la in teracción fu ert e. 

(e ) ,, -. fi + e t + 1·.: 

S i esta reacción procede, debe hacerlo por medio de la inte racción débil ya que v
6 

no part1c1pa en 
ninguna de las o tras. La carga se conserva ya qu e Q = · 1 para el p. El número bariónico to tal es igual a. 1 
antes y después , de modo que tamhién se co nser va. El número leptónico electr ónico se co nserva, ya que 
tiene los valo res· l para el e+ y+ l para el l'r· El impulso angular puede conservarse. La paridad no está 
definida para leptones, sin embargo, la paridad no es una co nsideración signifi cativa en una interacción 
débil que implifi ca leptones. Lo mismo es ciert o pa ra el isospín y la extrañeza. Así pues , la reacción puede 
llevarse a cabo por medio de la int eracc ión débil. Obsérvese qu e es justamente la conjugada de la carga del 
decaimiento /1 del neutrón. 

(f) A º -.. 11 + ,, 

Esta reacción , si puede ocur rir , obviamente deberá ser electromagnética . Como T z = O para la .\ 0 y 
t', mientras qu e T: = · l /2 para la n, se puede ver qu e no puede ocurrir ya que Tz se conserva en 
la interacción electromagn ética. Esta conclusión concuerda con e l experi mento y es una de las razones por 
las que al fotón se le asigna T: = O. ~ 

17.9 Hipercarga y Cuarks 

Al correlacionar las propiedades de los mesones y los hadrones, resulta útil emplear un número 
cuántico Y denominado hipercarga, en lugar del número cuántico para la extrañeza S. La 
hipercarga se defin e como 

(17-44) 

donde B es e l número bariónico. Dado que B se conserva en todas las interacciones, las reglas 
relativ~s a la conservac ión de S se apl ican directamente a Y. Gell -Mann y otros, descubrieron 

+ l 

y o 

-1 

FIGURA 17-21 
Octete de bariones con spin 1 /2 y paridad par. 

n p 

- 1 - l /2 O + l /2 + 1 
Tz 

• 
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+l 
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-1 

FIGURA 17-22 
Octete de mesones con spi n O y paridad impar. 

7r- 1r+ 

-1 -1/2 O +l/2 +l 
Tz 

Cap. 17 

que una gráfica de Y contra T2 para bariones de spin 1/2, forma un patrón simétrico simple, y 
que dicha gráfica para mesones con spin O forma el mismo patróq. Estos patrones en forma de 
octetes se muestran en las figuras 17-21 y 17-22. Se denominan octetes, porque contienen ocho 
partículas, incluyendo dos que ocupan la misma posición central. 

La simetría de estos patrones sugirió una extensión de la teoría de matrices utilizada para 
describir las propiedades matemáticas detalladas del spin y del isospín. Dicha extensión se 
denomina teoría del SU (3), e implica el grupo de matrices de 3 X 3 "Unitarias Especiales". El 
patrón de octete, incluyendo la doble ocupación de la posición central, es uno de los patrones a 
los que conducen las propiedades de simetría de este grupo. También conducen a un patrón de 
singulete y a un patrón de decuplete. El mesón -r¡' ocupa dicho singulete, dando cuenta, por lo 
tanto, de los nueve mesones conocidos. Existen también nueve bariones, de los cuales el .Q- no 
ha sido aún tornado en cuenta. No podría ser un patrón de singulete, ya que el SU (3) demuestra 
que ésto no sería posible para un barión con un spin 3/2. En lugar de lo anterior, se agrupa con 
otros bariones de spin 3/2 en el decuplete que se muestra en la figura 17-23. Todos los miembros 
de es te patrón de decuplete son resonancias, excepto por el n- . 

La signiíicación de la teor ía del SU (3) fue demostrada por primera vez por Gell-Mann y 
Okubo al predecir la masa en reposo y los números cuánticos de laü- antes de que fuera 
observada experimentalmente. La idea impl ificada en la predicción de la masa es que en 
ausencia de interacciones fuert e o electromagnética, todos los miembros de un patrón tendrían 
la misma energía de masa en reposo, pero la interacción fuerte elimina parte de esta 
degeneración dividiendo la energía de masa de acuerdo con Y, y la interacción electromagnética 
rlim1:ia la degeneración restante dividiendo la energía de masa de acuerdo con Tz. Por lo tanto, 

FIGURA 17-2:{ 
Occu plt:lf' Je• hari o,w;. C'Ofl ~pin J/2 y paridad 
par. 

y o 

-1 

- 2 

'1º(1236) 

I-0385) l:º(1385) 

.:: - (1530) = + (1530) 

-3/2 -1 -1/2 O +1/2 +l +3/2 
Tz 



Sec. 17-9 HIPERCARGA Y CUARKS 741 

la masa de la .a- podría predecirse ex trapolando la dependencia con Y de la masa de los 
miembros del decuplete conocidos previamente. 

En las figuras 17-21 hasta 17-23, se puede ver que el patrón de octete, que es un hexágono, y el 
patrón de decuplete, que es un triángulo, ambos tienen una simetría rotacional de desdo­
blamiento triple respecto a su centro. Esto, desde luego, es cierto para e l patrón de singulete, ya 
que sólo es un punto en el centro. Esta observación condujo a que Gell-Mann postulara la 
existencia de Cuarks, conjunto de t res partículas que, en diversas combinaciones, pueden 
formar todos los mesones y bariones. La tabla 17-4 muestra los números cuánticos no-enteros 
correspondientes a los tres cuarks q1, q2 , q3. También se postulan anti-cuarks, tit, ij2 , ii;i, 
Cada uno de ellos posee valores Q, B, P, Tz, e Y que son opuestos a los delos correspondientes 
cuarks. 

Entonces, todos los mesones se pueden formar de una combinación de uno de los tres cuarks, 
y uno de los tres anti-cuarks. Las nueve combinacion es posibles, muestran los nueve mesones 
con spin O, si se supone que el cuark y el an ti -cuark se encuentran en un estado 1S0 en el cual, 
su impulso angu lar total es O, ya que no poseen impulso angu lar orbital y sus spins son 
esencialmente antiparalelos. Además, las resonancias mesónicas, cu yos spins pueden llegar a 2, 
pueden ser explicadas si se permite que el sistema cuark-anticuark pueda estar en los 
estados 35 1, o bien, en 3P0 , 3P 1, y 3Pt, 

Los bariones se pueden considerar como combinaciones, en e l estado S, de tres de los tres 
cuarks. Existen 27 de dichas combinaciones, y cada una de éstas poseen úmeros cuánticos que 
corresponden a uno de los bariones conocidos. Estos se encuentran agrupados en los patrones 
de octete y decuplete que se muestran en las figuras 17-21 y 17-23, con otro octete y un singulete 
más. 

El segundo octete y el singulete, se encuent ran poblados por resonancias bariónicas. 
A pesar de que el modelo de cuarks parece impresionante, existen algunos problemas con él. 

Uno de los problemas tiene que ver con el hecho de que el decuplete de bariones con spin 3/2 y 
paridad par , estar ía compuesto de tres cuarks en el mismo éstado S con spin s "paralelos", siendo 
generalmente dos o tres de ellos idénticos; e.g., .Q- = q3q3q3. Sin embargo, ésto no sería 
posible si los cuarks son spin 1/2 fueran f ermiones, como lo son todos los demás ejemplos de 
entidades conocidas con sp in 1/2. Otro problema es que, a pesar de los esfuerzos considerables 
que se han desarrollado, nad ie ha sido capaz hasta ahora de detectar un cuark libre. Si un cuark 
fuera liberado de un sistema ligado de dos o tres c-uarks, en una colisión de alta energía 
produ cida en un acelerador o por rayos cósmicos, sería estable, ya que su carga no-Pntera no le 
permit iría decaer en ninguna ot ra cosa sin que se viole la conservación de la ca rga. Además, la 
carga fraccionaria lo haría fácil de detectar. 

Posiblemente la razón por la cual los cuarks libres no se han visto todavía, es que no se han 
utilizado colisiones sufi cientemente energéticas para producirlos. Es decir, puede ser que 
tengan energías de masa en reposo ext remadamente altas y se unan para formar mesones o 
bariones con energías de enlace igualmente altas, de modo que se requieren energías muy 
grandes para liberarlos. Experimentos recientes que implican la dispers ión de electrones de alta 
energía, por protones, han dado indicaciones de que el protón está compuesto de partículas 
puntuales. Estas partículas han sido denominadas partones, pero, de hecho, podrían ser cuarks 
ligados. Es de esperar que investigaciones futuras, tanto teóricas como exper imentales, 
aclararán el papel de los cuarks en la física cuánti ca. 

TABLA 17-4 . los cua rks. 

Símbolo del cuork Q s B p T Tz y 

q, +2/3 1 /2 + 1/3 Por 1/2 + 1/2 +1/3 

C/"!. -1/3 1/2 + 1/3 Por 1/2 -1/2 + 1/3 

C/:J - 1/3 1/2 + J/3 Pcn o o -2/3 
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PREGUNTAS 
) . ¿Por qué el :¡ P 1 no es un componente del estado base del deuterón ?. ¿Qué se puede decir respecto 

a lSo? 

2. ¿Qué experimentos pueden realizarse para probar la existencia de un sistema estable de dos 
protones?. ¿De dos neutrones? 

3. En el sistema de referencia del centro de masas, la sección diferenc ial de dispersión en el caso 
neutrón-protón es isotrópica para bajas energías. Descr ibir cualitativamente el comportamiento de la 
sección diferencial de dispersión en un sistema de referencia en que e l protón-blanco se encuentre 
inicialmente en reposo. 

4. Al considerar el comportar;niento mecánico-cuántico de un sistema co:n dos partículas idénticas, se 
habla de int ercambio de las etiquetas de las partículas. Al considerar la dispersión neutrón-protón , se 
habla de intercambio de las partículas. ¿Cuál es la razón para esta diferencia? 

5. ¿Por qué es la sección diferencial de dispersión protón-protón necesariamente simétrica respecto a 
90º, en el sistema de referencia del centro de masas? 

6. Expli car por qué la sección diferencial de dispersión es isotrópica si en la interacción que produce la 
dispersión sólo participa el estado L = O. 

7. Una parte muy grande de lo que se sabe acerca de las fuerzas que act úan entre átomos, se ha obtenido 
del est udio de los estados ligados del átomo más simple, el hidrógeno. ¿Por qué sólo una pequeña parte 
de lo que se sabe acerca de las fuerzas que actúan entre núcleos, se ha obtenido del estudio de los 
estados ligados del núcleo más si mple, el deu terio? 

8. ¿Por qué resu lt a apropiado utilizar el nombre de isospín para el concepto discutido en la sección 17-3? 

9 . ¿Podría, el principio de exclusión , ser expresado en términos de isospín?. Ver la figura 17-14. 

10. ¿Existe alguna imagen física de como el impulso de un mesón 1r transferido entre los campos de dos 
nucleones conduce a una fuerza de atracción en tre e llos'? Desde e l punto de vista del principio de 
incertidumbre rela<'ionado con la po!:.ición y el impulso, ¿es realista esperar que sea fac tible construir 
J ,clia 1magc11·t 

1 J. ¿Qué especies de mesones 1r se intercambian en la dispersión protón-protón?. ¿En la dispersión 
neutrón- neutrón? 

12. ¿Qué partícula quedaría si un protón em1t1era un mesón '"- ?. ¿Si un neutrón em1t1era un 
mesón rr+ ?. ¿Por qué el campo de un protón no puede contener un mesón '"- y el campo de un 
neutrón no puede contener un mesón 7T-t? 

13. ¿Por qué se cree que la coraza de repulsión del potencial nucleónico resulta del intercambio de 
mesones más pesados que el pion? 

14. ¿Qué ejemplos se han considerado, en capítulos anteriores, de la conservación de l número de 
fermiones y de la no-conservación del número de bosones, en un sistema aislado? 

15. Exactamente, ¿q ué se quiere decir con la afirmación de que un pion posee paridad intrínseca impar? 

16. La primera verificación experimental de la dilatación de l tiempo relativista fué proporcionada por la 
comparación de la rapidez de decaimiento de muoncs de rayos cósmicos "en vuelo", con la rapidez de 
decaimiento de muones en reposo. ¿Cuál sería un modo posible de realizar dicha comparación? 

17. Los muones de rayos cósmicos se han utilizado con la intención de descubrir cámaras funerarias 
esi·ondidas en las pirámides egipcias, de modo muy similar en que los rayos-X son utilizados para 
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descubrir imperfecciones internas, en una fund ición metálica, ocasionadas por burbujas de gas. ¿Por 
qué se utilizaron muones? 

18. ¿Existen algunas partículas, apar te de los neutrinos y los antineutrinos, que posean helicidadcJ 
definidas?. Explicar. 

19. ¿Por qué todos los cuantos del campo deben ser bosones? 

20. Existen cuatro mesones K explícitamente diferentes. ¿Por qué no se les asigna el número cuántico de 
isospín T = 3/2 de modo que pudieran constituir un cuarteto de isospín? 

21. Exactamente, ¿qué es lo que especifica el número cuánti co de extrai'leza S? 

22. ¿Por qué resulta difícil reconciliar la copiosa producción de partículas A O y K con su lento 
decaimiento, sin el concepto de extrai'leza? ¿Cómo es que la extrai'leza proporciona una recon· 
ciliación? 

23. ¿Existe algún conflicto entre la afirmación de que la magnitud del isospín no se conserva en la 
interacción electromagnética y la afirmación de que la componente z del isospín se conserva en esa 
interacción? 

24. Considérese que e l exper imento de decaimiento /1 que se ilust ra en la figura 16-15, se ve en un espejo 
colocado por debajo del núcleo (el espejo en posición horizontal) en lugar de en un espejo colocado a 
un lado del núcleo (el espejo en posición vertical). Explicar cómo se modificarían los argumentos en 
el texto relacionados con la apariencia de la imagen especular del conjugado de carga, pero de tal modo 
que conduzcan a la misma conclusión. 

25. Dar un ejemplo de un sistema macroscópico cuyo comportamiento es invariante a la reversibi­
lidad del tiempo, y de un sistema macroscópico cuyo comportamiento no es invariante ante esta 
operación. 

26. ¿Por qué se puede afirmar que el mesón rr0 es su propia antipartícula?. ¿Tienen partículas todas las 
antipart ícu las?. ¿Qué pasa con el fotón? 

27. ¿Le parece razonable al lector que una resonancia bariónica o mesónica sea una partícula elemental? 
¿exactamente qué es una partícula elemental? 

28. En algu nas ocasiones se dice que la extrai'leza no es el número cuántico más fundamental que puede 
utilizarse, ya que la conservación de la extrañeza es realmente una combinación de la conservación de 
la hipercarga y de la conservación del número bari ónico. Explicar. 

29. ¿Existen algunos constituyentes de la materia que no se puedan describir en términos de combina­
ciones de cuarks y anti-cuarks? 

PROBLEMAS 
l. Consu ltar la discusión del potencial centrífugo en la sección 15-8, y entonces: (a} escribir la ecuación 

que determina la dependencia radial R(r} de la eigenfunción del deuterón , evaluando (7-17) para l = 
O. (b) Demostrar que también puede escribirse, 

donde 

¡¡2 <f211(r) 
- --- + V(r)u(r) = Eu(r) 
2¡t dr2 

11(r) = rR(r) 

(c) comparar la anterior con la ecuación de Schr.odinger independiente del t iempo para los problemas 
unidimensionales. (d) Dar una interpretación física de u'*(r)u{r}. (e) Evaluar y dar una interpre­
tación física de la masa reducida µ . 
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2. (a) En la ecuación obtenida en el problema 1, tomar el potencial nucleónico V(r} como un pozo 
cuadrado de radio r ' y profundidad V0 , como en la figura 17-2. (b) Demostrar por sustitución que la 
solución general de la ecuación obtenida es 

u(r) =Asen k 1r + B cos k 1r r < r' 

r > r' 

(c} Evaluar k 1 y k 2 en términos de ¡,, V0 , y la energía de amarre del deuterón D. E. 
3. (a) Aplicar a la solución general obtenida en el problema 2, las condiciones de que R(r}, y por lo tanto 

u(r}, debe .ser finita, continua, y univaluada, con primeras derivadas con las mismas propiedades. (b) 
Demostrar que la aplicación de estas condiciones en r = O, r = r', y r -+- oo conduce a la relación 

J2,,( vll - 6E) [J2¡.t( Vu - 6E) '] J2µ óE 
------ cot r = - ----t, t, /i 

4. Demostrar, por sust itución, que la relación obtenida en el problema 3 tiene una solución con D. E= 
2.2 Me V, energía de amarre observada del deuterón cuando el potencial tiene un radio r' = 2. OF y 
una profundidad V0 = 36 MeV. 

5. (a) Utilizar los cálculos en los problemas del 1 al 4 para calcular la dependencia radial de la 
eigenf unción para el estado base del deuterón en un potencial de radio 2.0F y profundidad de 36 Me V. 
(b) Dibujar el potencial V(r) y la función u(r} = rR(r). (c) Dibujar también la densidad de 
probabilidad radial P(r). 

6. Un nucleón incide sobre otro nucleón que inicialmente se encuentra estacionario. Su energía 
cinética, que es también la energía cinética total del sistema en ese marco de referencia, es K. 
Demostrar que la energía cinética total del sistema, en un marco de refe.rencia en el que el centro de 
masas del sistema se encuentra estacionario, es K /2. 

7. (a) Demostrar que para un potencial nucleónico de radio r' = 2F, el valor máximo del número 
cuántico de impulso angular orbital es lmax = la menos que la energía cinética de cada nucleón 
exceda aproximadamente 30 Me V en el sistema de referencia del centro de masas. (b) Demostrar 
también que lmax = 2 a menos que las energías cinéticas excedan aproximadamente 60 MeV. 

8. (a) Calcular el valor de lmax para un protón de 50 Me V que incide sobre un núcleo de peso atómico 
A = 100. Tomar el radio r' del potencial óptico modelo que actúa sobre el protñ'1 . como la suma del 
radio correspondiente a la mitad del valor de la distribución de carga a= 1.07 A 113 F y el alcance de 
las fuerzas nucleónicas 2.0 F. (b) Calcular también O ~ )./r', y comparar con el ángulo entre 
mínimos adyacentes en la sección diferencial de dispersión que se muestra en la figura 16-25. 

9. (a) Utilizar los resultados de mediciones de dispersión electrónica, presentados en la figura 15-6, para 
calcular el número tot11l de nucleones por unidad de volumen en el interior de un núcleo típico. (b) 
Calcular después, la distancia centro a centro promedio entre nucleones. (c) Comparar lo anterior 
co n el radio de la coraza de repulsión del potencial nucleónico y con el alcance de la fuerza 
nucl eónica . 

10. El princi pio de incertidumbre en términos de impulso y posición produce un efecto que tiende a 
ev itar el colapso de un núcleo, que ocurriría si los potenciales nucleónicos no tuvieran regiones de 
repulsión. (a) Demos trar que este principio demanda que la energía cinética de un nucleón típico 
confinado a un núcleo de radio r' debe ser cuando menos K, donde 

1 
K oc. +ti 

r 

(b) A pesar de K se vuelve más positiva a medida que r' disminuye, la energía potencial V del 
nucleón típic:o se vuelve más negativa si los potenciales nucleónicos son puramente de atracción y el 
núcleo se encuentra suficientemente colapsado de modo que la separación entre todos los pares de 
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nucleones sea menor que el alcance del potencial nucleónico. Demostrar que bajo estas circunstan · 
c1as 

V cx: 

(c) Demostrar después que la energía total de un nucleón típico, E = K + V, se volvería más negativa 
al disminuir r' aún más de modo que el núcleo continuaría colapsándose, a pesar del principio de 
incertidumbre, si los potenciales nucleares no tuvieran regiones repulsivas. 

11. Utilizar la información conten ida en las figuras 16-14 y 16-34 para asignar valores de T y T,, a los 
estados base de los análogos isobáricos de: (a) 1 H 3 2 He3 ; (b) 9Li7 4 Be7• 

12 . (a) Estimar el tiempo máximo que un mesón TT puede existir en el campo de un nucleón aislado 
antes de ser absorbido por ese nucleón. (b) Estimar cuántos mesones TT puede haber en un instante 
dado en el campo, a distancias del nucleón aproximadamente iguales al alcance de la fuerza 
nucleónica, 2F. (e) Estimar cuántos puede haber a d istancias aproximadamente iguales al radio de la 
coraza de repu lsión, 0.SF. 

13. La vida media del n-0 se determina con mayor precisión, estudiando e l decajmiento partiendo del 
reposo, del mesón K 1 en el modo K + -+ n-0 + TT+ . La distancia promedio que recorre el TTo en un 
bloque de emulsión fotográfica antes de decaer, se mide por med io del modo de decaimiento, 
fácilmente obser vable, n-0 - e+ + e- + J' y de la velocidad calculada con que se mueve el n-0 se 
obtiene su tiempo de vida Dado que el tiempo de vida es 0.9 X 10- 16 seg., predecir la distan cia 
promedio que recorre el n-o antes de decaer. 

14. En el sistema de referencia de laboratorio (LAB), la partícula 1 se encuentra en reposo con energía 
relativista total E 1 • y la partícu la 2 se mueve hacia la derecha con energía relativista total Ei. e 
impulso P'!.· (a) Utilizar las ecuaciones relativistas de transformación e nergía-impulso, 

1 
p~ = J-;=1 =-==v2:;::¡ c::::;2 (p .i; - vE/ c2) 

p~ =pi/ 

P~ = Pi 

I 
E' = -::==== (E ) 

J I 2/ " - VPx - V e~ 

para demostrar que el sistema de referencia en el que el centro de masas relativistas del sistema se 
encuentra en reposo, se mueve hacia la derecha con velocidad 

relativa al sistema de laboratorio, y demostrar que el impulso total del sistema es cero en este sistema 
de referencia del centro de masas (CM). (b) Supóngase que las dos partículas t ienen las mismas masas 
en reposo 1110 , y sea la energía relativista total de l sistema, en el marco de referencia de laboratorio, 
E1, ... u . Calcu lar Ec ·)r, la energía relat ivista total del sistema en el mar~o del centro de masas, y 
demostrar que 

15. Utilizar la relación ci tada en el problema 14-b para evaluar la energía cinética, en el sistema de 
laborato ri o, del protón incidente, para la cual , el proceso de producción del par protón an tiprotón, 
{l 7-28), se vuelve energéticamente posible. 

16. (a) Estimar la sección de dispersión para un antineu trino electrónico qu e incide sobre un protón, con 
una energía de 1 MeV, para producir la reacción 
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(Sugerencia: (i) Suponer que existe cierta probabilidad de que la reacción ocurra cuando la distancia 
entre ve y p es menor que la longitud de onda de de Broglie, ve del A. Estimar después el 
intervalo temporal durante e l cual pueden estar tan próximos. (ii) Estimar la probabilidad P como el 
cocient e de ese in tervalo de tiempo y el tiempo característico de la reacción ,..._, J 03 seg.(Es la inversa 
de 11 + e+ - p + iie,que es una alternativa de n - p + e- + iie; el balance detallado requiere que 
los tres tengan el mismo tiempo característico que, como se ve, es igual al tiempo de vida media del dec 
aimien to del neutrón) (i ii) T ómese la sección de dispersión como ,.._,p J..2 • (b) Utilizar esta 
est imación para evaluar la trayectoria media libre de un iie de l Me V, en plomo, justificando de la 
suposición de que la sección de dispersión para su interacción con un núcleo de plomo ,..._, 102 veces 
más grande que su sección de dispersión para su interacción con un pro tón . 

17. (a) ¿Por qué no está permitido el decaimiento del mesón pº en dos ~ esones 1r0 ? (b) Suponiendo 
que el deuterón incidente tiene suficiente energía, ¿por qué la reacción d + d - 2H e4 + TTo no 
está permit ida? (c) ¿Por qué el decaimiento de un mesón ,r+ en un e+ y en un y no es posible? 
(d) ¿Qué impide que la reacción 11 - p + e- + ii8 ocurra cuando el neutrón es parte de un 
deuterón? 

18. Para cada una de las sigu ientes reacciones definir cuál es la interacción más rápida por medio de la 
cual las leyes de conser vación permiten que proceda. Si la reacción es prohibida por todas las 
interacciones, decir por qué: 

(a) p - 7T.¡ + e1 + e­
(b) Aº - p + e-
(c) JL- -e-+ Ve+ Vµ 

(d) 11 + p - ¡;+ + Aº 
(e) p + p - Y + Y 
(f) p + p -+ 11 + Lo + K º 
(g) Kº - 77+ + .,,.- + 770 + .,,.o 

19 . Describir cada uno de los bariones de la tabla 17-3 por una combinación de tres cuarks que conduzca a 
los n úmeros cuánt icos correctos. 

20. Asociar cada una de las nueve combinaciones posibles cua rk-anticuark con un mesón de la tabla 17-3 
discu tiendo cualquier ambigüedad que resulte. 
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Apéndice A 

Teoría especial de 
la relatividad 

Nuestro propósito al incluir este apéndice, es desarrollar aquellos resu ltados de 
la teoría de la relatividad especial de Einstein que se necesitarán en el estudio de 
la física cuántica. Por supuesto que esto es lo que muchos estudiantes han 
estudiado de relatividad en sus cursos de mecánica clásica y/ o e lectromag­
neti smo, con anterioridad a iniciar sus estudios sobre física cuántica. Para estos 
estudiantes, este apéndice puede ser útil como un reposo. Pa ra los otros, será úti l 
como un tratamiento con ciso de los resultados más importantes de la relatividad. 

Las transformaciones de Galileo y la mecánica 

En la física clásica, el estado de un sistema mecánico en algún instante se puede 
describir por completo construyendo un sistema de referencia y uti lizarlo para 
especificar las coordenadas y las derivadas temporales de las coordenadas para 
las partíc ulas que componen el sistema en ese instante. Si se conocen las masas 
de las partículas y las fuerzas que actúan entre ellas las ecuaciones de Newton del 
movimiento hacen posible el calcula r el estado del sistema para cualquier tiempo 
futuro en términos de su estado en el instan te inicial. A menudo, es deseable que 
durante o después de estos cálculos se especifique el estado del sistema en 
términos de un nuevo sistema de referen cia que se mueve en traslación (es decir, 
que no gire) en relación al primer sistema y con velocidad constante. Surgen dos 
preguntas: (1) ¿Cómo se transformará la descripción de l viejo al nuevo sistema 
de referencia? (2) ¿Qué le sucede a las ecuaciones que rigen el comportamiento 
del sistema cuando se hace la transformación? Estas preguntas son con las que 
trata la teoría de la relatividad especial. (En la teoría general, que no se n ecesitará 
en este estudio de la física cuántica, las transformaciones implican aceleración 
de un sistema con relación a l otro). 

La figura A-1 muestra una partícula de masa m, cuyo movimiento bajo la 
influencia de la fuerza F está especificado en términos de un sistema de 
referencia primo y uno no primo. El sistema primo se mueve en relación al no 
primo con velocidad constante v en una dirección que, por con strucción, es la 
dirección positiva de los ejes x, y x' colineales. Por definición, los tiempos t ' y t 
medidos en los dos sistemas son ambos cero en el instante en el que el plano y'z' 
coincide con e l plano y z. Con estos 4 sis temas existen dos conjuntos de 4 
números (x' ,y' ,z' ,t ') y (x ,y,z, t ), que se pueden utilizar igualmente bien para 

749 
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FIGURA A-1 

Sistema de referencia x', 
1 I I 

y , z , t que se mueve en 
traslación con velocidad cons­
tan te v relativa a un sistema, 
x, y, z, t. Los ejes x y x'se 
suponen colineales. 

z 
eje z' 

eje 

y eje y' eje 

x' 

V -m 

F..--: 

y . y 
x' eje 

x eje 

especificar las coordenadas de las partículas para cu11lquier instante. ¿Cuáles son 
las relaciones entre estos conjuntos de números? Según la física clásica éstas 
son: 

x' = x - vi 

I y = y (A-1) 
I z = z 

t' = I 

Se conocen como las transformaciones galileanas. Los argumentos sencillos de la 
física clásica que conducen a ellas son: 

l. Si se define que los ceros de las escalas de tiempo utilizadas en los 
diferentes sistemas son los mismos para cualquier tiempo y lugar, entonces en la 
fís ica clásica ambas escalas de tiempo permanecerán invariables para todos los 
tiempos y todos los lugares, así que t' = t . 

2. Ya que por construcción los planos x'y' y xy·siempre coinciden, se tiene 
z' = z; y de manera similar y' = y. 

3. Ya que en el intervalo de tiempo entre O y t' = t el plano y'z' se mueve en 
la dirección positiva una distancia vt, la coordenada x' se hará menor que la 
coordenada x por esta misma cantidad. Así que x' = x - vt. 

Las transformaciones galileanas constituyen la res¡puesta que la física clásica 
da a la primera pregunta planteada. 

La respuesta a la segunda pregunta está dada en la mecánica clásica cuando se 
utilizan las transformaciones de Galileo para convertir las ecuaciones de Newton 
en el sistema x, y, z, t. 

(A-2) 

Cualesquiera que sea la forma que tengan estas ecuaciones, en el sistema 
.r', y', z', t '.Obsérvese que para que (A-2) sea válido el sistema x,y,z,t, deberá ser 
una sistema inercial; es decir , uno en el cual un cuerpo que no está afectado por 
ninguna fuerza, e inicialmente en reposo, permanezca en reposo. 

Diferenciando cada una de las tres primeras ecuaciones (A-1) dos veces 
respecto a t y utilizando la cuarta para escribir t = t ' es trivial demostrar que 

d2x ' d 2x 
dt' 2 = dr 2 

d2y' d2y 

dt' 2 = dr 2 

d 2z' d 2z 

dt'2 = dt 2 
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En otras palabras, la aceleración de la masa m medida en el sistema primo es la 
misma que cuando se la mide en el sistema no primo. Por supuesto, la razón es 
que dos sistemas r elacionados por una transformación de Galileo no están 
acelerados entre sí, de modo que la transformación no cambia la medida de la 
aceleración. Por lo tanto , 

Debido a que la componente de la fuerza F que actúa sobre m en la dirección del 
eje x' o x es la misma vista en cualesquier sistema y similarmente para sus otras 
componentes. Evaluando las componentes no primadas de la aceleración y de la 
fuerza en (A-2) en términos de sus contrapartes primadas, pero no haciendo nada 
con la masa, ya que en la física clásica la masa es una propiedad intrínseca de una 
partícula cuyo valor no puede depender del sistema de referencia se encuentran 
las ecuaciones del movimiento en el sistema primado. 

d 2 I 
X 

m-- = F, 
dt'2 X 

(A-3) 

Observe que (A-3)tiene exactamente la misma forma matemática que<A-2).Por lo 
tanto, parte de la respuesta a la segunda pregunta es que las ecuaciones de 
Newton, que gobiernan el comportamiento del sistema mecánico, no cambian 
cuando se hace una transformación galileana. El sistema x,y,z,t era un s istema 
inercial ya que d 2:r/dt 2 = d 2y/dr 2 = d 2z/dt 2 = O si F = O. De (A-3) se deduce 
que x', y', z', r' también es un sistema inercial ya que d2x'/dr'2 = d2?//dr' 2 

= d2z'/dr'2 = O si F = O. 
Como las ecuaciones de Newton son idénticas en cualesquiera dos sistemas 

inerciales y como el comportamiento de un sistema mecánico está gobernado por 
estas ecuaciones, se sigue que el comportamiento de todos los sistemas mecá­
nicos será idéntico en todos los sistemas inerciales, no obstante que estos 
sistemas se mueven a velocidad constante uno respecto a otro. Esta predicción se 
verifica por una ampl ia variedad de evidencias experimentales. 

Las transformaciones galileanas y el electromagnetismo 

A continuación nos preguntamos sobre el comportamiento de los sis temas 
electromagnéticos cuando se realiza una transformación galileana. Los fenó­
menos electromagnéticos se tratan en la física clásica en términos de las 
ecuaciones de Maxwell, las cuales gobiernan sus comportamientos así como las 
ecuaciones de Newton gobjernan el comportamiento de los fenómenos mecá­
nicos. En realidad, no se procederá a aplicar transformaciones galileanas a las 
ecuaciones de Maxwell, como se hizo a las ecuaciones de Newton ya que este 
cálculo es complicado; en vez de esto se mencionarán los resultados: las 
ecuaciones de Maxwell cambian su forma matemática bajo una transformación 
galileana, en marcado contraste con el comportamiento de las ecuaciones de 
Newton. También se estudiará el significado físico de estos resultados. 

Como probablemente sepa el estudiante, las ecuaciones de Maxwell predicen 
la exjstencia de disturbios electromagnéticos que se propagan a través del espacio 
en la manera característi ca del movimiento ondulatorio. Los físicos del siglo XIX 
quienes eran muy mecanicistas en su visión, creían que era evidente que la 
propagación de las ondas predicha por las ecuaciones de Maxwell requiriera la 
existencia de un medio de propagación mecánico. De la misma manera que las 
ondas de sonido se propagan a través de un medio mecánico, el aire, así que de 
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acuerdo con su punto de vista, las ondas electromagnéticas se deberían propagar 
a través de un medio mecánico al que llamaron el éter. A este medio de 
propagación se le exigían propiedades muy extrañas con objeto de que se ajustara 
a ciertos hechos conocidos. Por ejemplo , no debería tener masa, ya que las ondas 
e lect romagnéticas tales como la luz, pueden viajar en el vacío; pero debería tener 
propiedades elásticas para ser capaz de trasmitir las vibraciones inherentes a la 
idea de l movimiento ondulatorio. No obstante, los físicos de esta era pensaron 
que el concepto del éter era más atractivo que la alternativa de ondas e lectro­
magnéticas propagándose sin la ayuda de un medio de propagación. 

Se supuso que las ecuaciones electromagnéticas en la forma presentada por 
Maxwell eran válidas para el sistema de referencia en reposo respecto al éter, el 
llamado sistema del éter. Una solución de estas ecuaciones lleva a una predicción 
de la magnitud de la velocidad de propagación de las ondas electromagnéticas en 
el vacío. El resultado es 2.998 x 108 m/seg= e, que concuerda dentro del 
error experimental con el valor de la velocidad dela luz que había sido medido 
por Fizeau. Sin embargo, en un sistema de referencia moviéndose con velocidad 
constante con respecto al éter, las ecuaciones de Maxwell cambian de forma 
cuando se usan las transformaciones de Galileo para evaluarlas en dicho sistema 
en movimiento. Como era de esperarse, cuando se utilizan estas ecuaciones 
cambiadas para obtener una predicción de la velocidad de la propagación de la 
onda electromagnética que debería medirse en el sistema en movimiento 
respecto al éter, se encontró que la velocidad tenía una magnitud diferente de c. 

Los cálculos complicados que predicen la velocidad de la luz medida en un 
sistema de referen cia que se mueve con respecto al éter, realizados mediante una 
transformación de Galileo de las ecuaciones de Maxwell para el sistema en 
movimiento, y resolviéndolas en este sistema, llevan a la predicción simple 

V3is1. móvil era . éter = V luz era éter - Y luz era. sisl. móvil (A-4) 

donde era significa con respecto a, y v luz era. érer = c. La predicción está de 
acuerdo con dos ideas físicas simples : 

l. La luz se propaga con una velocidad de magnitud fija e con respecto a su 
medio de propagación, el éter, justo como las ondas sonoras se propagan con una 
velocidad de magnitud fija con respecto a su medio de propagación, e l aire. 

2. La velocidad de la luz con respecto a un sistema que se mueve respecto al 
éter se puede encontrar a partir de una adición normal de vectores de velocidad 
relativa. 

Deberá apuntarse que los argumentos que justifican la adición vectorial de 
volocidades son r ealmente los mismos que justifican la transformación galileana. 
Por ejemplo, en un caso en el que todo el movimiento es a lo largo del eje x' o x, se 
pueden obtener (A-4) inmediatamente, mediante una diferenciación r especto al 
tiempo de la primera de las ecuaciones (A-1), utilizando también la cuarta t' = t. 

En res umen la física teórica a fines del siglo XIX estaba basada en tres cosas 
fundamentales: las ecuaciones de Newton, las ecuaciones de Maxwell y las 
transformaciones galileanas. Casi cualquier cosa que pudiera derivarse de estas 
tres concordaba bien con los experimentos que se habían realizado para enton­
ces. En relación con las preguntas que se han analizado, ellas predecían que los 
sistemas de referencia en movimiento uniforme con r especto a otros erap 
completamente equivalentes, según los fenómenos mecánicos que se trataban, 
pero respecto a los fenómenos electromagnéticos no e ran equivalentes; sola­
mente existía un sistema, el sistema del éter, en el cual la velocidad de la luz tenía 
una magnitud con un valor numérico c. 
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El experimento de Michelson-Morley 

En 1887 Michelson y Morley realizaron un experimento que resu ltó ser de gran 
importancia. El experimento se diseñó para investigar el movimiento de la tierra 
respecto al sistema de referenc ia del éter. Puesto que la tierra se mueve a lrededor 
del sol, parecería poco realista hacer una supos ición a priori acerca de que e l 
s istema del éter viaja con la tierra, y como se indicará posteriormente, las 
observaciones experimentales de aquel tiempo estaban en contra de todas las 
suposiciones. Sería mucho más razonable suponer que el sistema del ét er estaba 
en reposo con respecto al centro de masas del sistema so lar o al centro de masas 
del universo. En el primer caso, la velocidad de la ti erra respecto al s istema del 
ét e.r tendría una magnitud del orden de l04 m/seg; en el segundo caso, la magnitud 
de la velocidad debería ser algo mayor. La idea básica del experimento e ra medir 
la velocidad de la luz en dos direcciones perpendiculares en un sistema de 
referencia fijo a la tierra. Consideraciones sobre los impulsos según la teo ría 
clásica, como se resume mediante la adición vectorial (A-4), mostrarán que la 
teo ría predice que las velocidades deberán tener magnitudes dife rentes cuando la 
luz viaja en direcciones diferentes con relación a la dirección de movimiento del 
observador a través del éte r. 

A pesar de que la diferencia en las dos medi ciones de la velocidad de la luz se 
esperaba pequeña, debido a que la veloc idad de la tie rra respecto a l éter es 
pequeña comparada con la velocidad de la luz y respecto al éter, Michelson y 
Morley constru yeron un disposi tivo que contenía un interferómetro que lo hacía 
bastante más sensible que lo necesario para detectar y medir la diferencia. Para 
su gran sorpresa, no les fue posible detectar ninguna diferencia. Ellos y muchos 
otros invest igadores repitieron las mediciones con equipo mejorado pero nunca 
observaron el efecto. A pesar de las predicciones de la teoría c lás ica, el 
experimento de Michelson y Morley mostró que la velocidad de la luz tiene la 
misma magnitud e, medida en direcciones perpendiculares en un sistema de 
referencia que, presumiblemente, se mueve a través del sistema de referen cia del 
éter. 

Estos resultados a trajeron la atención de muchos físicos, y varios de ellos 
trataron de dar explicaciones que con cordaran con los resultados de Michelson y 
Mor ley. Las teorías más notables fueron "la hipótesis del arrastre del éter "y "la 
teoría rle la emisión". 

La hipótesis del arrastre del éter supone que e l sistema del éter estaba atado 
localmente a todos los cuerpos de masa fin ita. Era atractiva porque podía 
ex plicar los resultados de Miche lson y Morley y no involucraba modificaciones 
de las teorías ex istent es. Pero no podía ser aceptada por varias razones, la 
principal tenía que ver con.e l fenó meno astronómico llamado aberración estelar . 
Para 1700 ya se conocía que las posiciones apa rentes de las estrellas se movían 
anuaimen te en círculos de diámetros muy pequeños. Este es un efecto puramentt> 
ci nemático debido al movimiento de la ti erra alrededor del so l; de hecho, es el 
mis mo quP el eíeclo que causa que una go ta de ll uvia vertical parezca caer a un án­
gu lo con la verti cal pa ra un obser vado r en movimiento. De es ta analogía es fáci l ver 
qu e la aherración este lar no st> presentaría si la luz viajara con velocidad demagni ­
t ud fija respec to a l sis tema del éter y si ese sis tema fu era arrast rado por la ti erra. 

En la teor ía de la <"mis ión, las ecuaciones de Maxwell se mod ifican de tal modo 
que la velocidad de la luz se mantiene asociada con la velocidad de su fuente. Esto 
también explicaría los resultados de Michelson y Morley puesto que su s fuen tes 
luminosas estaban fijas al interferómetro utilizado para medir la diferencia de 
vt: loridad de la luz, pero se podría rechazar debido a los conflictos que presenta 
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con las medidas astronómicas concernientes a las estrellas binarias. Las estrellas 
binarias son pares de estrellas que giran rápidamente alrededor de sus centros de 
masas comunes. Considere un par en un instante en e l que una se mueve hacia la 
tierra y la otra se aleja de ella, entonces, si la teoría de la emisión es válida, con 
relacién a la tierra, la velocidad de la luz proveniente de una de las estrellas seria 
mayor que desde la otra. Esto causaría que las estrellas aparentaran moverse en 
órbitas muy poco usuales. Sin embargo, en 1913 De Sitter demostró que los 
movimientos observados en las estrellas binarias se explican adecuadamente por 
la mecánica newtoniana cuando la velocidad de la luz que éstas emiten se 
considera con una magnitud independiente de su movimiento. 

Toda la evidencia experimental (incluyendo la evidencia proveniente de 
varios experimentos contemporáneos de extremada precisión) sólo concuerda 
con la conclusión de que no existe un sistema de referencia especial., el sistema del 
éter, con la única propiedad de que la velocidad de la luz medida en ese sistema 
tiene una magnitud igual a cero. Así como par~ los sistemas inerciales y los 
fenómenos mecánicos, todos los sistemas en movimiento relativo con velocidad 
constante son equivalentes en cuanto a que la velocidad de la luz medida en cada 
uno de estos sistemas tiene la misma magnitud c. Para resumir la evidencia 
experimental.: 

La velocidad de la luz en el vací.o es independiente del movimiento del observador y 
del movimiento de la fuente. 

Postulado de Einstein 

En 1905, Albert Einstein fue el primero en impulsar a que los físicos aban­
donaran el concepto erróneo e infructuoso del éter. En esencia él aceptaba el 
hecho de que la luz se propaga a través del vacío, y que el vacío, en realidad ¡está 
vacío! Sin el sistema de referencia del éter, el único sistema de referencia que 
puede tener algún significado para un observador que mide la velocidad de la luz 
es el sistema fijo a él mismo. Entonces, no es sorprendente que un observador 
obtenga, en todos los casos, el mismo resultado numérico c, cuando mide la 
magnitud de la velocidad de la luz. Como un postu lado Einstein estableció: 

Las leyes de los fenómenos electromagnéticos, así como las leyes de la mecánica, 
son las mismas en todos los sistemas de referencia inerciales, sin importar el hecho de 
que uno se mueva respecto a otro. En consecuencia, todos los sistemas inerciales son 
completamente equivalentes para todos los f en6menos. 

Este postulado requería que Einstein modificara las ecuaciones de Maxwell o 
las transformaciones de Galileo, ya que las dos juntas implican lo contrario del 
postu lado. Sin embargo, como en 1905 la teoría de la emisión parecía aceptable, 
él optó por no modificar las ecuaciones de Maxwell y entonces se vio forzado a 
modificar las transformaciones de Galileo. Este fue un movimiento muy audaz. 
La creencia intuitiva en la validez de las transformaciones galileanas era tan 
fuerte que sus contemporáneos, nunca las cuestionaron fuertemente. Además, 
como se verá posteriormente, las transformaciones tan distintas que adoptó 
Einstein en substitución de las de Galileo están basadas en consideraciones 
físicas realistas, mientras que las transformaciones galileanas son claramente no 
realistas. Otra indicación de la audacia de Einstein es que las primeras conside­
raciones implican que cualquier modificación a las transformaciones galileanas 
requerirían alguna modificación que compensara las ecuaciones de Newton, de 
modo que el postulado continúe sat isfaciéndose para la mecánica. Pronto se verá 
a qué resul tado conduce ésto, pero primero se habrán de estudiar las nuevas 
ecuaciones de transformación. 
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Simultaneidad 

Considérese la cuarta de las transformaciones de Galileo (A-1) que es 

t' = I 

La ecuación establece que existe la misma escala de tiempos para todos los sitios y 
· todo instante en cualesquiera dos sistemas de referencia moviéndose unifor­

memente uno respecto al otro. Esto equivale a decir que existe una escala 
universal de tiempo para esos sistemas. ¿Esto es cierto? Para definirlo se deberá 
investigar en forma realista los procedimientos utilizados para la medición del 
tiempo. 

Primero se atacará el problema de definir una escala de tiempos para un solo 
sistema. Ahora e l proceso básico involucrado en cualquier medición del tiempo 
es una medida de simultaneidad. Como Einstein escribió: "Si digo: El tren llega 
aquí a las 7 en punto, quiero decir algo como esto: el que la manecilla pequeña de 
mi reloj apunte el 7 y la llegada del tren son eventos simultáneos". Por supuesto 
que no existe ningún problema en determinar la simultaneidad de eventos que 
ocurren esencialmente en un mismo lugar, como el tren y el reloj cercano 
utilizado para medir la hora de llegada. Pero existe un problema para determinar 
la simultaneidad de eventos que ocurren en si tios separados. De hecho, este es el 
meollo del problema de poner una escala de tiempo para un sistema de referencia. 
Para tener una escala de tiempo válida para un sistema de referencia completo se 
habría de tener un gran número de relojes distribuidos en todo el sistema del tal 
modo que en cualquier punto que se quisiera medir se pudiera utilizar un reloj 
muy cercano al punto deseado. Estos relojes deberían estar sincronizados; esto 
es, se debería ser capaz de decir de cualesquiera de estos dos relojes separados A y 
B.: "La manecilla pequeña del reloj A y la manecilla pequeña del reloj B 
apuntaron las 7 simultáneamente". 

Probablemente, ahora se le ocurran al estudiante un gran número de métodos 
para determinar la simultaneidad en sitios separados. Todos estos métodos 
seguramente implican la transmisión de señales entre los dos puntos. Si se 
tuviera a nuestra disposición un método para transmit ir señales con velocidad 
infinita, no habría más problema en determinar la simultaneidad de eventos que 
ocurren en sitios distantes, que el que existe para hacerlo para eventos que 
ocurren en el mismo lugar. Aquí es donde falla la transformación de Galileo al 
suponer implícitamente la existencia de tal método de sincronización. De hecho, 
no existe ese método y puesto que se está de acuerdo en ser realista al desarrollar 
una escala de tiempo, se deberá utilizar señales reales para sincronización. 

FIGURA A-2 
Ilus tración de la definición de Einstein de 
s i mu I taneidad. 

Señales 
luminosos 

t \ 
;I --;· .._ X:l 

Punto medio 

J-------- x 
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FIGURA A-3 
C1 o C2 

Dos vistas s ucesivas de un tren moviéndose con velocidad constante v desde el punto 
de vista de un observador O en la tierra. Las flechas pequeñas indican los destellos 
luminosos. 

Evidentemente, la señal más apropiada será la luz (u otra señal electromag­
nética) ya que estas tienen la misma velocidad de pro pagación bajo cualquier 
cir cunstancia. Esta propiedad simplifica enormemente el proceso de determinar 
la simultaneidad. Entonces se llega a la definición Einsteniana de simultaneidad. de 
eventos separados: 

Un evento que ocurre al tiempo 11 y el punto .,·1 es simultáneo con un evento que 
ocurre al tiempo t :i y en el punto ·":i si señales luminosas emitidas en t 1 desde .i·1 

y en t:? donde .,·:.i llegan simultáneamente al punto medio entre .,·1 y .r:?. 

Esta definición, que se muestra en la figura A-2, establece que dos eventos 
separados son simultáneos para un obser vador situado en el punto medio si él ve 
que ocurren simultáneamente. Observe que en la teoría de Einstein , la simul­
taneidad en el tiempo no tiene un ~ignificado absoluto, independiente de la 
localización espacial , como lo tiene en la teoría clásica. La definición mezcla 
íntimamente los tiempos t 1 , y t 2 y las coordenadas espaciales x 1 , y X2, 

Una consecuencia de esto es que dos eventos que son simultáneos cuando se 
observan desde un sistema de referencia por lo general no son simultáneos 
cuando se observan desde un segundo sistema de referencia que se está 
moviendo en relación al primero. Para ver esto, con sidere un "experimento 
imaginario" muy simple, adaptado de uno utilizado por Einstein. La figura A-3 
ilustra la sigu iente secuencia de eventos desde el punto de vista de un observador 
Oque está en reposo en relación a tierra. Dicho observador tiene colocadas dos 
cargas de dinamita C1 y C2 de modo que las distancias OC1 y oc

2 
son 

iguales. Utilizando como detonador una señal luminosa que envía simultánea­
mente hac ia C, y C2 los hace explotar simultáneam ente en su sistema de 
referencia. (El está u t ilizando un recíproco de la defini ción anotada arriba). 
Suponga que lo hace de tal modo que, en su sistema, las explosiones ocurren 
cuando está de frent e a O' un observador situado en un tren que se mueve con 
una velocidad muy grande v. Las explosiones dejan marcas e; y C2 sobre un 
lado del tren . Después del experimento , O' puede medir las distancias O' C{ 

y O ' C2. Las encontrará iguales ya que de otra forma el espacio no sería 
homogéneo. Las explosiones también producen destellos luminosos. El obser­
vador O recibirá los destellos simu ltáneamente, confirmando que en su sistema 
las explosiones ocurrieron simultáneamente. Sin embargo O' recibirá el des­
tello que se originó en Cí antes de recibir el destello proveniente de Cí 
sim plemente porque el tren se movió durante el ti empo finito requerido para que 
la luz lo a lcance. Puesto que las explos iones ocurrieron en puntos equidistantes 
de O' pero las señales luminosas no se recibieron simultáneamente, él deberá 
concluir que en su sistema de referencia las explosiones no fueron simultáneas. 

Estos desacuerdos en la simultaneidad conducen a resultados interesantes. 
Desde e l punto de vista de O, C1C2 = CíC2. Pero de acuerdo con O', C2 pasa 
por C2 an tes de que Cí pase por C1 ya que él recibió primero la señal de 1C2 
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Por lo tanto O' deberá concluir que C1 C2 = Cí Ct Si esto no es evidente, es 
posible demos trarlo construyendo diagramas que muestran la secuen cia de 
eventos desde el punto de vista de O'. El desacuerdo en la simultaneidad 
también causará que los dos observadores estén en desacuerdo en el ritmo que 
tienen los relojes en sus respectivos sistemas de referencia. Como se verá, la 
naturaleza de sus desacuerdos acerca de las medidas de distancia e intervalos 
de tiempo son tales que les permite a ambos O y O' el encontrar el mismo 
valor e para la velocidad de los pulsos de luz que provienen de C 1 y C2. 

Dilación del tiempo y contracción de las longitudes 

Considerando aquí un segu ndo experimento imaginario diseñado para facilitar la 
evaluación cualita tiva de dos efectos re lativistas que se apuntaron cualitativa­
mente en el experimento imaginario an te rior. Un observador O' que se mueve con 
velocidad u relativa al observador O, desea comparar un intervalo de tiemp ·, 
medido con su reloj con una medida de l mismo intervalo hecha con relojes qu . 
pertenecen a O. El ya ha establecido que, cuando está en reposo respecto a otn. 
observador , todos los relojes corren al mismo ritmo y están sincronizados . Ahora 
es evidente que, aún en movimiento re lativo, la lectura de un re loj O' se puede 
comparar , s in complicaciones con la lectura de un reloj O que momentánea­
mente coincide con el de O'. Por lo tanto, las mediciones de un inter valo de 
tiempo hechas con relojes en los dos sistemas se pueden comparar medjante el 
procedimiento ilustrado en la figura A-4. O' manda una señal luminosa a un 
espejo que la refl eja de regreso a él. Tanto O como o' registran la emisión de la 
señal con relojes C1 y C' que coinciden en este instante. Para registrar e l 
tiempo de su recepción , utilizan los relojes C2 y C' que coinciden cuando se 
recibe de regreso del espejo la señal luminosa. Los dos eventos que definen el 
principio y final del intervalo de tiempo por comparar son la emisión y recepción 
de la señal luminosa. 

El ti empo transcurrido entre estos dos eventos según o' es T ' = 2J.t De la 
figura y del teorema de Pitágoras, es evidente que 

Espejo Espejo 

[' 

FIGllRA A-4· 
Compara<'ión de un intt'rvalo de ti e mpo medido por dos observadores. lzr¡11ierda: La 
figura muf'stra la si tua<'ió n en e l instan te de la e misión de una señal luminosa (flecha 
¡wq1lf'ña) d<>sil1' PI punto rlf' vista rlf' O'. Deredia: La figura mu<>stra la si t uación Pn PI 
im,tan te clt> s u rf'<'epc-ión dPsde el pun to de vista de O. 



]58 APENDICE A 

donde 1 es la distancia al espejo medida por O. Resolviendo para b.t, se tiene 

/2 /2 
éJ.t2 = = -

c2 - v2 c2 1 - v2 / c2 

o 
l 

D.t = - --:====-
c .J 1 _ v2/c2 

Ahora es fácil demostrar que los observadores en movimiento relativo no pueden 
discrepar acerca de la medida de las distancias perpendiculares a la dirección de 
movimiento ya que los desacuerdos sobre la simultaneidad tienen que ver con la 
sincronización de las señales con tiempos de propagación finitos en la dirección 
paralela a la dirección del movimiento relativo. Entonces se tiene / = l' y así 

I' 1 ó.t' 
D.! = - - --:-:==== 

e .J 1 - v2/c2 .J 1 - v2/c2 

de donde se obtiene 

1 
T = T' .J1 - u2/c2 (A-5) 

Se ha encontrado que la medición de un intervalo de tiempo entre dos eventos 
que ocurren en el mismo lugar en cierto sistema, resulta mayor por un 
factor 1 /.J 1 - v2/c2 en un sistema que se mueve con relación al primero y en el 
cual, consecuentemente, los dos eventos ocurren en lugares separados. Al 
intervalo de tiempo medido en el sistema en el cual los eventos ocurren en el 
mismo lugar se le denomina tiempo propio y al efecto involucrado dilaci6n del 
tiempo. 

A continuación considere el mismo experimento imaginario pero imagi_!le que 
en el sistema O coloca una regla para medir con un extr,emo en el reloj C1 y el 
otro en el reloj C2 . Designe por L la longitud de la regla medida en el sistema O, 
respecto al cual está en reposo. Se desea evaluar L' la longitud de la regla 
medida en el sistema O'. 

En este sistema, la regla se mueve en una dirección paralela a su propia 
longitud. Puesto que la velocidad de O' respecto a O es v, la velocidad de O y 
también de la regla, respecto O' será precisamente -v. De otra manera, habría 
una simetría inherente entre los dos sistemas que no está permitida por el 
postulado de Einstein. T ' es el intervalo de tiempo entre el instante cuando 
O' ve que el ex tremo anterior de la regla pasa su reloj C' y el instante cuando él 
ve que el ext remo posterior pasa por el reloj. Este intervalo de tiempo está 
relacionado con la longitud L'' de la regla (medida en el sistema O') y con la 
magnitud u de su velocidad (medida en el mismo sistema) mediante la ecuación 

L' = uT' 

También es posible establecer una ecuación que relacione las cantidades corres­
pondientes medidas en el sistema O. En este sistema C' que se mueve con 
velocidad de magnitud v, recorre la distancia L en el tiempo T. Entonces, 

L = vT 

De las dos últimas ecuaciones se obtiene 
T ' 

L' = L­
T 
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Pero el argumento de la dilación del tiempo muestra que 

T' 
T = J I - v2jc2 

Por lo tanto , 

L' = .Jt - v2/c2 L (A-6) 

Se ha encontrado que una regla es más corta, por un factor .J 1 - v2¡c2 
comparada con su longitud medida en un sistema en el cual está en r eposo, 
cuando la medición de ella se hace en un sistema en el cual se está moviendo 
paralelo a su propia longitud. A la longitud de la regla medida en el sistema en el 
cual está en reposo se le denomina longitud propia y al efecto contracci6n de 
Lorentz. Observe que una comparación de (A-6) con la ecuación inmediata 
anterior, muestra que e l factor que relaciona al intervalo de tiempo primo con el 
no primo es el mismo (y no el recíproco) que el factor que relaciona el intervalo 
referente primo con el no primo. 

La transformación de Lorentz 

Ahora se obtendrán las ecuaciones que se usan en la teoría de la relatividad para 
transformar las variables de espacio y tiempo de un sistema, a otro que se mueve 
con velocidad constante respecto al primero. Este argumento estará guiado por 
lo que se ha aprendido, pero en el análisis final existe una derivación indepen­
diente basada en la evidencia experimental de que la velocidad de la luz es 
independiente del movimiento del observador y de la fuente. 

Considere un tercer experimento imaginario con los obser vadores O' y O, 
con O' moviéndose con re lación aO a velocidad de magnitud ven la dirección 
positiva de los ejes x' y x. Como en la figura A-1 sus planos x'y' y xy coinciden 
siempre y los orígenes de sus sistemas de referencia coinciden al instante 
t ' = r = O. En este instante, O' enciende un bulbo localizado en su origen y 
se produce un frente de onda de luz que se ex tiende en todas direcciones desde el 
pun~o de emisión con velocidad de magnitud c. Por lo tanto, según O' al tiempo 
t' el frente deonda seráuna esferacentrada ensuorigende radio r' = et'. Las 
coordenadas de cualquier punto sobre el frente de onda para este instante 
sati sfará la ecuación de una esfera. 

_ x'2 + y'2 + z'2 = c2, 1 2 (A-7) 

Pero igua lmente será cierto que según O la luz se extiende en todas direcciones 
desde el punto de emisión, su origen, con velocidad de magnitud c. Entonces, 
desde el punto de vista de O e l frente de onda al tiempo t también es una esfe ra de 
radio r = et con centro en su propio origen y sati sfar á la ecuación 

(A-8) 

Se en contrarán relaciones entre los dos conjuntos de variab les (x' ,y' ,z' ,t') y 
(.-c,y,z,t) que permitan que tanto (A-7) com o (A-8) sean válidas, es decir, que 
transformen una ecuación en la otra. 

Según las consideraciones anteriores, se puede suponer la fo rma siguiente 
para las ecuaciones de transformación 
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x ' = y (x - vt) 

y' = Y 

z' = z 

t'= y (l+ ó) (A-9) 

donde Y es una cantidad adimensional, que presumiblemente cont iene la velo­
cidad relativa v entre los dos sistemas y la velocidad de la luz e, y donde o es una 
cantidad que también presumiblemente contiene di.chas velocidades y que 

· deberá tener dimensiones de tiempo. Pronto se determinarán e~presiones 
para y y o pero desde ahora se puede decir que se tendrá y -+ 1 y ó -+- O si 
v/c -- O. La razón es que para;, = 1 y c5 = O (A-1) se reduce a la transformación 
galileana (A-1) lo cual es congruente ya que las transformaciones de Galileo 
deberán de ser esencialmente correctas si la velocidad relativa v de los sistemas es 
extremadamente pequeña comparada con la velocidad cde las señales utilizadas 
para sincronizar los relojes de los sistemas. En la cuarta ecuación se ha agregado 
el término o cuando v/c no es pequeño ya que según O' el tiempo de algún 
evento medido por O deberá ser corregido por un error de sincronización entre el 
reloj utilizado por O en el evento y el reloj utilizado por O en su origen, tal y como 
se estudió en e l primer experimento imaginario. Habiendo dado cuenta de la 
sincronización se pone el factor multiplicativo Y en la cuarta ecuación para 
explicar la discrepancia entre los intervalos de tiempo medidos por O' yO, como 
se analizó ahí, el mismo factor Y debería aparecer en la primera de las (A-9) a fin 
de explicar la discrepancia en los intervalos de distancia medidos perpendicular­
mente a la dirección de movimiento relativo, se supone que sus valores no 
cambiaron por la transformación. 

Ahora se verá si las formas supuestas en (A-9) realmente pueden transformar 
(A-7) en (A-8) y, de ser así, cuáles son las expresiones requeridas para c5 y Y . 

Ut ilizando (A-9) para reescribir cada variable en (A-7) en términos de las 
variables no-primadas, se tiene 

y2(.c2 - 2vxt + v2t 2) + y2 + z2 = c2y2(t 2 + 2 iJt + <52) 

Como de eslo se debería obtener (A-8), que no contiene un término con la 
combinación de las variables xt, se deberá cancelar el segundo término en el 
paréntesis del primer miembro con algo en el segundo miembro. Obtener la 
cancelación para todo valor de la variable independiente t, sólo será posible con 
el segundo término en el paréntesis del segundo miembro. Entonces se tendrá 

- y 22vx t = c2y 22ót 
o (A-10) 

c5 = - vx/c2 

Observe que o tiene dimensiones de tiempo y que o -+- O si v/c -+ O, como se 
predijo antes. Una reconsideración del primer experimento imaginario hará 
aparente e l porqué la corrección por sincronización ó es linealmente propor­
cional a v y a x . Factorizando x 2 y t 2 en los términos restantes después de 
evaluar ó2 se obtiene 

x2y2( J _ v2jc2) + y2 + z2 = c2t2y2(J _ v2Jc2) 

Comparando esto con la forma requerida, (A-8) se ve que se obtendrá si 
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o y 
.J 1 - v2/c2 

(A-11) 

Observe que y es adimensional y que Y - 1 si v/c - O, como ya se había predi­
cho. Considerando los resultados de segundo experimento imaginario, no es 

. sorprendente que y contenga la expresión .J J - v2/c2 • Por último se util izan 
las expresiones (A-10) y (A-11) para evaluar y y o en (A-9) y completar con 
éxito la derivación de la transformación de Lorentz 

I 
1 

X - .J 1 
(x - vt) 

- v2¡c2 

y I =y 
(A-12) 

z I =Z 

1 
t' = (t - vx/c2) 

.J1 - v2Jc2 

A la transformación de los variables espacio-temporales de la relatividad se le 
denomina transformación de Lorentz por la razón histórica de que Loren tz había 
propuesto ecuaciones de la misma forma matemática (pero con un significado 
físico muy distinto ya que u representa una velocidad respecto a l sistema del éter 
en vez de una velocidad de cualquier sistema inercial respecto a cualesquier otro 
sistema inercial) en conexión con una teoría clásica de los electrones algunos 
aiios antes del trabajo de Einstein. 

Como se esperaba, la transformación de Lorentz se reduce a la transformación 
de Galileo cuando la velocidad relativa v, de los dos sistemas, es pequeña 
comparada con la velocidad de la luz c. Pero existen diferencias importantes 
entre las predicciones de la transformación de Galileo y la transformación de 
Lorentz corregida rigurosamente cuando v es comparable con c. Estas no se 
habían observado en la física clásica porque no se habían realizado los experi­
mentos adecuados. Muchos resultados experimentales de la física cuántica, 
algunos de los cuales se analizan en este libro, muestran que efectivamente la 
transformación de Lorentz es la que describe adecuadamente la naturaleza. 
Observe que para v más grande que e las ecuaciones de la transformación de 
Lorentz no tienen significado ya que las coordenadas y tiempo que son reales se 
transforman en imaginarios. Entonces, e, parece representar el papel de una 
velocidad límite para todos los fenómenos físicos. Esto se entenderá mejor 
conforme se avance a la teoría de la relatividad. 

La transformación relativista de la velocidad 

Considere que la partícula que se muestra en la figura A-5, se mueve con 
velocidad u según se mide en un sistema de referencia O. 

Se desea evaluar la velocidad u' de la partícula medida en el sistema O' e l 
cual también se mueve en re lación a O con velocidad v. 

Medido en el sistema O, el vector velocidad de la partícula tiene componentes 

dx 
llx = dt 

dy 
llv = -

dt 

dz 
"= = -dt 
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FIGURA A-5 
Partícula móvil observada desde dos sistemas 
de referencia O y O' con el segundo movién­
dose con relación al primero a velocidad v, z z' 

y y' 

V 

o/ 
Porticulo 

El vector velocidad, medido en el sistema O' tiene componentes 

dx' 
u~=-, 

dt 

dy' 
U ' -

1I - dt' 
dz' 

u~ = dt' 

Para establecer las relaciones requeridas se toman las diferenciales de la 
transformación de Lorentz (A-12) recordando que ves constante. Esto conduce a 

Así se obtiene 

1 
dx' = (dx - vdt) 

.ji - v2/c2 

dy' = dy 

dz' = dz 

1 
dt' = (dt - v dx/c2) • 

.j 1 - v2/c2 

1 
--:==== (dx - V dt ) 

dx 
--v 
dt dx' .J 1 - v2/c2 

/(~ = dt' = ( d ) -:===I == dt _ v __ x 
.J 1 - v2/c2 c2 

---- = 
V dx 

---
c2 dt 

dy 
-

dy' dy dt 
11

~ = dr' = 
_ 1 v2/c2 ( J 

_ v
2 

dx ) 1 ( V dx) dt --
.J1 - v2/c2 c2 .j 1 c2 dt 

dz 
-

dz' dz di 
u'=-= 

1 ( V dx\ 
-

t . ( _ v
2 

dx) % dt' 
dt--

- v2/c2 1 J 1 - v2/c2 c2 J J 1 c2 dt 

(A-13) 

.J 1 - v2/c2 u.11 
-

VUa; 

- cz 

.J 1 - v2/c2 u% 
-

V II:,: 
1- -cz 

Estas t·cuaciones constituyen la transformación relativista para la velocidad. 
Nótese que conforme v/c se aproxima a cero (A-13) se aproxima a lo que se 

obtendría de la transformación de Galileo. Otra propiedad interesante es que es 
imposible escoger u y v tales que u', la magnitud de la velocidad medida en el 
nuevo sistema, sea mayor que c. Considere el ejemplo ilustrado en la figura A-6. 
Según O, la partícula 1 tiene velocidad O.Be en la dirección positiva de las x y la 
partícula 2 tiene velocidad 0.9c en la dirección negativa de x. Se evalúa la 
velocidad de la partícula medida en un sistema O' que se mueve en la partícula 
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FIGURA A-6 
Ilustración de un ejemplo de 
adición relativis ta de velocida­
des. 

-0.9c 
~ 

2 

z 

y 

+O.Be 
0---.-

1 

o -------x 

V= - 0.9c -

y' 

2 
u '1 

o .. 
1 

>-o.;;;..· _____ x• 

utilizando la primera de las (A-13) con ux = 111 = O.Be y v = 0.9c. 
Se obtiene 

uí = 
O.Be - (-0.9c) = 1.70c = 

0
_
99

c 
( -0.9c)(O.Bc) 1.72 

1 - ---..----
e 

Las ecuaciones de transformación de la velocidad demuestran otro aspecto del 
hecho de que c actúa como velocidad límite para todos los fenómenos de la física. 

Masa relativista 
Se ha destacado que la modificación de Einstein de las ecuacion es de transfor­
mación necesitará a lgunas modificaciones de compensación en las ecuaciones 
de la mecánica, de modo que éstas continúen sat isfaciendo los requisitos de no 
cambiar de forma en una transformación de un sistema inercial a otro que se 
mueve con relación al primero. Ahora se empezará a desarrollar la nueva 
mecánica, a la que se le denomina mecánica relativista. 

Es evidente que es deseable llevar a la mecánica relativ ista tanto cuanto lo 
permitan las cir cunstancias de la mecánica clásica. Se verá que es posible 
preservar las ecuaciones de Newton de l movimiento en una forma equivalente a 
la dada originalmente por Newton 

dp 
F =­

dt 
(A-14) 

donde p es el impulso de la partícula afectada por la fuerza F. También es posible 
preservar la ley clásica íntimamente relacionada referente a la conservación del 
impulso de las partículas en un sistema aislado. 

[ ,;asl~s J . . -[ ~as ! s ] . 
parlfculas tntctal partículas final (A-15) 

También será posible preservar la definición clásica del impulso de una partícula 

p = mv (A-16) 

donde mes su masa y v su velocidad. Pero para hacer todo esto, será n ecesario 
permitir que la masa de una partícula sea función de la magnitud de su velocidad. 

m = m(v) (A-17) 
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FIGURA A-7 
Colisión simétrica entre dos bolas 
de masa en reposo idéntica. 

y 

-02 
/ 

/ 

,,,---

La forma de esta función está por determinarse. Siñ embargo, a priori se sabe que 
habrá de tenerse m(u) = m0 si v/c « l, donde la constante mo es la masa de la 
partícula medida clásicamente. La razón es que cuando una velocidad carac­
terística se hace mucho menor que la velocidad de la luz, la transformación de 
Lorentz en cuestión se aproxima a la transformación de Galileo y no se necesita 
modificar la mecánica. 

Para evaluar la función m(v), considere el siguiente experimento imaginario. 
Según se mide en el sistema x, y, z, t de la figura A-7, los observadores 0 1 y 0 2 se 
mueven en direcciones paralelas al eje de las x con velocidades de magnitud igual 
pero direcciones opuestas. Estos observadores tiene partículas idénticas, por 
ejemplo, bolas de billar B1 y B2 , de masa 1110 , medida cuando ellas están en 
reposo. Al pasar , cada uno lanza su bola para pegarle a la otra y lo hacen con una 
velocidad, que según s u punto de vista, está en dirección perpendicular al eje de 
las x y t iene magnitud u. 

Según se observa en el sistema x, y, z, t, B 1 y B2 se aproximarían por caminos 
paralelos haciendo ángulos 81. = 02, con el eje x y r ebotando por trayectorias 
a ángulos 011 y 021 respecto al mismo eje. Suponiendo la conservación del 
impulso y que la colisión es elástica, es fácil demostrar que 811 = e21 y que la 
magnitud de la velocidad de las bolas es la misma después y antes de la colisión. El 
valor real de 0 11 y 021 como se muestra en la figura. 

Ahora considere e l proceso desde el punto de vista de 01 tal como se muestra 
en la figura A-8. 01 lanza B1 a lo largo de una línea paralela a su eje y con 
velocidad de magnitud II la que se tomará muy pequeña comparada con c. Esta 
regresa a lo largo de la misma línea con velocidad de la misma magnitud pero 
signo opuesto. El observa que B 2 mantiene una componente x de la velocidad 
justamente igual a v que es la velocidad de 0 2 relat iva a 0 1 que se considerará 
comparable a c. Según observa 01 la componente de la velocidad de B 2 que está 
a lo largo de su eje y cambia de signo durante la colisión pero mantiene constante 
su magnitud. Para evaluar esta magnitud se supone que la componente y de la 
velocidad de B 2 medida por 0 2 es u, a continuación, se transforma esto al 
sistema de 0 1 con ayuda de la segunda de las (A-13) y se obtiene uJ 1 - u2/c2 

para la magnitud de la componente y de la velocidad de B2 medida por 0 1 . 

Los impulsos y de 8 1 y B 2 medidos en el sistema 0 1 simplemente cambian 
de signo duran te la col isión. Consecuentemente, el impulso total y del sistema 
aislado de dos bolas que chocan cambia de signo. Si la ley de conservación del 
impulso (A-15) es válida, el impulso total y antes de la colisión será igual al 
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y 

FIGURA A-8 
Colisión simétrica observada por 0 1 • Puesto que se supone a u mu y pequeña co m­
parada con u, el ángulo entre las trayectorias de B2 y el eje x es en realidad mu cho 
menor que el qu e se muestra. 

impulso y despu és de la co li sión . Esto sólo puede ser cierto si el to tal de la 
compon ente y del impulso del sistema medido por 0 1 es cero antes de la 
colisión. Evaluando los componentes y del impulso, como las masas por la 
componente y de la velocidad según la defi nic ión de (A- 16) e igualando su suma a 
cero, se obtiene una ecuación que obviamente es contradictoria en sí misma si se 
insiste en que ambas masas tengan el valor m0 que se les midió en sistemas en los 
cuales estos estaban en reposo. La razón es que según 0 1 la magn itud de la 
componen te y de la velocidad de B 1 es u, mientras que la magnitud de la 
componente y de la velocidad de 8 2 es 11J 1 - v2Jc2. 

S in embargo, si se permite que la masa de una partícula sea fu nción de la 
magnitud de su vector velocidad total, se puede satisfacer la ley de la conser ­
vación del impulso. Puesto que u es muy pequeña comparada con v, la magn itud 
del vector velocidad de B'.!. medido por 0 1 es esencialmente v, como se puede 
ver en la figu ra A-8. La magnitud de l vector velocidad de B1 de acu erdo 
con 0 1 es justamente u. Entonces 0 1 escr ibiría la ley de conservación del 
impulso para la componente y como 

111(11)11 - 111(t•)11J 1 - v2/c2 = O 
o 

111(11) = 111(v)J 1 - v2/c2 

Ya que u es muy pequeña comparada con e, se deberá tomar 111(11) = mo y 
obtener 

m (u) -
1 

1110 -v 1 - v2/c2 (A-18) 

Una teoría de la mecánica re la ti vista cons istente con la conservación del impulso 
requiere que la masa m(v) de una partícula medida cuando ésta se mueve con 
velocidad de magnitud v sea mayor que su masa mu medida cuando está en 
reposo por el factor 1/J 1 - 1· '.!.Jc'.!. . La masa m (v) se llama la masa relativista de 
la part ícula y m0 la masa en reposo. Una reco ns ide rac ión de estos argu men tas 
mostrará que los dos observadores en el experimento pensado miden diferentes 
valores de la masa de la partícula debido a la diferencia en sus mediciones de sus 
componentes de la velocidad , perpendiculares a la dirección de su movimiento 
relativo y que surge debido a la diferencia en sus medidas de los intervalos de 
ti empo. 
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Energía relativista 

Considere una partícu la de masa en reposo 1110 estacionaria inicialmente en 
.r = O. En tonces se le aplica en la dirección x positiva una fuerza de magnitud F 
y la partícula se mueve bajo la influencia de la fuerza. Es interesante calcular el 
trabajo total hecho por la fuerza cuando la partícula se mueve a :1: = :v1 . Este 
trabajo se denotará por K. Tomando la defi nición us ual de trabajo 

f
xf ft¡ di: fl¡ 

K = F d.r = F d~ dt = Fv dt 

o o o 

donde I ¡ eselinstanteenelque lapartículallegaa :i.·1. Para evaluar laintegralse 
deberá conocer la forma relativista de las ecuaciones de Newton del movimiento. 
Con una expresión para el impulso re lativís ticamenteaceptable P =mv donde mes 
la masa rela ti vista, se puede tomar la ecuación de J:fewton relativista en la forma 
(A-14) 

d p d(mv) 
F = dt =--¡¡, 

Esto es esen cialmente una definición de la fuerza F. Utilizándola para evaluar F 
en la integral, se tiene 

Integrando por partes, se obtiene 

11¡ 

K = [L,pJ~, - J p dv 

o 

Evaluando lam en p = m v de (A- 18) y expresando v dv como d(v2)/2, se tiene 

11, 

K = [ 

lllol'2 J ,., - "'o f d( v2) 

J L - v2/c2 o 2 J1 - v2/c2 

o 

La integral es una forma estándar que conduce a 

que se red uce a 

Evaluando los límites y eliminando el subíndice/ para simplificar la notación ~e 
tiene 

(A-19) 
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Ahora, la ley clásica de la conservación de la energía implica que e l trabajo total 
hecho por la fuerza que actúa sobre la partícula deberá de ser igual a su energía 
cinética. Se llamará Ka la energía cinética de la partícula. Para comprobar en el 
límite clásico se toma v/c « l y se desarrolla el recíproco de la raíz cuadrada, 
para obtener 

o 

Esto concuerda con la expresión clásica para la energía cinética y confirma la 
iden tificación de K en (A-19) como la energía cinética relativista. 

Continuando la interpretación de (A-19),seobservaqueKesunafuncióndev 
que se puede escribir como la diferencia entre un término que depende de v y un 
término constante, si 

K(v) = E(t1) - E(O) 

donde E(v) = m0c2/J l - v2 /c2 = mc2 con m la masa relativista y donde E(O) 
es el valor de E(v} para v = O es decir, E(O) = m0c2 • Puesto que K es una 
energía, E(v) y E(O) también serán energías · siendo E(v} alguna energía 
asociada con la partícula cuando su velocidad es v y E(O) alguna energía asociada 
con la partícula cuando su velocidad es O. Para identificar estas energías, se 
vuelve a escribir la ecuación como 

E(v) = K(v) + E(O) 

La conclusión es evidente. Se deberá interpretar E(v) como la energía total dela 
partícula que se mueve con velocidad v, ya que es la suma de la energía cinética 
K(v) de la partícula y una energía intrínseca E(O) asociada con la partícula 
cuando ésta está en reposo. La energía E(v) se llama la energía relativista total y 
E(O) la energía de la masa en reposo. 

Se ha establecido la bien conocida relación de Einstein entre la masa y la 
energía: La energía de la masa en reposo E(O) de una partícula es c2 veces su masa 
en reposo 1110 • 

E(O) = 1110c2 ( A·20) 

y la energw relativista total E de una partícula es c2 veces su masa relativista m 

E= mc2 ( A -21) 

La ecuación (A-19) informa sobre la relación entre la energía relativista total E, 
la energía cinét ica relativista K, y la energía de masa en reposo m0c2 

(A-22) 

Es convenien te tener una expresión para la en ergía total relativista que 
contenga explícitamente al impulso p. Lo que se puede obtener evaluando la 
cantidad 

2 4 2 4 ( l ) 2 4 v
2 

/ c
2 

m2c4 - mue = mue 1 "/ 2 - 1 = mue 1 2¡ z - v- e - v e 
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Entonces 

o 

(A-23) 

No obstante que las selecciones hechas en la teoría de la mecánica relativista 
parecen razonables, su justificación última se encuentra al comparar las predic­
ciones de la teoría con los experimentos apropiados. En este libro se presentarán 
varias comparac iones muy exi tosas, pero aquí es apropiado apuntar que la 
existencia de una energía de masa en reposo m0c2 no contradice la física clásica. 
Puesto que en este campo todos los experimentos tratan con sistemas en los que 
la masa en reposo total es esen cialmente constante, las energías de masa en 
reposo apropiadas se pueden sumar en ambos miembros de las ecuaciones de 
energía clásica sin dest ruir su validez. 

Sin embargo, la teoría es de mayor interés que el académico puesto que existen 
procesos naturales importantes en los cuales la masa en reposo total de un 
sistema aislado cambia de manera sign ifican te. Para esos procesos, los experi­
mentos de la física cuán ti ca muestran que el cambio en la energía de la masa en 
reposo es exactamente compensada por un cambio en la energía c inética, de tal 
manera que se conserve la energía relativista total del sistema. Esto es, por 
supuesto, lo que sucede en un reactor nuclear . Consecuentemente, en la 
relatividad habrán de subs tituirse las leyes clásicas de conservación de masa y 
energía por una sola ley de conservación de La energía relativista total: 

Medido en un sistema de referencia dado, la energía relativista total de un sistema 
aislado permanece constante. 

Se finaliza con este desarrollo breve de la re latividad, estableciendo que 
cálculos explíci tos demuestran que ni la ecuación de Newton expresada en (A-
14), ni las ecuaciones de Maxwell cambian de forma an te una transformación de 
Lorentz de un sistema de referencia a otro que se mueve en relación al primero. 
Sin embargo, estos cálcu los demuestran que la fuerza en el caso de la ecuación 
mecánica y los campos eléctrico y magnético en el caso de las ecuaciones 
elect romagnéticas, cambian ante una transformación de Lorentz de un sistema a 
o tro. Aunque esto no se verá aquí, se recomienda al estudiante que lo estudie en 
cualquier otra parte con el fin de que tenga una visión más general, particular­
mente de las relaciones entre los campos eléctri co y magnético. Véase el apéndice 
L. 



Apéndice B 

Radiación por una 
carga acelerada 

Aquí se da una visión cualitativa de la teoría clás ica de la emisión de radiación 
electromagn ética por una carga acele rada, restringiéndose al caso de una carga 
estacionaria en el vacío que se la acelera bruscamente hasta una velocidad no 
rela t ivis ta v « c. 

Se sabe que una carga estacionaria ti ene un campo eléctrico estático E 
asociado, cuya energía por unidad de vo lumen está dada por 

1 
P = - ' 0E2 

2 (B-1) 

Esta energía está almacenada en el campo y no es radiada. Si la carga se muevt' 
con una velocidad uniforme, existe un campo magnético B asociado a ella así 
como un campo eléctr ico. La energía total almacenada en e l campo no estático de 
una carga que se mueve uni formemente, es mayor que la del campo estáti co de 
una carga estacionaria, la energía adicional proviene del trabajo hecho por las 
fu erzas que inicialmente producen el movimiento de la carga. En este caso, la 
densidad de energía está dada por 

J 1 
P = - ' E 2 + - a2 

2 ° 2¡,0 (B-2) 

y la energía a lmacenada en e l campo se mueve con la carga. Que en este caso no se 
radía energía aun en este caso, se sigue de trans formar a un sistema de referencia 
en el cua l la carga es.tá estacionari a y de aplicar e l requisito relati vis ta de que e l 
compor tamiento de la carga, incluyendo el que radie o no, no puede depender del 
sistema de referencia desde e l que se observa. Por lo tanto ,para una carga que 
tiene velocidad constante, los campos eléctri co y magnético son capaces de 
ajusta rse en tre ellos de ta l manera que no radie ene rgía, a pesar de que estos 
campos no sean estáticos . 

Sin embargo, ,pa ra una carga acelerada los campos eléctrico y magnético no 
estáti cos no pueden aj ustarse en tre si de modo tal, que no se radie nada de la 
ene rgía almacenada. Esto se puede entender cualitati vamente considerando e l 
comportamiento de l campo eléc tri co. En la figura B-1 se descri be este campo 
mediante el esquema de algunas de las líneas de fuerza que circundan una carga 
que se encontraba en reposo a l instante inicial t y sufre una aceleración 
constante hacia la derecha durante el inte rvalo t a 1

1 para continuar mo-

769 
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FIGURA B-1 

Líneas de fuerza que circundan una carga acelerada. Sólo se muestran algunas de 
las líneas. 

viéndose con velocidad fina l constante .. La figura muestra las líneas de fuerza 
para algún instante posterior t " visto desde un sistema de referencia que se 
mueve a la velocidad v. Para distancias pequeñas las líneas de fuerza están dirigidas 
radialmente hacia afuera desde la posición real de la carga. Para distancias 
grandes las líneas nacen desde donde el campo se anticiparía si la carga no 
estuviera acelerada. La razón es que la información sobre la posición de la carga 
no puede transmitirse a puntos lejanos con velocidad infinita, sino solamente 
con velocidad c. Como resultado de esto, aparecen quiebres en la línea de fu erza 
localizadas entre una esfera centrada en la posición anticipada y de radio 
c(tH - t) que es la mínima distancia a la cual el campo puede "saber" que 
empezó la aceleración, y una esfera centrada en la posición real y de radio 
c(rH - t') que es la di stancia mínima a la cual el campo puede "saber" que cesó 
la aceleración. Conforme aumenta tH la región que cont iene los quiebres se 
expanden hacia afuera con velocidad c. Es decir, cada quiebre de ajuste se propa­
ga a lo largo de su línea de fuerza de la misma manera que se propaga un quiebre 
generado en el extremo de una cuerda tensa. En la región que contiene los quie­
bres el campo eléctri co tiene componentes tanto longitudinales como transver­
sales a la dirección de expansión. Pero const r uyendo diagramas para varios 
valores de t " ~s fácil ver que la componente longitudinal muere muy rápidamen­
te y puede ignorarse d~ inmediato, mientras que la componente transversal 
muere lentamente. De hecho, la teoría electromagnética muestra, por cálculos 
basados en la misma idea de este estudio cualitativo, que a distancias grandes de 
la región de la aceleración (r " grandes) el campo eléctrico transverso está sujeto 
a la ecuación qa 

E 1. = 
4 2 sen O 

rrt'0C r (B-3) 

( 
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En esta ecuación, que es válida sólo si v/c « 1, r = c(t" - t)I es la magnitud del 
vector r de la región en la cual la aceleración a tiene lugar al punto en el cual se 
evalúa el campo transverso y O es el ángulo entre r y a. La dependencia de E .L 

con O y r se puede ver de la figura B-1 y diagramas comparables para valores 
grandes de t" y será claro de este estudio que E .L deberá ser proporcional 
a q y a. Similarmente, existe un campo magnético transverso que se mueve a lo 
largo de E .L si v/c « l para distancias grandes desde la región de la aceleración 
su intensidad está dada por 

B = 1' 0qa sen() 
.L 411cr (B-4) 

Estos dos campos transversales provenientes de la radiación electromagnética 
emitida por la carga acelerada se propagan hacia afuera con velocidad c. El campo 
radiado está polarizado con E en el plano de a y r con 8 en ángulo recto con este 
plano. La densidad de energía de la radiación es 

1 2 1 B}. 
p = 2 Eo,E .l + 2 µO 

o con e = 1/J µ 0E0 asi que B J. =E.Lle 

l 2 1 2 2 
P = 2 EoEJ. + 2 EoEJ. = EoEJ. (B-5) 

El "vector de Poynting" que da el flujo de energía por unidad de área (es decir, la 
densidad de radiación) esta dirigido a lo largo de r y tiene magnitud 

S =pe= E0eEi 
Por lo tanto, de (B-3) 

(B-6) 

que se puede obtener también de la relación que define el vector de Poynting 

l 
S=-EXB 

µo 

Obsérvese que no se emite energía hacia adelante o hacia atrás de la dirección de 
la aceleración (O = 0° o 180°) y que la energía emitida es un máximo a ángulo 
recto de esta dirección(()= 90° o 270°). La energía radiada está distribuída 
simétricamente alrededor de la línea del movimiento acelerado y respecto a las 
direcciones hacia adelante y hacia atrás. De (B-6) también se ve que la intensidad 
radiada está sujeta a la ley familiar del inverso del cuadrado S oc 1/r2• Para 
obtener la razón R a la cual se radía la energía total en todas direcciones por 
unidad de tiempo, es decir, la potencia, integramos S sobre el área de una esfera 
de radio arbitrario r. Esto es 

,, 

R = f S(O) dA = f S(0)21rr2 sen O dO 

o 

donde dA = 21rr2sen 8 dfJ es e l elemento diferencial anular de área de la esfera 
en un intervalo entre O y O + d8. Realizando la integración se obtiene 

( 
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1 2 q2a2 

R=---
4 1r1:0 3 c 3 (B-7) 

que es la razón de radiación de energía por la carga acelerada. Se puede observar 
que la razón de radiación es proporcional al cuadrado de la aceleración. 

Deberá observarse que la energía deberá suministrarse para mantener una 
aceleración lineal constante de la carga, parte de ella simplemente para com­
pensar la energía radiada. Sin embargo, la energía perdida es usualmente 
despreciable para velocidades no relativistas. En el caso de desaceleración la 
energía radiada es suministrada por la energía almacenada en el campo elec­
tromagnético de la carga cuya velocidad decrece. Esta es la radiación de 
bremmstrahlung estudiada en el capítulo 2. 

Frecuentemente se aplica (B-7) a un dipolo eléctrico vibrante. Sea q una carga 
que vibra alrededor del origen del eje x con movimiento armónico simple. 
Entonces, el desplazamiento de la carga como función de l tiempo es x = A sen wt 
donde A es la amplitud de la vibración y w = 21rv. es la frecuencia angular. 
La aceleración de la carga está dada por a = d 2x/dt 2 = -w2A senwt = -w2x. 

Si se substi tuye esta expresión por a en (B-7) se obtiiene 

2q2w4x 2 
R=---

41r1:03c3 (B-8) 

Ya que x varía en el tiempo, la pot~n cia radiada también varía con el tiempo con 
la misma frecuencia que la vibración del dipolo. Sin embargo, el valor promedio 
de .t:2 = A2sen 2 wr sobre un periodo de vibración, es simplemente Ai/2 así que 
la razón promedio de radiación está dada por 

o con w = 21r,, 
l6 1r4v4q2A2 

R= ----
41r1:03c3 (B-9) 

Ahora, qx es el momento dipolar eléctrico del dipolo v ibrante cuando la carga 
es tá en x. Así, qA es la amplitud del momento dipolar eléctrico. 
Escribiendo qA = p se tiene la expresión usual 



Apéndice C 

Distribución de 
Boltzmann 

Aquí se presenta un argumento numérico simple que conduce a una aproxi­
mación de la distribución de Boltzmann y a continuación un argumento general 
aun más simple que verifica la forma exacta de la distribución. Considérese un 
sistema que contiene un gran número de entidades físicas del mismo tipo y que 
están en equilibrio térmico a temperatura T. Para estar en equi librio deben ser 
capaces de intercambiar energía entre ellas. En el intercambio de energías habrá 
fluctuaciones y, en algunas ocasiones, algunas tendrán más que la energía 
promedio y otras tendrán menos. Sin embargo, la teoría clásica de la mecánica 
estadística requiere que estas energías <f se distribuyan según una distri­
bución probabilística definida, cuya forma está especificada por T. Una razón es 
que el valor promedio l' de la energía de cada entidad está determinado por la 
distribución de probabilidad y 'J deberá tener un valor definido para una T 
particular. 

Para mostrar estas ideas, considere un sistema que consiste de entidades del 
mismo tipo y que pueden contener energía. Un ejemplo sería un conjunto de 
resortes idénticos, cada uno de los cuales contiene energía si su longitud está 
vibrando. Suponga que el sistema está aislado de lo que lo rodea de modo que la 
energía total es constante y suponga también que las entidades pueden inter­
cambiar energía entre ellas mediante algún mecanismo, de tal manera que cada 
uno de los constituyentes del sistema pueden entrar en equilibrio térmico con el 
resto. Con el objeto de simplificar los cálculos subsecuentes, supóngase también 
por el momento que la energía de cualquier ente está restringida a uno de los 

·valores t5' = O, tltf, 26.t!, 36.tf, 4~ó", .... Posteriormente se hara que el inter­
valo !:.6 tienda a cero, de modo que todos los valores de tf sean permitidos. Para 
mayor simplicidad se considerará primero que solamente existen cuatro (un 
número elegido pequeño arbitrariamente) entidades en el sistema y que la 
energía total de éste tiene e l valor 36.6" (que también se escoge pequeño arbitra­
riamente dentro de los múltiplos enteros que _6tf puede tomar). Posteriormente, 
se generaliza a sistemas con un número grande de entes y cualquier energía total. 

Ya que los cuatro entes pueden intercambiar energía entre sí. todas las 
divisiones de la energía total 36'9' a los cuatro entes son posibles. En la figura 
C-1 se muestran todas las divisiones posibles que se han marcado con la letra i. 
Para i = 1 tres entes tienen <f = O y la cuarta tiene tf = 36 t" dando así la 
energía total requerida 36<!. En rea lidad, existen cuatro formas diferentes de 
lograr esta división ya que cualquiera de las cuatro puede ser la que está en el 
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FIGURA C-1 
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Ilustración de un cálculo simple que conduce a una aproximación a la distribución de 
Boltzmann. 

estado de energía e = 3~1,' . En la figura esto se indica en la columna marcada 
" número de divisiones duplicados distinguibles" . Un segundo tipo de división 
posible, marcando i = 2 es una en la cual dos entes tienen d' = O el tercero 
el' = 6 <f y el cuarto 4' = 268 . En este caso existen doce divisiones dupli­

cadas. La tercera división posible, marcada i = 3 tiene también cuatro modos 
duplicados de contar con un ente con 4 = O y los otros tres con el' = 6 t! 

dando la energía total requerida 364'. 
Al evaluar el número de divisiones duplicadas se cuentan como duplicados 

distinguibles cualquier arreglo de entes entre diferentes estados de energía. Sin 
embargo, cualquier rearreglo de entes en el mismo estado de energía río se 
cuenta como duplicado, ya que entes del mismo tipo y que tengan la misma 
energía no pueden ser distinguibles experimentalmente uno de otro. Esto es, 
entes idénticos se tratan como si fueran distinguibles, excepto para rearreglos dentro 
del mismo estado de ~ nergía."El -númerototál-de-rea7reglos (peññüTaciones) ae 
los cuatr:o eñies es 4T~x 3 x 2 x l. (El número de formas diferentes de 
ordenar cuatro objetos es 4!, ya que existen cu~tro oportunidades de escoger cual 
de ellos se toma primero, tres oportunidades para escoger el segundo de los tres 
restantes, dos para tomar el siguiente y sólo una para el último. El número total 
de oportunidades es 4 x 3 x 2 x l = 4! . Para nobjetos el número de ordena­
mientos diferentes es n! = n(n - l) (n - 2) · · · l.) . Pero los rearreglos dentro 
del mismo estado de energía no cuentan. Entonces, por ejemplo, en el caso 
i = 2 el número de divisiones duplicados distinguibles se reduce de 4!' a 
4 !/2 ! = 12 ya que existen 2! rearreglos en el estado 4' = O que no cuentan 
como distinguibles . En los casos i = 1 o ; = 3 el número de esas divisiones se 
reducen de 4 ! a 4 !/ 3 ! = 4 ya que existen 3! rearreglos dentro del estado 
C = O o el estado tf = 6 4' que no cuentan como distinguibles. 



FIGURA C-2 
Comparación de los resu ltados de 
un cálc ulo s imple y la distribu­
ción de Boltzmann. 

DISTRIBUCION DE BOLTZMANN 775 

Ahora se hará la suposición final: todas las divisiones posibles de la energía del 
sistema ocurren con la misma probabilidad. Por lo tanto la probabilidad de que las 
divisiones de un tipo (o marca) dado ocurran, es proporcional al número de 
divisiones duplicadas distinguibles de este tipo. La probabilidad relativa, P¡ es 
justamente igual a este número dividido entre el número total de esas divisiones. 
En la figura C-1 se enlistan las probabilidades relativas en la co{umna marcada 
P;. 1 

A continuación, se calculará 11'(t!) que es el número probable de entes en el 
estado de energía K. Considérese el estado de energía et = O. Para las divi­
s iones del tipo i = 1 existen tres entes en este estado y la probabilidad relativa 
P, de que ocurran estas divisiones es 4/20; para i = 2 existen dos entes en 
este estado y P; es 12/20; para i = 3 existe un ente, y P, es 4/20. Entonces 
11'(0) el número probable de entes en el estado t! = O, es 3 x (4/20) + 2 x 
( 12/20) + 1 x ( 4/20) = 40/20. Los valores de n' ( tí) calculados en la 
misma forma para los otros valores de 4' se enlistan en la parte inferior de la 
figura C-1 y se denotan por n'(t.). (Obsérvese que la suma de estos números 
es cuatro, por lo tanto, se encuentra un total correcto de cuatro entes en todos i' , 

los estados). En la figura C-2 también se han graficado como puntos, los valores 
de 11'(&) . La curva sólida en la figura C-2 es la función exponencial decre­
ciente 

(C-1) 

donde A y e
0 

son constantes que se han ajustado por dar el mejor llenado de la 
curva con los puntos que representan los resultados de estos cálculos. La rápida 
caída en 11

1 (6) con el incremento de 6' refleja el hecho de que, si un ente toma 
una gran parte de la energía total del sistema el resto del sistema tendrá 
necesariamente una energía reducida y, por lo tanto, un número considera­
blemente reducido de modos de dividir esa energía entre sus partes constitutivas. 

11 Esto es, existen muy pocas divisiones de la energía total del sistema en 
situacione_s _en -,as ·que una parte relati~am~n e grande dela energía- está 
co~;ntrada en un ente. 1 • ·- ·- - ··- ----

- Imagine ·ahÓra q ue s~ hace D.6 más y más pequeña sucesivamente, incre­
mentando el número de estados permitidos al mismo ti empo que se mantiene la 
energía total en su valor previo. El resultado de este proceso es que la 
fun ción 11'(A) calculada resulta definida para valores de <! que están más y 
más próximos entre sí. (Esto es, se tendrán más puntos en nuest ra dis tribu­
ción). En el límite ~t. - ~ O la energía de un ente se hace una variable 
continua, como lo demanda la física clásica y la distribución 11'(6) se hace 
una función continua. Por último, s i se permite que el número de entes en el 
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sistema sea grande, se encuentra que esta función es idéntica con la exponencial 
decreciente n( t) de (C-1). (Esto es, conforme los puntos se hacen más y más 
próximos no se apartan de la exponencial decreciente sino que caen justamente en 
ella) . E l verificar esto mediante una ex tensión directa de estos cálculos al caso de 
un número muy grande de estados de energía y entes, involucra una contabilidad 
formidable para enumerar las divisiones distinguibles que tienen los valores 
requeridos de la energía total y el número de entes y a continuación calcular las 
muchas probabilidades relativas. Se verificará la validez de la distribución de la 
probabilidad dada en (C-1) mediante un procedimiento más sutil pero muy 
simple. 

Considere un sistema de muchos entes idénticos en equilibrio térmico entre 
ellos, encerrado en paredes que lo aislan de sus a lrededores. El equilibrio 
requiere que los entes sean capaces de intercambiar energía. Por ejemplo, al 
interactuar con las paredes del sistema, los entes pueden intercambiar energía 
con las paredes y así indirectamente intercambiar _energía con cada una de las 
ot ras. Entonces, si al interactuar con los otros entes, uno gana energía, lo hace a 
expensas de la energía del resto del sistema (todos los otros entes más las 
paredes). Excepto por esta constricción de la conservación de la energía los entes 
son independientes entre sí. la presencia de un ente en algún estado de energía en 
particular no inhibe o favorece en ninguna forma la oportunidad de que otro ente 
idéntico esté en ese estado. Considere ahora dos de estos entes. Sea P(d'1) la 
probabilidad de encontrar a uno de ellos en un estado de energía <11 • Entonces la 
probabilidad de encontrar al otro en un estado de energía 4'2 estará dada por la 
misma fun ción de distribución de probabilidad, ya que los entes tienen propie­
dades idénticas, pero evaluadas a la energía 6'2 la probabilidad será P(<f2). 

Debido al comportamiento independiente de los entes, estas dos probabilidades 
son independientes entre sí. Como consecuencia, la probabilidad de que la 
energía de un ente sea 6'1 y que la energía del otro sea Gf2 es tá dada por 
J->(/; 1 )P(l. 2 ). La razón es que las probabil idades independientes son multipli­
cati vas. (Si la probabilidad de obtener cara en un "volado" es 1/2, entonces la 
probabilidad de obtener cara en cada uno de dos "volados" es ( 1/2) x ( 1/2) 
= 1 /4 ya que los "volados" son independientes). 

A continuac ión, se considerarán todas las divisiones de la energía del sistema en 
el cual la suma.de las energías de los dos entes tiene el mismo valor fijo 4'1 + <!2 

que en el caso particular recién estudiad0, pero en el cual los dos en tes toman 
porciones diferentes de esta energía ya que la energía total del sistema aislado es 
constante, para todas estas ~·visiones el resto del sistema también tendrá un 
valor fijo de energía. Así par todas ellas existe el mismo número posible de 
modos para el resto del sistema p ra distribuir su energía entre sus componentes. 
Como consecuencia, la probabilidad de estas divisiones ,en las cuales existe cierta 
porción de la energía f; 1 + tf2 entre los dos entes, puede diferir de la proba­
bilidad de las otras divisiones, en las cuales existe una porción diferente de dicha 
energía sólo si estas porciones distintas ocurren con probabilidades diferentes. Si 
nuevamente se supone que todas las divisiones posibles de la energía del sistema 
ocurren con la misma probabilidad, se ve que esto no puede ser y se concluye que 
todas las divisiones en las que la misma energía 6 1 + 1:2 se distribuye entre 
los dos en tes en formas diferentes ocurren con la misma probabilidad. En otras 
palabras , la probabilidad de todas estas divisiones es solamente función de 
r. 1 + i·2 y, por lo tanto, se puede escribir como, por ejemplo Q(ó1 + ó 2). Sin 
embargo, anteriormente se concluyó que la probabilidad para un caso particular 
también se puede escribir como P(r, 1). P(r-.¿). Entonces se encuentra que P(e1). 

P(r.:!.) = Q(f., + r,:i). 
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El punto esencia l aquí es que la fun ción de dis tribución de: probabilidad P (<!) 
tiene la propiedad de que el producto de dos de estas funciones, evaluado para 
dos valores diferentes de las variables á"¡ y cf 2 es una función de la suma 
cf1 + rf2 de estas variables. Pero una función exponencial y sólo una función 
exponencial , tiene esta propiedad ya que el producto de dos exponenciales con 
diferentes exponentes es una exponencial cuyo exponente es la suma de los dos 
éxponentes. Específicamente, si se toma que la probabilidad P(t) de encon­
trar a un en te en un estado con energía cf sea proporcional al número probable 
11(t:) de entes en ese estado, como deberá de ser ciertamente y se usa (C-1) para 
evaluar 11(& ) se tiene la función 

P(&) = Be- tfUo (C-2) 

donde B es proporcional a A, lo que )emuestra la propiedad requerida ya que 

P(,~ L)P(lf.¿) = Be- lf1l lf0B e- lf2Uo = B2e- <lf1-l 4'2l/80 = Q(4'1 + <t2) 

Realmente este argumento no prueba que 11(<1) es una exponencial decrecien­
te, en vez de una creciente, pero una exponencial creciente se puede desechar 
sobre bases físicas cuando su valor va a infinito pa ra valores grandes de <f. 

Entonces, se ha verificado la validez general de (C-l). Ahora se evaluará la cons­
tante '10 que aparece en (C. l). 

n(t1) = A e- tf l tf'o 

Al tratar un sistema con dos tipos distintos de entes en equilibrio térmico, no es 
difícil probar que e l valor de t"0 no depende del tipo de entes que componen el 
sistema. Entonces en este argumento se usarán en tes con las propiedades más 
simples. Puesto que n(tf) es el número probable de entes del sistema en un 
estado de energía 1, el número de entes cuyas energías deberían encontrarse en 
el intervalo entre 1, y l. + dlf es igual a n(t) veces el número de estados 
en ese intervalo. Si este número es independiente del valor de ó (es decir, si los 
estados están uniformemente distribuidos en energía), entonces e l número será 
proporcional al tamaño de dó' del intervalo. Este es el caso si los entes son 
osci ladores armónicos simples, como los resortes mencionados con anterioridad. 
Así, el número probable de osciladores armónicos simples con energía entre ir 
y t: + d,r en un sistema en equilibrio que contenga muchos de ellos , es 
proporcional a 11(1.)dtf. Si a la constante multiplicativa A se le da el valor 
adecuado, se puede hacer esta probabilidad igual a 11(4 ) dGf. Entonces, ia 
energía promedio de uno de los osci ladores es 

00 

J ó 11(lf ) dó 

- o 
ó =----

00 

J 11 (.1 ) di: 

o 

La integral en el numerador tiene un integrando que es la energía pesada por e l 
número de osciladores que tienen esa energía; la integral en el denominador es 
justamente el número total de oscilado res. Si se evalúa 11 (<!) de (C-1), se tiene 
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00 f A <S'e- <fl<fo d<S' 

- o {f = _00 ____ _ 

f Ae- 8 180 d«f 

o 

(Obsérvese que no se necesita conocer el valor de A). Procediendo de una 
manera completamente análoga a la utilizada en el ejemplo 1-4. excepto que en 
vez de sumas aparecen integrales, se encuentra 

~=<fo (C3) 

Pero según la ley clásica de la equipartición de la energía expresada en (1-16). 
para osciladores armónicos simples en equilibrio· a temperatura T 

¡; = kT (C4) 

donde k es la constante de Boúzmann k = 1.38 x I o-23 joule/ºK. Combinando(C-
3) y (C-4.) se tiene 

(C-5) 

Este resultado es correcto para entes de cualquier tipo. no obstante que se 
obtuvo para el caso particular de osci ladores armónicos simples. Por lo tanto se 
puede escribir (C.l) como 

11(&) = Ae-&tk1' (C6) 

Esta es la famosa distribución de Boltzmann. Y a que el valor de A no se especifica, 
(C-6) describe en realidad una proporcionalidad: el número probable de entes de 
un sistema en equilibrio a temperatura Ten un estado de energía es propor­
cional a e- Mk7' . Expresado en otros términos: la probabilidad de que un estado 
de en ergía á es té ocupado por un ente es proporcional a e-8/J.:T_ 

El valor que se escoge para la constante A está determinado por la conve­
niencia. En el capítulo 1 se aplicó la distribución de Boltzmann a un sistema 
tal 11(1: ) cM es proporcional al número probable de osciladores con energía 
en el intervalo tr a ñ + dtf ya que los estados de un oscilador armónico 
simple están distribuidos uniformemente en energía. Por supuesto, n(4') d~ 
también es proporcional a la probabilidad P(d ) d~ de encontrar un osci­
lador particular en energía en este intervalo. Entonces se tiene, como en (C-2) 

Siempre que la constante B se escoja apropiadamente, lo que se consigue 
haciendo 

00 CIO 00 I P(ñ ) dtr = I Be- lillio de = 8 I e - 8/80 d<S' = l 

o o o (C-7) 

Esto es, se definió P( ñ ) d~ como la probabilidad de encontrar un oscilador 
armónico simple particular con energía ente <5" y e + d.s' y así por consisten­
cia, se habrá de requerir que J~ P( <5 ) d 6 tenga e l valor uno ya que la in-
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tegral es justamente la probabilidad de encontrarlo con alguna energía. Eva­
luando J;:' e - <flc!o d t! en (C-7) y resolviendo para Bse encuentra B = 1/k T. 

Entonces, se tiene una forma especial para la distribución de Boltzmann 

(C-8) 

que es la que se uti lizó en el capítulo l. 





Apéndice D 

Trayectorias en 
la dispersión 

de Rutherford 

La figura 4-4 muestra los parámetros para la trayectoria en la dispersión de una 
partícula ligera de carga positiva +ze por un núcleo pesado de carga positiva 
+ Ze. En el texto se vió que el impulso angular L = Mr2 dq,/dt es constante 
ya que la fuerza sobre la partícula siempre está actuando en la dirección radial. 
Aplicando la ley de Newton a la componente radial del movimiento, para 
determinar la trayectoria de la partícula, y de F = Ma se obtiene 

zze2 [d2r (dcp) 2] --=M--r-
4 7Tt:0r2 dt 2 dt 

(D-1) 

donde el término del primer miembro es la fuerza de Coulomb y los del segundo 
miembro son d 2r/dt 2 la aceleración radial debida al cambio en la magnitud de 
r y -r(dcp/dt )2 = -w2r es la aceleración centrípeta (que también está dirigida 
radialmente) debido al cambio en la dirección der. Para obtener la trayectoria se 
necesita encontrar r como función de <f>· 

Esto simplifica la solución de (D-1) para escribirla no en términos de las 
coordenadas r, q,,sino en términos de las coordenadas u, <p, donde 

Entonces, 

o 

y 

o 

r = J /11 

dr dr dcp clr du clcp 

dt = clcp dt = du dcp dt 

dr 1 du Lu2 L du 
dt = - u2 dcp M - ---

M dq; 

L c/211 Lu2 

- Mdcp2 M 

d 2r L 2u2 c/211 

dr2 = - M2 c12cp 

781 

(D-2) 
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Substituyendo esto en (D-1), se tiene 

o 

(D-3) 

ya que L = Mvb, donde v es la velocidad iniciaJ de la partícula y b es su 
parámetro de impacto definido en la figura 4-4. Si se hace D=(zZe2/41r€0)/(Mv2/2) 
como en ( 4-4) se simplifica a 

d 2u D 
d,p2 + u = - 2b2 

(D-4) 

Esta es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden para u como 
función 'P· 
La soluci6n general para (D-4) es 

u = A cos cp + Bsen <p - D/2b2 {D-5) 

que contiene dos constantes arbitrarias A y B. Se puede probar que efecti­
vamente (D-5) es solución de (D-4) evaluando 

y 

du 
- = -A sen <p + B cos <p 
dcp 

d 2u 
dcp2 = -A cos <p - Bsen <p 

y substituyendo esto en (D-4). Esta da 
D 

-A cos <p - B senq, + A cos cp + Bsencp -
2

b2 = -D/2b2 

Esta identidad prueba la validez de la solución general. 
Para obtener la soluci6n particular habrán de evaluarse las constantes A y B. Se 
requiere que (D-5) satisfaga las condiciones iniciales: <p - O cuando r - co y 
dr/dt _,. -v cuando r - co . Entonces, 

o 

y 

o 

dr 

dt 

D 
11 = - = O = A cos O+ BsenO - -

r 2b2 

L du 
---

M d<p 

D 
A= 2b2 

L 
- v = - M ( -A sen O + B cos O) 

Mv Mv l 
B = L = Mvb = b 
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Por lo tanto, la solución particular es 

D 1 D 
u = - cos <p + - sen<p - -

2b2 b 2b2 

o 

1 1 D 
- = - senq, + - (cos <p - 1) 
r b 2b2 

(D-6) 

Esta es )a ecuación de la órbita que da a r como función de 'P· Se ve que la 
trayectoria es hiperbólica, ya que (D-6) es la ecuación de una hipérbole en 
coordenadas polares. 



1-



Apéndice E 

Cantidades 
comple¡as 

El número imaginario i es una unidad definida, de modo que 

¡2 = - 1 o i = .J-::::j_ (E-1) 

El nombre es apropiado porque ninguno de los números reales (es decir, 
ordinarios) tienen cuadrados negativos. En forma general un número complejo z 
se puede escribir 

Z =X+ iy (E-2) 

donde ambos x y y son números reales. Al número x se le llama la parte real de z, y 
al número y se le llama la parte imaginaria de z (aunque yes real). N6teseque z se 
reduce a un número real puro si y = O, y se reduce a un número imaginario 
puro si x = O. 

Los números complejos están sujetos a las leyes del álgebra que se aplican a los 
números reales, excepto por la propiedad especificada en la definición (E-1). 
También la definición de igualdad se extiende a los números complejos, enton­
ces, dos números complejos son iguales sí y sólo si la parte real de uno es igual a la 
parte real del otro, y la parte imaginaria de uno es igual a la parte imaginaria del 
otro. 
Entonces, 

(E-3a) 

implica 

(E-3b) 

y viceversa. 
El complejo conjugado del número z = x +iy se denota por z* ,y se define como 

z* = X - iy (E-4) 

De la definición se deduce que 

z*z = (x - iy)(x + iy) = x 2 - i 2y 2 - ixy + ixy = x 2 
- i2y2 

siendo 

z*z = x 2 + y 2 (E-5) 

785 
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FIGURA E-1 
Rerresentaci6n geométrica de un número 
complejo. Las relaciones entre las coordena· 
das rectangulares y polares del punto repre­
sentativo P se pueden determinar inspeccio­
nando la figura. 

o ·e: 
o 
e ·o 
o 

-~ 
ti 
¡¡¡ 

p 

y 

Eje reol 

Entonces, el producto de un número complejo por su complejo conjugado 
siempre es igual a un número real. La ecuación (E-5) sugiere el teorema Pitagóri­
co. De hecho, hay una representación de números complejos muy útil en la 
figura E-1. La ubicación de un punto P, relativo a los que se llaman los ejes real e 
imaginario del plano complejo, está dada en la manera definida en la figura para 
especificar la parte real x y la parte imaginaria y del número complejo asociado. 
La localización del punto P representativo se puede especificar por las coordenadas 
polares r y e, llamados m6du.lo y Jase que están definidos en la figura. Los dos 
conjuntos de coordenadas están relacionados por 

y 

X = r COS (J 

y= rsen e 

,2 = x 2 + y2 

X 
coso = -

r 

y 
sen O= -

r 

(E-6) 

(E-7) 

De (E-2) y (E-6), se observa que un número complejo en general se puede 
expresar en coordenadas polares como 

z = r(cos O + i sen O) (E-8) 

Nótese también que 

z *z = r 2 (E-9) 

Considerando las rotaciones en el plano complejo del punto representativo P 
pueden revelarse importantes relaciones. En la figura E-2, z es un número 
complejo representado por un punto P en el eje real. Si ar constante se gira al 
punto representativo por un ángulo dO, el número complejo correspondiente 
cambia a z + dz. Se aprecia en la figura que 

dz = iz dO 

o 

dz 
= i dO 

z 
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FIGURA E-2 
Ilustración de una rotación, a 
distancia constante desde el 
origen, de un punto representa· 
tivo. 

o ·e 
o 
e: 
·o 
o 
-~ 
ti 
w 

dz 
z Eje real 

Como puede verse, esta relación es independiente de la posición inicial del punto 
representativo y por lo tanto es integrable. 

Que resulta en 

o 

Jn Ztlnal = 10 
Z in1c11I 

,e 
Zt1na) = z ini cial e 

Si se toma r = J, entonces z inicial = I y de la figura (E-8) también se 
tiene z final = cos 0 + i sen 0. 
De este modo, se obtiene una evaluación del exponencial ccmplejo 

e'9 = cos 0 + i sen 0 (E-10) 

La rotación en el sentido negativo resulta 

e-ie = cos ( - 0) + i sen( -0) 

que es 

e- '€1 = cos 0 - i sen 0 (E-11) 

Por adición y sustracción de (E-10) y (E-11), se deduce inmediatamente que 

cos 0 
e'ª + e- '0 

= 
2 

(E-12) 

y 

e'ª _ "-te 
sen 0 - 2; (E-13) 

La comparación de la definición de (E-4) con (E-10) y (E-ll) muestran que el 
complejo conjugado de una exponencial compleja se obtiene cambiando el signo 
de i que aparece en el exponente. Eso es 

(e'ª)* = e- 10 (E-14) 

Aplicando (E-9) y (E-14) a una exponencial compleja, se encuentra 
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Por lo tanto, un exponen cial complejo mantiene constante al módulo r = 1, 
aunque su fase está cambiando. Pero su parte real e imaginaria, que son de (E-2) 
y (E-6) iguales a coseno y seno, son funciones oscilatorias de la fase 0. Si su fase 
está aumentando continuamente de O a TT/2 o 7T a 3TT/2 y así sucesivamente, 
una exponencial compleja cambia en valor de + 1 a +i a -1 a -i a + 1 y se repite 
cíclicamente. En este sentido es una función oscilatoria de su fase. 

Al diferenciar e integrar una cantidad compleja, se usan los procedimientos 
usuales del cálculo tratando a i como cualquier otra constante. Un ejemplo de 
integración se encuentra en el cálculo que condujo a (E-10). Como otro 
ejemplo, la primera derivada de la exponencial compleja es 

deie . 
-- = ie1 E> 
d0 

(E-15) 

Aunque la interpretación geométrica conduce naturalmente a representar la fase 
de una exponencial compleja como un ángulo B, puede utilizarse cualquier 
cantidad que, como un ángulo, sea adimensional. Los exponenciales complejos 
más utilizados en mecánica cuántica son : 

En el primero de e llos, por ejemplo el número de onda k tiene las dimensiones de 
(longitud)- l, entonces k multiplicado por la longitud x es adimensional. Todas 
las relac iones anotadas para ei0 tienen extensión obvia a e'/c{¡;. Por ejemplo, la 
aplicación de las reglas de diferenciación a e11,:i, con k constante, produce 

deik:i 
= ikeik,;c 

dx 
(E-16) 



Apéndice F 

Solución numérica de la 
ecuación de SchrOdinger 

independiente del 
• tiempo para un 

potencial de pozo 
cuadrado 

En la mecánica cuántica como en otros campos de la ciencia y la ingeniería, 
muchos de los cálculos que surgen en el trabajo profesional ordinario se llevan a 
cabo con computadoras y utilizando técnicas numéricas. En algunos casos, la 
función energía potencial que nos interesa es de tal naturaleza que su ecuación 
de Schrodinger independiente del ti empo no se puede resolver ni aun con las 
técnicas analíticas más generales. (Por las razones explicadas en el apéndice H). 
En otros casos es posible obtener soluciones analíticas, pero resulta más 
conveniente obtener soluciones numéricas si se dispone de una computadora 
adecuada. Como una ilustración simple de las técnicas numéricas y de los 
"cálculos imaginarios" de la sección 5-7, se obtendrá aquí una solución nu­
mérica de la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para la función 
energía potencial 

V0 , const x < -a/2 o x > +a/2 

V(x) = (F-1) 

o -a/2 < x < +a/2 

A esto se le llama un pozo de potencial cuadrado, por las razones que son 
evidentes de la gráfica mostrada en la figura F-1. Para este potencial simple, se 
puede encontrar una so lución numérica mu y rápidamente utili zando tan sólo 
una calculadora peq11eña, siempre que no se requiera demasiada precisión, Para 
este potencial en particular también es posible resol ver la ecuación de Schréi­
dinger independiente del tiempo mediante técnicas analíticas sencillas (véase 
apéndice G) de modo que se podrá comparar los resultados de la solución exacta 
con los resultados aproximados que se obtuvieron en la solución numérica. 

De los argumentos de la seción 5-7 se sabe que el comportamiento de una 
solución ip(x) de la ecuación de Schrodinger independiente del ti empo (5-45). 

d 2,¡,(x) 2m 
- 2-. = 2 [ V(x) - E]ip(x) 

dx ñ 

para e l potencial V(.r) y energía total E quedará determinada completamente 
para toda .,· mediante la ecuación y suponiendo valores iniciales para 111(:r) y 
d,!'(.r)/d.r. Para ver esto explícitamente, observe que se puede calcular los 

789 
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V( ~)= Vo 

V(x) = O t-------,---.1--------t 
X = - a/2 X= 0 
u= - 0 .5 u= O 

FIGURA F-1 

X= + a/2 
u=+ 0.5 

Un pozo de potenc ial cuadrado y un supuesto valor de la energía total E para una 
partícula ligada en este potencial. 

valores de la solución y su primera derivada en un punto x1 , próximo al punto 
inicial x0 , en términos de los valores de estas cantidades en el punto inicial, de la 
manera siguiente . Para ( .t:1 - x 0) muy pequeño, el valor de la solución 
en :t:1 , que se denotará por [ ip (x)l1:

1
, está dado según la definición de la 

derivada por 

(F-2) 

donde [ 'P (x)]:r0 es el valor supuesto para la solución en x0 , y [dv., (x) /dx]:r
0 

es el valor supuesto para su primera derivada en dicho punto. A partir de la 
ecuación de Schroedinger independiente del tiempo es posible obtener una 
fórmu la similar para [dv.,(:r)/d.t·].r 1 en términos de cantidades conocidas, si se 
escribe 

d2 1p(:t:} d [dy,(:1:)J 2m 
-- = - -- = - [ V(x ) - E] ip(.c) 

d.t 2 d.t d:c ñ2 

y después se multiplican ambos miembros por la diferencial dx para obtener 

[
dip(x)J 2m 

d -;¡;- = t,z [V(.~) - E] ip(x) d.c 

Según la definición de diferencial, esto es 

[
cltp(.«·)J [dip(:t)J 2111 
-d. - -

1
-. ~ -t,2 [V(.c) - E].r0 (tp(x)Jx0 (x 1 - xo) 

x .r1 ,:: .e .ro 1 
(F-3) 

donde (.i: 1 - .r0) es muy pequeño. Repitiendo el procedimiento para el nuevo 
punto de partida .r1 , se puede encontrar los valores de tp(x) y d1p (x)/ dx en 
un punto más cercano .r2 . Con tinuando de esta manera, se puede construir la 
solución y su derivada para todos los valores de x . 

Para aplicar (F-2) y (F-3) a la función potencial de (F-1) resulta convenien te 
dividir todo en tre el ancho a del pozo potencial. De esta manera las ecuaciones se 
pueden reescribir en términos de la variable espacial adimensional 

X 
u= ­

a 
(F-4) 
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quedando la ecuación (F-2) 

[
dtp(ll)J 

[v,(u)]u 1 = (tp(u)J110 + -d- (111 - uo) 
11 110 

(F-5) 

y (F-3) 

[ dtpd(u)J = [dv,d(u)J + 2,r,n2a2 ( V(u) - E]11o[tp(u)]uiu1 - uo) 
ll "1 U "º l 

(F-6) 

Por supuesto que para que se pueda obtener una solución numérica a la ecuación 
diferencial, se deberá especificar la profundidad V o de l pozo de potencial. La 
forma de (F-6) sugiere que es más conveniente el hacerlo especificando el valor 
de la combinación adimensional de los parámetros 2ma2 V0/fz2• Para propósi­
tos de cálculo ilustra tivo, se puede escoger cualquier valor razonable. Así, se 
toma arbitrariamente 

2ma2 Vo 
r,2 = 64 (F-7) 

Si también se expresa la energía to ta l como 

E= exVo (F-8) 

donde ex es un parámetro adimensional, entonces (F-6) toma la forma adimen­
sional 

donde 

[
d•r(u )] [d,p(u >] -- = -d- + [C(11)J110 [v•(11)],,o(111 - 110) 

d11 "1 11 "o 
(F-9) 

2ma2E 
---= r,2 

2ma2 ex Vo 
= -64ex r,2 -0.5 < 11 < +0.5 

C(u) = 
2ma2 2ma2 Vo 
--¡¡- [Vo - E]= t,'l (1 - ex]= 64(1 - ex] 

(F-10) 

11 < -0.5 o 11 > +0.5 

Se real izarán los cálculos numéricos en (F-5) y (F-9) que se han efectuado sin 
dimensiones puesto que sólo involucran números puros. Los cálculos serán con 
el propósito de de te rminar aproximadamente la energía E más baja permitida y la 
forma de la correspondiénte eigenfun.ción r¡•, para una partícula de masa m 

inmersa en el pozo de potencial cuadrado especificado por (F-2) y (F-7). 
De los argumentos cuali tativos de la sección 5-7 se sabe que en la región 

interna del pozo cuadrado la eigenfunción de menor energía aparecerá cumo la 
mitad de una onda coseno dentro de la región. Sin embargo, tendrá una longitud 
de onda mayor , ya que se ex tiende un poco hacia las regiones exteriores. Para 
calcular el impulso p correspondiente a la mitad de la longitud de onda 
J./2 = a que está en la región interna , se puede utilizar la re lación de Broglie 
p = !,/). = J,/2a, y la correspondiente energía E = p2/2m = 1,2¡s11w2 = 
n'lJ,?./2111a2 con objeto de ayudar a estimar e l valor de Ey ahorrar una can tidad 
conside rable de esfuerzo en los cálculos numéricos. El valor estimado de E, en 
términos de ex, es ex = E/ V0 = ( n'.!fi2 /211ia2 )/(32/1?./111a2) = n 2/64 = 0.154. Puesto 
que ). está subestimada, E y ex están sobr eestimadas. Por lo tanto se hace una 
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TABLA F-1. Uno integración numérico. 

a. = 0.100 1 - ex = 0.900 

C= 
- 6.40 Os u < 0.500 
+ 57.6 u~ 0.500 

11 1P dVJ/du (d111/du) !::,.u C,pt:,.u 

0.000 +1.000 0.000 0.000 -0.320 
0.050 +1.000 -0.320 -0.016 -0.320 
0.100 +0.984 -0.640 -0.032 -0.315 
0. 150 +0.952 -0.955 -0.048 -0.305 
0.200 +0.904 - 1.260 -0.063 -0.289 
0.250 +0.841 - 1.549 -0.077 -0.269 
0.300 +0.764 -1.818 -0.091 -0.244 
0.350 +0.673 -2.062 -0.103 -0.215 
0.400 +0.570 -2.277 -0.114 -0.182 
0.450 +0.456 -2.459 ....:0.123 -0.146 
0.500 +0.333 -2.605 -0.130 +0.959 
0.550 +0.203 - 1.646 -0.082 +0.585 
0.600 +0. 121 - 1.061 - 0.053 +0.348 
0.650 +0.068 -0.713 -0.036 +0.196 
0.700 +0.032 -0.517 -0.026 +0.092 
0.750 +0.006 -0.425 - 0.021 +0.017 
0.800 -0.015 -0.408 - 0.020 -0.043 
0.850 -0.035 -0.451 - 0 .023 - 0.101 
0.900 -0.058 -0.552 -0.028 -0.167 
0.950 -0.086 -0.719 -0.036 -0.248 
1.000 -0. 122 - 0.967 

suposición fundamentada y se intenta en el cálculo numérico inicial, el valor 
de ex = 0.1 OO. Considerando lo que se ha aprendido de los argumentos cualita­
tivos resulta evidente que la eigenfunción para la energía más baja permitida en 
este potencial deberá ser simétrica alrededor del punto u = O, con relación al 
cual el potencial mismo es simétrico. Esto simplifica mucho las cosas ya que 
solamente se necesita hacer cálculos para la región 11 > O, y por la simetría se 
llega de inmediato a la conclusión de que d•/'(11)/du = O para 11 = O por lo tanto,se 
empezará por calcular para 11 = O. Puesto que la selección de rp(u) para 11 = O es 
intranscendente debido a la linealidad de la ecuación diferencial, se tomará 
1r(11) = + 1.000 en este punto. Si se toma u1 - "º = 0.050, se obtendrá sufi­
ciente precisión y así sucesivamente. En la tabla F-1 se muestra el primer cálculo. 

El primer renglón de la tabla especifica los valores supuestos de 'IJ)(11) y 
d'I' (11)/d11 para u = O. y proporciona parte de la primera etapa del 
cá lculo. Todos los integrantes de este renglón son cantidades evaluadas para 
u = 0.000. El primero es el valor de 1/'; el segundo el valor de d111/d11; el 
tercero es d,¡•/d11 multiplicado por .111 = 0.050, que es el cambio en u del 
pr imero al segundo renglón ; y el cuarto 'P se multiplica C611. Para todos los 
renglones a partir del denotado por u = 0.450, Ct:i.u = -6.40 x 0.050 = 
- 0.320; más allá de este punto Ct:i.11 = +5776 x O.OSO = +2.88. El segundo ren­
glón completa la primera etapa del cálculo y constituye parte de la siguiente. De 
acuerdo con (F-5) y (F-9), la primera cifra del segundo renglón anterior; la 
segunda cifra es la suma de la segunda y cuarta cifras del renglón anterior. Para 
construi r el resto de la tabla se sigue el mismo esquema. Los cálculos se 
lPrmi11arúr1 en 11 = 1.000 ya que rápidamente se fue a - oo, tal como se 
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·. Una solución de la ecuación de 
Schrodinger independiente del tiem­
po para un pozo de potencial 
cuadrado. La solución empieza a irse 
a menos infinito para u grandes 
debido a que el valor supuesto para 
la energía total es ligeramente 
grande. 
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puede ver en la gráfica de la figura F-2. Esto ocurrió porque e l valor escogido 
para ex fue muy grande. En consecuencia, se dobla muy rápidamente en la región 
interior y, por lo tanto , se va a cero en cuanto se está fuera de esta región. Una 
vez que se va a cero, nada puede evitar que se vaya a - oo . 

TABLA F-2 . Una segunda integración numérica. 

« = 0.098 1 - ex = 0.902 

e= -6.21 o ~ 11 < 0.500 
+57.7 u 2::: 0.500 

11 V' dv,fdu (dtp/du) 6 11 Cipt:.u 

0.000 + 1.000 0.000 0.000 -0.3 14 
0.050 + l .000 -0.3 14 - 0.016 -0.3 14 
0. 100 +0.984 -0.628 -0.03 1 -0.309 
0. 150 +0.953 -0.937 - 0.047 - 0 .299 
0 .200 +0.906 - 1.236 -0.062 -0.284 
0.250 +0.844 - 1.520 - 0.076 -0.265 
0 .300 +0.768 - 1.785 -0.089 -0.241 
0.350 +0.679 -2.026 - 0. 101 - 0.2 13 
0.400 +0.578 - 2 .239 -0.11 2 -0. 18 1 
0.450 + 0.466 - 2.420 -0. 121 -0. 146 
0.500 +0.345 - 2.566 -0. 128 + 0.996 
0.550 +0.2 17 - 1.570 - 0.079 +0.626 
0.600 +0. 138 - 0.944 - 0.047 +0.398 
0.650 + 0.091 -0.546 - 0 .027 +0.263 
0 .700 + 0.064 - 0.283 - 0.014 +0. 185 
0.750 +0.050 - 0.098 -0.005 +0. 144 
0 .800 + 0.045 +0.046 + 0 .002 +0. 130 
0.850 +0.047 + 0 .176 +0.009 +0. 136 
0.900 +0.056 +0.3 12 +0.0 16 +0. 162 
0.950 +0.072 +0.474 +0.024 +0.208 
1.000 +0.096 + 0.682 

-------
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En la tabla F-2 se muestra un segundo cálculo, utilizando ex = 0.098 , y su 
gráfica se muestra en la figura F-3. Este también falla, pero en el sentido opuesto, 
ya que ip se dobla alejándose del eje en la región exterior y tiende a irse 
a + co. Sin embargo, los resultados de los dos cálculos indican que e l valor 
permitido de ex está entre 0.100 y 0.098 y una comparación entre las dos curvas 
da la impresión de que debe estar más próxima al límite inferior. Se pueden hacer 
algunos cálculos más para precisar más los límites, pero sería necesario dis­
minuir el valor de t:.u , y aumentar e l número de cifras decimales con objeto de 
reducir la imprecisión numérica de los cálculos para este poten cial. Y utilizando 
métodos analíticos se obt iene una solución a la ecuación de Schrodinger 
independiente del tiempo (véase apéndice G) que da el valor <X = 0.0977 para 
la menor en ergía permitida. La concordancia con este cálculo numérico es 
buena, pero no perfecta debido a la imprecisión numérica mencionada. La 
solución analítica también muestra que existen dos en ergías ligadas permitidas 
que corresponden a ex = 0.375 y ex = 0.81 O. Por supuesto, que cualquier 
energía no ligada correspondiente a o:¿ 1,está permitida. 

La técnica que se ha utilizado se llama integración numérica. El primer vocablo 
es apropiado ya que se empieza con una ecuación que contiene d 2v,fd:c2 y se 
obtiene finalmente ,p misma; por lo tanto, se ha realizado un proceso inverso a la 
diferen ciación. 

Si e l estudiante tiene acceso a una máquina calculadora, encontrará fácil e 
interesante el reali zar una integración numér ica de la ecuación de Schrodinger 
independiente del tiempo. Si tiene acceso a una computadora, aun del tamaño 
más pequeño, encontrará que realizando integraciones numéricas para estados 
ligados y no ligados en varios poten ciales, rápidamente puede desarrollar un 
sentimiento in tuitivo para muchos de los hechos importantes de la mecnnica 
cuántica. 

FIG URA F-3 
Una solu ción a la ecuac1on de 
Schrodingcr independi ent e del ti em­
po para un pozo de po tencial 
cuadrado . La solu ción se va a más 
infinito para u grande debido a que 
e l val or supuesto para la energía to tal 
es ligerament e pequ e ño. 
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Apéndice G 

Solución analítica de la 
ecuación de SchrOdinger 

independiente del 
• tiempo para un 

potencial de 
pozo cuadrado 

Siguiendo el procedimiento que se estudió cualitativamente en la sección 6-7, 
aq uí se desarrolla la solución general de la ecuación de Schrodinger inde­
pendiente del tiempo para los es tados ligados de un pozo de poten cial cuadrado de 
profundidad fini ta. Se aplican los resultados a l caso particula r de un pozo de 
potencial c uadrado con los mismos parámetros que se usaron en la solución 
numérica del apéndice F . 

La descripción del movimiento clásico de una partícula ligada en un pozo 
cuadrado sugiere que sería más apropiado buscar soluciones a la ecuación de 
Schrodinger en la fo rma de ondas estac ionarias. Por lo tanto, se toma como una 
solución general a la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo e n la 
región -a/2 < x < +a/2 dado V(:r) = O, la eigenfunción de onda estaciona­
r ia para partícula libre (6-62) que se escribe como 

1p(.1:) = Asenk1x + Bcos kix -a/2 < x < +a/2 (G- 1) 

donde 
kl = J2mE/li 

En las regiones .i; < -a/2 y x > + a/2 la ecuación de Schrodinger inde­
pendiente del t iemP.O t iene las soluciones generales descri tas por (6-63) y (6-64), 
que son 

k :t k :r tp(x) = Ce 11 + De- 11 x < - a/2 (G-2) 
y 

( ) 
1.· :t - k X 1/' .1: = Fe Ji + Ge J • :i; > +a/2 (G-3) 

donde 

con E< V0 

Para de te rminar las consta n tes a rbitra r ias , primero se impone el requisito de que 
las eigenf unciones pe rmanezcan fini tas para toda x. Considerando (G-2) en e l 
lím ite :,· _,. - oo . Este requisito exige 

D = O (G-4) 

795 
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Similarmente, es necesario hacer 

F=O (G-5) 

con el propósito de que (G-3) permanezca finita e n el límite x - + co. A 

continl\ación se impone el requisito de que las eigenfunciones y sus primeras 
derivadas sean continuas en x = - a/2 y x = + a/2. con lo que se obtienen 
las cuat ro ecuaciones 

-A sen(kca/2) + B cos (kra/2) = Ce-ku ª 12 

Akl cos (kta/2) + Bk1 sen(k1a/2) = Ckue-kuª
12 

A sen (k1a/2) + B cos (k1a/2) = Ge-kuª
12 

Ak1 cos (kla/2) - Bk 1 sen(k1a/2) = -Gkae-kual'.! 

Restando (G-6) de (G-8) se obtiene 

2A sen (k1a/2) = (G - C)e-kuª12 

Sumando (G-6) y (G-8) 

2B cos (k 1a/2) = (G + C)e-k11nl 2 

Restando (G-9) y (G-7) 

2Bk1 sen (k1a/2) = (G + C)kne-klla/2 

Sumando (G-9) y (G-7) 

2Ak1 cos(k 1a/2) = -(G - C)kJ 1e-kuª12 

(G-6) 

(G-7) 

(G-8) 

(G-9) 

(G-10) 

(G-11) 

(G-12) 

(G-13) 

Exigiendo que B "F O y (G + C) "F O, se puede divid ir (G-12) entre (G-11) y 
obtener 

si B "F O y (G + C) "F O (G-14) 

Exigiendo que A "F O y (G-C) "F O, se puede dividir (G-13) entre (G-10) 
resul tando 

k 1 col (k 1a/2) = -ku si A "F O y (G - C) "F O (G-15) 

Es fácil ver que (G-14) y (C-15) n o se pueden satisfacer simultáneamente. Si. se 
pudiera, la ecuación que se obtiene de sumarlas 

sería vál ida. Multiplicando por tan (k 1a/2) la ecuación resulta en 

o 

tan2 (k1a/2) = - 1 

qu e no puede ser vá lida si tanto k 1 como a/2 son reales. Entonces, solamente 
es posible que o sa ti sfacen (G- 14) pero no (C-15), o sa tisfacen (G-15) pero no (C-
14). Las eigen func iones del pozo de potencia l cuad rado forman dos clases. Para 
la primera clase 

k 1 lan (k1a/2) = ku 

A= O 

G - C = O 

(G-16) 
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y entonces (G-8) resulta en 

B cos (k1a/2) = Ge-knª12 

G = B cos (k1a/2)lna12 = C 

y las eigenfunciones son 

[B cos (k1a/2)/rtª12]ekuz 

tp(x) = [B] cos (k1x) 

Para la segunda clase 

[B cos (k1a/2)ekual 2]e-knz 

k 1 cot (k1a/2) = -ku 

B =0 

G + C =0 

Entonces (G-8) resulta en 

A sen (k1a/2) = Ge-knª12 

G = A sen (k1a/2)lf1at2 = - e 

y las eigenf unciones son 

[ -A sen(k1a/2)lnª12Jl 11z 

tp(x) = [A] sen(k 1x) 

[A sen(k1a/2)l11ª12
Je - k11z 

X< -a/2 

-a/2 < x < a/2 (G-17) 

X> a/2 

(G-18) 

X < -a/2 

-a/2 < x < a/2 (G-19) 

X> a/2 

Considérese la primera de las (G-16). Evaluando k 1 y ku,Y multiplicando por 
a/2, la ecuación queda 

(G-20) 

Para una partícula dada de masa m y un pozo de potencial dado de profundidad 
V0 y ancho a existe una ecuación en una incógnita E. Sus so luciones son los 
valores permitidos para la energía total de la partícula que son los e igenvalor es 
para las eigenf unciones de primera clase. Las soluciones de esta ecuación 
trascendente solamente se pueden obtener por métodos numéricos o gráficos. Se 
presenta un método gráfico simple que ilustrará los rasgos importantes de la 
ecuación. Haciendo el cambio de variable 

~ = .J mEa2/2ñ2 

así que la ecuación resulta 

<f tan e = .J m V0a2/2!i2 - s2 

si se grafica la función 

p(<f) = s tan 8 

y la función 

(G-21) 

(G-22) 

Las intersecciones especifican los valores de ti que son soluciones de (G-22). 
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5 

4 
p(&') p(~) p({t) 

3 

FIGURA G-1 2 
Solución gráfica de la ecuación para 
eigen valores de primera clase para l 
un pozo de potencial cuadrado parti-
cular. Solución de 

5 7 8 
8 tan <f = v m V0a2/2ñ2 - ¿2 

7í 21r 

o p(S) = q(S). <f-

En la figura G-1 se muestra esta gráfica. La función p(S) tiene ceros en 
S = O, 1r, 21r, . . . y tiene asínto tas en 8 = 1r/2, 31r/2, 51r/2, .... La fun­
ción q( <f) es un cuarto de círculo de radio .J m V0a

2/2tz2 • De la figura es 
evidente que el número de soluciones que existen para (G-22) dependen del radio 
del círculo , cada so lución resulta un eigenvalor para E < V0 que corresponde 
a una eigenfunción de la primera clase. Si .Jm V0a2/2/i2 < 1r; existe uno de 
estoseigenvalores; dossi 1r S ../mV0a2 /2tz2 < 21r; tressi 21r S JmV0a2/2/i2 

< 31r; etc.;.;. .. .;... __ _ 
El caso J m V0a2/2fi2 = 4 se ilustra en la figura. Observe que esto corresponde 
a 2111 V0a2/ /i2 = 64, que es el valor utilizado en la integración numérica del 
apéndice F. Para este caso existen dos soluciones: 4 ~ 1.25 y 4 ~ 3.60. 
De (G-21), los eigenvalores son 

2ñ
2 

2/i
2 

(l.25)
2 

E= 4 2 - = 4'2--
2 

V0 ~ -- V0 ~ 0.0977V0 
11102 mV0a 4 

y 

2ñ
2 

( 3.60)
2 

E= 4 2--
2 

V0 ~ -- V0 ~ 0.810Vo 
mV0a 4 

FIGURA G-2 
Solución gráfica de la ecuación de 
eigen valores de segunda clase para 
un pozo de potencial cuadrado parti­
cular. Solución de 

- ~ col ~ = -./_m_V._
0
_a_2 /-2-/i2c-----ó~2 

o r( 6) = q(4"). 

5 

4 

3 

2 

1r/2 31r/2 

e~ 

r ( &) 

6 7 
5rr/2 

r( <f) 
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Los eigenvalores que corresponden a eigenfunciones de la segunda clase se 
determinan de las soluciones de una ecuación análoga que se obtiene de (G-18), y 
que es 

- t! cot d = J m V 0a2/2ñ2 - 42 (G-23) 

La figura G-2 muestra la solución de esta ecuación. Es evidente que no habrá 
eigenvalores para E < Vo que corresponden a eigenfunciones de la segunda 
clase si .JmV0a2/2/i2 < 1r/2; habrá uno si 1r/2 ~ 'JmV0a2/2/i2 < 31r/2; dos si 
31r/2 ~ •lm V0a2/2/i2 < 51r/2; etc. La figura muestra el caso J m v0a2¡z1i2 = 4. 
La solución simple a (G-23) es ~ ~ 2.47, y el eigenvalor es 

2ñ
2 (2.47)2 

E= t!2 mV
002 

V0 ~ 4 V0 ~ 0.383V0 

Se ve que para un pozo de potencial dado solamente existe un número restringido 
de valores permitidos de la energía total E para E < V0 . Estos son los eigen­
valores discretos para los estados ligados de la partícula. Por otra parte, se sabe 
que para E > Vo; está permitido cualquier valor de E; los eigenvalores para los 
estados no ligados forman un continuo. Para un pozo de potencial poco profundo 
o muy estrecho o ambas cosas, solamente uno de los eigenvalores de la primera 
clase será ligado. Incrementando los valores de .J m V0a2/2ñ2 se encontrará un 
eigenvalor ligado de la segunda clase. De este parámetro para valores aún más 
grandes se tendrá otro eigenvalor más de la primera clase. A continuación, otro 
eigenvalor de la segunda clase queda ligado, etc. Considerando como ejemplo el 
caso J m V0a2/2ñ2 = 4. El potencial y los eigenvalores discretos y continuos 
están ilustrados a esca la en la figura G-3. Se ha utilizado los númerós cuán ticos 
n = 1, 2, 3, 4 , 5, ... para marcar los eigenvalores en orden creciente de ener­
gía. Para este potencial sólo los tres primeros eigenvalores son ligados. 

De las soluciones E de (G-22) y (G-23) para un valor dado de .J-m-V.-0a_,2,-/2_ñ...,..2 , 

se pueden evaluar las formas explícitas de las eigenf unciones {G-17) y (G-19). 
Las relaciones requeridas son 

(G-24) 

(lo. close)·-+----------+-E3 = 0.810Vo 

(2o. close)-+----------+-E2 = 0.383Vo 

,lo. close)-+----------+-Et = 0.0977Vo 

FIGURA G-3 
Los eigenvalores para un pozo de potencial cuadrado particular. 
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El valor de la consta nte A o B se puede ajustar de modo que cada eigen ­
función sat isfaga la condición de normalizac ión . Para el caso J III V0a2/2fi2 = 4, 
las tres eigen fu nciones no rmalizadas que corresponden a los eigenvalores E 1 , 

E2, E 3 son 
1 a: 

17 .9 J~ e3
·
80 

a/2 X~ -a/2 

v•i(.l:) J ( X) 1.26 ¡- cos 1.25 -
..,¡a a/2 

-a/2 ~ x ~ a/2 

X 2. a/2 

X ~ -a/2 

J ( X) V12(.i:) = 1.23 ¡- sen 2.47 -
..,¡ a a/2 

- a/2 ~ x ~ a/2 (G-25) 

X 2. a/2 

1 a: 
-5.80 J~ e1.

74
n12 X~ -a/2 

,¡13(.r) = 1. 13 -= cos 3.60 -1 ( X) 
-)a a/2 

-a/2 ~ x ~ a/2 

X 2. a/2 

En la figura G-4 SP. represen ta como fu nción de x/(a/2) las eigenfunciones 
multiplicadas por Ja, 

1.6 

-1.2 

-¡ ·-l.6 

FIGURA G-4 

2.6 

X --a/2 

Las eigenfunciones para los eigenestados ligados de un pozo de potencial cuadrado 
par ticular. 



Apéndice H 

Solución en serie de la 
ecuación de SchrOdinger 

ind,ependiente del 
• tiempo para un 

potencial de osci lador 
armónico simple 

En este apéndice se utilizarán técnicas analíticas para resolver la ecuación de 
Schrodinger independiente del ti empo para una partícula de masa m ligada en el 
potencial de oscilador armónico simple 

e 
V(x ) = - :r2 (H- l) 

2 

donde C es la constante de la fu erza restauradora lineal. Estas técnicas se 
estudian ampliamente no sólo por la importancia del oscilador armónico simple, 
sino también porque la so lución de la ecuación de Schrodinger independiente del 
tiempo para el átomo con un sólo electrón incluye técnicas que son casi 
idénticas. Los estudiantes con inclinación matemática en contrarán esto muy 
interesante. 

La ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para e l potencia l es 

n2 d2tp e 
- - - + - x2 ip = EVJ 

2m d:i;2 2 
(H-2) 

Si se evalúa la constante de fuerza C en términos de la frecuen cia clásica de 
oscilación. 

(H-3) 
la ecuación resulta 

o 

d
2

lp + [2mE _ (2 7T111V)2 J - li x2 ,p = O d.i;2 /¡2 

Int roduciendo los parámetros 

fi = 2111E/ti2 (H-4) 

801 
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La ecuaciéin toma la forma más condensada 

d 2v, - + (fJ - ex2.t:2)tp = O 
dx 2 (H-5) 

Resulta conveniente expresar esto en términos de la variable adimensional 

Se tiene 

y 

_ r _ [2'"m (c)112J112 _ (Cm)11, 
u - y ex x - /¡

2 
x - 112 x 

,,,,. m /i 

dtp = du d'IJI = ~; dtp 
dx dx du du 

d 2
111 = ex-

du2 

De modo que la ecuación resulta 

d2tp 
ex - + ( {J - exu2)1Jl = O 

du2 

o 

d2lp (/J ) - + - - u2 tp = O 
du2 ex 

(H-6) 

(H-7) 

Se deben encontrar soluciones para las cuales tp(x) y su primera derivada sea.1 
monovaluadas, conti.nuas y finitas para toda u desde - oo a + oo . Las pri­
meras dos condiciones se satisfarán automáticamente por las soluciones que se 
obtendrán. Sin embargo, será necesario tomar en consideración explícitamente 
el requisito de que tp(u) permanezca finita cuando lul ---+ oo . Para este pro­
pósito es útil considerar primero la forma de tp(u) para valores muy grandes 
de /11/. 

Ahora, para cualquier valor finito de la energía total E, la cantidad /J/ex 

resulta insignificante comparada con 112 para valores muy grandes de lul. 
Entonces de (H-7) se podrá escribir 

d2v, 
- = u2tp 
d112 

La solución general para esta ecuación diferencial es 

A - 112¡ 2 + B 112; 2 
V'= e e 

l u l ---+ e.o (H -8) 

(H-9) 

donde A y B son constantes arbitrarias. Se verifica que esta es una solución a (H-
8) calculando 

d i¡, • ll 2 = A( - u)e- u·¡Z + Bue" 1 
du 

y 

du 2 A ( )2 - 112¡ '!. A - u 2¡ 2 + B 2. u 2/2 + Beu2/'!. = -u e - e u e 

= A(112 - l)e " 212 + B(,l + l )e" 212 
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Puesto que, pua lul - • oo, esto esencialmente es 

d2tp - A 2 - u2¡2 + B 2 u2¡2 
d 2 - u e u e 
" 

o 

es obvio que (H-8) se satisface idénticamente. 
Enseguida, se aplica la condición de que las eigenfunciones deben permanecer 

finitas cuando lul - oo. Es claro de (H-9) que esto requiere que se haga B = O. 
En tonces la forma de las eigenfunciones para lul muy grandes deberán ser 

( ) - 11:¡2 v• u = A e lul - oo (H-10) 

La forma que se encontró en (H-10) sugiere que se habrá de buscar solucio­
nes para la ecuación diferencial desarrollada totalmente , (H-7) y que se puedan 
escribir 

( ) - u:¡2H( ) V' 11 = Ae 1t (H-ll) 

Estas soluciones deben de ser válidas para toda u. Por lo tanto , para que (H-11) 
esté de acuerdo con (H-10) la H (u) deberán ser funciones que varíen lentamen­
te comparadas con e- "212 cuando lul - co , En lo que resta, la H (u) deberá 
tener cualquier forma de las requeridas para obten er las formas correctas para 
la tp(u). Para evaluar la H (u), se calcula 

dip • ,
1 

dH 
- -Aue- u-l2H + Ae- u 2 -

du - du 

y 

y substituyendo V' y d 2v•/du2 en (H-7) se obtiene 

Ae- irt2 -H + u2H - 211- + -- + - Ae- u-l2H - Awe-u-l2H = O • ( · dH d
2H) {3 • ., • 

du du2 oc 

Dividiendo entre Ae- "
2

'
2 , y cancelando términos que contengan u 2H, se 

t iene 

- - 211 - + - - J H = O d
2
H dH (fi ) 

du 2 du oc 
(H-12) 

Esta ecuación diferencial determina las funciones H(u). 

Recapitulando. Se empieza con la ecuación de Schrodinger (H-7). Por razones 
que se explicarán, esta ecuación no se puede resolver directamente. Sin 
embargo, escribiendo las solucion es a la ecuación como productos de la función 
Ae 11212 , que es de la forma de las so luciones para lul - oo , multiplicada 
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por las funciones H (u), se transforma el problema al de resolver ( H-12) Esta 
ecuación es soluble median te la técnica de series de p otencias; que es la técnica 
más general de que se dispone para la solución analítica de una ecuación 
diferencial. Se empieza por s uponer que la solución se puede escribir como una 
serie de potencias en la variable independiente. Esto, es, se supone 

()() 

H (u) = ¿ a tui = a0 + a1u + a 2u2 + a3u3 + · · · 
L= O 

(H-13) 

Los coeficientes a0 , a1 , a 2 , . . • se de terminan substi tuyendo (H-13) en (H-12) y 
exigiendo que la ecuación resultante se satisfaga para cualquier valor de u. 
Calculando las derivadas 

y 

y substituyendo en la ecuación diferencial , para obtener 

1 · 2a2 + 2 · 3a3u + 3 · 4a4u2 + 4 · 5a5u3 + · · · 
-2 · l a 1u - 2 · 2a2u2 - 2 · 3a3u3 - · • · 

+ ({3/a. - l)a0 + ({)/a. - 1)a1u + (/J/a. - 1)a2u2 + (/J/a. - l)a 3u3 + · · · = O 

Ya que esto es cierto para todos los valores de u, los coeficientes de cada potencia 
de u deberán anularse individualmente de modo que la validez de la ecuación no 
dependa del valor de u. Reuniendo los coeficientes e igualándolos a cero se tiene 

1 · 2a2 + ( f)/a. - l)a 0 = O 

2 · 3a3 + ({3/a. - 1 - 2 · l)a1 = O 

3 · 4a4 + ((3/a. - 1 - 2 · 2)a2 = O 

4 · 5a5 + ((3/a. - 1 - 2 · 3)a3 = O 

para la l -ésima potencia de u, la relación es 

Lit: ([ + 1)(/ + 2)at+2 + ({3/a. - 1 - 2/)a¿ = O 

o 

(()/a. - l - 2 /) 

(/ + J)(/ + 2) ªi 

que se le denomina relaci6n de recurrencia. 

(H -14) 

La relación permite calcular , sucesivamente, los coefic ientes 0 2 , o4 , 0 6 , . . . en 
términos de a0 y los coefi cientes a3 , a5 , 0 1 , . • · en términos de a1 y los 
coeficientes a0 , y o1 no están determinados por la relación de recurrenc ia, pero 
es como si lo estuvieran . Ya que la ecuación diferen cial para H (u) contiene una 
segunda deri vada su soluci6n general debería contener dos constantes arbitrarias. 
Entonces se ve que la solución general se parte en dos series independientes que 
se escriben 



SOLUCION EN SERIE DE LA E'CUACION DE SCHRODINGER 805 

(H-15) 

Las razones ªi+2/a1 están dadas por la relación de recurrencia. La primera serie 
es una función par de u y la segunda es una función impar de esta variable. 
La razón por la que (H-7) no se puede resolver directamente mediante la 

· aplicación de la técnica de series de potencias es que ésta conduce a una relación 
de recurrencia que contiene más de dos coeficientes. Esto lo puede demost rar el 
estudiante de inmediato aplicando la técnica. Si intenta escribir una ecuación 
análoga a (H-15), verá que la técnica falla ya que en una ecuación que contiene 
una segunda derivada sólo pueden existir dos constantes arbitrarias en su 
solución. Se pudo superar la dificultad transformando el problema por el de 
resol ver (H-12). Esencialmente el mismo truco tiene éxito para las ecuaciones 
dife.-en ciales que surgen en la ecuación de Schrodinger independiente de l tiempo 
para el potencial de Coulomb. V(r) ex: r - 1 , de un átomo con un e lectrón. 
Existen otros potenciales para los cuales el truco no funciona y no existe 
solución analítica. Por supuesto, cualquier potencial se puede tratar por las 
técnicas numéricas del apéndice F. 

Para un valor arbitrario de /J/a., tanto la serie par como la impar (H- 15) 
contendrán un número infinito de términos. Como se verá, esto no conduce a 
eigenfunciones aceptables. Considérese ambas series y evalúe la razón de los 
coeficientes de potencias sucesivas de u para l grandes. Esto da 

ª1+2 -
(/J/a. - 1 - 2/) 2/ 2 
(/ + J)(/ + 2) ~ /2 - 7 

Comparándola con la misma razón para la expansión en series de potencias de 
la fun ción e«:, que es 

u4 116 111 u L+l 

euz = J + u2 + 21 + 3 ! + ... + (//2) ! + (//2 + 1) ! + ... 

Para l grandes, la razón de los coefi cien tes de potencias sucesivas de u es 

1 /(//2 + 1) ! (//2) ! (//2) ! 1 1 2 

J /(//2) ! = (//2 + l)l = (//2 + 1)(//2)! = //2 + 1 ~ / /2 
=-

Las dos razones son la misma. Lo que significa que los términos de las potencias 
altas en las series para e"2 pueden diferir de los términos correspondientes en 
las series pares de H (u) por no más que una constante multiplicativa K. Sólo 
pueden diferir de los términos en las series impares de H(u) por II veces otra 
constante K: Pero para 1111 - ro , los términos de las potencias bajas en u no 
son importantes para la determinación del valor de cualesquiera de estas series. 
En consecuencia, se conclu ye que 

Según (H-11), las so luciones a la ecuación de Schrodinger independiente del 
tiempo son 

Entonces, si las seri es de H (11) contienen un número infinito de términos, e l 
comportamiento de estas soluciones para 1111 - -1.) es 
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Pero esto aumenta sin límite conforme lul -+- co. que no es un comporta­
~iento aceptable para una eigenfunción. Sin embargo, se pueden obtener 
eigenfunciones aceptables para ciertos valores de (J/<x. En cualesquiera de ellas 
se hace la constante arbitraria a0, igual a cero. Entonces se fuerza a que la serie 
restante de H(u} termine, haciendo 

{l/rt. = 211 + J 

donde 

11 = J , 3, 5, .. . 

11 = O, 2, 4, .. . 

(H-16) 

si a0 = O 

Sl O¡ = 0 

o,. (H-14) es obvio que este escog1m1ento de (J/r1. ocasionará que la serie 
te rmine en el n-ésimo término ya que se tendrá, para I = 11 

(11/rx - 1 - 111) (211 + 1 - 1 - 211) 
ª 11 1 2 = - (11 + 1)(11 + 2) ª 11 = - (11 + 1)(11 + 2) ª 11 = O 

Los coeficientes u,, f 1, a,, .1 n• a,t-1 8 , ••• también serán cero ya que son proporcio­
nales a a,1 , 2• La solución resultante H 11 (u) son polinomios de orden u llamados 
polinomios de Hermite. Cada 1-1,,(u) se puede evaluar de (H-15) calculando los 
coeficien tes a partir de la relación de ocurrencia con PI(/. dado por (H-16) para 
e l valor de n correspondiente. En la tabla 6-1 se pueden ver los primeros 
polinomios de Hermite . Estos son factores que multiplican A,,e- 11212 (En cada 
caso la constante arbitraria a0 o a 1 se ha escogido de tal modo que los 
coeficien tes de cada potencia de u se puedan escribir como enteros simples) . 

Para las so luciones en polinomios a la ecuación diferencial de Hermite (H-12), 
las eigenfunciones correspondientes 

(H-17) 

tendrán siempre el comportamiento aceptable yéndose a cero conforme !ul -~ :n . 

La razón es que, para 1111, grandes la función exponencial e_,,z¡2 varía 
mucho más rápidamente que e l polinomio H ,,(11) que domina completamente 
el comportamiento de las eigenfunciones . 
Evaluando (/. y /J de (H-4) se obtiene inmediatamente de (H-16) 

'2111E r, 2E 2E 
----- =-- =- =211 + 1 

/í2 2 7T/II IJ 2 7rf¡,. /111 

o 

11 = o, 1, 2, 3,... (H-18) 

Estos son los eigenvalores del potencial de oscilador armónico simple expresados 
en término de su frecuencia de oscilac ión clásica. 



Apéndice 1 

El laplaciano y los 
operadores de impulso 

angular en coordenadas 
polares esféricas 

El operador Laplaciano 

El operador Lap)aciano v2 que aparece en la ecuación de Schrodinger 
tridimensional, está definido en coordenadas rectangulares 

(1-1) 

Aquí se muestra la manera de transformar el operador a !a forma que toma en 
coordenadas polares esféricas, que es 

v2 = - - r2 - + - + - sen fJ -1 a ( a ) 1 02 1 a ( o ) 
r 2 or dr r2sen2 O o<p2 r 2 sen O oO iJO {1-2) 

La forma más directa de llevar a cabo la transformación es hacer aplicaciones 
repetidas de la "regla de la cadena" de la diferenciación parcial. Este es un 
procedimiento tedioso. Pero el primer término de (1-2) se puede obtener sin 
mucho tedio considerando un caso en el cual el laplaciano opera sobre una 
función tJJ = tp(r) de la coordenada radial solamente. En este caso, las derivadas 
en los dos últimos términos de (1-2) dan cero y se tiene 

V2tp = - - r2-1 a ( ºVJ) 
r2 or or 

Esta expresión se obtendrá de 

que es el laplaciano (1-1) a coordenadas rectangulares, operando sobre tp(r). 
Para hacer esto, se utiliza la relación 

r = (x2 + y2 + z2)1/2 

que conecta las coordenadas rectangulares y las polares esféricas (véase figura 7. 
2) 

Evaluando 

807 
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ihp ar a1P X X a,p 
éJ:r; = ax -ar- = (x2 + y 2 + z2)ll 2 ar = ; ar 

y 

a2tp o (X º'P) ox (1 av,) + x !_ (! Otp) 
ax2 - ax r or - ox r or ox r or 

a2,p 1 av, ar a ( I av,) 
ax2 r ar + X ax or r ar 

o2,p _ 1 o,p + x2 a ( I a,p) 
iJx2 r or r or r or 

Similarmente, las derivadas de y y z son 

a2,p - I av, + y2 a (1 ºV') 
üy2 r or r or r or 

y 

o
2

tp 1 º'P z
2 a ( 1 º"") 

oz2 - r or + r or r or 

Sumando estas tres expresiones, se obtiene 

'iJ2v, = ~ éJtp + (x2 + y2 + z2) !_ (.!. ºV') 
r or r or r or 

o 

'iJ2tp = ~ ºV' + r !_ (~ º"") 
r ar or r ar 

Obsérvese que la expresión anterior se reduce a 

v21P = ~ otp + r ( - 2_ arp + ! a2"") 
,. or r2 01' r or2 

o 

2 º1P a
2
"' "iJ2'1/J =-- +-

r or or2 

Obsérvese también que el primer término de (1-2), esto es 

'iJ2v, = _ _ r2 _ 1 a ( ºV') 
r2 ar or 

se reduce a 

o 

Una comparación muestra que la expresión que se obtuvo es idéntica al primer 
término de (1-2). El segundo y tercer términos se pueden obtener tomando 
'1/J = ,p(<p) y a continuación V' = 'P(O). 

Los operadores de impulso angular 

En coordenadas rectangulares los operadores para las tres componentes del 
impulso angular orbi tal son 
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(l-3) 

Cuando se transforman a coordenadas polares esféricas estos operadores toman 
las formas 

La: = in (seo <p ª
0 

+ cot 8 cos cp .!.._) 
· ori a o<p 

L 110ri = iñ ( -cos <p aªB + cot e sen <p 0°'P) 
a 

L = -i!i-
zori o<p (1-4) 

Tomando como ejemplo Lz
011 

que es el caso más simple, se mostrará que estas 
expresiones son equivalentes. Para hacerlo se usarán las relaciones 

X = r sen (J COS <p 

y = r sen O sen <p 

z = reos O (1-5) 

que conectan las coordenadas rectangulares y polares esféricas (véase figura 7 -
2). 

Es más fácil si se empieza por aplicar la regla de la cadena y obtener 
otp/ o<p 

De (1-5), se tiene 

Entonces, 

av, iJtp ax otp ay a'I/J az 
---+--+--

iJcp - iJx aq, ay iJ<p i}z iJ<p 

ax 
- =-rsenfJsen<p = -y acp 

ay 
= r sen O cos <p = x 

o<p 

oz 
=0 arp 

a 11, avi iJtp 
= -1¡- + x-

iJ<p • a.'C oy 

Como ecuación entre operadores, queda 

a a a 
- = -y- + x­
o<p ax ay 

que verifica la equivalencia de las dos formas de Lz expresadas en (1-3) ~ (I-on 
4). Se puede hacer cálculos similares para Lxc:,

1
, y L110 P . 

En coordenadas rectangulares, el operador para el cuadrado de la magnitud del 
impulso angular orbital es 
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L 2 _ L 2 + L 2 + L 2 
op - Xop Vop zop 

(I-6) 

Elevando al cuadrado L«or,• L 110P y L zop y sumando se encuentra, después de 
algunas manipulaciones de las funciones senoidales que 

2 [1 º( º) 1 iJ2] 
L O]) = - ñ

2 
sen o iJO sen 8 iJO + sen2 8 or (1-7) 

Obsérvese la relación entre (1-7) y los dos últimos términos de (1-2). Esto forma 
la base de una forma alternativa para obtener estos términos, que se pueden 
encontrar en los libros de matemáticas. 



Apéndice J 

La precesión 
de Thomas 

El efecto relativista que introduce e) factor 1/2 en (8-25) para )a energía 
potencial debida a la orientación spin-órbita se llama precesión de Thomas. No es 
difícil entenderlo si se mantiene la geometría Jo suficientemente simple. Para 
este propósito, suponga que e) electrón se mueve alrededor del núcleo en una 
órbita de Bohr ci rcular, como se muestra en la figura J-1. La figura muestra la 
situación como vista por un observador en e) sistema en reposo xy, fijo en el 
n6cleo. El electrón está momentáneamente en reposo en e) sistema x1y1 en el 
instante t 1 y momentáneamente en reposo en e) sistema X2Y2 en un instante 
ligeramente posterior t 2 • Tanto de x1y1 según los ve un observador en x1y1. 

No obstante, se mostrará que e) observador en xy ve )os ejes de x2y 2 

ligeramente girados con relación a sus propios ejes. Ve los ejes del sistema x3y 3 

aún más girados etc. Entonces, observa que e) conjunto de ejes en el cual el 
electrón está instantáneamente en reposo está precediendo, en relación a su 
propio sistema de ejes, conforme e) electrón revoluciona en torno a) núcleo aún 
cuando los observadores instantáneamente en reposo con relación a) electrón 
sost ienen que cada conjunto de ejes xn+tYn+J es paralelo al conjunto prece­
dente Xn. Utilizando una secuencia de sistemas de referencia en los cuales el 
electrón está momentáneamente en reposo y cuyos movimientos relativos entre 
ellos -sean a velocidad constante y con relación al sistema xy, se puede aplicar la 
teoría especial de la relatividad al problema aún cuando el electrón está acelerado 
respecto al sistema xy. 

La figura J-2 muestra X'IJ, x1y1 y x2y 2 desde el punto de vista .:lel observador 
en x1y 1 • Puesto que el electrón se está moviendo con velocidad v relativa al 

FIGURA J-1 
Sistemas de referencia utilizados para calcula r 
la precesión de Thomas. 

811 

y 

L. 
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FIGURA J-2 
Sistemas de referencia utilizados para 

calcular la precesión de Thomas, visto 
el sistema X 1Y 1 • 

Y2 

YI + 
Y du 

'-------x 

núcleo, los ejes xy se mueven con velocidad - v en la dirección negativa del 
eje x1 con relación a x1y1 • Visto desde x1y1 el electrón se está acelerando 
hacia el núcleo con aceleración a en dirección positiva del eje Y1 Si el intervalo 
de tiempo (t2 - t1) es muy pequei'io, el cambio eñ velocidad del electrón en es­
te intervalo es 

dv = a(t2 - t 1) = adt (J-1) 

y ésta será la velocidad de x 2y 2 vista por x1y1 . Ahora utilizando las ecuaciones 
de transformación relativistas para la velocidad del apéndice A para evaluar los 
componentes de u0 , la velocidad de x 2y 2 vista por xy. Esto produce 

u = 
ª"' 

d va. - vR: O +v 
= ----- =v 

v~dva. -v · O 
t --c2- 1 c2 

Utilizando las mismas ecuaciones de transformación para evaluar las componen­
tes de u b, la velocidad de xy vista por x 2y 2 , se tiene 

-vJ1 -d;2 

r-;¡;2 
dv · O - -v ,J 1 - ~ 

1-~ 

Enseguida, calculando el ángulo entre el vector u
0 

el eje x del sistema xy. Esto 
es 

dv 1 __ J-v2 

c2 

V 

El ángulo entre el vector u b y el eje x del sistema x2y 2 es 
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La figura J-3 muestra los sistemas x 2y 2 y xy desde el punto de vista de xy. 
Debido a la equivalencia de los sistemas inerciales, "ª y ub serán opuestas en 
dirección. Puesto que los ángulos entre los ejes x y los vectores velocidad relativa 
no son los mismos, el sistema x2y 2 aparece girado con relación al sistema xy. El 
ángulo de rotación es 

_ dvJ 1 _ v
2

) 
V c2 

Como dv es una diferencial, se debe despreciar dv2/c2 y obtener 

dv( J v2) dO = -¡;- 1 - 1 - 2 

Como la velocidad de un electrón en un átomo de un solo electrón es relati­
vamente pequef'ia comparada con la velocidad de la luz v2/c2 « 1. (Esto 
también es cierto para los electrones causantes del espectro óptico en otros 
átomos). Entonces se puede obtener una excelente aproximación de dfJ ha­
ciendo un desarrollo binomial de la raíz cuadrada manteniendo solo los dos 
primeros términos. Esto es 

dv v2 v dv va dt 
= 2vc2 = 2c2 = 2c2 

donde se ha evaluado dv de (J-1). Los ejes en los cuales el electrón está 
instantáneamente en reposo preceden con relación al núcleo, con la llamada 
frecuencia de Thomas. 

dO va 
WT = dt - 2c2 

FIGURA J-3 
Ilustración exagerada de la prece­
sión de Thomas. 

y 

Y2 
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Una i.r-spección a las figuras verificará que el sentido de precesión está dado por 
la ecuación vectorial 

wT=- - vxa 
2c2 0 -2) 

Con relación a los sistemas en los cuales el electrón está en reposo, su momento 
dipolar magnético de spin precede en el campo magnético que experimenta a la 
frecuencia de Larmor w. Pero estos sistemas también preceden con frecuencia 
w T relativa al sistema nuclear en reposo. Consecuentemente el momento 
dipolar se ve que precede con frecuencia angular 

(J-3) 

Utilizando una ecuación análoga a (8-14) más (8-24) y evaluando g s y µb, se 
tiene 

g µ 2eñ e 
(J.)= - ~ V X E= - -- V X E= - - V X E 

c21i 2mc2tz mc2 
(J-4) 

Para evaluar wT en términos similares, se usará la ley de Newton para expresar 
la aceleración del electrón como función del campo eléctri co a = F/m = -eE/m. 
Con lo cual (J-2) conduce a 

e 
"'T = 2mc2 v x E (J-5) 

Entonces, la frecuencia de precesión en el sistema nuclear en reposo es 

w'= 
e e e 

--v X E+ --, V X E= --- V X E 
mc2 2mc2 2mc2 (J-6) 

Comparando (J-4) y (J-6) se ve que el efecto de transformar la frecuencia de 
precesión del dipolo magnético de spin, de los sistemas a los cuales e l e lectrón 
está en reposo, al sistema normal en el cual el núcleo está en reposo, es reducir su 
magnitud por exactamente un factor de 1/2. Lo mismo ocurre para la energía 
potencial de orientación óE ya que la magnitud de la cantidad es proporcional 
a la magnitud de la frecuencia de precesión w. Esto se puede ver de ecuaciones 
análogas a (8-13) y (8-14) 

y 

óE = - µ
8 

• B = g sµb S . B 
li 

w =gsPb B 
li 

Con lo que se completa la verifi cación del factor 1/2 en (8-25). 



Apéndice K 
• • • pr1nc1p10 El 

exclusión en 
acoplamiento 

de 
e l 
LS 

Si u n átomo contiene dos o más e lectrones que tienen valores comunes de los 
números cuánticos n y l, por estar en la misma subcapa, e l principio de 
exclusión les impone restri cciones sobre los posibles valores de los demás 
números cuánticos. En la aproximación de Hartree, estos son los números 
cuánticos m¡ y 111

11 
de cada electrón. En este caso, el principio de exclusión 

establece simplemente que dos electrones no pueden tener el mismo conjunto de 
los cuatro números cuánticos. En el acoplamiento LS, los númer os cuánticos 
que se utilizan para cada electrón , además de n y l, son /', s', j', 111;. Estos 
números cuánticos especifican el modo en que los electrones interactúan en el 
acoplamiento LS. Las restricciones impuestas sobre los posibles valores de estos 
números cuánticos para e l principio de exclusión son más complicadas pero se 
pueden determinar como sigu e. 

Trabajando primero en la aproximación de Hartree, los va lores posibles de 1111 

y 11111 se ut ilizan para dete rminar los valores posibles de los números cuán t icos 
mí. m;, m1 , y de estos se de terminan los valores posibles de /', s' , j', 1111 . 
A pesar de que en el acoplamiento LS las componen tes x de L' y S ', que están 
especificadas por mí y m;, se modifi can por las interacciones residual de 
Coulomb y spin-orbita L', S' , J', J; no se modifican . Por lo tan to, las restric­
cion es que se encuent ran en la aproximación de Hartree tocante a los n úmeros 
cuánticos asociados /', s', }', mi, también se aplican a l acoplamien to LS. 

Como ejemplo se determinarán los números cuánticos de l acoplamiento LS 
que satisfacen el princ ipio de exclusión pa ra dos electrones en la subcapa 2p. 
Refi ri éndonos a la tabla K-1, se en listan primero todos los posibles conjuntos de 
valores de 1111 y "'s para los dos electrones, los cuales satisfacen el principio de 
exclusión . Existen 15 diferentes conjuntos de 111 1 y ms para los dos electrones 
que satisfacen e l principio de exclusión , y un número de otros, tales como 
11111 = + 1, 111$

1 
= + 1/2, miz = + 1, m H2 = + 1/2, que están excluídas porque 

lo violan . Para cada conjunto se evalúan los valores correspondientes de los 
números cuánticos mí, m;, 1111 a partir de las r elacion es 111, = 111 11 + 11112, 111; 

= m$
1 

+ 111
82

, mj = mí + m;, que representan las componentes z de las ecua­
ciones de suma del impulso angula r (10-6), (10-8) y (10-10). 

Ahora, el problema es iden tificar los estados cuánticos permitidos especifi ­
cados en la tab la K-1 en términos de mí, m~. 111'¡, con la especificación de estos 
estados en términos de f', s', j ' . Se empieza u tilizando (10-14) que repre­
senta otros requisitos de conservación del impulso angu la r . Haciendo 

815 
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TABLA K-1. Números cu6nticos posibles para una configuraci6n np2• 

Renglón m,t '"ª1 n1,2 111sa 111¿ 111; ' 111 j 

1 +l +1/2 +l - 1/2 +2 o +2 
2 +1 +1/2 o + 1/2 +1 +1 +2 
3 +l +1/2 o -1/2 +l o +l 
4 +1 +1/2 -1 +1/2 o +1 +1 
5 +1 +1/2 -1 - 1/2 o o o 
6 +l -1/2 o -1/2 +1 -1 o 
7 +l - 1/2 -1 + 1/2 o o o 
8 +l -1/2 - 1 - 1/2 o -1 -1 
9 o +1/2 +1 -1/2 +l o +l 

10 o +1/2 o - 1/2 o o o 
11 o +l/2 -1 +1/2 - 1 +l o 
12 o +1/2 - 1 -1/2 . - 1 o - 1 
13 - 1 +1/2 o - 1/2 - 1 o - 1 
14 -1 + 1/2 -1 -1/2 -2 o -2 
15 -1 - 1/2 o -1/2 - 1 -1 -2 

/ 1 = / 2 = l , se encuentra que las combinaciones posibles de I', s' , j', 
expresadas en notación espectroscópica son como sigue 1So, 1

P1, 
1 D2, 3Si, 3P 0 , 

3 3 3D 3D 3D TI 3D Lo d 3 l' . . d' Pi, P2 , 1 , 2 , 3 . 1e 3 s esta os D3 se e 1mman mme 1atamente ya 
que para estos estados habrá mí valores de +3 y -3, pero se ve que no están 
en listados en la tabla K-1. Puesto que no existen estados 3 D3 , no pueden 
existir estados 3 D 2 ó 3 D 1 , todos estos estados K-2 tabla K-1 corresponden a 
vectores S ' y L' de la misma magnitud en el mismo multiplete y aparecen o 
caen juntos. Ahora, el renglón número 1 en la tabla establece que debe haber 
estados con s' 2. O y /' 2. 2, ya que m~ = -s' , ... , s ' y m~ = - / ' , ... , /'. 

Estos requisitos se pueden satisfacer sólo por los estados 1 D 2 • Existen cinco de 
esos estados que corresponden a los cinco valores m; = -2, -1, O, 1, 2. El 
renglón número 2 establece que deben existir estados con s' 2. l y /' 2. 1. 
Esto requiere la presencia de los estados 3P 0 , 3P1 , 3P 2 • Para 3P0 

existe un estado corresponmdiente a 1111 = O. Para 3P1 hay tres estados que 
corresponden a 111'; = -1, O, l. Para 3P 2 hay cinco correspondientes a 
1111 = - 2, - 1, O, 1, 2. El número de estados que se han identificado son 
5 + I + 3 + 5 = 14. Sólo falta un estado simple y debe ser un estado con 
n,; = O ya que se han utilizado todos los otros valores m'; de la tabla. Entonces 
es obvio que éste será el estado cuántico simple 1s0 . 

Se ha encontrado que en la aproximación de Hartree los únicos estados 
cuánticos posibles para dos electrones con la configuración 2p2 son aquellos 
asociados con los símbolos 1S0 , 1D 2 , 3P0 .1, 2. Esto es igualmente cierto para una 
configuración 11p2 con cualquier n. Puesto que estas restricciones están 
expresadas en términos de los números cuánticos /' , s', j', también son 
válidas en el acoplamiento LS. Observe que estos resultados están de acuerdo 
con los estados presentes observados en el diagrama de niveles de energía del 
6C de la figura 10-8. 

Como segundo ejemplo considere seis electrones en la misma subcapa p, estp 
es, considere la configuración 11p6 , con cualquier 11. La tabla K-2 en li s ta los 
estados cuánticos permitidos para este caso en analogía con los en listados para la 
configuración np2 , pero en este caso la tabla sólo tiene un renglón. Obvia­
mente, el renglón es el estado simple 1S0 • Por supuesto que seis electrones 
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TABLA K-2. Números cuónticos posibles paro uno configuración np6• 

Renglón 1ni1 ms, m12 m s2 ,nt3 111ss 111 L4 llls, ,,,, 
5 

lllss "\i lllse mí 111; 

1 + t +J/2 +1 - 1/2 o + 1/2 o - 1/2 - 1 +1/2 - J - 1/2 

representan el número máximo que pueden ocupar una subcapa p. Entonces se 
concluye que cuando esta subcapa está llena su impulso angular de spin total, su 
impulso angular orbital total y el impulso angular total son cero. Además, es 
evidente que se obtendrá la misma conclusión para cualquier subcapa completa­
mente llena. La conclusión queda confirmada por e l análisis del espectro óptico 
de los átomos de los gases nobles. También ocurre que si una subcapa completa­
mente llena no tiene spin neto o impulso angular orbital, no puede existir 
momento magnético ct1polar neco . .8sto queda confirmado por los experi menLos 
Stern-Gerlach con átomos de gases nobles. 

La Tabla K-3 enlista los estados cuánticos permitidos por el princ ipio de 
exclusión para a lgunas configuraciones que contienen varios electrones en las 
misma subcapa. Cada símbolo proporciona los valores /' y \"' de un multiplete 
permitido. A partir de (10-13) y (10-14) es posible dete rminar, en términos de /' 
y s' , todos los valores posibles de j ' y m; para los estados de este multiplete. 
Los renglones están dados para configuraciones que van desde ningún e lectrón 
en la subcapa hasta el número máximo de electrones consistente con el principio 
de exclusión. Para cero electrones / ' = s' = j' = O, lo cual está descrito por 
e l símbolo 1S0 . Para un electrón en cualquier subcapa s' = 1/2, y los estados 
permitidos son necesariamente 2S112 , ó 2P112 ,312 • Los estados permitidos 

o 

TABLA K-3. Números cu6nticos posibles poro configuraciones que contienen varios 

electrones en la misma subcapa. 

ns0 is 
11s1 25 

ns2 IS 

11pº 1s 
npl 2p 

np2 is, iD ªP 
11p3 2p, 2D 4S 

np4 is, ID ap 

11pf> 2p 

np6 LS 

11d0 lS 
nd1 2D 

nd2 1s, io, ic 3P, 3F 
11d 3 2D, 2p , 2D, 2F, 2c, 2H o1p, 4F 

nd4 1s, 1D, ic, 1s, 1D. ic, 1H, 11 3p, ªF, 3p , 3D, 3F, 3G, 3H 

o 

nd5 2D, 2p, 2D, 2F, 2c, 2H, 2s, 2D, 2F, 2c, 2¡ 11p , 4F, 4 D, 4G 

nd6 1s, 1D, 1c, is, 1D, 1c, 1H, 11 3p, ªF, ªP, 3D, 3F, 3G, 3f1 

,u/7 2 D, 2 p , 2 D, 2 F, 2c, 2 H ip, 'F 

11d8 is, ID, ic 3p, 3F 

nd9 2D 
11dlO is 
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para otras configuraciones están determinados por los cálculos de los ejemplos 
anteriores o por cálculos similares. Los estados permitidos también se pueden 
obtener de cálculos más elegantes basados en la teoría matemática de los grupos. 
Es particularmente interesante observar en la tabla K-3 las simetrías alrededor 
de las configuraciones de subcapa semillena. El número de estados es mayor para 
esa configuración y los estados para una configuración en la cual una subcapa 
está llena, excepto por cierto número de electrones son exactamente los mismos 
que los estados para la configuración en la cual hay justamente este número de 
electrones en la subcapa. Este resultado también se puede expresar diciendo que 
·los estados permitidos para electrones son los mismos que los estados permitidos 
para agujeros, un hecho que tiene consecuencias importantes en la física del 
estado sólido, física nuclear y física atómica. Las simetrías son una demostra­
ción contundente del efecto del principio de exclusión ya que, si no fuera por él, 
el número de estados aumentaría monótonamente conforme aumentara el 
número de electrones en la subcapa. 



Apéndice L 

Referencias 

Bibliografías incluy endo un comentario breve que caracteriza cada una de ellas. 

G e n eral 

Fundamentals of Modem Physucs, por R. Eisberg, W iley, Nueva York, 1961. 
(Tratamien to de la mecán ica cuántica similar al de este libro, pero más extenso 
y a un nivel un poco más alto; cobertura de otros tópicos restringidos en esta 
obra). 

lntroduction to Modem Physics, por F. Richtmyer , E. Kennard, y J. Cooper (Sexta 
ed.), McGraw-Hill , Nueva York, 1969. (Comparable en cobertura y nivel a este 
libro). 

Principies of Modem Physics, por N. Ashby y S. Miller , Holden-Day, San 
Fran cisco, 1970 . (Comparable en cobertura y nivel a este libro). 

l ntroduction to Modem Physics, por J. McGer vey, Academic P ress, Nueva York, 
1971. (Comparable en cobertura a este libro; la mecánica cuántica se trata a un 
nivel un poco más alto). 

R e la tividad 

lntroduction to Special Relativity, por R. Resnick, W iley, Nueva York, 1968. 
(Contiene una represen tación geométrica del espacio-tiempo y un tratamiento 
accesible de las consecuencias de la relatividad en la teoría elec tromagnética) . 

Mecán ica C u á ntica 

lntroductory Quantum Mechanics, por V. Rojansky, P rentice-Hall, Englewood 
Cliffs, Nueva Jersey, 1938. (Una de las introducciones más claras a la teoría de 
la mecánica cuántica). 

Basic Quantum Mechanics, por K. Ziock, Wiley, Nueva York, 1969. (Un 
desarrollo breve a un nivel a lgo más a lto que el de este libro). 

E s pectros atómicos y estructura 

A tomic Spectra and A tomic Structure, por G. Herzberg, Do ver , Nueva York, 1944. 
(Principalmente un tratamiento descriptivo). 
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Atomic Spectra, por H. Kuhn, Academic Press, Nueva York, 1962. (Una discu­
si6n detallada de los espectros y su interpretaci6n) . 

Estadistica clásica y cuántica 

Statistical and Thermai Physics, por F. Reif, McGraw-Hill, Nueva York, 1965. 
(Un desarrollo completo del tema) . 

. Espectros moleculares y estnactura 

Ekments of Diatomic Mokcular Spectra, por H. Dunford, Addison-Wesley, 
Reading, Massachusetts, 1968. (El tratamiento más elemental y extenso 
disponible). 

Sólidos 

Ekmentary Solids State Physics, por C. Kittel, Wiley, Nueva York, 1962. (Apro­
ximadamente al mismo nivel de este libro pero con una cobertura de los 
sólidos mucho más amplia) . 

Physics of Solids, por C. Wert and R. Thomson, McGraw-Hill, Nueva York, 1964. 
(Orientado hacia la metalurgia). 

Núcleos 

lntroduction to Nuckar Physics, por H. Enge, Addison-Wesley, Reading, Massa­
chesetts, 1966. (Una cobertura muy completa del experimento y teoría 
aproximadamente al mismo nivel que en este libro}. 

Concepts of Nuckar Physics, por B. Cohen, McGraw-Hill, Nueva York, 1971. 
(Contiene un tratamiento particularmente completo de los modelos de capas y 
colectivo aproximadamente al mismo nivel que este libro). 

Partículas elementales 

/ntroduction to High Energy Physics, por D. Perkins, Addison-Wesley, Reading, 
Massachusetts, 1972. (Discute los aspectos te6rico y experimental de las 
partículas elementales a un nivel ligeramente superior al de este libro y con 
mucha mayor amplitud). 

Desarrollos recientes en la 6 sica cuántica 

El estudiante puede enterarse de los desarrollos más recientes en la física 
cuántica en una forma relativamente fácil leyendo los artículos de divulga­
ci6n, pero técnicamente adecuados, que aparecen en casi todos los números de 
las revistas Pbysics Today y Scientific American. Están disponibles en la 
mayoría de las bibliotecas. 



Apéndice M 

Respuestas a 
problemas 

seleccionados 

Respuestas para aproximadamente la mitad de aquellos problemas que no están 
resueltos. 

Capítu lo 1: 

Capítulo 2: 

Capítulo 3: 

Capítulo 4: 

Capítu lo 5: 

Capítu lo 6: 

Capítu lo 7: 

Capítulo 8 : 

( 1) 4830 A (4) 7.53 W (5a) 4 .1 x 109 kg/seg (5b) 6.4 x 10- 14 

(10b) 28 1°K (14a) 2.50 (14b) 2.14 ( 14c) 1.00 

( la)no ( l b)5400 A (5a)6.6 x 10- 34 joule-seg (5 b)2.3 eY 
(Se) 5400 A (10) 3.6 x 10- 17 W ( 12) 1.2 x 102º Hz, 0.024 A, 
2.7 x 10- 22 kg-m/seg (16a)0.027 A,0.057MeV (16b)0.060A, 
0.3 1 Me V (20) 2.64 x 10-s A (25a) 2.02 Me Y (25b) 29.6 % 

(Ja) J .66 x 10- 35 m (3a) 3.31 x 10- 24 kg-m/seg, 3.31 x 
10- 24 kg-m/seg (3b) 0.5 11 MeV, 6.2 1 keV (3c) 37.6 eV, 
6.21 keV (7) 2.5 x 10- 17 m ~ 10- 2 x (radio nuclear) (1 J) 
() fo16n /O<'lect, = 5.1 ( 16a) 3.98 X 102 Á (16b) 3.98 X 106 Á 
( 16c) 3.98 x 1010 A (22a) ,..._.¡ eV (22b) .-....10 MeV (22c) 
,-...,Q.1 MeV (23) .......,10- 3 eV 

(6) 15.8 x 10- 15 m (9a) 4 170 cuentas/hr(9b) 11 cuentas/hr 
(12)FgravfFc1ect ,..._. ¡0- 40 (16) l3.46eV, 7. 18 X 10- 21 kg-m/sec, 
923 A, 4.29 m/seg, ( 19a) 1 (19b) 0.529 A (J9c) 1.05 x 
10- 34 kg-m2/seg (19d) 1.99 x 10- 24 kg-m/seg (19e) 4.14 x 
1016/seg (19f) 2.19 x 106 m/seg ( 19g) 8.25 x 10- 8 nl (19h) 
9.07 x 1022 m/seg (19i) 13.6 eY (l 9j) -27.2 eV (19k) 
-13.6 eV (25) 4.9 1 A (27) 54.4 eV (32) 2.38 A 

(4) JC/mE/1T (7a) 0. 195 (7b) 0.333 (8) 3.4 MeV ( IOa) 

J2/a (13a) 1.7/i (28) 0.4 A (3 J) 4.9 v0 

(9b) 3.05 x 10- s por protón 2.53 x 10- 1 por deuter ón (14) 
n2!i2~/2ma2 (17) 4.9v0 (25a) 2.6/i (28b) ,..._.J036 (29) 
,-...,Q.l eV 

(3) ERe :E0 :EH = 4.0016: 1.0013: l (7a) 4a0 (7b) 5a0 (9a) 
-µe4/4(41Tc0) 21i2 (9b) -µe 4/4(41Tc0) 2/i2 (16a) e ± imq, (23a) mli 

- _2 
(23b) L2 = L = (mñ)2 , so L = mñ 

(5a) (mi + 2m8 )µbB (5c) 4.4 x 104 tesla (10) j = 7/2; m¡ = 
-7/2, -5/2, - 3/2, - 1/2, 1/2, 3/2, 5/2, 7/2; y j = 5/2; 
m 1 = -5/2, -3/2,- 1/2, 1/2,3/2,5/2 (18) ón = ± 1,±3,±5 , ... 
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Capítulo 9: (14a) 2.4 (20) probable""" 7s15/146d9 (2 1a) 54 eV (21b) 54 eV (24a) 900 V 
(24b) 14 A (26a) EK(Fe) = 7.8 x 103 eV, EK(Co) = 8.5 x 103 eV 
(26b) 8.5 x 103 eV 

Capítulo 10: (4a) s' , l' , j' = 1/2, O, 3/2; 1, 2, 2; 2, 1, 3 (4b) 2S312 (14) 12 (18a) 1.4eV 
(18b) 2 x 104 tesla (18c) n o 

Capítulo ll : (6b) v111 = u.j3N0/7TA, 0 = lzu/kJ 3N0/7TA ( 10) 6.4 x 109 neut/m3 ( 12a) 5.1 x 
10- 3 (12b) 0.32 (22) 3. 1 eV (24a) /z2.A1'2/32/2,n (24b) 4' F/3 

Capítulo 12.: (1) 4.64 eV (4a) A· = 17 eV, p/R0 = 1.6 (IOa) 1/73 (IOb) 214/ 1 (13) 
2900.8 cm- 1 , 40 cm- 1 (18a) 2.49 x 1014 Hz (18b) 3.65 x 103 nt/m 

Capítulo 13: (4a) metálico (4b) covalente (semi-conductor) (4c) iónico (4d) covalente 
(aislador) (4e) molecular (6) 101º V/m ( 10) 3 e lectrones/átomo (13a) 
7.18 eV ( 13b) sin cambio (21) 8u/2 

Capítulo 14: (9a) 8.3 x 10- 5 amp/m (9b) 7.0 x 102 amp/m ,12b) 6.8 x 10- 5 ( 14a) 680 
tesla (14b) 1.7 x 10¡¡ amp/m (14c) 1.2 x 103 joule 

Capítulo 15: (3a) 5.8 x 10- 37 MeV (3b) 0.72 MeV (7a) 5.95 MeV (lOa) 23.8 MeV 
(!Ob) 0.48 MeV (12a) 2.8 MeV (12b) 3.4 F (14a) 7.3 MeV (14b) 14.3 MeV 

Capítulo 16: (4) (I - e- Rt)!/R (7a) 4.0 x 109 yr (7b) 22 g (7c) 1.2 x 10-s g (9a) 
3.9 x 104 m/seg ( l la)permitidas,Gamow-Telle r ( l l b) pe rmitida 10- 6 supre­
sión (l l c) permitida Fermi o Gamow-Teller (l ld) prohibida, 10- 3 supresión 
(20) 78° (23) 3 X JQ-5 

Capítulo 17: (8a) 10 (8b) 33° (12a) 5 x JO seg (12b) (12c) 4 (15) 6m0 c2 = 
5360 Me V ( 16a) .-....10- 43 cm2 ( 16b) .-....101s cm 



Apéndice N 

Constantes usuales y 
factores de conversión 

Se reportan con el número de cifras significativas utilizadas en el texto. 

Velocidad de la luz e n e lvacío 
Magnitud de la carga del e lec-
1 rón. 

Constan te de Planck 

Constante de Boltzmann 

Número de Avogadro 
Constante en la ley de 
Coulomb 

Masa en reposo del electrón 
Masa en reposo del protón 
Masa en reposo del neutrón 
Unidad de masa a tómica (C12 = 12) 

Magnetón de Bohr. 

Magnetón nuclear 

Radio de Bohr 
Energía de Bohr 

Longitud de onda de Comp­
ton para el electrón 
Constante de estructura fina 
kTa temperatura ambiente 

1 eV = 1.602 x 10- 10 joule 

e = 2.998 x 108 m/seg 
e = 1 .602 x 10- 10 cout 

/i = 6.626 X I Q- 34 joule-seg 
/i = h/2rr = 1.055 x I O 3

·1 joule-sf'g 
= 0.6582 x 10- 15 eY-seg 

k = 1.38 1 x 10- 23 joule/º K 
= 8.617 x 10- 5 eV/º K 

N 0 = 6.023 x 1023/ mol 
l/4 rrE0 = 8.988 x 109 N - m2/coul2 

111., = 9. 109 X 10 31 kg = 0.5110 MeV/c2 

m 1i = 1.672 X 10 27 kg = 938.3 McV/c2 

11111 = 1 .675 x 10- 21 kg = 939.6 MeV/c2 

11 = J.661 x 10 27 kg = 931.5 MeV/c2 

¡,,, = eli/2111, = 9.27 x 10 24 A.n,2 (o 
joule/tesla) 

l'n = eft/2m,> = 5.05 x 10- 21 A. m 2 (o 
joule/tesla) 

a 0 = 4rrE0ti2/mee2 = 5.29 x I O 11 m = 0.529 Á 
E,= -mce4/(4rrE0)22ti2 = -2. 17 X 10- •H 

joule= - 13.6eV 
Ar· = hf mcc = 2.43 X I O 12 111 = 0.0243 Á 

a= e2/4rrcofic = 7.30 X 10 3 ~ 1/ 137 
k300° K = 0.0258 eV ,.._, 1 /40 eY 

l A = 10- 10 m I F = 10- 15 m 
1 joule = 6.242 x 1018 eV 

1 barn (bn) = 1 O 211 1112 
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Absorción estimulada, 457 
Absorción, estimulada, 458 

espectros de , 129 
umbral de, 399 

Absortividad, 23 
Abundancia isotópica, 497, 507 
Abundancia nuclear, 603 
Acción, 144 
Acoplamiento JJ, atómico, 416 

nuclear, 619 
Acoplamiento LS, 415 

principio de exclusión en el, 815 
reglas de selección para el, 424 

Acoplamiento Russell-Saunders, 415 
Actínidos, 391 
Aleación de Heusler, 573 
Afinidad electrónica, 392 
Agujero, en banda llena, 538 

y el positrón, 70 
y los espectros de rayos-X, 395 

Aislante, 521 
Alcalinos, 391 

espectro de los, 408 
Alternación de intensidades; 587 
Anchura de línea, 103 
Anchura de línea neutral , 103 
Anchura de los ni veles de energía, 665 
Anchura de nivel, 695 
Angulo sólido, 125 
Aniquilación, 67 
Aniquilación de pares, 67 
Antiferromagnetismo, 577 
Antineutr ino, 647 

detección del, 657 
Apareamien to, en el enlace covalente, 492 

en núcleos, 620 
en supercondu ctividad, 560 

Atenuación exponencia l, 71 
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Indice 

A tomo con un electrón, eigenf unciones del, 289 
ecuación de Schrodinger. para el, 283 
eigenvalores del, 286 

Atomo muónico, 138 
Atracción de Van der Waals, 516 
Autoconsistencia, 375 

Balance detallado, 444, 724 
Banda aislada, 521 
Banda de conducción, 522 
Banda de energía, 518 
Banda de valencia, 522 
Banda parcial, 573 
Banda permitida, 519 
Banda prohibida, 519 
Banda de cond ucción , 522 

anchura de, 527 
de valencia, 522 
espectros de, 501 
teoría de, 517 

Barión, 730, 737 
Barra de control, 687 
Barrera centrífuga, 297 
Barrera de potencial, 240 
Bombeo óptico, 461 
Bosón, 364, 442 
Bosón intermedio, 727, 732 
Brecha de energía, 563 
Bremsstrahlung, 64 

Cálculo de Fock, 377 
Calor específico, 452 
Calor específico de Schottky, 480, 581 
Calor específico electr6nico, 473 
Campo crítico , 558 
Campo píónico , 717 
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Cantidad dinámica, 179 
Capa, 294, 380 
Capacidad calorífica, 452 
Captura electrónica, 644 
Carácter de la simetría nuclear, 504, 588 
Carácter de simetría, 365 

nuclear, 504, 588 
Catástrofe ultravioleta, 31 
Causalidad y la teoría cuántica, 107, 174 
Cavidad radiante; véase Radiación del cuerpo 

negro. 
Celda unitaria, 521 
Cen tro repulsivo, 710 
Ciclo del carbono, 691 
Ciclo protón-protón, 692 
Coeficiente de atenuación , 73 
Coeficiente de Hall 523 
Coeficien te de reflexión, 229,237 
Coeficiente de transmisión, 238 
Coeficientes A y B de Einstein , 460 
Complejo conjugado, 785 
Coudensación de Bose, 468 
Condición de dispersión de Bragg, 84, 533 
Cond uctividad, 523, 537 
Conductividad extrínseca, 539 
Condu ctividad intrínseca, 554 
Conductores, 522 
Configuración , 388 
Conjugación de carga, 733 
Conservación del número leptónico, 726 
Constan te de acoplamiento, beta, 650, 655 

electromagnética, 723 
nuclear , 721 

Constante de Boltzmann, 30 
Constante de estructura fina , 148, 723 
Constan te de P lanck, 34, 52 
Constante de Rydberg, para masa nuclear 

finita, 137 
para hidrógeno, 128 
para masa nuclear infinita, 133 

Constante de Stefan-Boltzmann, 22 
Continuidad de las eigenfunciones y sus 

derivadas, 192 256 
Cont racción de Lorentz, 759 
Conversión interna, 664 
Coordenadas polares esféricas, 282 
Corriente de recombinación, 545 
Corr ien te térmica, 545 
Corrimien to a l rojo gravitacional, 669 
Corrimiento de Compton , 55, 58 
Corrimiento de Lamb, 325, 329 
Corrimien to Doppler, y el efecto Mossbauer, 668 

relati vista, 68 
Cuantizacióu, de la acción , 144 

Je la energía; véase Cuant1zaci6n de la energía 
tlcl espacio, 323 

tlel ílujo magnético, 565 
del impulso angular del spin, 324 
de l impulso angular orbital, 130, 303 

Cuantización de la energía del átomo con un 
electrón , 132 
de radiación, SO 
ea la teoría de Schrodinger , 194 
por las reglas de Wilson-Sommerfeld, 142 
postu lado de Planck de la, 34 
y el principio de incertidumbre, 94 

Cuantización de la energía de Planck, 38, 478 
y las reglas de W ilson-Sommerfeld, 142 
y la teoría de Schroedinger , 266 

Cuan tización del ílujo , 566 
Cuant ización espacial, 323 
Cuark, 741 
Cuerpo negro, 20 · 
Cur va de estabilidad , 644 

Decaimiento al equilibrio, 640 
Decaimiento alfa, 247, 635 

energía del, 636 
Decaimiento beta, 642 

co nstante de acoplamiento del, 650, 656 
elementos de matriz para, 649 
energía del, 646 
espectros del, 649 
interacción del, 650, 656, 732; véase también 

Interacción débil 
reglas de selección para, 653 

Decaimiento beta permitido, 654 
Decaimiento beta prohibido, 654 
Decaimiento gama, 660 

reglas de selección para el, 663 
Deficiencia de masa, 600 
Degeneración, 148, 288 

de eigenfunciones atómicas en un campo 
aplicado, 44 
para el potencial de Coulomb, 387, 614 
por intercambio, 359 

Degeneración de un gas, 467 
Degeneración por intercambio, 359 
Demagnetización adiabática, 580 
Densidad de carga, atómica, 292, 378 

nuclear, 593 
Densidad de carga nuclear, 593 
Densidad de estados, en una banda, 527 

para una partícula libre, 524 
y la masa efecti va, 537 

Densidad de masa nuclear, 595 
Densidad de probabi lidad , 170 

radial , 292 
Densidad de probabilidad radial total, 379 
Dependencia co n el s pin del potencial 

nucleónico, 705 



Derivuda parcial, 161 
Desdoblamiento hiperfino, 339, 423, 588 
Determinante de Slater, 364 
Deuterio, 138 
Deu terón, 702 
Diagrama de niveles de energía, 40 

de rayos -X, 394 
Diamagnetismo, 566 
Difracción, fórmu la general para la, 82 

de partículas, 84, 104 
y el principio de incertidumbre, 93, 104 

Dilatación del t iempo, 758 
Diodo túnel, 251, 547 
Dispersión de Cou lomb, 672, 781 

sección trasversal para la, l 26 
Dispersión de Ray le igh, 503 
Dispersión de Ru therford, 119, 781 

sección trasversal para, 126, 672 
Dispersión de Thomson, 59 

sección trasversal para, 71 
Dispersión elásti ca, 673 
Dispersión inelástica, 673 
Dispersión múltiple, 117 
Dispersión neutrón-prot ón , 708 
Dispersión nuclear, 116, 673 
Distancia de a tenuación, 73 
Distancia de máximo acercamiento, 121 
Distancia de penet radón, 231 
Distribución de Bolt zmann , 32, 44-0, 448, 778 

y los sistemas cuán ticos, 456 
Distribución de Bose, 446 

para fo tones, 463 
Distribución de Fermi, 44-8 
Distribución de Maxwell, 32, 440 
Dominios, 574 
Dualidad onda- partícu la, 87 

y la materia, 81 
y la radi ación, 62 

Ecuación de eigenvalores, 311 
Ecuación de Kl ein-Gordon, 723 
Ecuación de Schrodinger independi ente del 

tiempo, 187 
argumento de plausibi lidad para la, 191 
y la cuan tizació n de la energía, 194 
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oo de as oroo edades de os s stemas cuant.cos e,ementa es La 

senc11 ez se logra oestacanoo mas la mportanc1a de las ap 1cac1ones 
oe a teor a que a teor a r,1sma. De esta manera se mot·va a os 
estudiantes a amp 1ar sus conoc1r- entos teóncos 

Deb oo a el o a oresente obra se olaneo oara iinpartir un curso 
a estud antes oue ) a saben os conceotos e emen a es oe1 cá cu o 
d;::ererc1a e ntegra y a f 's,ca clas1ca 

E bro consta oe ¿ 7 cap tu ,os del uno a cuatro se tratan os os­
t ntos feno!Tlenos de a f1s ca cuántica riooerna os cap1tu os de 
e iico a ocho presentan las bases de la mecan ca cuant ca ) sus 
ap 1caciones a os aromos con uno )' dos e ectrones· ademas. de 
capitulo nueve en ade ante, se exponen arios temas que oueoen 

' 
estudiarse en forma 1noepeno1ente. por eJemolo· Atomos mute-
lectron•cos ) moleculas Estao saca cuan ca y sólidos úcleos ) 
part cu as 

En resumen. F s,ca cuant·ca es una ahosa obra muy aoecúada 
oara esruo artes oel área de fis1comatemar1cas. así como oara los 
orofes ona es que esten 10teresados en los u t mos adelantos oe 
esta c1encra 
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