Practico 3: Conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales

CONJUNTO SOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

Los sistemas de ecuaciones lineales se clasifican en:

e Sistemas incompatibles: La solucién es el conjunto vacio, el sistema no

tiene solucion. Solamente un sistema no homogéneo puede ser
incompatible. Todo sistema homogéneo tiene solucion. Al menos la n-
upla nula es solucion (solucion trivial) de los sistemas homogéneos.

e Sistemas compatibles determinados: Tienen una Unica solucion.

En los sistemas homogeneos compatibles determinados la n-upla nula

es la Unica solucion.

e Sistemas compatibles indeterminados: Tienen infinitas soluciones.

Los sistemas homogeéneos compatibles indeterminados tienen otras

soluciones (infinitas) ademas de la trivial.

Veremos como reconocer cada caso:

Sea AX=H un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas, /AH/ la
matriz aumentada del sistema a resolver y /RH ]la matriz aumentada del

sistema resolvente, con Ala matriz escaldn reducida por filas de A.

r=r(A) es el rango de fila de A4 : numero de filas no nulas de su escaldn

reducida por filas, R.

r(AH) es el rango de fila de la matriz aumentada: nimero de filas no nulas de

su matriz escalén reducida por filas.
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Ejemplo 1:
Supongamos que a partir de la matriz aumentada /AH/se obtiene la siguiente
matriz /[RH ]

Matrizaumentada Sistema resolvente
del sistema resolvente

[RH] RX =H’
1 2 2 -1 X +2Xy +2X4 =—1
rAH)=3] MA)=21 g 0 1 —1 2 Xg — Xg =2
000 0 3 ozs} Ecuac. incompatible

No es necesario terminar de reducir por filas la matriz /AH/ Al obtener la
matriz escalon reducida por filas de A4, la matriz A, es claro que r(A) #r(AH),
lo que implica que el sistema no tiene solucion (Teorema de Rouché-

Frobenius).
El sistema es incompatible porque tiene una ecuacion incompatible.

Conjunto solucion: S=& (el conjunto vacio).

Ejemplo 2:

Supongamos que a partir de la matriz aumentada /AH/se obtiene la siguiente

matriz /[RH "}
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Matrizaumentada Sistema resolvente
del sistema resolvente
[RHT RX =H’
100 -1 ¥ =-1
r(AH)= r(A)=3 010 2 Xy =2
0 01 O X3 =3
H_/
Columnas
Principales
XX, %!
Incognitas
principales

r(A)=r(AH), lo que implica que el sistema tiene solucién (Teorema de Rouché-

Frobenius).
En cualquier sistema lineal se tiene
r(A)=numero de columnas principales=numero de incognitas principales.

En este caso, ademas r(A)=3 y 3 es el numero total de incognitas. En

consecuencia no hay incognitas no principales.

Se tienen tres elementos conductores, tres incognitas principales y ninguna

no principal.
El sistema es compatible determinado.

Conjunto solucién: S =(x, Xy, %3)=(-1,2,0).

Ejemplo 3:

Supongamos que a partir de la matriz aumentada /AH/se obtiene la siguiente

matriz [RH ]
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Matrizaumentada Sistema resolvente
del sistema resolvente

HAH)=2= r(A) {

X3+ 2X5 = —2

Columnas
Principales

XXy
Incognitas
principales

Xy, Xy X!
Incognitas
no principales

r(A)=r(AH), lo que implica que el sistema tiene solucién (Teorema de Rouché-

Frobenius).

Las incdgnitas no principales ya no son incdgnitas, sabemos que pueden
adoptar, si el problema a resolver no nos impone restricciones, cualquier
numero real. Como existen infinitos numeros reales tendremos infinitas
soluciones. Para cada juego de valores que se asigne a x,, x,, X;, se tendra un
valor para cada incognita principal. Por esta razon, a partir de este momento,
en este sistema, llamaremos parametros a las incdgnitas no principales y los
representaremos con letras: a, b, ¢, k, , m, n, t, r, s, 4, a, B (ya que las Ultimas

letras del abecedario las reservamos para las incognitas: x, J, z, v, w).

En sintesis el conjunto solucion tendra infinitas soluciones. Toda vez que un
sistema compatible contenga incognitas no principales, tendra infinitas

soluciones. El sistema sera compatible indeterminado.
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Cambiamos la representacion de las incdgnitas no principales por letras que

nos indiquen que son parametros:

Xo =T ; X=t ; X5=Kk

A partir del sistema resolvente escribimos las incognitas principales en
funcion de los parametros:

Solucién general:

X =1-2r+k

S =(X1, %o, X3, X4, %5 ) = (1—-2r +k,r,—2+2k,t,k) Esta es la solucién general.

Escribiremos la solucion como combinacién lineal de n-uplas porque nos

resultara util en Algebra Lineal.

Una combinacion lineal de n-uplas es una n-upla expresada como una suma
de n-uplas, cada una multiplicada por un escalar. En este caso, los elementos
de las n-uplas seran los términos independientes y los coeficientes de los

parametros. Los escalares seran los parametros.

A los fines de aclarar los conceptos volveremos a escribir las incognitas
principales en términos de los parametros, explicitando todos los coeficientes,
términos independientes y parametros aunque se obtengan términos nulos.

En la practica se puede obviar este paso.
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X =1-2r+0t+1k
X3 =—2+0r+0t+ 2k

Conjunto solucion:

Solucién General

S =(X1, X9, X3, X4, %5 ) = (1,-2,0,0,0) +r(-2,1,0,0,0)+t(0,0,0,1,0) +k(1,0,2,0,1)

Términos Coeficientes Coeficientes Coeficientes
independientes der det dek

Si se realizaran las operaciones indicadas como se vera mas adelante en este
curso, es decir, si se multiplicaran los escalares por las n-uplas y luego se
sumaran los resultados, se obtendria nuevamente la solucién general como

se habia escrito anteriormente.

Para cada asignacion de valores a los parametros se tendrd una solucién

particular:

Solucién particular:

r=1; t=3 k=-2
S =(X, X0, X3, %4, %5 ) =(1,-2,0,0,0)+1(-2,1,0,0,0)+3(0,0,0,1,0)+(-2)(1,0,2,0,1) = (-3,-1,—4,3,-2)



