DERIVADA

Interpretacion geomeétrica

Sean f:Df — R; xy € Dr.

r’: recta secante por Py Q. f(x)

r: recta tangente por P.
SiP—>0=r1r —r
Pendiente de r":
, _f(x) — [ (%o)
m =
X — Xg
Pendiente de r:
f(x) — f(xo)

lim ———— = f'(x
A — f'(x0)

A

f(x) = f(xo)

?
x_xO :
*—
xO X

P
o

f’(xy) esla derivada de f en x,.
Es la pendiente de la recta
tangente a la curva de f en x,.

Prof. Ing. Civil Adolfo Vignoli“



Derivada de una funciéon en un punto
Definicion
Sea f una funcion definida en un intervalo abierto J y x4 € J.

La derivada de f en xy es el numero f'(xy) = lim f(x))c _ fc(x()) .
X—Xg — X0

Si el limite existe se dice que f es derivable o diferenciable en x,.




Observaciones
f(x) — f(x0) — Im f(xo +h) — f(xp)

) f,(xO) = llm
X—X0

f(xo +h) — f(xo)

2. Notacion: Derivada de f en x: = Df(xg) = }’9;0

x=x0

=Df(x) =y

Funcion derivada de f:| f'(x) = E




. Si existe f"(xy), entonces las derivadas izquierda y derecha en x,
. _ flxo+h)— f(xo) _ flxo+h)— f(xo)
son iguales: lim = lim
h—0"~ h i h

(o) fr (o)

N o+ h)—f(xo)
. Si [lim —
h—0 h

Xo, pero se dice que la derivada de f en x; es c. En ese caso |

J

oo|, la funcidén no es diferenciabl

tangente a la curva de f es paralela al eje y.

5.Si 3 f"Vxe(a, b), se dice que|f es derivable sobre (a, b).

Siademas3f ', (a)y f'_(b),f es derivable sobre [a, b].




Ejemplo 1. S5eaf (x) = k. Aplicando la definiciéon deduzca f”(x).
@) =i f(x+h)—f(X)_l. k=k _,
f6) =l = = lim = =

La derivada de una constantees 0: y = k = y = 0.

2.Sea f(x) = x*. Aplicando la definicién deduzca f(x).

_ 2 .2
f’(x)=li£nf(x+h})l f(x)zlign(x+hz x°

- (x+h) —x*  x*4+2xh+h*—x*  2xh+ h?
= lim = lim = lim =
0 h 0 h 0 h

~ 2xh+h*
= lim =]lim2x + h = 2x
0 h 0

De igual modo se demuestraquesiy = x™ = y =mx™"

1




Ejemplo 3. Sea f(x) = sen x. A partir de la definicién deduzca f”(x).

f(x+h)—f(x) sen (x + h) —sen x

f(x)= hgn : 11m - =

(x+h ) (x+h+x)
2sen

— ll(r)n P —

o (s o+

Entonces,siy = senx, y = cosx.

= lim
0




Teorema que relaciona derivabilidad con continuidad

Si f es derivable en x,, entonces f es continua en x,.

Demostracion:

Sea f derivable en x,:

ey = tim [ =S

X—Xg X — Xg
xli_)r?cof(x) — f(x0) = xh—>r20 f(x0)(x —x0) =0
lim f(x) = lim f(xo) = f(xo)

X—X0

En consecuencia, f es continua en x.




Continuidad no implica derivabilidad

( .
)x six =0

Lo demostraremos con un ejemplo: Sea f(x) = |x| = .
jemp f(x) = |x| “x six<0

Las derivadas laterales en x; = 0 son

4R -F© f0+hI=l0] _—h
h o n o h
4R -F© _(0+RI=[0]

h - h =lmo =1

Como las derivadas laterales son distintas, f no es derlvable en 0.




Ahora veremos si f es continua en 0:
f(0) =10 =0

lim|x| =lim—x =0
0~ 0~
lim|x| =limx =0
0t ot
Como los limites laterales son iguales a 0, resulta

lim|x| =0
0

Y como f(0) = lignlxl = 0 resulta que f es continua en 0.

En definitiva, siendo f continua, no es derivable.




Ejemplo 4. Sea f(x) = logj, x. A partir de la definicion deduzca f"(x).

00 = i RS 0BG ) —loga) _

1 11 x+ h _y 1l , h _11_ xl 1+h B
= myplogy | — — | =limylogp | L+ =Tlmylogy | 1+ )=

1. h\h 1 _ h\h 1
=—limlog, | 1 +— =;logb115n 1+—) =-logye

X 0 X X X
. , 1
Entonces, siy = log, x; resulta y = - log,e.

X

. , 1 1
Sib=e: y =Inxentoncesy =;1ne=;.




Teorema: dlgebra de derivadas

Sean f, g derivables en un intervalo abierto J. k € R.
Entonces f + g es derivableenJy|[f+ gl ' =f"+ 9’
kf es derivableen Jy [kf] = kf’

fgesderivableen ]y |[fgl ' =fg+fg

1 g’

Pl derivableen Jy é_ C = 2 sig(x) +# 0 VxeJ
ges derivableen Jy _g =1 ’gg_zf 9 s g(x) 0 VxeJ




Demostracion de la derivada del producto: Sean f, g derivables Vx € J.

Jglx+h) —1fgl@ _ . fer+hglxt+h) —f(0g09) _

[fg](x) =lim

h 0 h
_ limf(x +h)gx+h) —f)glx+h) + fx)glx +h) — fx)g(x) _
0 h
i 9 Df e+ h) — fO)]+ fFO)lglx +h) —glx)]
0 h
i gx+mfx+h)—fx)] . flglx+h)—gkx)]
= 1(r)n r | ll(gn r =

=limg(x + Wf'(x) + f(0)g'(x) =
=f(x)gx) + f(x)g (x)




Ejemplo Derive las siguientes funciones:

a) y = sen (x) In(x)
y" = cos(x) In(x) + sen (x)%

xz

b) Y= In(x)

1
2X ln(X) — xzz 3 2y ln(X) —

VST meE . (n)?
c) y = 4(sen (x) + /x)

y =4 (Cos(x) |

)




Ejemplo 5 Sea y = tan x, aplicando el algebra de derivadas

deduzca y’.
sen x

COS X

COS X COS X — sen x (—sen x)

Y COS%x

cos’x + sen?x 1

COS%x COS%x

1

Entoncessiy = tan x; resultay” = ——.
CoS~X




Teorema: Derivada de la funcién compuesta

Sean g derivableenx vy f derivable en g(x).
Entonces f o g es derivable en x

y [fegl(x)=f(g(x))g'(x).

Nota:Si y=f(u) y u=g(x) ; entonces |y = f(w)u’

g
Dfo A I D Ig

~

feog




Ejemplo sca y = In(x? + 3x)

u=x*+3x

Entoncesy = f(u) =lnu

1 !
y' =fwu =_—u

o 2x+3
y:

x% + 3x




Ejemplo g gq, f(x) = cos x. Con el teorema anterior deduzca f"(x).

sen(%—x)

Y = COSX = Sen (g—X)

cos(%—x)

y =cosu u

y’ = cos (g—x) (—1) = —cos (g—x)

y = —senx

En definitiva: siy = cos x; entoncesy” = —sen x




Sea y=f9 funcién expopotencial
Iny=Inf9=glnf

. 2
Z =¢g’'lnf A
; g Inf gf
y’=y<g’lnf+g§)

y =f9 (g’lnf + g?)




Ejemplo 7 Sea f(x) = e*. Aplicando el método logaritmico
deduzca f'(x).

y=e”

Iny=Ine* =xlne =x




Derivadas sucesivas

* Si f es una funcioén derivable en un intervalo abierto J, entonces
f = |f] esladerivada primera de f en].

* Si f” es derivable en un intervalo abierto J, entonces f" = [f'] es
la derivada segunda de f en J.

* Si f”" es derivable en un intervalo abierto /, entonces f*" = [f"]’
es la derivada tercera de f en /.

» Si f("=1) es derivable en un intervalo abierto J, entonces f (™ =

|f(®=D]" es la derivada enésima de f en J.




Teorema: Derivada de la funcién inversa
Sea f una funcién biyectiva en un intervalo abierto J

— W . -1
y f~1 su funcién inversa. f

Si f es derivableen xy € J

y ['(x0) # 0,

entonces f~! es derivable en y, = f(xp)

y se cumple [f—l]'(yo) —

1 .
f (x0)




Ejemplo 8. Deduzca la derivada de la funcion arc sen x.

Seay = f(x) = sen x definida en el intervalo |— %,g‘

f es biyectiva en |— %,%] f~Y(x) = arc sen x.

Por el teorema anterior:

1 1

f(x)  cosxg

[arc sen ] (yo) = [f 71" (vo) =

B 1 B 1
J1—sen?x, /1—y,?

Cambiando y, por Xy y siy = arc sen x, se tiene y” =

1—x?2




Tabla de derivadas

y=k
y=x"

. y=e"

. y=a*
y = log, x

y =0
y = mx™ 1
y =e
y =a*lna

6. y=Inx

7. y=senx

8. y=cosx

9. y=tanx

10.y = arc sen x y’—\/1 =
—X

1

1.y =arctanx y =

1
1+x2




Tabla de derivadas

y=um y =mumlu
y =e" y = e"u
y=a" y =a“lnau’

6. y=Ilnu

|7. y=senu

8. y=cosu

9. y=tanu

10.y = arcsenu y =

1.y =arctanu y =

1

/ — _u/
y u
y =cosuu
y = —senuu
,_w
y = cos?u
"
V1—u?2
i
1+u?




