
Interpretación geométrica
Sean 𝑓: 𝐷𝑓 ⟶ℝ; 𝑥0 ∈ 𝐷𝑓.

𝑟´: recta secante por 𝑃 y 𝑄.
𝑟: recta tangente por 𝑃.
Si 𝑃 ⟶ 𝑄 ⟹ 𝑟´ ⟶ 𝑟
Pendiente de 𝑟´:

Pendiente de 𝑟:

𝑚 =
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𝑥0

Prof. Ing. Civil Adolfo Vignoli

𝑥

𝑓 𝑥0
𝑃

𝑄

𝑟´𝑟

𝑓 𝑥
𝑦 = 𝑓 𝑥

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0

𝑚´ =
𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
𝑓´ 𝑥0 es la derivada de 𝑓 en 𝑥0. 
Es la pendiente de la recta 
tangente a la curva de 𝑓 en 𝑥0.

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶𝒙𝟎

𝒇 𝒙 − 𝒇(𝒙𝟎)

𝒙 − 𝒙𝟎
= 𝒇´ 𝒙𝟎
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Derivada de una función en un punto

Definición

Sea 𝑓 una función definida en un intervalo abierto 𝐽 y 𝑥0 ∈ 𝐽.

La derivada de 𝑓 en 𝑥0 es el número                                                          .

Si el límite existe se dice que 𝑓 es derivable o diferenciable en 𝑥0.
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𝒇´ 𝒙𝟎 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶𝒙𝟎

𝒇 𝒙 − 𝒇(𝒙𝟎)

𝒙 − 𝒙𝟎



Observaciones

1. 

2. Notación:  Derivada de 𝑓 en 𝑥0:

Función derivada de 𝑓:
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𝑓´ 𝑥0 = lim
𝑥⟶𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= lim

ℎ⟶0

𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)

ℎ

𝑥0 𝑥 = 𝑥0 + ℎ

𝑓 𝑥0

𝑓 𝑥0 +ℎ

𝑓 𝑥0 + ℎ −𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0 = ℎ

𝑓´ 𝑥0 = ቤ
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑥=𝑥0

= 𝐷𝑓 𝑥0 = 𝑦𝑥0
´

𝑓´ 𝑥 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐷𝑓 𝑥 = 𝑦´



3. Si existe 𝑓´ 𝑥0 , entonces las derivadas izquierda y derecha en 𝑥0

son iguales:

4. Si                                                         , la función no es diferenciable en 

𝑥0, pero se dice que la derivada de 𝑓 en 𝑥0 es ∞. En ese caso la 

tangente a la curva de 𝑓 es paralela al eje 𝑦.

5. Si  ∃ 𝑓´ ∀𝑥𝜖 𝑎, 𝑏 , se dice que 𝑓 es derivable sobre 𝑎, 𝑏 .

Si además ∃𝑓´+ 𝑎 y 𝑓´− 𝑏 , 𝑓 es derivable sobre 𝑎, 𝑏 . 
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lim
ℎ⟶0−

𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)

ℎ
= lim

ℎ⟶0+

𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)

ℎ

𝑓−
´ 𝑥0 = 𝑓+

´ (𝑥0)

lim
ℎ⟶0

𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)

ℎ
= ∞



1. Sea 𝑓 𝑥 = 𝑘. Aplicando la definición deduzca 𝑓´(𝑥).

𝑓´ 𝑥 = lim
0

𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓(𝑥)

ℎ
= lim

0

𝑘 − 𝑘

ℎ
= 0

La derivada de una constante es 0: 𝑦 = 𝑘 ⟹ 𝑦´ = 0.

2. Sea 𝑓 𝑥 = 𝑥2. Aplicando la definición deduzca 𝑓´(𝑥).

𝑓´ 𝑥 = lim
0

𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓(𝑥)

ℎ
= lim

0

𝑥 + ℎ 2 − 𝑥2

ℎ
=

= lim
0

𝑥 + ℎ 2 − 𝑥2

ℎ
= lim

0

𝑥2 + 2𝑥ℎ + ℎ2 − 𝑥2

ℎ
= lim

0

2𝑥ℎ + ℎ2

ℎ
=

= lim
0

2𝑥ℎ + ℎ2

ℎ
= lim

0
2𝑥 + ℎ = 2𝑥

De igual modo se demuestra que si 𝑦 = 𝑥𝑚 ⟹ 𝑦´ = 𝑚𝑥𝑚−1
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Ejemplo



3. Sea 𝑓 𝑥 = 𝑠𝑒𝑛 𝑥. A partir de la definición deduzca 𝑓´(𝑥).

𝑓´ 𝑥 = lim
0

𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓(𝑥)

ℎ
= lim

0

𝑠𝑒𝑛 𝑥 + ℎ − 𝑠𝑒𝑛 𝑥

ℎ
=

= lim
0

2𝑠𝑒𝑛
𝑥 + ℎ − 𝑥

2
𝑐𝑜𝑠

𝑥 + ℎ + 𝑥
2

ℎ
=

= lim
0

𝑠𝑒𝑛
ℎ
2

𝑐𝑜𝑠 𝑥 +
ℎ
2

ℎ
2

= cos 𝑥

Entonces, si 𝑦 = 𝑠𝑒𝑛 𝑥 , 𝑦´ = cos 𝑥.
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Teorema que relaciona derivabilidad con continuidad

Si 𝑓 es derivable en 𝑥0, entonces 𝑓 es continua en 𝑥0.

Demostración:

Sea 𝑓 derivable en 𝑥0:

lim
𝑥⟶𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0) = lim
𝑥⟶𝑥0

𝑓´ 𝑥0 𝑥 − 𝑥0 = 0

lim
𝑥⟶𝑥0

𝑓 𝑥 = lim
𝑥⟶𝑥0

𝑓 𝑥0 = 𝑓(𝑥0)

En consecuencia, 𝑓 es continua en 𝑥0.
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𝑓´ 𝑥0 = lim
𝑥⟶𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0



Continuidad no implica derivabilidad

Lo demostraremos con un ejemplo: Sea 𝑓 𝑥 = 𝑥 = ቊ
𝑥 si 𝑥 ≥ 0
−𝑥 si 𝑥 < 0

Las derivadas laterales en 𝑥0 = 0 son 

Como las derivadas laterales son distintas, 𝑓 no es derivable en 0.
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𝑓−
´(0) = lim

0−

𝑓 0 + ℎ − 𝑓(0)

ℎ
= lim

0−

0 + ℎ − 0

ℎ
= lim

0−

−ℎ

ℎ
= −1

𝑓+
´ (0) = lim

0+

𝑓 0 + ℎ − 𝑓(0)

ℎ
= lim

0+

0 + ℎ − 0

ℎ
= lim

0+

ℎ

ℎ
=1

Continúa



Ahora veremos si 𝑓 es continua en 0:

𝑓 0 = 0 = 0

lim
0−

𝑥 = lim
0−

−𝑥 = 0

lim
0+

𝑥 = lim
0+

𝑥 = 0

Como los límites laterales son iguales a 0, resulta

lim
0

𝑥 = 0

Y como 𝑓 0 = lim
0

𝑥 = 0 resulta que 𝑓 es continua en 0.

En definitiva, siendo 𝑓 continua, no es derivable.
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4. Sea 𝑓 𝑥 = log𝑏 𝑥. A partir de la definición deduzca 𝑓´(𝑥).

𝑓´ 𝑥 = lim
0

𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓(𝑥)

ℎ
= lim

0

log𝑏(𝑥 + ℎ) − log𝑏(𝑥)

ℎ
=

= lim
0

1

ℎ
log𝑏

𝑥 + ℎ

𝑥
= lim

0

1

ℎ
log𝑏 1 +

ℎ

𝑥
=
1

𝑥
lim
0

𝑥

ℎ
log𝑏 1 +

ℎ

𝑥
=

=
1

𝑥
lim
0
log𝑏 1 +

ℎ

𝑥

𝑥
ℎ

=
1

𝑥
log𝑏 lim

0
1 +

ℎ

𝑥

𝑥
ℎ

=
1

𝑥
log𝑏𝑒

Entonces, si 𝑦 = log𝑏 𝑥;   resulta   𝑦´ =
1

𝑥
log𝑏𝑒.      

Si 𝑏 = 𝑒: 𝑦 = ln 𝑥 entonces 𝑦´ =
1

𝑥
ln 𝑒 =

1

𝑥
.
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Teorema: álgebra de derivadas

Sean 𝑓, 𝑔 derivables en un intervalo abierto 𝐽. 𝑘 ∈ ℝ.

Entonces 𝑓 + 𝑔 es derivable en 𝐽 y 𝑓 + 𝑔 ´ = 𝑓´ + 𝑔´

𝑘𝑓 es derivable en 𝐽 y 𝑘𝑓 ´ = 𝑘𝑓´

𝑓𝑔 es derivable en 𝐽 y 𝑓𝑔 ´ = 𝑓´𝑔 + 𝑓𝑔´

1

𝑔
es derivable en 𝐽 y 

1

𝑔
´ = −

𝑔´

𝑔2
si 𝑔 𝑥 ≠ 0 ∀𝑥𝜖𝐽

𝑓

𝑔
es derivable en 𝐽 y 

𝑓

𝑔
´ =

𝑓´𝑔−𝑓𝑔´

𝑔2
si 𝑔 𝑥 ≠ 0 ∀𝑥𝜖𝐽
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Álgebra  de derivadas



Demostración de la derivada del producto: Sean 𝑓, 𝑔 derivables ∀𝑥 ∈ 𝐽.

𝑓𝑔 ´ 𝑥 = lim
0

𝑓𝑔 𝑥+ℎ − 𝑓𝑔 (𝑥)

ℎ
=lim

0

𝑓 𝑥+ℎ 𝑔 𝑥+ℎ −𝑓 𝑥 𝑔(𝑥)

ℎ
=

= lim
0

𝑓 𝑥 + ℎ 𝑔 𝑥 + ℎ − 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 + ℎ + 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 + ℎ − 𝑓 𝑥 𝑔(𝑥)

ℎ
=

= lim
0

𝑔 𝑥 + ℎ 𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 + ℎ − 𝑔 𝑥

ℎ
=

= lim
0

𝑔 𝑥 + ℎ 𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓 𝑥

ℎ
+ lim

0

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 + ℎ − 𝑔 𝑥

ℎ
=

= lim
0
𝑔 𝑥 + ℎ 𝑓´(𝑥) + 𝑓 𝑥 𝑔´(𝑥) =

=𝑓´ 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑓 𝑥 𝑔´(𝑥)
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Derive las siguientes funciones:

a)  𝑦 = 𝑠𝑒𝑛 𝑥 ln 𝑥

𝑦´ = cos 𝑥 ln 𝑥 + 𝑠𝑒𝑛 (𝑥)
1

𝑥

b) 𝑦 =
𝑥2

ln(𝑥)

𝑦´ =
2𝑥 ln(𝑥) − 𝑥2

1
𝑥

ln(𝑥) 2
=
2𝑥 ln(𝑥) − 𝑥

ln(𝑥) 2

c) 𝑦 = 4 𝑠𝑒𝑛 𝑥 + 𝑥

𝑦´ = 4 cos 𝑥 +
1

2 𝑥
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5. Sea 𝑦 = tan 𝑥, aplicando el álgebra de derivadas 

deduzca 𝑦´.

𝑦 = tan 𝑥 =
𝑠𝑒𝑛 𝑥

cos 𝑥

𝑦´ =
cos 𝑥 cos 𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑥 (−𝑠𝑒𝑛 𝑥)

𝑐𝑜𝑠2𝑥
=

=
cos2𝑥 + 𝑠𝑒𝑛2𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
=

1

𝑐𝑜𝑠2𝑥

Entonces si 𝑦 = tan 𝑥; resulta y´ =
1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
.
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Ejemplo



Teorema: Derivada de la función compuesta

Sean      𝑔 derivable en 𝑥 y            𝑓 derivable en 𝑔 𝑥 .

Entonces         𝑓 ∘ 𝑔 es derivable en 𝑥

y            𝑓 ∘ 𝑔 ´ 𝑥 = 𝑓´ 𝑔(𝑥) 𝑔´(𝑥) .

Nota: Si   𝑦 = 𝑓(𝑢) y   𝑢 = 𝑔 𝑥 ;   entonces 
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𝒚´ = 𝒇´ 𝒖 𝒖´

𝐷𝑓∘𝑔
𝐷𝑔 𝐼𝑔𝐼𝑓

𝑓

𝑓 ∘ 𝑔

𝑔

𝑥 𝑢 = 𝑔(𝑥) 𝑓 𝑢 = 𝑓(𝑔 𝑥 )



Sea 𝑦 = ln(𝑥2 + 3𝑥)

𝑢 = 𝑥2 + 3𝑥 ;              𝑢´ = 2𝑥 + 3

Entonces 𝑦 = 𝑓 𝑢 = ln 𝑢

𝑦´ = 𝑓´ 𝑢 𝑢´ =
1

𝑢
𝑢′

𝑦´ =
2𝑥 + 3

𝑥2 + 3𝑥
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6. Sea 𝑓 𝑥 = cos𝑥. Con el teorema anterior deduzca 𝑓´(𝑥).

𝑦 = cos𝑥 = 𝑠𝑒𝑛
𝜋

2
− 𝑥

𝑢 =
𝜋

2
−𝑥;       𝑢´ = −1

𝑦´ = cos𝑢 𝑢´

𝑦´ = cos
𝜋

2
− 𝑥 −1 = −cos

𝜋

2
− 𝑥

𝑦´ = −𝑠𝑒𝑛 𝑥

En definitiva: si 𝑦 = cos𝑥;  entonces 𝑦´ = −𝑠𝑒𝑛 𝑥
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cos 𝑥

sen 𝑥
𝜋
2
−𝑥

sen 𝜋
2
−𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝜋
2
−𝑥

𝑥



Sea     𝑦 = 𝑓𝑔 función expopotencial

ln 𝑦 = ln 𝑓𝑔 = 𝑔 ln 𝑓

𝑦´

𝑦
= 𝑔´ ln 𝑓 + 𝑔

𝑓´

𝑓

𝑦´ = 𝑦 𝑔´ ln 𝑓 + 𝑔
𝑓´

𝑓

18

Método logarítmico de derivación

𝒚´ = 𝒇𝒈 𝒈´ 𝒍𝒏 𝒇 + 𝒈
𝒇´

𝒇



7. Sea 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 . Aplicando el método logarítmico 

deduzca  𝑓´(𝑥).

𝑦 = 𝑒𝑥

ln 𝑦 = ln 𝑒𝑥 = 𝑥 ln 𝑒 = 𝑥

𝑦´

𝑦
= 1

𝑦´ = 𝑦

𝑦´ = 𝑒𝑥
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Derivadas sucesivas

• Si 𝑓 es una función derivable en un intervalo abierto 𝐽, entonces 

𝑓´ = 𝑓 ´ es la derivada primera de 𝑓 en 𝐽.

• Si 𝑓´ es derivable en un intervalo abierto 𝐽, entonces 𝑓´´ = 𝑓´ ´ es 

la derivada segunda de 𝑓 en 𝐽.

• Si 𝑓´´ es derivable en un intervalo abierto 𝐽, entonces 𝑓´´´ = 𝑓´´ ´

es la derivada tercera de 𝑓 en 𝐽.

⋮

• Si 𝑓 𝑛−1 es derivable en un intervalo abierto 𝐽, entonces 𝑓 𝑛 =

𝑓 𝑛−1 ´ es la derivada enésima de 𝑓 en 𝐽.
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Teorema: Derivada de la función inversa

Sea 𝒇 una función biyectiva en un intervalo  abierto 𝑱

y 𝒇−𝟏 su función inversa.

Si 𝒇 es derivable en 𝒙𝟎 ∈ 𝑱

y   𝒇´(𝒙𝟎) ≠ 𝟎, 

entonces 𝒇−𝟏 es derivable en 𝒚𝟎 = 𝒇(𝒙𝟎)

y se cumple                                            .
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𝒇−𝟏 ´ 𝒚𝟎 =
𝟏

𝒇´ 𝒙𝟎

𝐷𝑓 = 𝐼𝑓−1
𝑓

𝑥0 = 𝑓−1 𝑦0

𝐼𝑓 = 𝐷𝑓−1
𝑓−1

𝑦0 = 𝑓 𝑥0



8. Deduzca la derivada de la función 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝑥.

Sea 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛 𝑥 definida en el intervalo −
𝜋

2
,
𝜋

2
.

𝑓 es biyectiva en −
𝜋

2
,
𝜋

2
.        𝑓−1 𝑥 = 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝑥. 

Por el teorema anterior:

Cambiando 𝑦0 por 𝑥0 y si 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝑥, se tiene 𝑦´ =
1

1−𝑥2
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𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 ´ 𝑦0 = 𝑓−1 ´ 𝑦0 =
1

𝑓´ 𝑥0
=

1

cos 𝑥0
=

=
1

1 − 𝑠𝑒𝑛2𝑥0
=

1

1 − 𝑦0
2



Tabla de derivadas
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1. 𝒚 = 𝒌 𝒚´ = 𝟎

2. 𝒚 = 𝒙𝒎 𝒚´ = 𝒎𝒙𝒎−𝟏

3. 𝒚 = 𝒆𝒙 𝒚´ = 𝒆𝒙

4. 𝒚 = 𝒂𝒙 𝒚´ = 𝒂𝒙 ln 𝒂

5. 𝒚 = log𝒃 𝒙 𝒚´ =
𝟏

𝒙
log𝒃 𝒆

6. 𝒚 = ln 𝒙 𝒚´ =
𝟏

𝒙

7. 𝒚 = 𝒔𝒆𝒏 𝒙 𝒚´ = 𝒄𝒐𝒔 𝒙

8. 𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒚´ = −𝒔𝒆𝒏 𝒙

9. 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏 𝒙 𝒚´ =
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

10. 𝒚 = 𝒂𝒓𝒄 𝒔𝒆𝒏 𝒙 𝒚´ =
𝟏

𝟏−𝒙𝟐

11. 𝒚 = 𝒂𝒓𝒄 𝒕𝒂𝒏 𝒙 𝒚´ =
𝟏

𝟏+𝒙𝟐



Tabla de derivadas

1. 𝒚 = 𝒌 𝒚´ = 𝟎

2. 𝒚 = 𝒖𝒎 𝒚´ = 𝒎𝒖𝒎−𝟏𝒖´

3. 𝒚 = 𝒆𝒖 𝒚´ = 𝒆𝒖𝒖´

4. 𝒚 = 𝒂𝒖 𝒚´ = 𝒂𝒖 ln 𝒂 𝒖´

5. 𝒚 = log𝒃 𝒖 𝒚´ =
𝟏

𝒖
log𝒃 𝒆 𝒖´

6. 𝒚 = ln𝒖 𝒚´ =
𝟏

𝒖
𝒖´

7. 𝒚 = 𝒔𝒆𝒏 𝒖 𝒚´ = 𝒄𝒐𝒔 𝒖 𝒖´

8. 𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 𝒖 𝒚´ = −𝒔𝒆𝒏𝒖𝒖´

9. 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏 𝒖 𝒚´ =
𝒖´

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒖

10. 𝒚 = 𝒂𝒓𝒄 𝒔𝒆𝒏 𝒖 𝒚´ =
𝒖´

𝟏−𝒖𝟐

11. 𝒚 = 𝒂𝒓𝒄 𝒕𝒂𝒏 𝒖 𝒚´ =
𝒖´

𝟏+𝒖𝟐
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