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UNIVERSIDAD SIMON BOLIVAR MA1112 enero-marzo de 2004
Departamento de Mateméticas

Puras y Aplicadas. | ntegrales impropias.

Ejercicios sugeridos para :
los temas de las clases del 4y 9 de marzo de 2004.
Temas:
Otras formas indeterminadas. Integrales impropias.

1.- Calcule los siguientes limites aplicando (cuando sea conveniente) la regla de L'Hopital :

- Xx-sen(x) . - Xx-sen(x) . - arcsen(x)-x
M3 1M g3 O 3
. . - In(x+1)
. X - .
1d) XILr73+ x.n(x); 1e) leo x.eX ; 1f) )!I_I’po <

. 1x . . 1X .oy . COS(X).IN(Xx+1).
1g) , fim , (1507 3 1) fim (407 52) Im = (1 +sen(x))

X
sen(®) dt
2)) x[moo (L+g()F19X); 1K) )!finoe)igl; im) )!f[noc[(_wn(x)

2.- Calcule los siguientes limites aplicando (cuando sea conveniente) la regla de L'Hopital :
2a) lim tgh(x); 2b) lim tgh(x); 2c) lim (1-tgh(xf™);

2d) Xlimoo (1-tgh(x1/¥) ; 2¢) X[rpoo (a.cosh(cx)pP™ ; 2f) x[mm (a.cosh(cx)P/x).

3.- Explique cual es el error en el siguiente procedimiento :

lim 2cos(x)+sen(x) lim cos(x)-2sen(x) 1
X-0 1+2x T x50 0+2 2

4.- Considere el siguiente procedimiento :
f(x)= 5+x+ 2.sen(x) ; g(x) = 1+7x-cos(x) ;

lim 5+x+2.sen(x)_ i f(x) _ lim f'(x) i 1+2.cos(x)_

_Stx+2.sen(x)_ _ _ 1+2.C0S(X)_ o
A 1+7x- cos() — XM g(x) ~ XM g'(x) ~ M 7+sen(x) - N0 €xiste

Explique!
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5.- Calcule las siguientes integrales impropias (0 demuestre que son divergentes) :

dx dx dx 2-1
5a) ——— bb) ; 5BC) dx; 5d) 5 dx;
1+x2 2X-X.In(x)
_ V(1-x3) g o

+o0o

0
5¢) El%; 5) % 50) c[(1 tgh(x)) dx :5h) I J (tgh(o+1) o
+00

5i) I (1-Ogh(x)D dx; 5) ]J;/Ctg(x)dx fvea el ejercicio 2f de la practica de la semaha V

6)- Para cada una de las siguientes integrales impropias, averigle si es convergente o no:

+00 +o00 1
$ dx _ ?ser?(x) _ dx |
62) : 3+x2+sen(x)’ é0) V2+x2 dx; 6¢) X.eX

+o00

+00 2
dx | dx . dx
6d) x.eX 69 j}@ ’ &) (x-1)213
1

7) Para cada una de las siguiente integrales impropias, halle, si posible, un valor de la
constante k para el cual la integral sea convergente (y calcule la integral con el valor de k
hallado) :

+00 +o0o +oo

7a) (k;<+1 X3)d . 7b) 1+keX kVxZ+1 - x X 4
xe+1 xx/3<2+1

O
1
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Respuestas
- X-sen(x) _ . 1-cos(x)_ sen(x)_ 1 .
1a) J'Lno x3 _J'Eno 3x2 IImo 6x ~ 6’
X-sen(x) im X sen(x) 1._1.
1b) Jim, (tg(x))3 3 = (m, )i 0(tg(x))3) 616"
1c) poniendo u=arcsen(x), x=sen(u) se tlemm EM:SX(?(X)X u’ Omz
o usen(u _ ; _ 1.
= {m, ))(u o(sen(u)?) 617 6"

B In(x) _ 1/x
1d) ||m x.In(x) = |II'E+ 1/x xl_.0+ -1/x2

= . (=0

] - .1
otra manera de proceder podria ser la siguiente, ponleQdo u=

AIn(u) _ .~ -u

. - In(1/u) .
im, x.In(x) = lim —=—~= Im lim =0 ;
X -0t () U—+00 u u-+oo U u-+oo 1
. X 1
le) Iim x.eX =lim == lim —==0;
)xaoo Xx-00 €X x_o00 EX

1) Jim MO < i V00D = g

i 1 i i Lix . u=Jj 1/u)In(1+u)=gl=¢g -
1g,h) poniendo us , se tiene : lim  (1+))" ; uIlﬁrgJ_r(1+u)1 = J'Enoe( In(l+u)=gl=pg :

cos(X).In(x+1 In +1 cos .
2i) hﬂo x(g)-(l-)ser(l)((x))) l (X ))(I ol+seg(()x)) 1

2) Jim (1+tg(x)FI9X)= NO existe [ tg(x) y ctg(x) son funciones periddicas ] :

1 e
1k) |Im T )!IEnOT—l,
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X
sen(®) dt @ (>g)
_ . sen sen _
1m) I'ﬁo x-sen(x) "mo 1-cos(x)™ ( l )( ||m 01l- cos(x))

2a) Xlinﬂoo tgh(x) =1 ; 2b) XIimoo tgh(x) = -1 [calcule estos dos limites poniendoti¥ ;e
i R )= | 1/x).In(1- tgh(x)) = &2 i - =
ZC)xIer00 (1-tgh(x1/x) Xllrpooe( X).In(1- tgh(x))= &2 | ya quexllrpoo (1/x).In(1- tgh(x))

X
i In(__; x- 1
— jim In(1- tgh(x)) _ lim cosh(d _ iy X In(cosh(x)) _ lim 1tg1;h(x):_2;

X - +00 X +00 X - +00 X X - +00

2d) Xlimoo (1-tgh(x1/¥) = 20=

b.In(a.cosh(cx))
X a xlln;-]oo

. . bc.tgh(cx
2€e) Xllrpoo (a.cosh(cxfPX) = éc | ya quexllmoo gf(): bc ;

2f) lim (a.cosh(cx)p/) = ebe,

3). )!I' ) Zcosfi);;en(x)_ 2 [ya que la funcion, f(x), de la cual se calcula el limite es continua en

x=0, por lo cual su limite es f(0) ];

0jo: laregla de L'Hopital se aplica a limites cuyo tipo de indeterminacion esd/® .o

) f'(x)
o g(X) o g'(x)

4). La regla de L'Hopital permite calculzhm exista;

como en el caso considerado el limite del cociente de las derivadas no existe, no es aplicable la
regla de L'Hopital . Sin embargo se puede calcular directamente el limite dado :

5 2.sen(x)
5+x+2.5en(x)_ x Py 0+1+0_1

xh_r,noo 1+7x- cos(x) ~ xllnm 1, cos(x) T0+7+0° 7
X

X

0 0
sa) B9 = jm &= i, [arsen(0)-arcsen(a)] = 0-arcsen(-13 =

VIx U TRy e
- a
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+00 b
dx _ dx _ . L S
5b) $71+x2 = bIEnoo $71+x2 = bIEnoo [arctg(b)- arctg(1)] =5 - 4 = 7
I 1

et

b=

dx . . . . , dx
5c) 2x-X.IN(X) dx; esta integral es impropia, debido a ‘k“PPeZ)-( o N6 (x)) = +o0

e

[y ademésx Il’rpez)Jr( 2)()?)';()()) = -0 ].Laintegral dada es convergente siy solo si existen

b et
finitos) los dos limites : = _li X gy, L= i x4 tal
(finitos) los dos limites : 1= ber]eZ)' 2x-x.In(X) X, Lp= alwe2)+ 2x-x.IN(X) X yenta
e a

et

. dx _
caso se tiene 2x-x.IN(X) dx = L+Lo

e

b

. dx . :
Como L= bﬂrpez)_ 2x-x.IN(X) dx = bE'FeZ)' [-IN2-In(b)H*IN[R-In(e)E +eo , la integral
e

impropia dadano es conver gente;

+00
3x2-1 . 3x2-1 1 1 1 . )
5d) j}mdx ; comw—ﬁ ﬁ-m,setlene :
+00 b
3x2-1 o 3x2-1 o 1 b-1_1 2-1 . 1 .
o2 dx = bI[noo o2 dx = bh—»oo [ b +|nﬂm—[{+§ - InDleD] =5 +In(3) ;
+o0 b

dax _ dax _ . eX b _ Iy — :
5e) %1%9( = I[)I[noo Trex - bI[noo [ln(eX+1]0 =1In(1) In(%) =In(2) ;
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0
edx _ 0_ _

5)  Ha= M e+, =) ;

+o0o

5g)  J(1- tgh(x)) dx = fim [x-In(cosh(x))ﬁ = In(2) :5h) _fo( tgh(x)+1) dx= In(2) ;

+00 0 +o0

5i) I( 1-Ogh(x)D) dx = [(tgh(x)+1) dx + c[(1- tgh(x)) dx = 2.In(2) ;

. 13 . : : , . . ,
5)) , I{Igtg(x)dx es integral impropia debido a ql)J(IeEnnEbtg(x)D: o, XIlrET[Ettg(x)D: 0 ;

esta integral impropia es convergente (e iguakd_p+L3+L4 ), s6lo en el caso que las
siguientes cuatro integrales impropias existan :

LS 3172 2Tt 7103
L1= fctg(x)dx, Lo= TEctg(x)dx ,L3= fctg(x)dx ,Lg= 2jctg(x)dx ;
2103 3102 Tt
i b dx: Lo= i 37172 dx - La= i b dx La= i 7TU3 dx:
Ll—bEnTrzrfvgtg(x) X; Lz—alrprF gctg(x) X; L3—blr9Tr3TIVgtg(x) X ,u—alrprﬁ gctg(x) X;
) . 7TU3
como Ly no es convergente, sigue que la mtegr)%lctg(x)dx no es convergente.
2103

. b Lk b _ ¢ _
En efecto blmfﬂfﬂgtg(x)dx —bIEnTr[ InCsen(X] 55 = bIEnTr( InCsen(b)? IN(V3/2) ) = <o .

6a) Como 3+X¥+sen(x)= 1+x2, se tiene, para todo b :

b b
0 < %C%Jr)@-clj-%n(x) < %% = arctg(b) -gs L—Ty de esto sigue, [tomando en cuenta que
1 1
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b b
F(b) = dx es funcioén creciente de b ] Jim dx = existe finito;
3+x2+sen(x) b-co 13+x2+sen(x) ’
1 1
+00
ser?(x) ser(x) 1
6b) S22 dx es convergente , ya que< Lf/2+x2 S a2 etc.

6c) como €& es funcién creciente, se tiene que para tafio, 4] resulta 1=8< ex< el< 3,

1

luego, para todo¥0, 1] : 0<x.ex<3x, 3y S ; de esto sigue, para todo(@,1] ,

1
X.eX

1 1 1

1 dx I . dx _
% < % y por consiguiente aIer(}+ % = 400 |

a a da

1 1

. 1 _ . -1 _ dx .
ya que aIera+$3ﬁ)( = al%l+ 3 In(X) = 4o0 . Por lo tanto;%@ es divergente.

a
+o0
6d) dx es convergente, ya que pamXkse tiene & L < L etc.
X.6X ’ X.eX" eX
1

+o00 1 +o00 1

dx _ pdx dx : dx .
69) %x.ex - %X.ex + %x.ex es divergente ya qufﬁ es divergente.
1

b

2 1 2 2

dx  _ dx dx _ . dx . dx  _

6f) $(X_1)2/3 = $(X_1)2/3+ $(X_1)2/3 = Jim. $(X_1)2/3 + Jim, $(X_1)z/3 =
I a

_ ; _ .2 :
bI|'r71_ 3[§fx-1]g + alqu+3[§/'x-1]a = 3[0-(-1)]+3[1-0] = 6; la integral es convergente.
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+o00 +oo
kx+1 x-3 _ Kk 1 _
7a) $(x2+1 -E) dx = $(x2+1 + x2+1+ " x+1) dx =
2 2

b
bI|’m00 [gln( x2+1) + arctg(x) + Ihk-103 2.Inx+10], =

bI|'moo [ arctg(x)+ In( (R+1)K2k-10x+1)2) ]2 = ? para que este limite sea finito, el limite

del argumento del logaritmo debe ser finito, asi que debe l§<e|1:-2.: o0 k=1.

+00
Con k=1 se tiene$ (t;(:i x3 2.1 )dx = Iim_ [ arctg(x)+ In( (R+1)L/20-10(x+1) 2)]2
2
= 5 +In(1) - arcty(2) - |n3§) = 5 - arctg(2) -%.In(5)+2.ln(3) .
+00
+o00 1
: _ . 1+ke o _H,/1 ; _ u
7b) Poniendo u=%¢ se tiene 143 & dx = ( L ) du = I|m [In( (U+1/3)- K3l1 -
0 3
i
+o00
Este limite es finito siy sélo si k=0 . Con k=0 se tle% dx =1In(1)-In(3/4) =
0
=2.In(2)-In(3).
+o00 +oo
VXL -x g (X ydx = im [In(—2C ) 1b.
xVx2+1 \/§<?+ 1 x+\/7<7+ 1
Este limite es finito siy s6lo si k=1. Con k=1 se tienbdimoo [IN(——==") ]1

x+\/3<7+1
= In() -In(3) = In(3/2) .



